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Resumen

En este articulo se realiza una revisiéon de los resultados obtenidos por
el autor en el estudio de diferentes problemas de contacto en elasticidad,
elasto-piezoelectricidad, viscoelasticidad o elasto-viscoplasticidad. Para
cada problema se consideré diversos aspectos como la existencia y
unicidad de solucién débil y su regularidad, el andlisis numérico de
aproximaciones obtenidas mediante el método de los elementos finitos
y, cuando fuera necesario, el esquema de Euler, y, por ultimo, su
implementacién en ordenador.

Palabras clave: Viscoelasticidad, elasto-viscoplasticidad, respuesta mnor-
mal, Signorini, rozamiento, elementos finitos, estimaciones del error, resultados
NUMETLCOS.
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1 Introduccion

Desde el punto de vista de la Ingenieria hace mucho tiempo que se consideran
problemas de contacto de materiales, siendo numerosas las referencias que
trataron, fundamentalmente, la modelacién o la resolucion numérica de estos
problemas (véanse, por ejemplo, [34, 35, 46, 49, 50, 58] y las referencias
allf citadas). En la industria aparecen con frecuencia situaciones que se pueden
modelar de esta forma: por ejemplo, el contacto de los sistemas de frenado
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con las ruedas o de estas con la carretera, y diferentes procesos de creacién de
metales o de su manufacturacién.

Durante los tltimos afnos, el estudio matematico de los problemas de
contacto en sus diferentes campos (existencia y unicidad de solucién débil y su
regularidad, el andlisis numérico de sus aproximaciones y su implementacién
en ordenador, etc) ha experimentado un creciente interés. Desde uno de
los primeros articulos debido a Signorini ([52]) en el que se planted, por
primera vez, un problema de contacto en elasticidad con una base rigida,
pasando por su andlisis matemdtico en [33] y el desarrollo mds profundo,
incluyendo mas materiales y otras condiciones, realizado en la clasica referencia
[21], hasta la actualidad mucho ha cambiado y es por ello que podemos
hablar de una Teoria Matemdtica de la Mecdnica del Contacto. En este
trabajo se recogen los resultados obtenidos por el autor en esta linea de
investigacion, fundamentalmente en su vertiente del andlisis numérico, y por
otros investigadores en problemas relacionados.

El articulo se divide en cuatro partes principales. En la Seccién
2 se presentan las diferentes leyes constitutivas (elasticidad o elasto-
piezoelectricidad, viscoelasticidad y elasto-viscoplasticidad) y las condiciones
de contacto que dan lugar a los problemas que se consideraran en el resto del
trabajo, asi como una breve descripcién de dos fenémenos mecanicos que suelen
presentarse en los procesos de contacto: el dano del material y la adherencia de
la superficie de contacto. En la Seccién 3 se describen los principales problemas
que se han estudiado en el campo de la elasticidad, con mencién especial a las
aplicaciones biomédicas, y de la elasto-piezoelectricidad. Algunos problemas de
contacto en viscoelasticidad se introducen en la Seccién 4, incluyendo el dano
del material, la adherencia de la superficie o los efectos de inercia, y, finalmente,
en elasto-viscoplasticidad y en el caso cuasiestatico, en la Seccion 5.

2 Modelos mecanicos: leyes constitutivas y condiciones de contacto

2.1 Leyes constitutivas

La relacién entre las tensiones en el cuerpo y las deformaciones resultantes
caracteriza el tipo de material que compone el cuerpo y se describe mediante
una ley constitutiva. De esta forma, determina las deformaciones del cuerpo
como consecuencia de la accion de fuerzas volimicas o superficiales. En esta
seccién, y en el resto de la memoria, inicamente consideraremos el contexto de
pequenas deformaciones.

Denotemos por € un dominio de R? (d = 1,2,3), representando la
configuracion de referencia de un cuerpo deformable que puede entrar en
contacto con un obstaculo. Sea I' su frontera exterior, dividida en tres partes
disjuntas y medibles que denotamos por I'p (frontera Dirichlet), I'y (frontera
Neumann) y I'c (frontera de contacto). Ademds, suponemos que en el dominio
Q actian fuerzas volumicas de densidad fz y que en I'y se prescriben fuerzas
superficiales de densidad f .

Sean o el tensor de tensiones, u el campo de desplazamientos y e(u) el
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tensor de deformaciones linealizado dado por

e(u) = (eij(u)i o1, eij(u) = (SZ; * g@ .

A continuaciéon describimos brevemente los cuatro tipos de materiales
considerados (es decir, las cuatro leyes constitutivas que los definen):

e Recordemos, en primer lugar, la clasica ley constitutiva que define un
material eldstico lineal (también conocida como ley de Hooke, véase [21]):

o = Ce(u),

donde C es un tensor de cuarto orden acotado, simétrico y definido
positivo.

e Si suponemos que los efectos debidos al campo eléctrico son importantes,
entonces el material se supone elasto-piezoeléctrico y la correspondiente
ley constitutiva se escribe como ([21, 53]):

o = Ce(u) — Estudiante”E(p),

donde E(¢) representa el campo eléctrico (¢ es el potencial eléctrico) dado

por
Op
Ei(p)=—22 i=1,....d,
(£) =52, i

y Estudiante® = (e;‘jk)f’jyk:l denota el traspuesto del tensor piezoeléctrico

de tercer orden Estudiante = (eijk)gj w—1- Recordemos que

€ijk = €kij, bparatodo 4,j5,k=1,...,d.
e Si el material se supone viscoeldstico, la ley constitutiva se expresa
mediante la siguiente relacién (véanse [21, 39]):

o = Ae(i) + C(e(u)),

donde A es un tensor de cuarto orden acotado, simétrico y definido
positivo que contiene las propiedades de viscosidad del material y C es
una funcién Lipschitziana. Si suponemos que los operadores A y C son
lineales, entonces la relaciéon anterior se conoce como ley de Kelvin-Voigt
([21]):

0ij = Cijricri(w) + Gijricri (),
donde c¢jjki, asjri son los coeficientes de elasticidad y viscosidad,

respectivamente. También podemos incluir los efectos eléctricos y se
hablaria, entonces, de un material electro-viscoelastico.

Ademas, si suponemos que la “memoria del material” es importante
(es decir, las deformaciones en instantes anteriores modifican el estado
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actual), entonces el término de viscosidad se reemplaza por (véanse
[21, 47]):

/0 A(t — s)e(u(s))) ds.

e En [20] se describe mecdnicamente, desde un punto de vista
experimental, el comportamiento de un tipo de materiales, llamados
elasto-viscoplésticos, que se pueden definir a partir de la siguiente ecuacién
diferencial ordinaria:

& =Ce(u) + G(o,e(u)),

donde G es una funcion constitutiva no lineal que contiene las propiedades
viscoplasticas del material.

Leyes constitutivas dependientes del tiempo de esta forma han sido
utilizadas para la modelaciéon de materiales como caucho, metales, pasta
de papel o rocas (véanse [20, 40] y las referencias allf citadas). Un ejemplo
clésico de funcién viscopldstica G es la ley de Perzyna introducida en [21].

2.2 Condiciones de contacto

Ademas del tipo de material (o ley constitutiva), la otra cuestién que determina
la naturaleza de los problemas de contacto es el tipo de contacto que se puede
establecer con el obstaculo. Denotamos por v el vector unitario normal y exterior
a la frontera I'c, 7 el conjunto de vectores unitarios tangentes a I'¢, y definimos
la funcién g que representa la distancia que separa el cuerpo del obstéculo,
medida en la direcciéon del vector v, el desplazamiento normal v, = u - v,
la tensién normal o, = ov - v, el desplazamiento tangencial u, = u — u,v
y la tensién tangencial o, = ov — o,v. Ademds, en el caso bidimensional,
denotamos por u, y o, las proyecciones en la direccién del vector tangente; es
decir, ur =u-Ty o, =0ov-T.

Las siguientes condiciones de contacto se pueden definir en la parte de la
frontera I'c:

e Contacto bilateral: se supone que el cuerpo y el obstdculo estdn siempre
pegados (es decir, g =0y u, = 0).

e Condicion de contacto con respuesta mormal: el obstdculo se supone
deformable. De acuerdo a [42, 48], se supone que existe una relacién
semilineal entre la tensién normal y la penetracién u, — g en la forma:

-0y, = p(uy, — g),

donde p es una funcién que mide la penetracion en el obstaculo. Como una
variacion de esta condicion, podemos considerar la llamada condicion de
respuesta normal amortiguada, que se escribe de la forma —o, = p(u,).
Esta condicién se puede utilizar, por ejemplo, para modelar situaciones
como la excavacién de pozos en zonas rocosas.
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e (Condiciones de Signorini: el obstaculo se supone ahora rigido. Se escriben
en la forma u, < ¢g (no hay penetracién), o, < 0 (s6lo hay reaccién) y
la condicién complementaria o, (u, — g) = 0 (sélo hay reaccién si hay
contacto y viceversa).

e Rozamiento o friccion: es una fuerza que, al producirse el contacto, se
opone al movimiento tangencial. En las siguientes secciones, en el contexto
bidimensional, este se supondra de la forma:

lor| < h(t).
Silor| =h(t) =3IXN>0; 4, = —No,.
Si o] < h(t) = u, = 0.

Debemos observar que cuando h(t) = constante, las condiciones anteriores
se conocen como ley de rozamiento de Tresca (véase [21]), y cuando
h(t) = ppr(u, —g) (u > 0 constante) es un caso particular de la
ley de rozamiento de Coulomb. Ademds, si suponemos que la fuerza de
rozamiento es despreciable esta condicién se escribe como o, = 0, y el
problema de contacto se dice sin rozamiento.

2.3 Dano del material

En los tdltimos anos existe un creciente interés por determinar la variacion de
las propiedades mecdnicas del material al someterlo a un proceso mecanico
repetitivo. En muchos materiales como el cemento, se ha observado un
decrecimiento de su capacidad de carga como consecuencia de la aparicion de
microfracturas internas. Por supuesto, este es un tema de gran importancia ya
que afecta al funcionamiento, a la calidad o a la duracién de algunas maquinas
o de sus componentes.

Desde el punto de vista de la ingenieria este tema ha sido muy abordado
(véase, por ejemplo, [35] y las numerosas referencias allf citadas). Sin embargo,
solo recientemente se han estudiado matematicamente diversos modelos de dano
que intervienen en problemas de contacto. En nuestro caso, los que hemos
considerado estdn basados en el introducido por Frémond y Nedjar ([36]).
La idea principal es la definicién de una funcién de dano, ¢, que en el caso
unidimensional elastico coincide con el cociente entre el “mddulo de Young
efectivo” (es decir, el médulo de Young que tiene el material en cada instante) y
el médulo de Young del material sin estar sometido a ningun esfuerzo. De esta
definicién se deduce que esta funcién esta en el intervalo [0, 1], verificando que
cuando ¢ = 1 el material no estd danado, cuando ¢ = 0 estd completamente
danado y cuando 0 < ¢ < 1 hay un dano parcial. De acuerdo a [36], el
modelo mecanico del dano se formula mediante la siguiente inclusién parabdlica
diferencial y no lineal:

¢ = rAC+ 0Ip,11(C) 3 d(e(u), (),

donde [y 1 denota la funcién indicatriz del intervalo [0, 1], » es la difusién de las
microfracturas (por simplicidad, suponemos que es constante) y ¢ representa
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la funcién que mide la generaciéon de dano. Finalmente, se ha demostrado
en [13, 44] que se puede sustituir la inclusién precedente por una ecuacién
diferencial en derivadas parciales suponiendo ciertas hipdtesis sobre la funcién
¢. Se utiliza un teorema de comparacion que permite, bajo estas condiciones,
demostrar que la funcién del dafio pertenece al intervalo [0, 1] y, por tanto, la
funcién indicatriz no es necesaria.

2.4 Adherencia de la superficie

Los procesos de adherencia, o adhesién, son muy importantes en muchos
procesos industriales donde partes de su maquinaria, normalmente no metélicas,
estan pegadas. Existen muchos articulos desarrollados en el campo de la
Ingenieria que tratan problemas de este tipo. En nuestro caso, seguimos los
trabajos de Frémond (véase, para méas detalles, [35]). La idea principal es la
definicién de una variable superficial, §, llamada funcion de adherencia que
describe la densidad puntual de las uniones activas en la zona de contacto. Esta
funcién toma valores en el intervalo [0, 1], de tal forma que cuando 8 = 0 no hay
uniones activas (es decir, no hay adherencia), cuando 5 = 1 las uniones estén
todas activas (la adherencia es total) y cuando 0 < 3 < 1, sélo una parte de las
uniones estd actuando y la adherencia es parcial.

En la literatura hay muchos modelos que representan la evoluciéon de esta
funcién de adherencia (véase la reciente monografia [51] para mds detalles).
Por ejemplo, en [1] la evolucién de esta funcién estaba regida por la siguiente
ecuacion diferencial:

B =-7B((=R(w))+)?

donde R es una funcién de truncamiento y -, > 0 es un coeficiente de
adherencia. En este caso, describe un proceso irreversible donde sélo el
“despegue” de la superficie tiene lugar (la funcién (8 es siempre decreciente).
En [29] se consider6 que el pegamento también puede recuperarse (la funcién
también puede crecer) y se modific6, de forma adecuada, la anterior ecuacién
diferencial.

3 Problemas de contacto en elasticidad y elasto-piezoelectricidad

Los problemas de contacto en elasticidad ya fueron estudiados en los anos 70-80
(la existencia y unicidad de solucién, asi como su regularidad, pueden verse en
[21], v el andlisis numérico y su implementacién en ordenador en [55]; véase
[41] para un andlisis detallado). Nuestra contribucién se centré en la aplicacién
de estos tipos de problemas en la simulacion de los siguientes procesos en
Ortodoncia:

1. El célculo de las lineas de maxima tensién para la localizacién de
fracturas de mandibula tras recibir un impacto ([38, 56]). Este fenémeno
se model6 como un problema dindmico de Signorini en elasticidad.
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2. La reduccién de fracturas mandibulares mediante miniplacas corticales
([25]). Este proceso se representé como un problema de contacto entre
tres cuerpos elasticos: las dos partes de la mandibula fracturada y las
miniplacas. En la Figura 1 se muestran, como ejemplo, los resultados
obtenidos tras un golpe lateral en una mandibula fracturada en la
zona sinfisaria (parte media) y reducida con una o dos miniplacas. Los
resultados obtenidos sugieren que dos miniplacas conllevan una mayor
estabilidad estructural y una reduccién de los esfuerzos internos (producto
de impactos externos).

Figura 1: Deformaciones tras un golpe en la zona sinfisaria en una mandibula
reducida con una o dos miniplacas.

3. El comportamiento de un implante dental en la mandibula al estar
sometido a una serie de fuerzas como, por ejemplo, una mordida ([37]).
Este problema se modelé como un problema de contacto con condiciones
de Signorini en elasticidad.

Esta contribucién se describié con detalle en [57] y debemos destacar que fue
galardonada con el Premio SEMA de Divulgacién Mateméatica 2005.

Desde el punto de vista matematico, es muy importante la introduccién
del dano en el estudio de problemas elasticos ya que presenta una serie de
dificultades que constituyen todavia problemas abiertos (incluso si no hay
contacto). Asi, por ejemplo, en [23] se consideré un problema unidimensional
donde el desplazamiento se puede despejar en funcion de la variable dano y se
estudié su comportamiento dependiendo de varios pardmetros. Recientemente,
en colaboracién con el profesor Kenneth L. Kuttler (Brigham Young University,
EEUU) se han aplicado nuevas técnicas de operadores pseudomonétonos ([43])
en el estudio de problemas eldsticos con dano (véanse, por ejemplo, [13, 44]),
sin considerar, por el momento, el contacto con un obstaculo.

Durante los tltimos anos se ha comenzado a estudiar un tipo especial de
materiales en los que el efecto eléctrico tiene una gran importancia. Son los
llamados materiales elasto-piezoeléctricos. La piezoelectricidad es la capacidad
de ciertos cristales, como el cuarzo, algunos materiales cerdmicos (BaTiOs,
LiNbO3, PZT-5A, etc) o incluso el hueso humano, para producir una corriente
eléctrica cuando estan sometidos a esfuerzos internos. El efecto piezoeléctrico
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estd caracterizado por el acoplamiento entre las propiedades mecanicas y
eléctricas del material: se ha observado que la aparicién de cargas eléctricas
en algunos cristales estaba motivada por la acciéon de fuerzas, volimicas o
superficiales, y reciprocamente, la accién de este campo eléctrico generaba
deformaciones o tensiones internas en el cuerpo. Este tipo de materiales aparece
comunmente en la industria como interruptores en electroacustica o equipos
de medida. En [5], y como continuacién a [54], se estudiaron numéricamente
dos problemas de contacto de un cuerpo elasto-piezoeléctrico suponiendo que
el obstaculo era rigido (condiciones de Signorini) o deformable (condicién de
respuesta normal).

4 Problemas de contacto en viscoelasticidad

El anélisis matemdtico de los problemas de contacto cuasiestéticos (es decir,
con efectos de inercia despreciables), y que inclufan materiales viscoeldsticos se
inici6 en [21]. El comportamiento se supone lineal y se estudian problemas
asociados a diferentes condiciones (con y sin rozamiento, sélido rigido o
deformable, etc). En la reciente monografia [39] se retomaron estos problemas
para extenderlos al caso no lineal y se proporcionaron, ademds, su analisis
numérico y se mostraron resultados numéricos que confirmaron la precisién de
los algoritmos que los resolvian. En este tipo de problemas, y suponiendo que
no hay rozamiento, hemos estudiado el contacto de un obstaculo deformable
con una condicién de respuesta normal amortiguada ([30]), con un obstéculo
deformable analizando el efecto de la adherencia en la superficie de contacto
([19]), entre dos cuerpos viscoeldsticos con dafio y adherencia ([28]) y con un
obstaculo deformable incluyendo los efectos térmicos ([7]). En [4] se presenta
un caso abstracto que incluye el problema de contacto con un sélido deformable
o un sélido rigido. Recientemente, en [16] hemos introducido un algoritmo que
permite, en el caso bidimensional, la resolucién de problemas de contacto con
rozamiento, aplicindolo al caso de un problema de contacto viscoelastico con la
ley de Tresca.

Sin embargo, dado que, en cierta medida, estos resultados son extensiones
o generalizaciones de otros estudios previos, una mayor novedad consiste en
suponer que los problemas son dindmicos. Es decir, que los efectos de inercia no
son despreciables. Como ejemplo, podemos considerar el problema de contacto
dindmico con respuesta normal en viscoelasticidad y con dano. Denotando por
S el espacio de tensores simétricos de orden 2 en R?, este se escribe de la forma
siguiente (véase [8]):

Encontrar el campo de desplazamientos u : Q x [0,T] — R%, el campo de
tensiones o : Q x [0,T] — S%, y la funcién daio ¢ : Q x [0,T] — [C, 1] tales
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que:

pt=Dive+ fz en Qx(0,7),
o=Ae(u)+C(e(u),() en Qx(0,7),

D
2)
3)

(
(
C—KACH+ O, 11(C) 2 g(e(u), () en Qx(0,T), (
0
8—5:0 en I x(0,7), (4)
u=0 en TI'px(0,7), (5)
ov=7Ffy en I'yx(0,T), (6)
—0y :p(uu 79) en I'c X (OvT)v (7)
o.=0 en T¢x(0,7), (8)
u(0) =ug, u(0)=wvy, ((0)=¢ en Q. (9)
Como podemos ver, la ecuacién de equilibrio (1) contiene el término de inercia
(p representa la densidad del material) ya que el problema se supone dindmico.
Adems3s, se postula la existencia de un valor inferior (. > 0 para la funcién dano
ya que, por debajo de este, la densidad de microfracturas es demasiado grande
y no tiene sentido considerar el material como elastico.
Sea v el campo de velocidades dado por v(t) = 4(t) y definimos los siguientes
espacios variacionales:
V={ve[HQ)]Y; v=0 en Ip},
Q=A{71=(rj)} ;=1 1ij =150 € L*( },
K={¢eH(Q); ¢(<&(<1 cpdoen Q).
Aplicando la férmula de Green el problema mecénico anterior se escribe de la
forma siguiente:
Encontrar un campo de velocidades v : [0,T] — V y una funcién dano
¢:[0,T] — K tales que v(0) = vg, ¢(0) = (o y para casi todo t € (0,T):
(0(t), w)vrxv + (Ae(v(t)), e(w))q + (Cle(u(t)), (1)), e(w))q
+i(u(t), w) = (f(t), w)vxy Yw eV,
(C(t), & = C(t))r2(e) + a(C(?), € —C(1))
> (d(e(u(t)),C(t), € = ()2 V€ €K,
donde los funcionales f : [0,7] = V', j: VXV - Rya : HY(Q)x H}(Q) - R
se definen de la forma siguiente:
(FO),w)vixv = (1), w) 2@ + (Fn (1), )2y Yw €V, t € [0,T],

j(u,w):/ p(u, — g)w, da Yu,w €V,

I
a(g,w:njvevww Ve e HY(Q).
Q

El campo de desplazamientos u(t) se define como:

u(t):/o v(s)ds +ug, te€[0,T].
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Bajo ciertas hipdtesis sobre los datos, en [8] se demostré que el problema
variacional anterior tiene una unica solucién con la regularidad:

we W0, T; V)N CH([0,T]; [L*(Q)]%), @ e L*(0,T; V"),
o € L*(0,T;Q), Dive e L*0,T;V'),
¢ e Wh2(0,T; L*(2)) N L2(0,T; H'(2)).

La demostracién de este resultado se basa en la aplicacion del teorema del punto
fijo de Banach y resultados conocidos de inecuaciones variacionales parabdlicas
y ecuaciones variacionales no lineales.

Veamos como se construye un esquema numérico completamente
discretizado de este problema variacional. Primero, debemos aproximar la
variable espacial. Para ello, definimos dos espacios de elementos finitos V* c V
y B" ¢ H'(Q) que aproximen los espacios V y H'(fQ), respectivamente (h
es el pardmetro de discretizacién espacial). Denotamos por K" = B" N K
un subconjunto convexo de B". En segundo lugar, discretizamos las derivadas
temporales (de primer orden). Sea 0 =ty < t; < ... < ty = T una particién
del intervalo temporal [0,7] y denotamos por k = T/N el paso de tiempo
(parametro de discretizacién temporal). Finalmente, como notacién, para una
funcién continua f(t) sea f,, = f(t,) y, para una sucesién {w, }_,, denotamos
por dw,, = (w, —w,—1)/k las diferencias divididas.

Sean ul, vl y (& aproximaciones adecuadas de las condiciones iniciales ug,
v ¥ o, respectivamente. Un esquema numérico completamente discretizado del
problema variacional anterior es el siguiente (véase [8]):

Encontrar un campo de velocidades discreto v"* = {vhk}N o Vh Y una
funcion de dario discreta ¢"F = {¢M*IN_ o KP tales que viF =}, (PP =y
paran=1,2,...,N:

(powy", w") 12y + (Ae(v)®), e(w")q + (Cle(unty), (1% 1) e(w))q

+]( u,, 17wh) = ( mwh)V vuw" e Vh? (10)
(6 Zkagh - Cﬁk)LZ(Q) + a( n 7£h Cﬁk)
> ($leup® ), Gh50) " = M) ey V" € KN, (11)
donde el campo de desplazamientos discreto u* = {ul*}N_ C V" se obtiene
como:
=Zkv?k+ug, n=1,...N. (12)

Bajo las condiciones de regularidad adicionales:
weCH[0,T;V), @eC(0,T;V'), ¢eH*0,T;L*(Q)),

en [8] se demostrd la siguiente estimacién del error para todos {w’}, c V"
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y {@h}évﬂ C Kt

oBix, {”U” — 03" Iy + 1I6n — Cﬁk”%%ﬂ)}

N
+k Y (llo; =055 + V(G = ¢ IFzpa)

j=1
N
< of k(11 = 8051130 + 12+ g = wia B + oy - wh)
j=1
+l[vo — vg||[2L2(Q)]d + [[uo — ug||F + [lor — w’f“[QLz(Q)]d

6o = G ll72e) + 16 = 817 20) + méx [16n = Enll72iq) + #2

0<n<N

2

—1

N
1G4 — 1) = (G — ENNF a0y + kD166 = EiliF 20y

!
k ,
j=1

.
Il
N

N

+h Y llo(e(uy), &) — 06 + kAG 2@ - 16 — &2
j=1

+ maX [on — wZ||[2L2(Q)]'i +Fk Z 16— €M @

0<n ‘
Jj=1

N—
Z s = wh = (w501 = k) Faaye

Pr'M—‘

donde I; es el error de integraciéon numérica dado por:

tj—1 Jj—1
I; = H/ v(s)ds — kle
= ; s

La estimacién anterior es la base para obtener el orden de convergencia del
algoritmo. Como un ejemplo de aplicacion directa, supongamos que la solucién
tiene la siguiente regularidad:

u e H*(0,T;V)nCY([0, T [H*(Q)]Y), @ e L*(0,T;V"),

¢ € C([0,T); H* () N H*(0, T3 L* () N H'(0, T3 H'(Q)).
Sean los espacios de elementos finitos V" y B" dados por:

Vh={vh e [CQ)?; v e [P(T)]Y, TeTh ov"=0enTp},

Bl =" € C): €z € A(T), TeTh),

donde 7" es una familia regular de triangulaciones tipo elementos finitos de Q
compatible con la particién de la frontera I' = 0Q en I'p, 'y y T'¢, v definamos
las condiciones iniciales discretas como:

h h h h h h
u():H'U/Oa DOZHU()a COZHC()a



138 J.R. Fernandez

donde TI" es el operador de interpolacién de elementos finitos usual. Entonces
el esquema numérico es linealmente convergente; es decir, existe ¢ > 0,
independiente de h y k, tal que:
( hk hk
i { o — i lzpe + 16— G ey } < elh 4 k).
En [8] se estudi6é con detalle el problema discreto anterior. Su resolucién

numérica se realiza en tres pasos para cada n = 1,..., N. En primer lugar, se
calcula la funcién dano reescribiendo (11) en la forma:

(CF € = M%) 2oy + ka(ChF, 6" — ¢1F)
> k(p(e(up ), M), 6" — () ey + (51,6 = P2 VEM € KM

Esta es una inecuacién variacional de primera clase discreta que se puede
resolver aplicando un algoritmo de tipo penalizacién-dualidad similar al descrito
en [55]. En segundo lugar, se obtiene el campo de velocidades discreto a partir
de (10), teniendo en cuenta que esta ecuacién variacional se escribe como

(pot, w") 12 e + k(A (v, e(w™))q + k(Ce(upt 1), (1), e(w™))q
—|—k’j(’u2’il, wh) = k’( n wh)v + (p’U,Z’il, wh)[L’z(Q)]d th S Vh.

Por tanto, esta da lugar a un sistema lineal que se puede resolver con el
método de Cholesky. Finalmente, el campo de desplazamientos se actualiza por
la expresién (12). Este algoritmo se implementé en un ordenador utilizando
FORTRAN 77 y se obtuvieron distintos resultados numéricos. En uno de
los ejemplos descritos en [8] el objetivo era observar la influencia del dano
en el comportamiento del material. En la Figura 2 se muestra el campo de
deformaciones en el tiempo final, para unos determinados datos, considerando
que el material nunca estd danado (izquierda) y que estd daniado (derecha).
Como podemos ver, si se produce dano del material, este se vuelve mas blando
y las deformaciones son mayores.

Figura 2: Deformaciones en el instante final sin danio (izquierda) y con dano
(derecha).

En la ley constitutiva (2), el dano sélo afecta a la parte eldstica, C. Sin
embargo, parece natural que este también pueda afectar, en mayor o menor
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medida, a la parte viscosa. Por tanto, esta ley se reescribiria en la forma:
o =CAe(t)+C(e(u),() en Qx(0,T),

y, debido a que cuando ( = 0 se tiene que o = 0, la condicién de respuesta
normal (7) se reemplazaria por:

—0, =(p(u, —g) en Tex(0,T).

Estas dos condiciones vuelven el problema mucho mds dificil. En [45] se
demostro, usando la teoria de los operadores pseudomondtonos, que este
problema, en el caso més general de incluir también la adherencia del material,
tiene solucidn y, si ademds, |e(w)| € L°(0,T; L*°()), esta es unica. El andlisis
numérico de este problema se realizé en [14], incluyendo resultados numéricos
que demuestran la convergencia y eficacia del algoritmo, asi como la influencia
de diferentes parametros en las leyes constitutivas.

Problemas dindmicos que trataban la adherencia de la superficie de contacto
y que inclufan materiales viscoeldsticos se estudiaron en [29] (se propuso un
esquema de resolucién numérica y se mostraron algunos resultados numéricos)
y [18], donde se utilizé una condicién de respuesta normal regularizada.

Suponiendo que los modelos se pueden reducir a problemas unidimensiona-
les, se estudiaron los siguientes casos: en [2] se traté el problema de la vibracién
de una viga en contacto con un cuerpo rigido, que siempre permanece unido a
esta, e incluyendo los efectos térmicos, en [3] se consideré el problema de con-
tacto de una barra con un obstaculo deformable teniendo en cuenta la influencia
del dano del material y los efectos térmicos, y en [15] se estudié el problema de
contacto de una viga con un obstéculo deformable incluyendo el rozamiento (es-
te se planted utilizando bien la ley de Tresca o la ley de Coulomb). Finalmente,
en [6] se consideré el problema de contacto entre un sélido electro-viscoelastico
y un obstéculo deformable y en [24] se estudié el comportamiento de un “ther-
mistor” viscoeldstico (mecanismo que previene a algunos dispositivos de sufrir
cortocircuitos).

5 Problemas de contacto en elasto-viscoplasticidad

En [39] se describen algunos de los problemas de contacto en elasto-
viscoplasticidad que hemos estudiado. Los primeros resultados sobre problemas
de contacto entre un cuerpo elasto-viscoplastico y un obstaculo deformable
([32]) o entre dos cuerpos elasto-viscoplésticos ([27]) se extendieron para incluir
variables genéricas de estado internas ([26]), el endurecimiento del material
([22]) o el dano ([9, 17, 31]).

Nuevamente, aqui la contribucién fundamental se centra en los problemas
en los que interviene el dano del material dado que introduce las mayores
novedades. Sin embargo, en los trabajos antes referenciados, debemos observar
que este se supone que sélo afecta a la parte plastica, la funcién G. Aunque se
puede justificar mecdnicamente (véase el libro [47]), parece natural que siguiendo
las ideas de Frémond este también afecte, y de hecho es la parte principal, al
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término de elasticidad. Como en la secciéon anterior, este problema introduce
dificultades matematicas adicionales de gran interés. En el reciente trabajo [11]
hemos considerado el problema de contacto de un cuerpo elasto-viscoplastico
con un obstaculo deformable incluyendo el dano del material. Este problema se
escribe de la forma siguiente:

Encontrar el campo de desplazamientos w :  x [0,T] — R?, el campo de
tensiones o : Q x [0,T] — S?, y la funcién dario ¢ : Q2 x [0,T] — R tales que:

—Dive = fg en Qx][0,7T], (13)

{— k¢ = ¢le(u),
(=1 en I'x(0,7),

—_——

o =C(n(¢)e(u)) +G(o,e(u),n.(¢)) en Qx[0,T], (14)
74( (15)

(16)

u=0 en I'px(0,7), (17)
(18)

(19)

(20)

€)) en Qx[0,7T],

ov=7Ffy en TIynx(0,T),
Or = 0, —0y = p(uu - g) en 1—‘C X (O,T),
u(0) =ug, o(0)=0p, ¢0)=¢ en 9Q,

donde 7, : R — R es un operador de truncamiento dado por:

rosi (e<r<l,
ne(r)=< 1 si r>1,
G st <.

En la ecuacién de equilibrio (13) se ha despreciado el término de inercia y,
por tanto, el problema es cuasiestdtico. Ademds, en la ley constitutiva (14)
hemos incluido el dano en la parte eldstica (de hecho, este estd truncado ya
que sino el problema podria degenerar en el caso ¢ = 0), y la ley del dafio (15)
estd escrita como una ecuacion diferencial en derivadas parciales en lugar de
una inclusién subdiferencial. Esto se puede hacer (véanse [13, 44]), suponiendo
ciertas condiciones sobre la funcién fuente de dano ¢.
Sean E = H(Q), V y Q los siguientes espacios variacionales:

V={veH(Q]";v=0 en TIp},
Q={r € [L*(Q)™; 7y =75, 1<4d,j<d},

y denotemos por f(), a(-,-) vy j(-,-) los funcionales definidos en la seccién
anterior. Finalmente, sea K el siguiente subconjunto de E:

K={€FE;¢{=1 en T}

La formulacién variacional del problema mecanico anterior se escribe de la
siguiente forma:

Encontrar el campo de desplazamientosw : [0,T] — V, el campo de tensiones
o:[0,T] — Q, y la funcién dano ¢ : [0,T] — K tales que u(0) = ug, o(0) = oy,
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¢(0) = Co y para casi todo t € [0,T]:

—_—
o (t) = C(n.(C(1)e(u(t))) + G(a(t), e(u(t)), n-(C(1))),
(a(t),e(w))q +j(u(t), w) = (f(t),w)y YweV,
(C(1): )20y + alC(1),€) = (dle(u(t)), n(C(1), ) 12(0)  VE € E.

Bajo ciertas hipétesis sobre los datos, en [12] se demostré que el problema
variacional anterior admite una tinica solucién con la siguiente regularidad:

¢ e HY0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H* (Q)), ((t,x) € [¢s, 1] pct. € Q,
ue L=0,T; V).

En particular, esta regularidad implica que en el problema variacional se puede
eliminar el operador de truncamiento 7.

La aproximacion numérica de este problema se realiza de la siguiente forma.
En primer lugar, definimos tres espacios de elementos finitos V" Cc V, Q" c Q
y E" C E, aproximando los espacios V, @ y E, respectivamente, donde h > 0
denota el pardmetro de discretizacién espacial. Sea K" = K N E".

Denotemos por Pgn : Q@ — Q" el operador de proyeccién ortogonal sobre
Q" dado por

(PQhTﬂTh)Q = (TvTh)Q VT € Q7 Th € Qh'
Este operador verifica que
[Porrle <l7lle Vrea.

Para discretizar las derivadas temporales, utilizamos una particion uniforme
del intervalo temporal que denotamos por 0 = g < t; < ... <ty =T,y
sea k = T/N el paso de tiempo. Para una funcién continua f(¢) denotamos
nuevamente por f, = f(t,), y para una sucesién de valores {w,}N_, sean
0w, = (wy, — wp—1)/k sus diferencias divididas.

Sean ul, ol y (! aproximaciones apropiadas de las condiciones iniciales.
Utilizando el esquema de Euler se obtiene el siguiente problema completamente

discretizado:

Encontrar el campo de desplazamientos discreto u* = {uh*}N_ =~ c v
el campo de tensiones discreto ot = {ghk}N_ =~ C Qh y la funcwn de dano
discreta ¢"k = [N K", tales que uhk = ul, oht = o, =y

paran=1,2,...,N,

(6Ca", €M) 20 +alGR,€") = (de(unty), 1 ((hE1)), €M) 12 VE" € BP,
ot =P, (m(g ")Ce(uh)) + ol — Pan(n.(¢)Ce(uf))

+ZkPth ol*e(ul® ) n(CF))),

Jj=1
(00" e(w")q +j(uy”, w") = (£, w")y V" e V.
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Utilizando resultados conocidos de ecuaciones variacionales no lineales se
puede demostrar facilmente que el problema anterior admite una tinica solucién.
Supongamos la siguiente regularidad de la solucién continua:

w € WHe(0,T;V) N L>2(0,T; [Wh>=(Q)]9),
oc Wl"’o(O,T;Q)7
¢ e C([0,T]; E)yn C* ([0, T]; L*(2)).

La siguiente estimacion del error se obtuvo en [11] para todos {w;‘ ;»Vzl cVlhy
{& 1L, c BM

N
i Ll — w13+ o — B D + G — Gy} + B Y NG - ¢EI

¢ h||2 ‘ 2 s h12
< oo+ miix [lun — wl %+ misx 113 + mix (16— €170

N N
B2+ KT = Pr)G(oj -1, e(uj—1), me (G )G + D kIS — 6611720

Jj=1 Jj=1

N N—
+> kG — €)IE + Zn@ — (G = ) 3e))

j=1

w\H

donde I, es el siguiente error de integracién:

I = /O " Go(s), e(uls)). ma(C(s) ds — 3 KG(0s1reltg 1) (Go1))

Jj=1

y eg es el error cometido en la aproximacion de las condiciones iniciales, es decir:
eo = |luo = uglly + lloo — a8 + 10 — ¢ ll72 ()

La estimacién precedente es el punto de partida para obtener el orden
de convergencia del algoritmo. Definamos los siguientes espacios de elementos
finitos:

P={w"evn[C@O); wk e[P(Tr)¢, TreT"},
P={rheQ; T e[P(Tr)™, TreT"}
P={eC(@); ¢, e P(Tr), TreT"}
h=feheB"; "=1 en T},

donde 2 se supone que es un dominio poliédrico, T" denota una triangulacién

tipo elementos finitos regular de €2, y P,(T'r), para ¢ = 0, 1, representa el espacio

de polinomios de grado global menor o igual que g en T'r.

Supongamos que las condiciones iniciales discretas estdan definidas de la
forma siguiente:

h h h h h
Uq =1I Ug, Oy :PQhUOa C =7 <07
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donde 7" : C(Q) — E" es el operador de interpolacién de elementos finitos
usual y I" = (7ML, : [C(Q)]? — V.

Se puede entonces demostrar, de la estimacién anterior y bajo condiciones
de regularidad adicionales, que el algoritmo es linealmente convergente respecto
de los parametros de discretizacién h y k, es decir, existe ¢ > 0, independiente

de h y k, tal que:

i ([l — whE v + o — ol + 1 — ¥y} < b+ ).

Finalmente, veamos un ejemplo numérico que demuestra la eficacia del
algoritmo de resoluciéon. En la Figura 3 se representan la norma de von Mises del
campo de tensiones y la funcién dano en el instante final y sobre la configuracién
deformada. Las zonas de méaxima tension se localizan en donde el cuerpo se
flexiona y en el extremo izquierdo, que supusimos fijado, y, como podiamos
esperar, las zonas de mayor dano (esto es, donde la funcién dano es menor)
coinciden con las zonas de maxima tension.

0

Figura 3: Norma von Mises de las tensiones y funcién dano en el instante final
y sobre la configuraciéon deformada.

En la Figura 4 se muestra la evolucién, a lo largo del tiempo, del
desplazamiento del punto & = (9,0) (nodo inferior derecho). Como podemos
ver, aunque se supone que la fuerza es ciclica y siempre de la misma intensidad,
este va aumentando como consecuencia de que el material resulta danado.
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