
Bol. Soc. Esp. Mat. Apl.
no41(2007), 127–148

PREMIO S~eMA JOVEN INVESTIGADOR
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Resumen

En este art́ıculo se realiza una revisión de los resultados obtenidos por
el autor en el estudio de diferentes problemas de contacto en elasticidad,
elasto-piezoelectricidad, viscoelasticidad o elasto-viscoplasticidad. Para
cada problema se consideró diversos aspectos como la existencia y
unicidad de solución débil y su regularidad, el análisis numérico de
aproximaciones obtenidas mediante el método de los elementos finitos
y, cuando fuera necesario, el esquema de Euler, y, por último, su
implementación en ordenador.
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1 Introducción

Desde el punto de vista de la Ingenieŕıa hace mucho tiempo que se consideran
problemas de contacto de materiales, siendo numerosas las referencias que
trataron, fundamentalmente, la modelación o la resolución numérica de estos
problemas (véanse, por ejemplo, [34, 35, 46, 49, 50, 58] y las referencias
alĺı citadas). En la industria aparecen con frecuencia situaciones que se pueden
modelar de esta forma: por ejemplo, el contacto de los sistemas de frenado
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con las ruedas o de estas con la carretera, y diferentes procesos de creación de
metales o de su manufacturación.

Durante los últimos años, el estudio matemático de los problemas de
contacto en sus diferentes campos (existencia y unicidad de solución débil y su
regularidad, el análisis numérico de sus aproximaciones y su implementación
en ordenador, etc) ha experimentado un creciente interés. Desde uno de
los primeros art́ıculos debido a Signorini ([52]) en el que se planteó, por
primera vez, un problema de contacto en elasticidad con una base ŕıgida,
pasando por su análisis matemático en [33] y el desarrollo más profundo,
incluyendo más materiales y otras condiciones, realizado en la clásica referencia
[21], hasta la actualidad mucho ha cambiado y es por ello que podemos
hablar de una Teoŕıa Matemática de la Mecánica del Contacto. En este
trabajo se recogen los resultados obtenidos por el autor en esta ĺınea de
investigación, fundamentalmente en su vertiente del análisis numérico, y por
otros investigadores en problemas relacionados.

El art́ıculo se divide en cuatro partes principales. En la Sección
2 se presentan las diferentes leyes constitutivas (elasticidad o elasto-
piezoelectricidad, viscoelasticidad y elasto-viscoplasticidad) y las condiciones
de contacto que dan lugar a los problemas que se considerarán en el resto del
trabajo, aśı como una breve descripción de dos fenómenos mecánicos que suelen
presentarse en los procesos de contacto: el daño del material y la adherencia de
la superficie de contacto. En la Sección 3 se describen los principales problemas
que se han estudiado en el campo de la elasticidad, con mención especial a las
aplicaciones biomédicas, y de la elasto-piezoelectricidad. Algunos problemas de
contacto en viscoelasticidad se introducen en la Sección 4, incluyendo el daño
del material, la adherencia de la superficie o los efectos de inercia, y, finalmente,
en elasto-viscoplasticidad y en el caso cuasiestático, en la Sección 5.

2 Modelos mecánicos: leyes constitutivas y condiciones de contacto

2.1 Leyes constitutivas

La relación entre las tensiones en el cuerpo y las deformaciones resultantes
caracteriza el tipo de material que compone el cuerpo y se describe mediante
una ley constitutiva. De esta forma, determina las deformaciones del cuerpo
como consecuencia de la acción de fuerzas volúmicas o superficiales. En esta
sección, y en el resto de la memoria, únicamente consideraremos el contexto de
pequeñas deformaciones.

Denotemos por Ω un dominio de R
d (d = 1, 2, 3), representando la

configuración de referencia de un cuerpo deformable que puede entrar en
contacto con un obstáculo. Sea Γ su frontera exterior, dividida en tres partes
disjuntas y medibles que denotamos por ΓD (frontera Dirichlet), ΓN (frontera
Neumann) y ΓC (frontera de contacto). Además, suponemos que en el dominio
Ω actúan fuerzas volúmicas de densidad fB y que en ΓN se prescriben fuerzas
superficiales de densidad fN .

Sean σ el tensor de tensiones, u el campo de desplazamientos y ε(u) el
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tensor de deformaciones linealizado dado por

ε(u) = (εij(u))d
i,j=1, εij(u) =

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
.

A continuación describimos brevemente los cuatro tipos de materiales
considerados (es decir, las cuatro leyes constitutivas que los definen):

• Recordemos, en primer lugar, la clásica ley constitutiva que define un
material elástico lineal (también conocida como ley de Hooke, véase [21]):

σ = Cε(u),

donde C es un tensor de cuarto orden acotado, simétrico y definido
positivo.

• Si suponemos que los efectos debidos al campo eléctrico son importantes,
entonces el material se supone elasto-piezoeléctrico y la correspondiente
ley constitutiva se escribe como ([21, 53]):

σ = Cε(u) − Estudiante∗E(ϕ),

donde E(ϕ) representa el campo eléctrico (ϕ es el potencial eléctrico) dado
por

Ei(ϕ) = −
∂ϕ

∂xi
, i = 1, . . . , d,

y Estudiante∗ = (e∗ijk)d
i,j,k=1 denota el traspuesto del tensor piezoeléctrico

de tercer orden Estudiante = (eijk)d
i,j,k=1. Recordemos que

e∗ijk = ekij , para todo i, j, k = 1, . . . , d.

• Si el material se supone viscoelástico, la ley constitutiva se expresa
mediante la siguiente relación (véanse [21, 39]):

σ = Aε(u̇) + C(ε(u)),

donde A es un tensor de cuarto orden acotado, simétrico y definido
positivo que contiene las propiedades de viscosidad del material y C es
una función Lipschitziana. Si suponemos que los operadores A y C son
lineales, entonces la relación anterior se conoce como ley de Kelvin-Voigt
([21]):

σij = cijklεkl(u) + aijklεkl(u̇),

donde cijkl, aijkl son los coeficientes de elasticidad y viscosidad,
respectivamente. También podemos incluir los efectos eléctricos y se
hablaŕıa, entonces, de un material electro-viscoelástico.

Además, si suponemos que la “memoria del material” es importante
(es decir, las deformaciones en instantes anteriores modifican el estado
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actual), entonces el término de viscosidad se reemplaza por (véanse
[21, 47]): ∫ t

0

A(t − s)ε(u(s))) ds.

• En [20] se describe mecánicamente, desde un punto de vista
experimental, el comportamiento de un tipo de materiales, llamados
elasto-viscoplásticos, que se pueden definir a partir de la siguiente ecuación
diferencial ordinaria:

σ̇ = Cε(u̇) + G(σ, ε(u)),

donde G es una función constitutiva no lineal que contiene las propiedades
viscoplásticas del material.

Leyes constitutivas dependientes del tiempo de esta forma han sido
utilizadas para la modelación de materiales como caucho, metales, pasta
de papel o rocas (véanse [20, 40] y las referencias alĺı citadas). Un ejemplo
clásico de función viscoplástica G es la ley de Perzyna introducida en [21].

2.2 Condiciones de contacto

Además del tipo de material (o ley constitutiva), la otra cuestión que determina
la naturaleza de los problemas de contacto es el tipo de contacto que se puede
establecer con el obstáculo. Denotamos por ν el vector unitario normal y exterior
a la frontera ΓC , τ el conjunto de vectores unitarios tangentes a ΓC , y definimos
la función g que representa la distancia que separa el cuerpo del obstáculo,
medida en la dirección del vector ν, el desplazamiento normal uν = u · ν,
la tensión normal σν = σν · ν, el desplazamiento tangencial uτ = u − uνν

y la tensión tangencial στ = σν − σνν. Además, en el caso bidimensional,
denotamos por uτ y στ las proyecciones en la dirección del vector tangente; es
decir, uτ = u · τ y στ = σν · τ .

Las siguientes condiciones de contacto se pueden definir en la parte de la
frontera ΓC :

• Contacto bilateral: se supone que el cuerpo y el obstáculo están siempre
pegados (es decir, g = 0 y uν = 0).

• Condición de contacto con respuesta normal: el obstáculo se supone
deformable. De acuerdo a [42, 48], se supone que existe una relación
semilineal entre la tensión normal y la penetración uν − g en la forma:

−σν = p(uν − g),

donde p es una función que mide la penetración en el obstáculo. Como una
variación de esta condición, podemos considerar la llamada condición de
respuesta normal amortiguada, que se escribe de la forma −σν = p(u̇ν).
Esta condición se puede utilizar, por ejemplo, para modelar situaciones
como la excavación de pozos en zonas rocosas.
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• Condiciones de Signorini: el obstáculo se supone ahora ŕıgido. Se escriben
en la forma uν ≤ g (no hay penetración), σν ≤ 0 (sólo hay reacción) y
la condición complementaria σν(uν − g) = 0 (sólo hay reacción si hay
contacto y viceversa).

• Rozamiento o fricción: es una fuerza que, al producirse el contacto, se
opone al movimiento tangencial. En las siguientes secciones, en el contexto
bidimensional, este se supondrá de la forma:

|στ | ≤ h(t).
Si |στ | = h(t) ⇒ ∃λ ≥ 0 ; u̇τ = −λστ .
Si |στ | < h(t) ⇒ u̇τ = 0.

Debemos observar que cuando h(t) = constante, las condiciones anteriores
se conocen como ley de rozamiento de Tresca (véase [21]), y cuando
h(t) = µ pT (uν − g) (µ > 0 constante) es un caso particular de la
ley de rozamiento de Coulomb. Además, si suponemos que la fuerza de
rozamiento es despreciable esta condición se escribe como στ = 0, y el
problema de contacto se dice sin rozamiento.

2.3 Daño del material

En los últimos años existe un creciente interés por determinar la variación de
las propiedades mecánicas del material al someterlo a un proceso mecánico
repetitivo. En muchos materiales como el cemento, se ha observado un
decrecimiento de su capacidad de carga como consecuencia de la aparición de
microfracturas internas. Por supuesto, este es un tema de gran importancia ya
que afecta al funcionamiento, a la calidad o a la duración de algunas máquinas
o de sus componentes.

Desde el punto de vista de la ingenieŕıa este tema ha sido muy abordado
(véase, por ejemplo, [35] y las numerosas referencias alĺı citadas). Sin embargo,
sólo recientemente se han estudiado matemáticamente diversos modelos de daño
que intervienen en problemas de contacto. En nuestro caso, los que hemos
considerado están basados en el introducido por Frémond y Nedjar ([36]).
La idea principal es la definición de una función de daño, ζ, que en el caso
unidimensional elástico coincide con el cociente entre el “módulo de Young
efectivo” (es decir, el módulo de Young que tiene el material en cada instante) y
el módulo de Young del material sin estar sometido a ningún esfuerzo. De esta
definición se deduce que esta función está en el intervalo [0, 1], verificando que
cuando ζ = 1 el material no está dañado, cuando ζ = 0 está completamente
dañado y cuando 0 < ζ < 1 hay un daño parcial. De acuerdo a [36], el
modelo mecánico del daño se formula mediante la siguiente inclusión parabólica
diferencial y no lineal:

ζ̇ − κ△ζ + ∂I[0,1](ζ) ∋ φ(ε(u), ζ),

donde I[0,1] denota la función indicatriz del intervalo [0, 1], κ es la difusión de las
microfracturas (por simplicidad, suponemos que es constante) y φ representa
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la función que mide la generación de daño. Finalmente, se ha demostrado
en [13, 44] que se puede sustituir la inclusión precedente por una ecuación
diferencial en derivadas parciales suponiendo ciertas hipótesis sobre la función
φ. Se utiliza un teorema de comparación que permite, bajo estas condiciones,
demostrar que la función del daño pertenece al intervalo [0, 1] y, por tanto, la
función indicatriz no es necesaria.

2.4 Adherencia de la superficie

Los procesos de adherencia, o adhesión, son muy importantes en muchos
procesos industriales donde partes de su maquinaria, normalmente no metálicas,
están pegadas. Existen muchos art́ıculos desarrollados en el campo de la
Ingenieŕıa que tratan problemas de este tipo. En nuestro caso, seguimos los
trabajos de Frémond (véase, para más detalles, [35]). La idea principal es la
definición de una variable superficial, β, llamada función de adherencia que
describe la densidad puntual de las uniones activas en la zona de contacto. Esta
función toma valores en el intervalo [0, 1], de tal forma que cuando β = 0 no hay
uniones activas (es decir, no hay adherencia), cuando β = 1 las uniones están
todas activas (la adherencia es total) y cuando 0 < β < 1, sólo una parte de las
uniones está actuando y la adherencia es parcial.

En la literatura hay muchos modelos que representan la evolución de esta
función de adherencia (véase la reciente monograf́ıa [51] para más detalles).
Por ejemplo, en [1] la evolución de esta función estaba regida por la siguiente
ecuación diferencial:

β̇ = −γνβ((−R(uν))+)2,

donde R es una función de truncamiento y γν > 0 es un coeficiente de
adherencia. En este caso, describe un proceso irreversible donde sólo el
“despegue” de la superficie tiene lugar (la función β es siempre decreciente).
En [29] se consideró que el pegamento también puede recuperarse (la función
también puede crecer) y se modificó, de forma adecuada, la anterior ecuación
diferencial.

3 Problemas de contacto en elasticidad y elasto-piezoelectricidad

Los problemas de contacto en elasticidad ya fueron estudiados en los años 70-80
(la existencia y unicidad de solución, aśı como su regularidad, pueden verse en
[21], y el análisis numérico y su implementación en ordenador en [55]; véase
[41] para un análisis detallado). Nuestra contribución se centró en la aplicación
de estos tipos de problemas en la simulación de los siguientes procesos en
Ortodoncia:

1. El cálculo de las ĺıneas de máxima tensión para la localización de
fracturas de mand́ıbula tras recibir un impacto ([38, 56]). Este fenómeno
se modeló como un problema dinámico de Signorini en elasticidad.
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2. La reducción de fracturas mandibulares mediante miniplacas corticales
([25]). Este proceso se representó como un problema de contacto entre
tres cuerpos elásticos: las dos partes de la mand́ıbula fracturada y las
miniplacas. En la Figura 1 se muestran, como ejemplo, los resultados
obtenidos tras un golpe lateral en una mand́ıbula fracturada en la
zona sinfisaria (parte media) y reducida con una o dos miniplacas. Los
resultados obtenidos sugieren que dos miniplacas conllevan una mayor
estabilidad estructural y una reducción de los esfuerzos internos (producto
de impactos externos).

Figura 1: Deformaciones tras un golpe en la zona sinfisaria en una mand́ıbula
reducida con una o dos miniplacas.

3. El comportamiento de un implante dental en la mand́ıbula al estar
sometido a una serie de fuerzas como, por ejemplo, una mordida ([37]).
Este problema se modeló como un problema de contacto con condiciones
de Signorini en elasticidad.

Esta contribución se describió con detalle en [57] y debemos destacar que fue
galardonada con el Premio S~eMA de Divulgación Matemática 2005.

Desde el punto de vista matemático, es muy importante la introducción
del daño en el estudio de problemas elásticos ya que presenta una serie de
dificultades que constituyen todav́ıa problemas abiertos (incluso si no hay
contacto). Aśı, por ejemplo, en [23] se consideró un problema unidimensional
donde el desplazamiento se puede despejar en función de la variable daño y se
estudió su comportamiento dependiendo de varios parámetros. Recientemente,
en colaboración con el profesor Kenneth L. Kuttler (Brigham Young University,
EEUU) se han aplicado nuevas técnicas de operadores pseudomonótonos ([43])
en el estudio de problemas elásticos con daño (véanse, por ejemplo, [13, 44]),
sin considerar, por el momento, el contacto con un obstáculo.

Durante los últimos años se ha comenzado a estudiar un tipo especial de
materiales en los que el efecto eléctrico tiene una gran importancia. Son los
llamados materiales elasto-piezoeléctricos. La piezoelectricidad es la capacidad
de ciertos cristales, como el cuarzo, algunos materiales cerámicos (BaTiO3,
LiNbO3, PZT-5A, etc) o incluso el hueso humano, para producir una corriente
eléctrica cuando están sometidos a esfuerzos internos. El efecto piezoeléctrico



134 J.R. Fernández

está caracterizado por el acoplamiento entre las propiedades mecánicas y
eléctricas del material: se ha observado que la aparición de cargas eléctricas
en algunos cristales estaba motivada por la acción de fuerzas, volúmicas o
superficiales, y rećıprocamente, la acción de este campo eléctrico generaba
deformaciones o tensiones internas en el cuerpo. Este tipo de materiales aparece
comunmente en la industria como interruptores en electroacústica o equipos
de medida. En [5], y como continuación a [54], se estudiaron numéricamente
dos problemas de contacto de un cuerpo elasto-piezoeléctrico suponiendo que
el obstáculo era ŕıgido (condiciones de Signorini) o deformable (condición de
respuesta normal).

4 Problemas de contacto en viscoelasticidad

El análisis matemático de los problemas de contacto cuasiestáticos (es decir,
con efectos de inercia despreciables), y que inclúıan materiales viscoelásticos se
inició en [21]. El comportamiento se supone lineal y se estudian problemas
asociados a diferentes condiciones (con y sin rozamiento, sólido ŕıgido o
deformable, etc). En la reciente monograf́ıa [39] se retomaron estos problemas
para extenderlos al caso no lineal y se proporcionaron, además, su análisis
numérico y se mostraron resultados numéricos que confirmaron la precisión de
los algoritmos que los resolv́ıan. En este tipo de problemas, y suponiendo que
no hay rozamiento, hemos estudiado el contacto de un obstáculo deformable
con una condición de respuesta normal amortiguada ([30]), con un obstáculo
deformable analizando el efecto de la adherencia en la superficie de contacto
([19]), entre dos cuerpos viscoelásticos con daño y adherencia ([28]) y con un
obstáculo deformable incluyendo los efectos térmicos ([7]). En [4] se presenta
un caso abstracto que incluye el problema de contacto con un sólido deformable
o un sólido ŕıgido. Recientemente, en [16] hemos introducido un algoritmo que
permite, en el caso bidimensional, la resolución de problemas de contacto con
rozamiento, aplicándolo al caso de un problema de contacto viscoelástico con la
ley de Tresca.

Sin embargo, dado que, en cierta medida, estos resultados son extensiones
o generalizaciones de otros estudios previos, una mayor novedad consiste en
suponer que los problemas son dinámicos. Es decir, que los efectos de inercia no
son despreciables. Como ejemplo, podemos considerar el problema de contacto
dinámico con respuesta normal en viscoelasticidad y con daño. Denotando por
S

d el espacio de tensores simétricos de orden 2 en R
d, este se escribe de la forma

siguiente (véase [8]):

Encontrar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → R
d, el campo de

tensiones σ : Ω × [0, T ] → S
d, y la función daño ζ : Ω × [0, T ] → [ζ∗, 1] tales
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que:

ρ ü = Divσ + fB en Ω × (0, T ), (1)

σ = Aε(u̇) + C(ε(u), ζ) en Ω × (0, T ), (2)

ζ̇ − κ△ζ + ∂I[ζ∗,1](ζ) ∋ φ(ε(u), ζ) en Ω × (0, T ), (3)

∂ζ

∂ν
= 0 en Γ × (0, T ), (4)

u = 0 en ΓD × (0, T ), (5)

σν = fN en ΓN × (0, T ), (6)

−σν = p(uν − g) en ΓC × (0, T ), (7)

στ = 0 en ΓC × (0, T ), (8)

u(0) = u0, u̇(0) = v0, ζ(0) = ζ0 en Ω. (9)

Como podemos ver, la ecuación de equilibrio (1) contiene el término de inercia
(ρ representa la densidad del material) ya que el problema se supone dinámico.
Además, se postula la existencia de un valor inferior ζ∗ > 0 para la función daño
ya que, por debajo de este, la densidad de microfracturas es demasiado grande
y no tiene sentido considerar el material como elástico.

Sea v el campo de velocidades dado por v(t) = u̇(t) y definimos los siguientes
espacios variacionales:

V = {v ∈ [H1(Ω)]d ; v = 0 en ΓD},
Q = { τ = (τij)

d
i,j=1 ; τij = τji ∈ L2(Ω) },

K = {ξ ∈ H1(Ω) ; ζ∗ ≤ ξ ≤ 1 c.p.d. en Ω}.

Aplicando la fórmula de Green el problema mecánico anterior se escribe de la
forma siguiente:

Encontrar un campo de velocidades v : [0, T ] → V y una función daño
ζ : [0, T ] → K tales que v(0) = v0, ζ(0) = ζ0 y para casi todo t ∈ (0, T ):

〈v̇(t),w〉V ′×V + (Aε(v(t)), ε(w))Q + (C(ε(u(t)), ζ(t)), ε(w))Q

+j(u(t),w) = 〈f(t),w〉V ′×V ∀w ∈ V,

(ζ̇(t), ξ − ζ(t))L2(Ω) + a(ζ(t), ξ − ζ(t))

≥ (φ(ε(u(t)), ζ(t)), ξ − ζ(t))L2(Ω) ∀ξ ∈ K,

donde los funcionales f : [0, T ] → V ′, j : V ×V → R y a : H1(Ω)×H1(Ω) → R

se definen de la forma siguiente:

〈f(t),w〉V ′×V = (fB(t),w)[L2(Ω)]d + (fN (t),w)[L2(ΓN )]d ∀w ∈ V, t ∈ [0, T ],

j(u,w) =

∫

ΓC

p(uν − g)wν da ∀u,w ∈ V,

a(ξ, ψ) = κ

∫

Ω

∇ξ · ∇ψ dx ∀ ξ, ψ ∈ H1(Ω).

El campo de desplazamientos u(t) se define como:

u(t) =

∫ t

0

v(s)ds + u0, t ∈ [0, T ].
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Bajo ciertas hipótesis sobre los datos, en [8] se demostró que el problema
variacional anterior tiene una única solución con la regularidad:

u ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1([0, T ]; [L2(Ω)]d), ü ∈ L2(0, T ;V ′),

σ ∈ L2(0, T ;Q), Div σ ∈ L2(0, T ;V ′),

ζ ∈ W 1,2(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)).

La demostración de este resultado se basa en la aplicación del teorema del punto
fijo de Banach y resultados conocidos de inecuaciones variacionales parabólicas
y ecuaciones variacionales no lineales.

Veamos como se construye un esquema numérico completamente
discretizado de este problema variacional. Primero, debemos aproximar la
variable espacial. Para ello, definimos dos espacios de elementos finitos V h ⊂ V
y Bh ⊂ H1(Ω) que aproximen los espacios V y H1(Ω), respectivamente (h
es el parámetro de discretización espacial). Denotamos por Kh = Bh ∩ K
un subconjunto convexo de Bh. En segundo lugar, discretizamos las derivadas
temporales (de primer orden). Sea 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T una partición
del intervalo temporal [0, T ] y denotamos por k = T/N el paso de tiempo
(parámetro de discretización temporal). Finalmente, como notación, para una
función continua f(t) sea fn = f(tn) y, para una sucesión {wn}

N
n=0, denotamos

por δwn = (wn − wn−1)/k las diferencias divididas.

Sean uh
0 , vh

0 y ζh
0 aproximaciones adecuadas de las condiciones iniciales u0,

v0 y ζ0, respectivamente. Un esquema numérico completamente discretizado del
problema variacional anterior es el siguiente (véase [8]):

Encontrar un campo de velocidades discreto vhk = {vhk
n }N

n=0 ⊂ V h y una
función de daño discreta ζhk = {ζhk

n }N
n=0 ⊂ Kh tales que vhk

0 = vh
0 , ζhk

0 = ζh
0 y

para n = 1, 2, . . . , N :

(ρδvhk
n ,wh)[L2(Ω)]d + (Aε(vhk

n ), ε(wh))Q + (C(ε(uhk
n−1), ζ

hk
n−1), ε(wh))Q

+j(uhk
n−1,w

h) = (fn,wh)V ∀wh ∈ V h, (10)

(δζhk
n , ξh − ζhk

n )L2(Ω) + a(ζhk
n , ξh − ζhk

n )

≥ (φ(ε(uhk
n−1), ζ

hk
n−1), ξ

h − ζhk
n )L2(Ω) ∀ξh ∈ Kh, (11)

donde el campo de desplazamientos discreto uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂ V h se obtiene
como:

uhk
n =

n∑

j=1

kvhk
j + uh

0 , n = 1, . . . N. (12)

Bajo las condiciones de regularidad adicionales:

u ∈ C1([0, T ];V ), ü ∈ C([0, T ];V ′), ζ ∈ H2(0, T ;L2(Ω)),

en [8] se demostró la siguiente estimación del error para todos {wh
j }

N
j=1 ⊂ V h
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y {ξh
j }

N
j=1 ⊂ Kh:

máx
0≤n≤N

{
‖vn − vhk

n ‖2
[L2(Ω)]d + ‖ζn − ζhk

n ‖2
L2(Ω)

}

+k

N∑

j=1

(‖vj − vhk
j ‖2

V + ‖∇(ζj − ζhk
j )‖2

[L2(Ω)]d)

≤ c
{ N∑

j=1

k
(
‖v̇j − δvj‖

2
V ′ + I2

j + ‖uj − uj−1‖
2
V + ‖vj − wh

j ‖
2
V

)

+‖v0 − vh
0‖

2
[L2(Ω)]d + ‖u0 − uh

0‖
2
V + ‖v1 − wh

1‖
2
[L2(Ω)]d

+‖ζ0 − ζh
0 ‖

2
L2(Ω) + ‖ζ1 − ξh

1 ‖
2
L2(Ω) + máx

0≤n≤N
‖ζn − ξh

n‖
2
L2(Ω) + k2

+
1

k

N−1∑

j=1

‖(ζj+1 − ξh
j+1) − (ζj − ξh

j )‖2
L2(Ω) + k

N∑

j=1

‖δζj − ζ̇j‖
2
L2(Ω)

+k

N∑

j=1

‖φ(ε(uj), ζj) − δζj + κ∆ζj‖L2(Ω) · ‖ζj − ξh
j ‖L2(Ω)

+ máx
0≤n≤N

‖vn − wh
n‖

2
[L2(Ω)]d + k

N∑

j=1

‖ζj − ξh
j ‖

2
H1(Ω)

+
1

k

N−1∑

j=1

‖vj − wh
j − (vj+1 − wh

j+1)‖
2
[L2(Ω)]d

}
,

donde Ij es el error de integración numérica dado por:

Ij =
∥∥∥

∫ tj−1

0

v(s)ds −

j−1∑

l=1

kvl

∥∥∥
V

.

La estimación anterior es la base para obtener el orden de convergencia del
algoritmo. Como un ejemplo de aplicación directa, supongamos que la solución
tiene la siguiente regularidad:

u ∈ H2(0, T ;V ) ∩ C1([0, T ]; [H2(Ω)]d),
...
u ∈ L2(0, T ;V ′),

ζ ∈ C([0, T ];H2(Ω)) ∩ H2(0, T ;L2(Ω)) ∩ H1(0, T ;H1(Ω)).

Sean los espacios de elementos finitos V h y Bh dados por:

V h = {vh ∈ [C(Ω)]d ; vh|T ∈ [P1(T )]d, T ∈ T h, vh = 0 en ΓD},
Bh = {ξh ∈ C(Ω) ; ξh|T ∈ P1(T ), T ∈ T h},

donde T h es una familia regular de triangulaciones tipo elementos finitos de Ω
compatible con la partición de la frontera Γ = ∂Ω en ΓD, ΓN y ΓC , y definamos
las condiciones iniciales discretas como:

uh
0 = Πhu0, vh

0 = Πhv0, ζh
0 = Πhζ0,
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donde Πh es el operador de interpolación de elementos finitos usual. Entonces
el esquema numérico es linealmente convergente; es decir, existe c > 0,
independiente de h y k, tal que:

máx
0≤n≤N

{
‖un − uhk

n ‖[L2(Ω)]d + ‖ζn − ζhk
n ‖L2(Ω)

}
≤ c(h + k).

En [8] se estudió con detalle el problema discreto anterior. Su resolución
numérica se realiza en tres pasos para cada n = 1, . . . , N . En primer lugar, se
calcula la función daño reescribiendo (11) en la forma:

(ζhk
n , ξh − ζhk

n )L2(Ω) + k a(ζhk
n , ξh − ζhk

n )

≥ k(φ(ε(uhk
n−1), ζ

hk
n−1), ξ

h − ζhk
n )L2(Ω) + (ζhk

n−1, ξ
h − ζhk

n )L2(Ω) ∀ξh ∈ Kh.

Esta es una inecuación variacional de primera clase discreta que se puede
resolver aplicando un algoritmo de tipo penalización-dualidad similar al descrito
en [55]. En segundo lugar, se obtiene el campo de velocidades discreto a partir
de (10), teniendo en cuenta que esta ecuación variacional se escribe como

(ρvhk
n ,wh)[L2(Ω)]d + k(Aε(vhk

n ), ε(wh))Q + k(C(ε(uhk
n−1), ζ

hk
n−1), ε(wh))Q

+kj(uhk
n−1,w

h) = k(fn,wh)V + (ρvhk
n−1,w

h)[L2(Ω)]d ∀wh ∈ V h.

Por tanto, esta da lugar a un sistema lineal que se puede resolver con el
método de Cholesky. Finalmente, el campo de desplazamientos se actualiza por
la expresión (12). Este algoritmo se implementó en un ordenador utilizando
FORTRAN 77 y se obtuvieron distintos resultados numéricos. En uno de
los ejemplos descritos en [8] el objetivo era observar la influencia del daño
en el comportamiento del material. En la Figura 2 se muestra el campo de
deformaciones en el tiempo final, para unos determinados datos, considerando
que el material nunca está dañado (izquierda) y que está dañado (derecha).
Como podemos ver, si se produce daño del material, este se vuelve más blando
y las deformaciones son mayores.

Figura 2: Deformaciones en el instante final sin daño (izquierda) y con daño
(derecha).

En la ley constitutiva (2), el daño sólo afecta a la parte elástica, C. Sin
embargo, parece natural que este también pueda afectar, en mayor o menor
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medida, a la parte viscosa. Por tanto, esta ley se reescribiŕıa en la forma:

σ = ζAε(u̇) + C(ε(u), ζ) en Ω × (0, T ),

y, debido a que cuando ζ = 0 se tiene que σ = 0, la condición de respuesta
normal (7) se reemplazaŕıa por:

−σν = ζp(uν − g) en ΓC × (0, T ).

Estas dos condiciones vuelven el problema mucho más dif́ıcil. En [45] se
demostró, usando la teoŕıa de los operadores pseudomonótonos, que este
problema, en el caso más general de incluir también la adherencia del material,
tiene solución y, si además, |ε(u̇)| ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)), esta es única. El análisis
numérico de este problema se realizó en [14], incluyendo resultados numéricos
que demuestran la convergencia y eficacia del algoritmo, aśı como la influencia
de diferentes parámetros en las leyes constitutivas.

Problemas dinámicos que trataban la adherencia de la superficie de contacto
y que inclúıan materiales viscoelásticos se estudiaron en [29] (se propuso un
esquema de resolución numérica y se mostraron algunos resultados numéricos)
y [18], donde se utilizó una condición de respuesta normal regularizada.

Suponiendo que los modelos se pueden reducir a problemas unidimensiona-
les, se estudiaron los siguientes casos: en [2] se trató el problema de la vibración
de una viga en contacto con un cuerpo ŕıgido, que siempre permanece unido a
esta, e incluyendo los efectos térmicos, en [3] se consideró el problema de con-
tacto de una barra con un obstáculo deformable teniendo en cuenta la influencia
del daño del material y los efectos térmicos, y en [15] se estudió el problema de
contacto de una viga con un obstáculo deformable incluyendo el rozamiento (es-
te se planteó utilizando bien la ley de Tresca o la ley de Coulomb). Finalmente,
en [6] se consideró el problema de contacto entre un sólido electro-viscoelástico
y un obstáculo deformable y en [24] se estudió el comportamiento de un “ther-
mistor” viscoelástico (mecanismo que previene a algunos dispositivos de sufrir
cortocircuitos).

5 Problemas de contacto en elasto-viscoplasticidad

En [39] se describen algunos de los problemas de contacto en elasto-
viscoplasticidad que hemos estudiado. Los primeros resultados sobre problemas
de contacto entre un cuerpo elasto-viscoplástico y un obstáculo deformable
([32]) o entre dos cuerpos elasto-viscoplásticos ([27]) se extendieron para incluir
variables genéricas de estado internas ([26]), el endurecimiento del material
([22]) o el daño ([9, 17, 31]).

Nuevamente, aqúı la contribución fundamental se centra en los problemas
en los que interviene el daño del material dado que introduce las mayores
novedades. Sin embargo, en los trabajos antes referenciados, debemos observar
que este se supone que sólo afecta a la parte plástica, la función G. Aunque se
puede justificar mecánicamente (véase el libro [47]), parece natural que siguiendo
las ideas de Frémond este también afecte, y de hecho es la parte principal, al
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término de elasticidad. Como en la sección anterior, este problema introduce
dificultades matemáticas adicionales de gran interés. En el reciente trabajo [11]
hemos considerado el problema de contacto de un cuerpo elasto-viscoplástico
con un obstáculo deformable incluyendo el daño del material. Este problema se
escribe de la forma siguiente:

Encontrar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → R
d, el campo de

tensiones σ : Ω × [0, T ] → S
d, y la función daño ζ : Ω × [0, T ] → R tales que:

−Div σ = fB en Ω × [0, T ], (13)

σ̇ = C(
˙︷ ︸︸ ︷

η∗(ζ)ε(u)) + G(σ, ε(u), η∗(ζ)) en Ω × [0, T ], (14)

ζ̇ − κ△ζ = φ(ε(u), η∗(ζ)) en Ω × [0, T ], (15)

ζ = 1 en Γ × (0, T ), (16)

u = 0 en ΓD × (0, T ), (17)

σν = fN en ΓN × (0, T ), (18)

στ = 0, −σν = p(uν − g) en ΓC × (0, T ), (19)

u(0) = u0, σ(0) = σ0, ζ(0) = ζ0 en Ω, (20)

donde η∗ : R → R es un operador de truncamiento dado por:

η∗(r) =





r si ζ∗ < r < 1,
1 si r ≥ 1,
ζ∗ si r ≤ ζ∗.

En la ecuación de equilibrio (13) se ha despreciado el término de inercia y,
por tanto, el problema es cuasiestático. Además, en la ley constitutiva (14)
hemos incluido el daño en la parte elástica (de hecho, este está truncado ya
que sino el problema podŕıa degenerar en el caso ζ = 0), y la ley del daño (15)
está escrita como una ecuación diferencial en derivadas parciales en lugar de
una inclusión subdiferencial. Esto se puede hacer (véanse [13, 44]), suponiendo
ciertas condiciones sobre la función fuente de daño φ.

Sean E = H1(Ω), V y Q los siguientes espacios variacionales:

V = {v ∈ [H1(Ω)]d ; v = 0 en ΓD},
Q = {τ ∈ [L2(Ω)]d×d ; τij = τji, 1 ≤ i, j ≤ d},

y denotemos por f(·), a(·, ·) y j(·, ·) los funcionales definidos en la sección
anterior. Finalmente, sea K el siguiente subconjunto de E:

K = {ξ ∈ E ; ξ = 1 en Γ}.

La formulación variacional del problema mecánico anterior se escribe de la
siguiente forma:

Encontrar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V , el campo de tensiones
σ : [0, T ] → Q, y la función daño ζ : [0, T ] → K tales que u(0) = u0, σ(0) = σ0,
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ζ(0) = ζ0 y para casi todo t ∈ [0, T ]:

σ̇(t) = C(
˙︷ ︸︸ ︷

η∗(ζ(t))ε(u(t))) + G(σ(t), ε(u(t)), η∗(ζ(t))),

(σ(t), ε(w))Q + j(u(t),w) = (f(t),w)V ∀w ∈ V,

(ζ̇(t), ξ)L2(Ω) + a(ζ(t), ξ) = (φ(ε(u(t)), η∗(ζ(t))), ξ)L2(Ω) ∀ξ ∈ E.

Bajo ciertas hipótesis sobre los datos, en [12] se demostró que el problema
variacional anterior admite una única solución con la siguiente regularidad:

ζ ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2 (Ω)), ζ(t,x) ∈ [ζ∗, 1] p.c.t. x ∈ Ω,
u ∈ L∞(0, T ;V ).

En particular, esta regularidad implica que en el problema variacional se puede
eliminar el operador de truncamiento η∗.

La aproximación numérica de este problema se realiza de la siguiente forma.
En primer lugar, definimos tres espacios de elementos finitos V h ⊂ V , Qh ⊂ Q
y Eh ⊂ E, aproximando los espacios V , Q y E, respectivamente, donde h > 0
denota el parámetro de discretización espacial. Sea Kh = K ∩ Eh.

Denotemos por PQh : Q → Qh el operador de proyección ortogonal sobre
Qh dado por

(PQhτ , τh)Q = (τ , τh)Q ∀τ ∈ Q, τh ∈ Qh.

Este operador verifica que

‖PQhτ‖Q ≤ ‖τ‖Q ∀τ ∈ Q.

Para discretizar las derivadas temporales, utilizamos una partición uniforme
del intervalo temporal que denotamos por 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T , y
sea k = T/N el paso de tiempo. Para una función continua f(t) denotamos
nuevamente por fn = f(tn), y para una sucesión de valores {wn}N

n=0 sean
δwn = (wn − wn−1)/k sus diferencias divididas.

Sean uh
0 ,σh

0 y ζh
0 aproximaciones apropiadas de las condiciones iniciales.

Utilizando el esquema de Euler se obtiene el siguiente problema completamente
discretizado:

Encontrar el campo de desplazamientos discreto uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂ V h,
el campo de tensiones discreto σhk = {σhk

n }N
n=0 ⊂ Qh y la función de daño

discreta ζhk = {ζhk
n }N

n=0 ⊂ Kh, tales que uhk
0 = uh

0 , σhk
0 = σh

0 , ζhk
0 = ζh

0 , y
para n = 1, 2, . . . , N ,

(δζhk
n , ξh)L2(Ω) + a(ζhk

n , ξh) = (φ(ε(uhk
n−1), η∗(ζ

hk
n−1)), ξ

h)L2(Ω) ∀ξh ∈ Eh,

σhk
n = PQh(η∗(ζ

hk
n )Cε(uhk

n )) + σh
0 − PQh(η∗(ζ

h
0 )Cε(uh

0 ))

+

n∑

j=1

kPQhG(σhk
j−1, ε(uhk

j−1), η∗(ζ
hk
j−1)),

(σhk
n , ε(wh))Q + j(uhk

n ,wh) = (fn,wh)V ∀wh ∈ V h.
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Utilizando resultados conocidos de ecuaciones variacionales no lineales se
puede demostrar fácilmente que el problema anterior admite una única solución.

Supongamos la siguiente regularidad de la solución continua:

u ∈ W 1,∞(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ; [W 1,∞(Ω)]d),
σ ∈ W 1,∞(0, T ;Q),
ζ ∈ C([0, T ];E) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)).

La siguiente estimación del error se obtuvo en [11] para todos {wh
j }

N
j=1 ⊂ V h y

{ξh
j }

N
j=1 ⊂ Eh:

máx
0≤n≤N

{
‖un − uhk

n ‖2
V + ‖σn − σhk

n ‖2
Q + ‖ζn − ζhk

n ‖2
L2(Ω)

}
+ k

N∑

j=1

‖ζj − ζhk
j ‖2

E

≤ c
(
e0 + máx

0≤n≤N
‖un − wh

n‖
2
V + máx

0≤n≤N
‖In‖

2
Q + máx

0≤n≤N
‖ζn − ξh

n‖
2
L2(Ω)

+k2 +

N∑

j=1

k‖(I − PQh)G(σj−1, ε(uj−1), η∗(ζj−1))‖
2
Q +

N∑

j=1

k‖ζ̇j − δζj‖
2
L2(Ω)

+

N∑

j=1

k‖ζj − ξh
j ‖

2
E +

1

k

N−1∑

j=1

‖ζj − ξh
j − (ζj+1 − ξh

j+1)‖
2
L2(Ω)

)
,

donde In es el siguiente error de integración:

In =

∫ tn

0

G(σ(s), ε(u(s)), η∗(ζ(s))) ds −
n∑

j=1

kG(σj−1, ε(uj−1), η∗(ζj−1)),

y e0 es el error cometido en la aproximación de las condiciones iniciales, es decir:

e0 = ‖u0 − uh
0‖

2
V + ‖σ0 − σh

0‖
2
Q + ‖ζ0 − ζh

0 ‖
2
L2(Ω).

La estimación precedente es el punto de partida para obtener el orden
de convergencia del algoritmo. Definamos los siguientes espacios de elementos
finitos:

V h = {wh ∈ V ∩ [C(Ω)]d ; wh
|T r

∈ [P1(Tr)]d, T r ∈ T h},

Qh = {τh ∈ Q ; τh
|T r

∈ [P0(Tr)]d×d, T r ∈ T h},

Eh = {ξh ∈ C(Ω) ; ξh
|T r

∈ P1(Tr), T r ∈ T h},

Kh = {ξh ∈ Eh ; ξh = 1 en Γ},

donde Ω se supone que es un dominio poliédrico, T h denota una triangulación
tipo elementos finitos regular de Ω, y Pq(Tr), para q = 0, 1, representa el espacio
de polinomios de grado global menor o igual que q en Tr.

Supongamos que las condiciones iniciales discretas están definidas de la
forma siguiente:

uh
0 = Πhu0, σh

0 = PQhσ0, ζh
0 = πhζ0,
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donde πh : C(Ω) → Eh es el operador de interpolación de elementos finitos
usual y Πh = (πh

i )d
i=1 : [C(Ω)]d → V h.

Se puede entonces demostrar, de la estimación anterior y bajo condiciones
de regularidad adicionales, que el algoritmo es linealmente convergente respecto
de los parámetros de discretización h y k, es decir, existe c > 0, independiente
de h y k, tal que:

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q + ‖ζn − ζhk
n ‖L2(Ω)} ≤ c(h + k).

Finalmente, veamos un ejemplo numérico que demuestra la eficacia del
algoritmo de resolución. En la Figura 3 se representan la norma de von Mises del
campo de tensiones y la función daño en el instante final y sobre la configuración
deformada. Las zonas de máxima tensión se localizan en donde el cuerpo se
flexiona y en el extremo izquierdo, que supusimos fijado, y, como pod́ıamos
esperar, las zonas de mayor daño (esto es, donde la función daño es menor)
coinciden con las zonas de máxima tensión.

Figura 3: Norma von Mises de las tensiones y función daño en el instante final
y sobre la configuración deformada.

En la Figura 4 se muestra la evolución, a lo largo del tiempo, del
desplazamiento del punto x = (9, 0) (nodo inferior derecho). Como podemos
ver, aunque se supone que la fuerza es ćıclica y siempre de la misma intensidad,
este va aumentando como consecuencia de que el material resulta dañado.
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