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En los dltimos cuarenta afios el campo del control ha sido testigo de avances increibles, haciendo posibles
mejoras tecnoldgicas con descubrimientos en los principios fundamentales y en las matematicas. Hoy en dia, las
oportunidades para aplicar los principios de control son enormes. La computacién, la comunicacién y la estima-
cién son cada vez mds baratas y ubicuas. Esto afectard pronto a nuestra sociedad e influenciard casi todos los
aspectos de nuestra vida tal y como la conocemos. Los desarrollos futuros en las dreas de transporte y espacio, tec-
nologias de la informacién y redes, maquinas inteligentes y robots, biologia y medicina, y materiales y fabricacién
requerirdn una expansion significativa del conjunto de herramientas de control disponibles en la actualidad!. Mi
investigacién en control geométrico para la planificacién de movimientos y coordinacion de sistemas auténomos busca con-
tribuir a estas apasionantes aplicaciones por medio del desarrollo de herramientas matematicas para incrementar
las habilidades, la fiabilidad y las capacidades de los sistemas robéticos.

A continuacion, describo brevemente las lineas de investigacion en las que he trabajado hasta la fecha. El docu-
mento adjunto, titulado “control geométrico para la planificacién de movimientos y coordinacién de sistemas
auténomos”, aborda en profundidad algunas de estas lineas. En cada pérrafo, sefialo las publicaciones més signi-
ficativas relacionadas con el tema de investigacion correspondiente. Una visién de conjunto completa de mi trabajo
en Mecdnica Geométrica, con especial énfasis en los sistemas nohdélonomos, puede encontrarse en J. Cortés. Geo-
metric Control and Numerical Aspects of Nonholonomic Systems, volume 1793 of Lecture Notes in Mathematics. Springer
Verlag, New York, 2002.

Coordinacién y control cooperativo. En afos recientes, hemos visto un gran esfuerzo investigador centrado en
problemas de planificacién y control de movimientos para sistemas formados por multiples agentes. Una
capacidad fundamental de las futuras redes de sensores méviles y ajustables serd la habilidad de realizar
de manera cooperativa tareas espacialmente distribuidas. Estas redes de vehiculos auténomos podran adap-
tarse a entornos cambiantes y situaciones dindmicas, ofrecerdn servicios a prueba de fallos, y operardn va
rutas de comunicacién ad-hoc con ancho de banda limitado. Los desafios cientificos que plantean estas tec-
nologias emergentes son enormes y emocionantes. Para lograr las capacidades deseables de estas redes, el
objetivo de mi investigacion es el desarrollo de un marco matemético que permita modelar, analizar, vali-
dar y controlar estas tecnologias. Nos planteamos disefiar algoritmos de control cooperativos que tomen en
cuidadosa consideracién todas las ligaduras de la red de sensores moviles: estos algoritmos deben ser dis-
tribuidos, asincronos, adaptables, y su correcciéon debe ser verificada formalmente. Nuestra aproximacion
técnica a estos problemas estd basada en herramientas de Geometria Computacional, Localizaciéon de Faci-
lidades, Analisis no Diferenciable e Investigacién Operativa. Estos problemas exhiben profundas relaciones
con cuestiones cldsicas en Optimizaciéon Geométrica, como por ejemplo los problemas de cubrimiento por
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discos y empaquetamiento de esferas, y con problemas clasicos de la Robética basada en el comportamiento,
como la caracterizaciéon del comportamiento asint6tico de una red de robots evolucionando bajo la ley “aléja-
te de tu vecino mas cercano” en un entorno acotado. En mi investigacién en estas dreas, pongo un énfasis
fundamental en los principios matematicos detrds de los problemas practicos, y en el desarrollo de nuevas
herramientas y resultados que ayuden a resolver los desafios cientificos a los que nos enfrentamos.

Modelos, nociones de complejidad y herramientas matematicas para redes méviles

= F Bulloand]. Cortés. Adaptive and distributed coordination algorithms for mobile sensing networks. In V. Kumar,
N. E. Leonard, and A. S. Morse, editors, Cooperative control. (Proceedings of the 2003 Block Island Workshop on Coope-
rative Control), volume 309 of Lecture Notes in Control and Information Sciences, pages 43-62. Springer Verlag, New
York, 2004

= J. Cortés. Motion coordination algorithms resulting from classical geometric optimization problems. In K. Tas,
D. Krupka, D. Baleanu, and O. Krupkova, editors, Proceedings of the International Workshop on Global Analysis, volume
729 of AIP Conference Proceedings Series, pages 54-68. American Institute of Physics, New York, 2004

= S. Martinez, F. Bullo, J. Cortés, and E. Frazzoli. On synchronous robotic networks — Part I: models, tasks and
complexity notions. IEEE Transactions on Automatic Control, March 2005. Submitted

= S. Martinez, F. Bullo, J. Cortés, and E. Frazzoli. On synchronous robotic networks — Part II: on synchronous robotic
networks — Part II: time complexity of rendezvous and deployment algorithms. IEEE Transactions on Automatic
Control, March 2005. Submitted

= J. Cortés. Finite-time convergent gradient flows with applications to motion coordination. Automatica, September
2005. Submitted

= S. Martinez, J. Cortés, and F. Bullo. Motion coordination with distributed information. IEEE Control Systems Maga-
zine, 2005. Submitted

Algoritmos distribuidos para el despliegue de redes méviles en entornos convexos y no-convexos

= J. Cortés, S. Martinez, T. Karatas, and F. Bullo. Coverage control for mobile sensing networks. IEEE Transactions on
Robotics and Automation, 20(2):243-255, 2004

= J. Cortés and F. Bullo. Coordination and geometric optimization via distributed dynamical systems. SIAM Journal
on Control and Optimization, 44(5):1543-1574, 2005

n ]. Cortés, S. Martinez, and F. Bullo. Spatially-distributed coverage optimization and control with limited-range
interactions. ESAIM. Control, Optimisation & Calculus of Variations, 11(4):691-719, 2005

= A.Ganguli, J. Cortés, and F. Bullo. Maximizing visibility in nonconvex polygons: Nonsmooth analysis and gradient
algorithm design. SIAM Journal on Control and Optimization, March 2006. To appear

= A.Ganguli, J. Cortés, and F. Bullo. Distributed coordination algorithms for visually-guided robots. In Workshop on
Algorithmic Foundations of Robotics, New York, NY, July 2006. Submitted

Algoritmos distribuidos para el encuentro de redes méviles

= J. Cortés, S. Martinez, and F. Bullo. Robust rendezvous for mobile networks via proximity graphs in arbitrary
dimensions. IEEE Transactions on Automatic Control, 51(7), 2006. To appear

= A. Ganguli, J. Cortés, and F. Bullo. On rendezvous for visually-guided agents in a nonconvex polygon. In IEEE
Conf. on Decision and Control, pages 5686-5691, Seville, Spain, December 2005

Mecanica nohélonoma. Los sistemas sujetos a ligaduras noholénomas estan ampliamente extendidos en nume-
rosos dominios cientificos y comerciales, incluyendo la robética, la locomocién y la exploracién espacial.
En mi investigacion, he puesto el énfasis en una aproximacion interdisciplinar al estudio de la dindmica,
explotando la particular estructura geométrica que exhibe esta clase de sistemas. Los resultados incluyen el
analisis del papel especial que juega la simetria en la evolucion del sistema, la caracterizacion de la existencia
de medidas invariantes para sistemas de Chaplygin, y la identificacién de dindmicas continuas y discretas
cuando las ligaduras noholénomas tienen rango variable.



= J. Cortés and M. de Leén. Reduction and reconstruction of the dynamics of nonholonomic systems. Journal of
Physics A: Mathematical and General, 32(49):8615-8645, 1999

= F Cantrijn, J. Cortés, M. de Léon, and D. Martin de Diego. On the geometry of generalized Chaplygin systems.
Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 132:323-351, 2002

= F Cantrijn and ]J. Cortés. Cosymplectic reduction of constrained systems with symmetry. Reports on Mathematical
Physics, 49(2-3):167-182, 2002

n ]. Cortés, M. de Le6n, D. Martin de Diego, and S. Martinez. Mechanical systems subjected to generalized non-
holonomic constraints. Royal Society of London. Proceedings Series A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences,
457(2007):651-670, 2001

= J. Cortés and A. Vinogradov. Hamiltonian theory of constrained impulsive motion. Journal of Mathematical Physics,
2006. To appear

= J. Cortés, M. de Leodn, J. C. Marrero, and E. Martinez. Nonholonomic Lagrangian systems on Lie algebroids. Discrete
and Continuous Dynamical Systems, 2005. Submitted

Integraciéon geométrica. El objetivo es disefiar integradores ntimericos que tengan en cuenta las propiedades
geométricas de los sistemas dindmicos (conservacién de la energfa, integrales primeras, preservacion del
volumen, etc). El uso de estos métodos en aplicaciones tales como la reorientacién de satélites y la dindmica
molecular es indispensable para obtener aproximaciones consistentes con las soluciones. Dada la juventud
de este campo, hay numerosas cuestiones todavia por abordar. Mi aproximacién a este problema hace uso de
principios y métodos variacionales de la Mecénica Geométrica para desarrollar algoritmos numéricos para
sistemas sujetos a ligaduras noholénomas.

= J. Cortés and S. Martinez. Non-holonomic integrators. Nonlinearity, 14(5):1365-1392, 2001

= J. Cortés. Energy conserving nonholonomic integrators. Discrete and Continuous Dynamical Systems, pages 189-199,
2003. Added volume

Control geométrico de sistemas infra-actuados. Un sistema infra-actuado tiene menos actuadores que grados de
libertad. El interés por controlar sistemas infra-actuados proviene de dos consideraciones: (i) en el caso del
fallo de un actuador en un robot con tantos actuadores como grados de libertad, si éste estd dotado de
algoritmos de control para operar el sistema infra-actuado resultante, puede reaccionar ante el malfuncio-
namiento y seguir realizando la tarea programada. Los algoritmos de control dotan de mayor seguridad y
robustez a los sistemas robéticos; (ii) la habilidad para controlar sistemas infra-actuados hace posible disefiar
sistemas mds econémicos minimizando el uso de componentes mecénicos costosos, tales como actuadores
y trasmisiones, y reemplazédndolos con algoritmos de control sofisticados. Mi investigacién en este campo
se ha centrado en: (i) la obtencién de condiciones necesarias y suficientes que garantizan la controlabilidad
del sistema, y el analisis del papel que la simetria puede jugar en la simplificacion de estos criterios; (ii) el
desarrollo de expansiones en serie describiendo la evolucién de las trayectorias del sistema. La estructura de
homogeneidad de estos sistemas sienta las bases para la aproximacién técnica, que utiliza elegantes resulta-
dos de Combinatoria, Andlisis Complejo y funciones generadoras; (iii) el desarrollo de estrategias eficientes
para la planificacién de trayectorias de sistemas auténomos con el objetivo de resolver los problemas de
reconfiguracién de punto a punto, interpolacién de estados y estabilizacién asintética exponencial.

= J. Cortés, S. Martinez, J. P. Ostrowski, and H. Zhang. Simple mechanical control systems with constraints and
symmetry. SIAM Journal on Control and Optimization, 41(3):851-874, 2002

= J. Cortés, S. Martinez, and F. Bullo. On nonlinear controllability and series expansions for Lagrangian systems with
dissipative forces. IEEE Transactions on Automatic Control, 47(8):1396-1401, 2002

= S. Martinez and J. Cortés. Motion control algorithms for simple mechanical systems with symmetry. Acta Applican-
dae Mathematicae, 76(3):221-264, 2003

Mecédnica Geométrica y Control. La Mecanica Geométrica y la teoria de control de sistemas no lineales son dos
dreas cientificas que has estado ligadas tradicionalmente. Ideas de una disciplina han abonado el terreno para
desarrollar importantes descubrimientos en la otra, y viceversa. A lo largo de mi investigacion, he prestado
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especial atencién a la profunda relacion entre el problema de control 6ptimo y la geometria de los problemas
variacionales constrefiidos, incorporando herramientas cldsicas de la Mecdnica Geométrica como el teorema
de Noether o las simetrias infinitesimales en el andlisis y la descripcién de las soluciones 6ptimas. También
he investigado condiciones bajo las cuales un sistema de control no lineal afin en los inputs puede realizar-
se como un sistema de control gradiente con respecto a una métrica pseudo-Riemanniana apropiada. Esta
caracterizacién es un elegante complemento al tradicional esfuerzo por caracterizar la realizacién de siste-
mas Hamiltonianos de control, que tiene sus raices en la década de los 80. La importancia de ambas clases
de sistemas proviene de su ubicuidad en una gran variedad de contextos fisicos e industriales. Otras herra-
mientas provenientes de la Geometria Diferencial, tales como el producto simétrico o la nocién de algebroide
de Lie, juegan un papel fundamental en el desarrollo de un marco general que englobe la reduccién de los
sistemas de control respetando la estructura de sus ecuaciones.

= J. Cortés, M de Ledén, D. Martin de Diego, and S. Martinez. Geometric description of vakonomic and nonholonomic
dynamics, comparison of solutions. SIAM Journal on Control and Optimization, 41(5):1389-1412, 2003

= J. Cortés and E. Martinez. Mechanical control systems on Lie algebroids. IMA Journal on Mathematical Control and
Information, 21(4):457-492, 2004

= J. Cortés and S. Martinez. The consistency problem in optimal control: the degenerate case. Reports on Mathematical
Physics, 51(2/3):171-186, 2003

= J. Cortés, A. J. van der Schaft, and P. E. Crouch. Characterization of gradient control systems. SIAM Journal on
Control and Optimization, 44(4):1192-1214, 2005

= ]. Cortés, M. de Ledn, J. C. Marrero, D. Martin de Diego, and E. Martinez. A survey on Lagrangian mechanics and
control on Lie algebroids and Lie grupoids. International Journal of Geometric Methods in Modern Physics, 2006. To

appear
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Resumen

La teoria de control nos dota de los principios y métodos necesarios para disefiar sistemas que
mantengan un rendimiento adecuado adaptdndose de manera automatica a los cambios del entorno.
La teorfa de control matemético aborda problemas fundamentales para los sistemas de control hacien-
do énfasis en los principios generales y las propiedades comunes. Mi investigacién persigue desarro-
llar herramientas matematicas (geométricas, analiticas y numéricas) que permitan mejorar la destreza,
la eficiencia y la autonomia en las areas de locomocién y manipulacién robéticas. Las aplicaciones in-
cluyen redes de sensores méviles, plataformas auténomas en entornos espaciales, terrestres, acuaticos
y aéreos, y mecanismos que se mueven via ligaduras noholénomas e impactos. Desde una perspectiva
general, esta investigacion unifica conceptos y métodos de Mecanica Geométrica (geometria Rieman-
niana, geometria simpléctica, mecénica analitica), Robdtica y Teoria de Sistemas (control cooperativo,
andlisis no-diferenciable, sistemas no lineales), Investigacién Operativa (emplazamiento de recursos,
optimizacién geométrica) y Ciencias de la Computacion (geometria computacional, algoritmos distri-
buidos).

1. Introduccion

En un futuro no muy lejano, las nuevas generaciones de robots y vehiculos auténomos van a jugar
un papel cada vez mds importante en aplicaciones sociales, cientificas y comerciales. Ejemplos de estos
sistemas incluyen robots moviles de interior; vehiculos anfibios y todo-terreno; robots espaciales para
construccién y servicio; y robots con patas, robots-serpiente, robots-pez y otros robots biomiméticos. Es-
tos sistemas roboéticos estaran gobernados por dindmicas hibridas no lineales y se moverdn en entornos
cambiantes y probablemente inseguros. Interaccionardn con su entorno via ligaduras de rodamiento,
impactos y fuerzas viscosas. Los avances tecnoldgicos en computacion, procesos de fabricaciéon y comu-
nicaciones hardn que estos dispositivos puedan operar con niveles cada vez mayores de autonomia y
destreza.

Tales sistemas estardn controlados mediante esquemas jerarquicos que les permitiran operar auténoma-
mente, interaccionar y cooperar con otros robots, y recibir 6rdenes de un operador humano. Una de las
capacidades mads bdsicas e importantes de un robot sera la habilidad para planificar y ejecutar con se-
guridad sus propios movimientos. Esta capacidad es crucial para poder desarrollar lenguajes de progra-
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macién robdética mas sofisticados y poder realizar comportamientos grupales tales como la creacién de
formaciones y la manipulacién cooperativa.

Los escenarios futuros y las novedosas aplicaciones de estos robots auténomos hacen necesario el desa-
rrollo del conjunto de herramientas de control actualmente disponibles.

En esta memoria nos concentramos en los siguientes problemas: (1) la planificacién de trayectorias
de un sistema auténomo y (2) la coordinacién de grupos de sistemas auténomos para realizar de ma-
nera cooperativa una tarea especifica. Mi investigacion se inscribe dentro de la necesidad de un marco
matemadtico apropiado para la formulacién, el andlisis y el disefio de leyes de control y algoritmos que
resuelvan estos problemas.

Control geométrico para la planificaciéon de trayectorias de sistemas auténomos

En la actualidad, los problemas de planificacién y seguimiento de trayectorias permanecen atin sin
resolver para sistemas mecanicos infra-actuados. Un sistema se dice completamente actuado si tiene tan-
tos controles como grados de libertad, es decir, puede modificar directamente cualquier componente de
su configuracion. Un sistema se dice infra-actuado si tiene menos controles que grados de libertad (ver
Figura 1). Cuando estudiamos la dindmica de un sistema infra-actuado, antes siquiera de plantearse
la pregunta “;cémo desplazar el robot del punto A al punto B?” (planificacién de trayectorias), uno debe
resolver la cuestion de si es posible que el robot pueda desplazarse del punto A al punto B (controlabili-
dad). Una vez respondida afirmativamente esta pregunta, y como paso intermedio para poder abordar
la planificacion de trayectorias, es ttil plantearse otras cuestiones tales como “; qué movimiento realiza
el robot si utilizamos estas o aquellas fuerzas de control?” o “;qué tipo de trayectorias puede describir
el robot con facilidad?”. Resolver estas preguntas es un paso indispensable para desarrollar soluciones en
entornos con obstdculos y en ambientes desconocidos que tengan en cuenta la posibilidad de colisiones
y ofrezcan una navegacién segura del robot.

El interés por controlar sistemas infra-actuados proviene prin-
cipalmente de dos consideraciones:

(i) en el caso del fallo de un actuador en un robot completa-
mente actuado, si éste esta dotado de algoritmos de control
para operar el sistema infra-actuado resultante, puede re-
accionar ante el malfuncionamiento y seguir realizando la
tarea programada. Los algoritmos de control avanzados do-
tan por tanto de mayor seguridad y robustez a los sistemas
robéticos. Esto es especialmente importante en entornos re-
motos o peligrosos, donde la recuperacién o la reparaciéon Figura 1: El uniciclo es un ejemplo de
del robot no es siempre posible, y en entornos donde la con-  sistema infra-actuado: posee tres grados
tinuidad de la tarea que realiza el robot es critica, como por de libertad (posicion y orientacién en el

ejemplo en una cadena industrial de montaje; plano), pero s6lo dos actuadores (movi-
miento hacia adelante/atras y rotaciéon

(ii) la habilidad para controlar sistemas infra-actuados hace po- sobre si mismo).
sible disefiar sistemas mas econémicos minimizando el uso
de componentes mecdnicos costosos, tales como actuadores y trasmisiones, y reemplazdndolos
con algoritmos de control sofisticados. Normalmente los actuadores son mecanismos caros. Por el
contrario, el coste del calculo de algoritmos de control avanzados es mucho menor, con la ventaja
adicional de que el resultado puede reutilizarse. Cuando sea posible, trasladaremos la complejidad
del sistema de la parte mecénica al software de control. Esto puede ser especialmente importante
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cuando consideramos la produccién de un gran nimero de robots, por ejemplo. Otra peculiari-
dad importante es que hoy en dia muchos sistemas, como los vehiculos acuéticos y terrestres, son
infra-actuados por disefio.

Tanto desde un punto de vista teérico como practico, los sistemas infra-actuados plantean muchos
problemas de control no triviales, incluyendo los siguientes: el anélisis de las propiedades de controlabi-
lidad (obtener condiciones necesarias o suficientes que garanticen que un sistema infra-actuado puede
ser controlado efectivamente), el desarrollo de expansiones en serie y el andlisis perturbativo (para des-
cribir la respuesta de un sistema infra-actuado a un forzamiento especifico), y el disefio de estrategias
de planificacién de movimientos (reconfiguracién punto a punto, estabilizacién, seguimiento de trayec-
torias, etc.). A pesar de la dificultad intrinseca de todos estos problemas, queremos incidir a lo largo de
esta memoria en el siguiente mantra: cabe esperar grandes avances cientificos de una mejor comprension
de la estructura interna de las ecuaciones que gobiernan la evolucién de los sistemas infra-actuados. Es-
ta visiéon desde los fundamentos de las ecuaciones ayuda en el estudio de varios aspectos importantes,
incluyendo la modelizacién, el analisis y el disefio.

En general, el problema de la planificacién de trayectorias pue-
de formularse como un problema de optimizacién no lineal, donde
los pardmetros de control son coeficientes de ciertas funciones bési-
cas (por ejemplo, splines, polinomios, series de Fourier truncadas) y
las trayectorias del sistema se obtienen integrando las ecuaciones del
movimiento. Sin embargo, esta aproximacién no puede aplicarse cie-
gamente. La calidad de las soluciones depende de manera fundamen-
tal de la seleccién inicial del control y del éptimo local resultante. El
nimero de 6ptimos locales y el tamafio de sus regiones de atraccién son dificilmente caracterizables a
priori. Ademads, la evaluacion de la funcién objetivo y de las ligaduras a menudo necesita de simulaciones
computacionalmente costosas, lo que resulta en una convergencia lenta. Los métodos de optimizaciéon
gradiente son inherentemente locales, y mas apropiados cuando se conoce una solucién aproximada.
Por otro lado, los métodos de programacién dindmica pueden conseguir soluciones globalmente 6pti-
mas, pero también son computacionalmente costosos y desde luego no son implementables en tiempo
real. Las busquedas aleatorias basadas en heuristicas [22, 25] renuncian a la optimalidad o la completitud
con el objetivo de reducir el tiempo medio de calculo.

Una idea bdsica a lo largo de
mi investigacion ha sido explo-
tar la rica estructura geométri-
ca de los sistemas mecdnicos
para identificar los principios
fundamentales que encierra su
comportamiento dindmico.

Nuestra perspectiva a la hora de aproximarnos al problema de la planificacién de trayectorias para
sistemas infra-actuados se basa en el estudio de la rica estructura de las ecuaciones del movimiento.
El tratamiento que exponemos en la Seccién 2 es intrinseco (independiente del sistema de coordenadas
elegido para representar el problema) y general (vélido para una amplia familia de sistemas, en lugar
de para ejemplos concretos). Al mismo tiempo, el enfoque se basa en magnitudes y objetos que tienen
una clara relevancia fisica. A lo largo de la narrativa, nos gustaria ilustrar como la combinacién de di-
ferentes herramientas matematicas resulta clave a la hora de establecer resultados ttiles en un amplio
rango de aplicaciones; y, reciprocamente, como problemas concretos del mundo real impulsan y guian
el desarrollo de nuevos resultados matematicos.

Control geométrico para la coordinacién de sistemas auténomos

La coordinacién de sistemas auténomos estd adquiriendo una gran importancia en numerosas dreas
de la ingenieria. El despliegue de grandes grupos de sensores méviles y vehiculos auténomos esta con-
virtiéndose en una realidad gracias a los avances tecnoldgicos en redes y en miniaturizacion de sis-
temas electro-mecénicos. Estas y otras tecnologias emergentes han ido llenando rdpidamente el vacio
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Figura 2: Los sistemas robéticos infra-actuados aparecen en multitud de entornos. De izquierda a derecha, un
modelo plano (vertical) del despegue y aterrizaje de un avién (PVTOL), un manipulador robético y el snakeboard.

que existia para poder fabricar grandes cantidades de pequefios dispositivos, altamente auténomos,
baratos y energéticamente eficientes, equipados con las capacidades de comunicarse entre si, medir y
estimar fendmenos fisicos en su entorno, procesar los datos que adquieren y decidir su movimiento
con la informacién procesada. En un futuro cercano, este tipo de dispositivos, coordinados en grupo,
comunicdndose por medio de redes ad hoc, llevaran a cabo una variedad de complejas tareas en entor-
nos aéreos, acudticos, espaciales y terrestres. En dominios cientificos y comerciales, sensores y vehiculos
coordinados desarrollaran operaciones de busqueda y rescate, reconocimiento, recogida y fusiéon de da-
tos, control medioambiental para la deteccién y la estimaciéon de polucién, etc. Las ventajas potenciales
que resultaran de utilizar colecciones de sensores son numerosas. Por ejemplo, ciertas tareas son difici-
les, si no imposibles, cuando son realizadas por un solo agente. Ademds, un grupo de agentes ofrece de
manera inherente una resistencia mas robusta ante fallos de los agentes individuales o de los canales de
comunicacion.

Una muestra de las aplicaciones previstas de estas redes de sensores son sistemas de control me-
dioambiental (por ejemplo, grupos portétiles de sensores quimicos y biolégicos que pueden detectar
contaminantes toxicos en un entorno), sistemas de despliegue rapido en situaciones catastroéficas (terre-
motos, avalanchas, etc.), redes auténomas en aplicaciones biolégicas (por ejemplo, para el monitoreo
de especies en peligro de extincién o la validaciéon de modelos climéticos y oceanogréficos), y control y
vigilancia de estructuras civiles como puentes, edificios, etc. Estos escenarios futuros motivan el estudio
de algoritmos para la autonomia, la adaptacién y la coordinacién de redes de sensores.

Los movimientos grupales coordinados son también un fendmeno ampliamente observado en los
sistemas biol6gicos. Algunas especies de peces pasan su vida en bancos como mecanismo de defensa
contra los predadores. Otras viajan en grupo para proteger un drea que reclaman como propia. Las ban-
dadas de pajaros son capaces de volar en grandes grupos y actuar como si fueran un solo animal. Otros
animales exhiben comportamientos colectivos sorprendentes cuando buscan y seleccionan comida. Al-
gunos de estos comportamientos incluyen a animales individuales estableciendo zonas de influencia en
su entorno y a especies que desarrollan dreas de exploracién conjunta. Estos sistemas bioldgicos poseen
extraordinarias capacidades dindmicas sin ningtn lider aparente. Estos fascinantes comportamientos
coordinados emergen mientras cada individuo sélo tiene un conocimiento parcial del estado del sistema
y decide sus movimientos segn lo que observa de sus vecinos més cercanos.

La complejidad de tales sistemas moviles presenta nuevos desafios en la frontera entre la comunica-
cion, la computacion y el control. Aunque la tecnologia suministra los componentes fisicos de tales redes
de sensores, y aunque estos sistemas tendrian un impacto positivo en numerosas aplicaciones, los bene-
ficios potenciales de tales sistemas no se han materializado todavia.

A dia de hoy, la limitacién fundamental es la falta de entendimiento para coordinar los dispositivos
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individuales en un todo coherente.

Dicho de otra manera, no existen metodologias sistematicas para controlar sistemas distribuidos y
fiables a gran escala, tales como una red de sensores desarrollando tareas complejas. Como consecuencia
de estas limitaciones tecnoldgicas, existe una fuerte necesidad por expandir el conjunto de paradigmas
y herramientas actualmente disponibles para el disefio de redes escalables de sensores y la verificacion
formal de su rendimiento.

Problemas de cubrimiento y emplazamiento 6ptimo de sensores

Tomemos un ejemplo concreto para hacernos una idea més clara. Consideremos el siguiente esce-
nario: supongamos que tenemos una red de agentes méviles, cada uno de ellos con capacidad para, de
manera auténoma, procesar datos, estimar su entorno inmediato, comunicarse informacién y planificar
sus propios movimientos. Supongamos también que cada uno de los agentes tiene cierta informacién
acerca de los eventos que pueden ocurrir en el entorno y deben ser atendidos: digamos que cada agente
sabe en qué zonas su presencia es mds importante y en qué zonas lo es menos. Dado este escenario,
pedimos a la red movil que realice la tarea de posicionarse en el entorno y repartirse éste en zonas de
influencia disjuntas, todo de manera 6ptima.

Como el lector puede imaginar, hay muchas maneras de resolver
el problema. Una posibilidad serfa implementar el siguiente algorit-
mo: los agentes de la red comunican la informacién que tienen acerca
del entorno a un ordenador central, que junto con los datos acerca de
las dimensiones del entorno y el niimero de agentes, determina la so-
lucién 6ptima para el emplazamiento de los agentes y la particion del
entorno. Después, el ordenador central comunica a cada agente cuél
es la posicién a la que debe moverse, y cada uno de ellos ejecuta el movimiento correspondiente. A pri-
mera vista, este algoritmo tiene varias desventajas: la primera (jy fundamental!) es que si el ordenador
central falla por alguna razoén, la ejecucién de todo el algoritmo se viene abajo. Otra desventaja viene
dada por la dependencia del tamafio de la red: si contamos con 10 agentes, es posible que el ordenador
central pueda solucionar el problema de optimizacién en un tiempo razonable. Sin embargo, si tuviéra-
mos 100 o 1000, el tiempo de célculo haria impracticable la ejecucion del algoritmo. Atin cabe sefialar el
inconveniente de la rigidez de la estrategia: si la distribucién de los eventos a cubrir en el entorno por
los agentes cambia, el algoritmo tardaria en adaptarse, dado que primero habria que transmitir la nueva
informacién al ordenador central, después calcular los nuevos emplazamientos, y finalmente transmitir-
los de vuelta a cada uno de los agentes. Hay también otras desventajas asociadas a fallos de los agentes
individuales o en la comunicacién entre los agentes y el ordenador central.

Los algoritmos de coordinacion
de sistemas auténomos y re-
des de sensores moviles de-
ben ser adaptativos, distribui-
dos, asincronos y asintética-
mente correctos.

Los inconvenientes que acabamos de sefialar se pueden resumir en una caracteristica basica: el al-
goritmo que hemos propuesto es centralizado. Las decisiones acerca de la ejecuciéon del mismo han de
ser tomadas por el ordenador central, lo cual en muchas situaciones hace que la ejecucién sea lenta, po-
co flexible y sujeta a fallos. A la hora de disefiar algoritmos de coordinacion para llevar a cabo tareas
como las que hemos descrito, es importante tener en consideracién todas las ligaduras presentes en el
comportamiento de la red. Los algoritmos deben ser:

Adaptativos: los algoritmos de coordinacién deben dotar a la red de la habilidad para responder y
adaptarse a diversas tareas, ambientes dindmicos y topologias variables (debido a llegadas, sali-
das o fallos de agentes individuales). La red ha de ser capaz de reaccionar a gran variedad de
condiciones cambiantes.



Distribuidos: los algoritmos de coordinacién deben depender de la menor cantidad posible de infor-
macién global, y en cambio, es deseable que el comportamiento de cada agente dependa sélo de
informacién local. Los algoritmos distribuidos tienen la ventaja de ser escalables (es decir, funcio-
nan en redes formadas por un ntimero arbitrario de agentes y satisfacen las limitaciones de ancho
de banda en las comunicaciones), y robustos ante los fallos en la comunicacién o el mal funciona-
miento de los agentes individuales. A medida que la red evoluciona, las relaciones de vecindad
cambian. Por tanto, los algoritmos distribuidos para grafos de comunicacién fijos (habituales, por
ejemplo, en computacion paralela y en ciertos tipos de aplicaciones en internet) no son aplicables
a este tipo de situaciones dindmicas.

Asincronos: los algoritmos de coordinacién deben ser implementables de manera asincrona. Esto sig-
nifica que los agentes de la red pueden estar evolucionando con distintas velocidades, y con dife-
rentes capacidades de computaciéon y comunicacién. Ademads, no existe un reloj global para toda la
red, sino que cada agente evoluciona de acuerdo a su propia nocién de tiempo. Casi en cualquier
escenario real, la informacién se propaga entre los agentes con cierto retraso, y ademds éste nunca
es el mismo. Estas caracteristicas hacen a la vez crucial y complicado establecer garantias formales
acerca del comportamiento de la red.

Correccién asintética verificable: Mientras se completa la tarea asignada, los algoritmos de coordina-
cién han de garantizar una convergencia segura frente a posibles fallos en el sistema (colisiones,
atascos de comunicacion, fallos de las dispositivos en cada robot, etc.). La importancia de la verifi-
cacion formal crece con la dimensién y la complejidad de la red de robots considerada.

En la Seccién 3 describimos nuestra aproximacién al problema de emplazamiento 6ptimo de sensores
desde esta perspectiva. De nuevo, el mensaje que queremos transmitir es que un estudio profundo de la
estructura matematica de los problemas de control ayuda a obtener soluciones satisfactorias; y viceversa,
para avanzar en la resolucién del problema, necesitamos explorar nuevas herramientas matematicas y
desarrollar nuevos resultados.

2. Control geométrico de sistemas auténomos individuales

La mayoria de los dispositivos robéticos que hemos mencionado hasta ahora se pueden caracterizar
por su estructura Lagrangiana comtn. Normalmente, estos sistemas exhiben simetrias y su movimiento
estd constrefiido por el entorno en el que operan a través de ligaduras en las velocidades. En esta seccién,
introducimos un lenguaje de modelizacién general para sistemas auténomos infra-actuados. Después
nos centraremos en el estudio de los aspectos de controlabilidad, expansiones en serie y planificaciéon de
trayectorias.

Modelizacién de sistemas robéticos

El lector que no esté familiarizado con las nociones de variedad diferenciable, campo vectorial y
conexion afin puede consultar [1, 18, 24]. Sea (Q una variedad diferenciable n-dimensional representando
las posibles configuraciones del sistema auténomo. Denotemos por C*°(Q) el conjunto de funciones
diferenciables definidas sobre ) con valores reales, y por X(Q) el conjunto de campos vectoriales sobre
Q. Elijamos coordenadas locales (¢, ...,q"), y denotemos por {9/dq'}?, la correspondiente base de
campos vectoriales generando localmente el espacio tangente 7'Q). Para un campo vectorial X € X(Q),
localmente escribiremos X = >"" | X%(q)0/dq". Nuestro punto de partida para estudiar la dindmica y el
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control de los sistemas robéticos son las ecuaciones controladas de Euler-Lagrange. Estas ecuaciones se
pueden escribir localmente como

§ + T ()i d" = —Mj(q)aﬁqj + k()¢ + Y (Qui(t) + ... + Yo (Qun(t), i€{l,...,n}, (1)

donde seguimos la convencién de sumar sobre los indices repetidos y
(i) lafuncién V : Q — R corresponde a la energia potencial,

(ii) eltensor k : TQ — TQ, k(q,q) = k;(q)qj , corresponde a las fuerzas de rozamiento o de damping,

a(zi’ (%_) = M;;(q), corres-

(iii) la métrica Riemanniana G : TQ) x TQ — R, con representacién local G(
ponde a la inercia del sistema definiendo su energia cinética,

iv) {T'%, :4,5,k =1,...,n} son los n? simbolos de Christoffel, definidos mediante la formula
ik
1 OMy,;  OMy,; OM;;
rk = Zpmk mj mi_ i 2
1] 2 < 8q2 + 8q'] aqm Y ( )
donde M™* es la componente (m, k) de la matriz M1, y,

(v) {Fa|a€{1,...,m}} sonlos m campos de covectores input m,y {Y, = M~'F, |a € {1,...,m}} son
los m campos vectoriales input. Las funciones {u, | a € {1,...,m}} corresponden a las sefiales de

control que podemos elegir para actuar sobre la dindmica del sistema.

Los sistemas infra-actuados tienen menos actuadores, m, que grados de libertad n > m. Puede haber
también otras limitaciones en las sefiales de control: por ejemplo, los actuadores pueden tener limitada
su magnitud y/o su tasa, o quizés s6lo pueden generar sefiales binarias o unilaterales (como en el caso
de los motores de un satélite).

La nocién de conexién afin nos ofrece una manera intrinseca de describir la dindmica de los sistemas
robéticos. Una conexion afin V : X(Q) x X(Q) — X(Q) asigna a dos campos vectoriales X, Y sobre
@, un tercer campo vectorial VxY, llamado derivada covariante de Y con respecto a X. Dada una métrica
Riemanniana G sobre (), existe una tinica conexién afin VY asociada a G de manera natural. Esta conexién
se llama conexion de Levi-Civita y estd determinada por la férmula

G(V5Y 2) = 5(X(G(Y,2)) + Y (62, X)) - Z(G(X, V) + (Y, 12, X]) — G(X, [V, Z) + G(Z,[X,])).

En coordenadas locales, tenemos que

0

5 ©

oYyt . C
v — k
VY = (8qj X7+ 15, XY )
es decir, los simbolos de Christoffel de la ecuacién en (2) definen univocamente la conexién de Levi-

Civita, y viceversa, puesto que I',;9/9q" = Vf%_ a%k'
q

En términos de la conexién de Levi-Civita, las ecuaciones de Euler-Lagrange (1) para un sistema
sujeto a una fuerza conservativa M ~'dV, una fuerza de rozamiento o de damping k y campos vectoriales
input Y1, ..., Y}, pueden re-escribirse como

m

Vig=M"dV(q) + k(g,d) + D Yalq) ua(t). €

a=1
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La ecuacién (4) es un version libre de coordenadas de la ecuacion (1). Una observacién crucial es el
hecho de que los sistemas sujetos a ligaduras noholénomas también pueden ser modelados por medio de
conexiones afines.

Vifietal (Rover)

Vehiculo todoterreno equipado con un ordenador portatil, GPS y comunica-
cién inhalambrica desarrollado en el Agile and Coordinated Vehicle Labora-
tory de la University of Illinois at Urbana-Champaign, y modelo de su movi-
miento en el plano horizontal. Aqui no consideramos fuerzas de rozamiento.
Asumamos que el centro de masas estd situado en el punto medio del eje tra-
sero. La configuracion del sistema estd dada por (z,y,6,v) € SE(2) xS*, don-
de (z,y) es la posicién del centro de masas del vehiculo y 6 es su orientacion,
ambas con respecto a una base fija {e,,e,} del plano, y 7 es la orientacién
de las ruedas delanteras con respecto al eje longitudinal del robot. La métrica
Riemanniana es G = mdz ® dx +mdy @ dy + (J1 + J2)d0 @ df + Jody @ dy, con
m la masa del vehiculo, J; su momento de inercia y .J» el momento de inercia
de las ruedas delanteras respecto al eje vertical. Las fuerzas de control son el
impulso del motor F! = h cos 6 cos ydz + hsin 0 cos ydy + sin ydf, donde h es
la distancia entre los ejes, y el torque F? = dry que hace cambiar la orientacién
de las ruedas delanteras.

¢Y qué es una ligadura noholénoma? Consideremos el caso
de una moneda que rueda sin deslizar sobre una mesa. Dado que
no resbala, la velocidad lineal del punto de contacto con la me-
sa debe ser cero en todo momento (jde otra manera, la moneda
si se deslizaria!). Esta condicion en las velocidades del sistema es
un ejemplo de ligadura noholénoma. En general, todos los sis-
temas rob(’)tic‘os con ruedas estén‘ s;ujetos a este tipo d? ligadu- Figura 3: Una moneda rodando sin
ras. Matematicamente, estas condiciones sobre las velocidades se  jaglizar sobre un plano es un ejemplo
formalizan por medio del concepto de distribucién. Una distribu- de sistema mecéanico sujeto a ligaduras
cion diferenciable reqular D sobre () estd formada por una coleccién noholénomas.
{D(q) C T,Q | g € Q} de subespacios vectoriales de 7' de la misma dimensién que depende diferencia-
blemente de g € (). Las velocidades admisibles para el sistema son las que pertenecen a la distribuciéon
D. A partir de la métrica G, su conexién de Levi-Civita V9 y la distribucién D, podemos definir una nue-
va conexién afin como sigue. Sean P : TQ — Dy Q : TQ — D+ los proyectores G-ortogonales asociados
a D. La conexién afin noholénoma V (cf. [10, 28, 41]) esta definida por la ecuacién

VxY =P(VLY) +VL(QY)), X,V €X(Q).

Las ecuaciones de control de un sistema sujeto a una fuerza conservativa M ~'dV, una fuerza de roza-
miento o de damping k, campos vectoriales input Y7, .. .,Y,, y ligaduras noholénomas definidas por D

pueden escribirse
m

Vii=PM 1V (9)) +P(k(g,0) + Y P(Ya(q)) ua(t). ()

a=1
Como decfamos antes, es importante reparar en que las ecuaciones (4) para sistemas sin ligaduras y las
ecuaciones (5) para sistemas sujetos a ligaduras noholénomas tienen la misma estructura. Es por eso
que, en general, estudiaremos la clase de sistemas de control con conexion afin (que engloba a los casos que

acabamos de describir),
m

Vi =Yo(q) + k(q,d) + Y Ya(q) ta(t). )

a=1



La estructura homogénea de los sistemas robéticos

La estructura fundamental del sistema de control con conexién afin es la dependencia polinémica
de los diferentes campos vectoriales en las variables de velocidad ¢. Esta estructura afecta al calculo de
los corchetes de Lie que involucran a los diferentes campos vectoriales. Las ecuaciones de control de la
ecuacion (6) pueden re-escribirse como ecuaciones diferenciales de primer orden. Denotando = = (g, ),
tenemos que

3= ZV( ) Yhf’t( khft + Z Yhft 7 (7)

donde Zy € X(T'Q) es el spray geodésico asociado a la conexién afin V, y {YIi# | a € {0,1,...,m}} y k1!
son los levantamientos verticales a TQ (cf. [17, 42]) de los campos vectoriales {Y; | a € {0,1,...,m}} yel
tensor k, respectivamente. En coordenadas locales,

a m - [—P(qq,@] * [Yﬁq)] * [ ] .3 [yﬁq } (0

a=1

donde I'(g, ¢) es el vector cuya componente i-ésima es F; Q)¢ qv.

Para capturar la dependencia polinémica a la que nos referiamos,
necesitamos introducir la nocién de homogeneidad geométrica. Un
campo vectorial X sobre T'Q) se dice homogéneo de grado ¢ € 7 si
su corchete de Lie con el campo vectorial de Liouville! A verifica
[A, X] = £X. El conjunto de campos vectoriales homogéneo de grado
¢ se denota como Py. Con el concepto de homogeneidad geométri-
ca, estamos listos para presentar dos ideas simples y poderosas. Pri-
mero, todos los campos vectoriales que hemos introducido anterior-
mente (cf. ecuacion (7)) son homogéneos para algiin valor especifico
de £. De hecho, Zy € Py, kift € Py, y Yt ¢ P_;. Segundo, dado
que [P;, Pj] C Piyj, cualquier corchete de Lie de los campos vecto-
riales dados sigue siendo homogéneo. En otras palabras, el conjunto
de campos vectoriales homogéneos es cerrado bajo la operacién del
corchete de Lie. Las propiedades de homogeneidad de los campos
vectoriales de las ecuaciones de control tienen varias consecuencias en diferentes aspectos del estudio
de las mismas. Una de las mds importantes es el efecto en el andlisis de controlabilidad y, en particu-
lar, en el calculo de los corchetes de Lie. Por ejemplo, como consecuencia de nuestra discusioén previa
[Vt [Zg, Y]] es el levantamiento vertical de un campo vectorial especial definido sobre @, que llama-
mos el producto simétrico de Y}, y Y,. La operacion del producto simétrico estd asociada a una conexiéon
afin: su definicién es (Y, : Y;) = Vy, Y, + Vy, Y,. En coordenadas locales,

En términos locales, la caracteri-
zacién de campos vectoriales ho-
mogéneos es muy intuitiva. Si
he(g, ) denota el conjunto de fun-
ciones escalares con dependen-
cia arbitraria de ¢ y dependen-
cia polinémica de {¢',...,"} ho-
mogénea de grado ¢ (en el senti-
do usual), entonces X = X! 0?1
Xga‘g,; € X(TQ) es homogéneo
de grado /¢ si y sélo si X{, i €
{1,...,n} pertenece a hy y X3, i €
{1,...,n} pertenece a hyy1.

oY} Y} , N O
Y, Y, LY) + LY+ T (YIVE + YY) |
< b > dqi aq + ( aty T 1 b) 8(]7'7
con T%,0/0q" = V94 a%k' Un célculo directo muestra [Yift, [Zy, VI#]] = (Y, : V;)!if. El producto si-

metrico caracteriza las distribuciones geodésicamente invariantes [26]: una distribucién U sobre ) es
geodésicamente invariante para V (es decir, cualquier geodesica de V con velocidad inicial en ¢/ descri-
be velocidades contenidas en i) si y sélo si (X : Y) € U, para todo X, Y € U. El producto simétrico

'Fl campo vectorial de Liouville [30] es el generador infinitesimal del grupo 1-paramétrico de dilataciones en 7'Q. Local-
mente, A = ¢°9/9¢".



juega también un papel fundamental en casi todos los problemas de control estudiados para esta clase
de sistemas, incluyendo la controlabilidad no lineal [12, 15, 29], el control 6ptimo [8, 27], la linearizacién
via feedback dindmico [37], la estabilizacién mediante controles disipativos [34], el disefio de algoritmos
para la planificacién de trayectorias y la estabilizacién [6, 32, 36], y el andlisis de promediados y el con-
trol vibracional [4, 33]. El lector puede encontrar en [7, 10, 31] una panordmica general ilustrando todos
estos aspectos en profundidad.

3. Coordinacién de sistemas attonomos y problemas de cubrimiento

En esta seccion, discutimos el problema de coordinacién de sistemas auténomos y redes de sensores
que realizan cooperativamente una tarea. Estamos interesados en el comportamiento de redes asincro-
nas que resultan de la interaccién de muchos agentes. En concreto, nos centramos en el problema de
cubrimiento de un entorno deseado, y de emplazamiento éptimo de los sensores en el mismo. Nuestro
primer paso es definir las caracteristicas de los sistemas robéticos que componen la red. Después, con-
cretaremos las tareas que queremos que la red lleve a cabo. Esto nos llevara a analizar las propiedades
del problema desde un punto de vista matematico. Finalmente, una vez que hayamos entendido la natu-
raleza y particularidades del mismo, disefiaremos e implementaremos algoritmos de coordinacién para
lograr que la red lleve a cabo el objetivo deseado.

Modelizaciéon de una red de agentes robéticos méviles

Empezamos esta seccion dando un modelo simple de una red de agentes robéticos méviles que
realizan acciones de estimacién, comunicacién, célculo y control. A lo largo de la discusién, sélo consi-
deramos modelos sencillos para la dindmica individual de cada agente. La razén detras de esta eleccion
es que preferimos centrarnos en los aspectos de coordinacién e interaccién entre los agentes. En el futu-
ro, nuestro objetivo es considerar dindmicas individuales mas complejas. Introduzcamos pues la nocién
de agente robético con capacidad de cilculo, comunicacién y control como el elemento i-ésimo de una red. El
agente i-ésimo tiene un procesador con la habilidad de definir variables continuas y discretas, y realizar
operaciones sobre ellas. Este agente ocupa el lugar p; € Q C R?, donde @ es un poligono convexo re-
presentando el entorno de interés. Cada agente es capaz de moverse en cualquier momento ¢t € R, de
acuerdo a la dindmica p;(t) = u;. El procesador, que tiene acceso a la posicién p; del agente, es el que de-
termina el control ;. El procesador tiene también acceso a un reloj local ¢; € R, y, posiblemente, a una
sucesion programada, es decir, una sucesion creciente de instantes {7, € Ry | k € NU{0}} con T; o = 0.

Vifieta 2 (Robot mévil)
Robot mévil con capacidad de célculo, estimacion y control desarrollado en el Control Systems

Laboratory de la Universidad de Illinois en Urbana-Champaign. El robot est4d dotado de un pro-
cesador Texas Instruments DSP 6711 de 32bit a 150MHz, de micro-controladores para planificar
y ejecutar su movimiento, y de tres sensores ultrasonicos y tres sensores infrarojos para medir
distancias desde un radio de 3cm hasta uno de 6 metros. Los sensores estin montados en un
servomotor que rota para escanear incrementalmente el area alrededor del robot. Mas detalles
acerca de esta arquitectura pueden encontrarse en [].

El agente i-ésimo es capaz de transmitir informacién a cualquier otro agente dentro de unradio R; € R.
Asumimos que este radio puede ser ampliado o reducido por el agente en funcién de sus necesidades de
comunicacién. Alternativamente, también podemos considerar agentes robéticos con capacidad de cilculo,
estimacion y control, donde la capacidad de comunicacién es sustituida por la capacidad para detectar y
estimar la posicién y el estado de cualquier agente dentro de un radio ajustable R; € R.
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Evaluando el rendimiento de la red mediante funciones agregadas

Como deciamos en la Introduccién, queremos que la red de sensores méviles se distribuya en el
entorno, que cada uno de los agentes se posicione de manera éptima, y que entre todos ellos lleguen
a un acuerdo para repartirse el entorno en zonas de influencia disjuntas, también de manera 6ptima.
Ahora bien, ;qué significa exactamente “6ptimo”? El objetivo de esta seccién es introducir los criterios
para juzgar si el comportamiento de nuestra red de agentes robéticos méviles es 6ptimo o no.

Sea ¢ : Q — R4 un funcién de densidad (medible y acotada), re-
presentando la probabilidad de que cierto evento tenga lugar en el
entorno (). A causa del ruido y la pérdida de resolucion, la estima-
cién que realiza un sensor localizado en p; de un dato localizado en

Como ejemplo de una aplicaciéon
concreta, consideremos n robots
moviles equipados con micréfonos

el punto ¢ se degrada con la distancia. Por tanto, ||¢ — p;|| (donde
|| - || denota la distancia Euclidea) nos da una evaluacién cuantitati-
va de cudnto de mala es la estimacién. La primera funcién que pro-
ponemos para medir la calidad del servicio que la red de sensores
nos ofrece descansa directamente en esta idea: dada la informacién
provista por la funcién de densidad ¢, midamos cudl es el valor es-
perado de la distancia entre un punto cualquiera del entorno y el

intentando detectar, identificar y lo-
calizar una fuente de sonido. ;Cémo
debemos planificar el movimiento de los
robots para maximizar la probabilidad
de deteccion? Si asumimos que la
fuente emite una sefial conocida,
el algoritmo de deteccién O6ptimo

sensor de la red mas cercano a este punto, es decir, es un filtro calibrado. La fuente es
detectada dependiendo de la ratio
2 ue es

lg = pill*é(a)da, oo dne e
} proporcional a la distancia entre el
(8) micr6fono y la fuente. Varios tipos de
sensores electromagnéticos y sonoros
tienen ratios sefial-ruido que son
inversamente proporcionales a la

distancia.

sefial-ruido, inversamente

min

HC(P)=E¢< ettty

s 2
min — =
min =il )

donde P = (p1,...,pn) € Q". Para optimizar el rendimiento de
la red, el objetivo seria pues minimizar el valor de Hc, es decir
minpegn Hc(P). En la literatura de localizacién de recursos [19],
este se llama el problema p-mediano. Nosotros nos referiremos a él
como el escenario del valor esperado.

La segunda funcién que proponemos para medir la calidad del servicio que provee la red es comple-
mentaria a la situacién anterior. Supongamos que la red no dispone ahora de informacién acerca de lo
que esta ocurriendo, o de la probabilidad de que ocurra, en el entorno. En términos formales, la red no
dispone de la funcién de densidad ¢. En este caso, parece 16gico considerar el peor caso posible, esto es,
preocuparse por la mayor distancia posible desde un punto cualquiera del entorno a uno de los sensores
que integran la red,

Hpc(P) = max min
( ) qeQ " ie{l,...,n

}||Q*pi\|}' )

Efectivamente, los puntos en argmax {min;c(; ;¢ — pil| } C Q son los que més tardarian en ser aten-
didos por los agentes en caso de que algo ocurriera alli. Para optimizar el rendimiento de la red, el
objetivo es pues minimizar el valor de Hpc, es decir minpegn Hpc(P). En [19, 40], este problema recibe
el nombre de problema p-centro. Dada la interpretacion anterior, nosotros nos referiremos a él como el
escenario del peor caso. En [40] podemos encontrar la siguiente conjetura: el problema p-centro es equivalente a
un problema de cubrimiento por discos, esto es, como cubrir una regién con discos iguales de radio minimo.
Mas adelante, enunciaremos un resultado que valida esta conjetura.

Finalmente, la tercera funcién que proponemos para medir la calidad del servicio de la red es dual
al escenario del peor caso. Nuestro objetivo ahora es que la red cubra una porcién lo mas grande posible
del entorno @, pero que los dreas barridas por los sensores no se intersequen (por ejemplo, porque
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no queremos que haya interferencias entre los sensores). En este caso parece razonable considerar las
distancias de los sensores entre si, y de los sensores con respecto a la frontera del entorno (que denotamos

9Q),

; 1 .
Hsp(P) = min  {3]|pi — pjl|, Dist(p;,0Q)} . (10)
Z#]€{177n}

Para optimizar el rendimiento de la red, el objetivo seria pues maximizar el valor de Hsp, es decir
max peqgn Hsp(P). Nos referiremos a este problema como el escenario de no-interferencia. Una conjetura
similar a la que hemos presentado arriba es que este problema puede formularse cémo un problema
de empaquetamiento de esferas: como maximizar el cubrimiento de una regién con discos iguales y

disjuntos (contenidos en la regién) de radio maximo. Volveremos a esta cuestion mads adelante.

Analisis de las medidas de rendimiento: abordando el problema poco a poco

En esta seccién, analizamos los escenarios propuestos anteriormente, y en particular, prestamos es-
pecial atencién a la estructura y las propiedades de diferenciabilidad de las funciones que queremos
optimizar Hc, Hpc y Hsp, definidas en (8), (9) y (10), respectivamente. Para ir desvelando progresiva-
mente las particularidades del problema, empezamos por el caso mds sencillo, esto es, cuando nuestra
red de agentes consta tnicamente de un solo elemento, cuya posicién denotamos por p € Q.

En el escenario del valor esperado, Hc(p) corresponde al momento polar de inercia del poligono @
sobre el punto p, Hc(p) = Jg,p- Utilizando el teorema de los ejes paralelos, se puede deducir que

He(p) = He(CM(Q)) +M(Q) [lp — CM(Q)I*.

Por tanto, minimizar H¢ consiste en encontrar el centroide de (). Una estrategia inmediata para el agente
es calcular el gradiente de la funcién y seguir su direccién para llegar al centroide. De hecho, Hc es
diferenciable, y su gradiente es %(p) = 2M(Q)(p — CM(Q)). El tnico punto critico de Hc es CM(Q),
es decir, OHc/0p (p) = 0siy sélosip = CM(Q).

En el escenario del peor caso, Hpc(p) corresponde a la distancia méxima desde p a la frontera de @,

Hpc(p) =1gg(p) = max {[l¢ —p| | ¢ € Q} = max {[jv —p[| | v € Ve(Q)}.

La primera pega que encontramos es que esta funcion no es diferenciable, y por tanto, si quisiéramos
hacer como en el caso anterior, ;cémo minimizar Hpc siguiendo su gradiente si este en principio no
existe? Las buenas noticias son que, aunque Hpc no sea diferenciable, casi 1o es. De hecho, es localmente
Lipschitz (ver Vifieta 3).

Vifieta 3 (Analisis no diferenciable)

Presentamos aqui brevemente algunas nociones de andlisis no diferenciable siguiendo a [7]. Una funcién f :
RN — R es regular si para todo zop € RY y todo v € RY, la derivada direccional por la derecha f/(zo;v) existe
y coincide con la derivada direccional generalizada f(xo;v) = f’(2o;v). Una funcién f : RV — R es localmente
Lipschitz si para todo 7o € RY, existen L,, > 0y e > 0 tales que |f(z) — f(2')| < Ly,|lx — 2’| para todo
z, 2’ € B(xo,¢). El teorema de Rademacher nos dice que una funcién localmente Lipschitz es diferenciable en
casi todo punto. Si {2 denota el conjunto de puntos en RY donde f no es diferenciable y S es cualquier conjunto
de medida nula, el gradiente generalizado de f es 0f(z) = co { im0 df (z;) | ;i — =, z; € SUQy}. Un punto
x € RN con 0 € 9f(x) es un punto critico de f. Dada una funcion localmente Lipschitz f, definimos el flujo gradiente
generalizado Ln(9f) : RY — RY como el campo vectorial dado por z +— Ln(df)(x) = Ln(df(x)), donde Ln(S)
denota el elemento de menor norma en el conjunto convexo S. En general, se tiene que

(i) Si f alcanza un minimo o méximo local en z, entonces 0 € Jf(z);

(ii) Si0 & 9f(x), entonces existe T’ > 0 tal que paratodo 0 <t < T, f(z—t Ln(df)(z)) < f(z)—5|| Ln(df)(x)|*.
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Por tanto, todavia podemos hablar de un flujo gradiente generalizado, es decir, de una direccién en
cada punto de @ que nos lleva al conjunto de punto criticos. Sin embargo, este campo vectorial no es
continuo en general, lo cual implica que tendremos que entender sus curvas integrales como soluciones
de Filippov [21] (ver Vifieta 4). El siguiente resultado recoge los resultado acerca de las propiedades de
diferenciabilidad y el flujo gradiente de este funcién (en el enunciado, int .S denota el interior de S, y
versus(w) denota el vector unitario en la direccion de w).

Viiieta 4 (Soluciones de Filippov)
Para ecuaciones diferenciales con campos vectoriales discontinuos, las soluciones se definen en términos de

inclusiones diferenciales [ ']. Sea F : RN — 28" una aplicacién con valores en subconjuntos de RY. Una solucién de
la inclusion diferencial & € F(z) en un intervalo [t, 1] C R es una funcién absolutamente continua x : [to, ;] — RY
con i(t) € F(xz(t)) para casi todo t € [tg, t1]. Si F' es semi-continua superiormente con valores convexos, no vacios
y compactos, entonces para todo zo € R" existe al menos una solucién de la inclusién diferencial con condicién
inicial 7o. Consideremos la ecuacién 4 (t) = X (z(t)), donde X : RN — RY es medible y esencialmente localmente

acotado. Definamos la aplicacién K[X] : RY — 28",

KX]@) =[] [ cofX(Bn(z,6)\5)},

6>0 14(S)=0

donde 1 denota la medida de Lebesgue. Una solucién de Filippov de %(t) = X (z(¢)) en un intervalo [to, 1] C R es
una solucién de la inclusién diferencial ¢ € K[X](z). Un conjunto M se dice invariante débilmente (resp. invariante
fuertemente) para &(t) = X (z(t)) si para cada zy € M, contiene una solucién maximal (resp. todas las soluciones
maximales).

Proposicién 3.1 ([11]) En el escenario del peor caso, con una red compuesta de un solo agente, se tiene que

(i) La funcion Hpc = lgg es localmente Lipschitz y regular, y su gradiente generalizado es 9lgq(p) =
co{versus(p —v) | v € Ve(Q), lgg(p) = |lp — v||}. El tinico punto critico de Hpc es el circumcentro
de Q,i.e, 0 € Dlgy(p) siy sdlosip=CC(Q);

(ii) El flujo gradiente de Hpc, dado por p(t) = —Ln(0lgg)(p(t)), converge asintéticamente a CC(Q). Si

ademds 0 € int 01g,(CC(Q)), entonces el circumcentro se alcanza en tiempo finito.

En el escenario de no-interferencia, Hsp(p) corresponde a la distancia minima desde p a la frontera

de Q,
Hsp(p) = smq(p) = min{llg —pl| | ¢ & int @} = min{Dist.(p) | e € EA(Q)}.

Como en el caso de Hpc, esta funcién no es diferenciable, sino localmente Lipschitz.

Proposicion 3.2 ([11]) En el escenario de no-interferencia, con una red compuesta de un solo agente, se tiene que

(i) La funcion Hsp = smg es localmente Lipschitz y reqular, y su gradiente generalizado es 0smg(p) =
co{n. | e € EA(Q), smg(p) = Diste(p)}, donde n. denota el vector normal a e apuntando hacia int(Q).
Los tinicos puntos criticos de Hgp pertenecen al incentro de @), i.e, 0 € Osmg(p) si y sélo si p € 1C(Q).
Ademds, si 0 € int 0 smg(p), entonces IC(Q) = {p}.

(ii) El flujo gradiente de Hsp, dado por p(t) = Ln(0smg)(p(t)), converge asintéticamente a IC(Q) en tiempo
finito.
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Figura 4: Flujo gradiente de lg, (izquierda)
y smq (derecha). Los puntos donde la cur-
va t — p(t) deja de ser diferenciable corres-
ponden a los puntos donde existe un nuevo
vértice v de @ tal que p(t) — v| = lgg(p(t))
(respectivamente, un nuevo lado e de @ tal
que Dist.(p(t)) = smg(p(t))). De acuerdo a
las Proposiciones 3.1 y 3.2, la convergencia se
alcanza en tiempo finito.

Analisis de las medidas de rendimiento: el problema general

En esta seccién, proseguimos con nuestro analisis de las funciones Hc, Hpc y Hsp, considerando
los diferentes escenarios en toda su generalidad. El concepto de particién de Voronoi (ver Vifieta 5) y la
comprensién que hemos desarrollado acerca del problema en el caso de una red compuesta por un solo
agente nos van a resultar ahora muy ttiles. En el escenario del valor esperado, la funcién H¢ admite la
expresion alternativa

He(P) =Y /V la - pil*é(a)da
=1 i

es decir, Hc(P) corresponde a la suma de los momentos polares de inercia de cada region de Voronoi
sobre su generador correspondiente. Esta expresion muestra que el agente i-ésimo, situado en p;, es el
responsable de lo que ocurre en su regién de Voronoi. El valor de Hc es el resultado de la agregacion del
rendimiento de cada agente de la red. De hecho, se puede probar que la particién de () dada por V(P) es
6ptima entre todas las posibles particiones de ) en n subconjuntos con interiores disjuntos (ver [14, 20]).

Viiieta 5 (Particién de Voronoi)

La particion de Voronoi (cf. [16, 55]) V(P) = (VA(P), ..., V,(P)) de un poligono
convexo () generada por los puntos P = (p1,...,p,) € Q" estd definida como
VilP) ={q € Q| llg—pill <llg—pjll, Vj#i}. Dado que @ es convexo, la fron-
tera de cada V; es la unién de un ntimero finito de segmentos. Si V; y V; compar-
ten un lado, entonces p; es un vecino (de Voronoi) de p; (y viceversa). Un vértice
v € Ve(V;(P)) se dice no degenerado si estd determinado por exactamente tres
elementos (tres puntos, o dos generadores y un lado de @), o un generador y
dos lados de @). En caso contrario, diremos que es degenerado. La configuracién
P es no degenerada si todos los vértices de V(P) son no degenerados. En caso
contrario, es degenerada.

Respecto a las propiedades de diferenciabilidad de Hc, dado que la aplicacién (g, P) — min;e .y llg—
pi|| es localmente Lipschitz en P, se tiene que Hc es localmente Lipschitz con constante de Lipschitz
M(Q). Ademas, si definimos S = {P € Q" | existe i, j € {1,...,n} t.q. p; = p;}, entonces sobre Q™ \ S se
puede ver [20, 35],

o (P)= [ 5ol pilo(ayda = 2 M) (i - CMOV). ay)

para todo i € {1,...,n}, donde P — M(V;(P))y P — CM(V;(P)) son funciones continuas de P. Por
tanto, la funcién Hc es continuamente diferenciable sobre Q™ \ S.
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Por otro lado, las funciones Hpc y Hsp admiten las expresiones alternativas

Hpe(P) = omax { mix lg — pill} = hx Igv,(p)(pi),

HP:ml'n{min —-}: min smy; ).
SP( ) iefln} ggint Vi Hq sz ie{lm) \/Z(P)(pz)
Estas expresiones muestran que también las funciones Hpc y Hsp tienen un carécter agregado, con la
particién de Voronoi jugando el papel de arbitro entre los diferentes agentes de la red. De hecho, el valor
de las funciones en cada escenario es bien el maximo o el minimo de los “costes” locales de cada uno de
los agentes.

Respecto a las propiedades de diferenciabilidad, de las Proposiciones 3.1 y 3.2 sabemos que, si ha-
cemos la abstraccién de que la particion de Voronoi esta fija, entonces cada uno de los costes loca-
les es una funcién localmente Lipschitz. En este caso, denotaremos su gradientes generalizados como
olgy (pi)\v=v;(p) y 9smy (pi)|v—v;(p), respectivamente. Sin embargo, en principio nada sabemos de lo que
ocurre cuando consideramos la dependencia efectiva de la particién de Voronoi V de las posiciones de
los agentes, {p1, ..., p,}. Unandlisis detallado y bastante complejo [11] de las funciones P — lgy; p)(pi) ¥
P+ smy; p)(p;) revela que, incluso cuando tenemos en cuenta la dependencia de V(P) en P, las funcio-
nes son localmente Lipschitz y regulares. Sus gradientes generalizados pueden expresarse en términos
muy precisos (analizando cuidadosamente el cardcter degenerado o no degenerado de la particiéon de
Voronoi), que no presentamos aqui por brevedad. Este resultado es fundamental para poder determinar
las propiedades de las funciones agregadas Hpc y Hsp, que recogemos a continuacion.

Proposicién 3.3 ([11]) Las funciones Hpc, Hsp : @™ — R son localmente Lipschitz y regulares, y sus gradientes
generalizados en P € Q™ estdn dados por

OHpc(P) = co{dlgy,(p)(pi) | i tal que lgy, py(pi) = Hpc(P)},
OHsp(P) = co{dsmy;(p(pi) | i tal que smy,py(pi) = Hsp(P)}.

Viiieta 6 (Configuraciones de Voronoi especiales)
El centroide de un poligono W C R?, CM (W), con respecto a una funcion densidad ¢, es el centro de masas de
w,

CM(W) = W /Wq¢<q>dq, M(W) = /W $(a)dq.

El circumcentro de un W, CC(W), es el centro de la esfera de menor radio que contiene a W. El incentro de W,
IC(W), es el conjunto de centros de las esferas de mayor radio que estdn contenidas en . Decimos que P € Q"
es una

= configuracion de Voronoi centroidal si satisface p; = CM(V;(P)) paratodoi € {1,...,n};
= configuracion de Voronoi circumcentro si satisface p; = CC(V;(P)) para todo i € {1,...,n}.

= una configuracién de Voronoi incentro si satisface p; € IC(V;(P)) para todo i € {1,...,n}, y una configuracion
de Voronoi incentro genérica si P es una configuracién de Voronoi incentro y cada region de Voronoi tiene un
anico incentro.

Caracterizar la estructura y las propiedades de diferenciabilidad de las funciones en cada uno de los
escenarios nos ha dado una comprensién mas ajustada de los elementos importantes en cada unos de
los problemas. Como veremos en la préxima seccién, esto resultard clave a la hora de disefar algorit-
mos para que la red realice tareas de cubrimiento de manera coordinada. En el aspecto analitico, estos
resultados también nos permiten estudiar los puntos criticos de estas funciones, y establecer interesantes
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conexiones con las conjeturas que menciondbamos anteriormente y con ciertas estructuras geométricas
clasicas (ver Vifieta 6).

Teorema 3.4 ([11, 14]) Dado P € Q", se tiene que,

(i) si P es un punto critico de Hc, entonces P es una configuracion de Voronoi centroidal;

(ii) si P es no degenerada y 0 € int OHpc(P), entonces P es un minimo local estricto de Hpc, es una configu-
racién de Voronoi circumcentro, y todos los agentes tienen el mismo coste;

(iii) si 0 € int OHgp(P), entonces P es un mdximo local de Hgp, es una configuracion de Voronoi incentro
genérica y todos los agentes tienen el mismo coste.

Es importante notar que los puntos (ii) y (iii) del Teorema 3.4, corresponden precisamente a la in-
terpretacién que sefialdbamos anteriormente: en ambos casos, optimizar la funcién agregada equivale
a resolver un problema de optimizacién geométrica, bien sea el cubrimiento del entorno por discos del
mismo radio, o el empaquetamiento de discos del mismo radio en el entorno.

Disefio de algoritmos cooperativos

En esta seccién, proponemos varias estrategias de coordinacién para optimizar las funciones agre-
gadas en cada uno de los escenarios. Nos preocupa, siguiendo los criterios que exponiamos en la In-
troduccién, determinar si los algoritmos son adaptativos, distribuidos, convergentes e implementables
de manera asincrona. De acuerdo a lo que sefialdbamos al comienzo de la Seccién 3, la dindmica de los
agentes es un integrador de primer orden, p;(t) = u;, i € {1,...,n}.

A partir del andlisis anterior de las propiedades de diferenciabilidad de Hc, Hpc y Hsp, la primera
estrategia que viene a la imaginacién es implementar el flujo gradiente (generalizado). Consideremos
pues las ecuaciones,

P = —Ln(0Hc)(P), P =—Ln(@Hpc)(P), P =Ln(dHsp)(P).
Alternativamente, para cada i € {1,...,n}, podemos escribir

. OH. ) .
Di = — apc (plv"‘)pn)7 Pi = _ﬂ-i(Ln(aHDC)(pla‘"7pn))) DPi = Tri(Ln(aHSP)(pla"'apn)))

donde m; : R?" — R2 denota la proyeccion natural a la componente i-ésima. Se puede demostrar que el
conjunto Q" \ S es invariante para el primer flujo, y que, por tanto, este sistema dindmico corresponde a
un flujo gradiente estdndar. El segundo y tercer campo vectorial son discontinuos, y sus soluciones deben
entenderse en el sentido de Filippov (ver Vifieta 4). El elemento de menor norma de un conjunto convexo
puede calcularse eficientemente [3], pero no existen expresiones cerradas en general. También se puede
ver que Q" es fuertemente invariante para ambos campos vectoriales (cf. [11]). Usando del principio de
invarianza de LaSalle [2, 23, 39], podemos concluir el siguiente resultado acerca de la convergencia de la
estrategia gradiente.

Proposicion 3.5 ([5]) Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) En el escenario del valor esperado, el algoritmo p; = —%%(pl, cooypn) = 2M((V;) (CM(V;) — pi), @ €
{1,...,n}, garantiza la convergencia asintética de la posicion P de los agentes de la red al conjunto de

puntos criticos de Hc.
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(ii) En el escenario del peor caso, el algoritmo p; = —m;(Ln(OHpc)(p1,...,pn)), ¢ € {1,...,n}, garantiza la
convergencia asintotica de la posicion P de los agentes de la red al conjunto de puntos criticos de Hpc.

(iii) En el escenario de no-interferencia, el algoritmo p; = m;(Ln(0Hgsp)(p1,-..,pn)), ¢ € {1,...,n}, garantiza
la convergencia asintética de la posicion P de los agentes de la red al conjunto de puntos criticos de Hgp.

Figura 5: Escenario del valor espera-
do, algoritmo “vete hacia el centroide de
tu region de Voronoi”, con 20 agentes
en un entorno convexo. La funcién de

densidad es una suma de cuatro Gaus-
sianas, representada por su dibujo de
contorno. A la izquierda (resp., a la de-

recha), configuracioén inicial (resp., fi-
nal) y su particién de Voronoi. En el
centro, evolucion de la red.

Figura 6: Escenario del valor espera-

do, red de 20 agentes con un radio de
comunicacién limitado en un entorno
convexo. La funcién de densidad es la
misma que en la Figura 5. Cada agente
implementa el flujo gradiente de una
funcién agregada que define una apro-
ximacion de factor constante a el valor

de Hc (ver [13]).

El sistema gradiente p; = 2M(V;) (CM(V;) — p;), @ € {1,...,n} es distribuido en el sentido de Voronoi, por-
que cada agente s6lo necesita saber cudl es la posiciéon de sus vecinos de Voronoi para poder calcular su
direccién de movimiento. Interpretado para cada agente, este algoritmo puede formularse como “vete ha-
cia el centroide de tu regién de Voronoi” (ver Figura 5). Este algoritmo se adapta también de manera natural
a cambios en la funcién de densidad ¢ o en el nimero de elementos de la red. En [14] hemos desarrollado
dos implementaciones asincronas de este algoritmo, en las cuales cada agente ejecuta el algoritmo a su
propia velocidad. Bajo ciertas condiciones, el resultado (i) de la Proposicién 3.5 sigue siendo vélido. Por
otro lado, los flujos gradiente para los escenarios del peor caso y de no-interferencia no son distribuidos,
y esto por dos razones. Primera, porque todos los costes individuales tienen que ser comparados a lo
largo y ancho de la red para determinar la identidad de los agentes que dan, segun el escenario, el valor
de Hpc(P) o de Hsp(P). Segunda, porque una vez que estas identidades son conocidas, es necesario
intercambiar también las posiciones correspondientes, dado que estdn afectan al calculo del gradiente
generalizado. El lector interesado puede encontrar més detalles en [11].

Visto el caracter no distribuido de los algoritmos gradientes para los escenarios del peor caso y de
no-interferencia, exploremos otras implementaciones para estos problemas que si resulten en estrategias
distribuidas. Consideremos las siguientes ecuaciones para cada i € {1,...,n},

pi = —Ln(0lgy (pi)|v=v,(p))(P), Pi =Ln(dsmy (pi)jy—v,(p))(P), (12)

donde calculamos el gradiente generalizado considerando fija cada regién de Voronoi. Nétese que estos
algoritmos si son distribuidos en el sentido de Voronoi: cada agente calcula primero su regién correspon-
diente, y después el elemento de menor norma dentro del gradiente generalizado de su funcién local,
como si su region estuviera fija. Como en el caso anterior, ambos campos vectoriales son discontinuos, y
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sus soluciones han de entenderse en el sentido de Filippov (ver Vifieta 4). De nuevo, se puede ver que
Q" es fuertemente invariante para ambos campos vectoriales y que, de hecho, existe una tinica solucién
empezando de cualquier configuracién inicial. Ademas, si la red esta formada por un solo agente, estos
algoritmos coinciden con el flujo gradiente.

Proposicién 3.6 ([5, 11]) Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) En el escenario del peor caso, el algoritmo p; = —Ln(01gy (pi)jv=v,(p))(P), i € {1,...,n} garantiza
la convergencia asintética de la posicion P de los agentes de la red al conjunto débilmente invariante mds
grande contenido en la clausura de Apc(Q) = {P € Q™ | lgv,(p)(pi) = Hpc(P) = pi = CC(Vi(P))}.

(ii) En el escenario de no-interferencia, el algoritmo p; = Ln (0 smy (pi)jv—v,(p))(P), i € {1,...,n} garantiza
la convergencia asintética de la posicion P de los agentes de la red al conjunto débilmente invariante mds
grande contenido en la clausura de Agp(Q) = {P € Q™ | smy,(p)(pi) = Hsp(P) = p; € IC(Vi(P))}.

Figura 7: Escenario del peor caso, al-
goritmo “vete hacia el punto mds lejano
de tu region de Voronoi”, con 16 agen-
tes en un entorno convexo. A la iz-

quierda (resp., a la derecha), configu-
racién inicial (resp., final) y su parti-

cién de Voronoi. En el centro, evolu-
cién de la red.

Vifieta 7 (Relacién con la robética basada en el comportamiento)

Los algoritmos de la ecuacién (12) tienen una interesante interpretacién en términos del “comportamiento”
de cada agente. Para el agente i-ésimo, en el caso del algoritmo p; = —Ln(d1gy (p:)jv=v,(p))(P), si el valor
lgw( p) €s alcanzado en un solo vértice v de su regién de Voronoi V;, entonces lgVi( p) €s diferenciable en esa
configuracion, y su gradiente es el vector unitario en la direccion p; — v. Por tanto, el algoritmo corresponde al
comportamiento “vete hacia el punto mds lejano de tu region de Voronoi”. Si hay mds de un vértice de V; donde se
alcanza el valor lgy, (p) (pi), entonces el algoritmo especifica un comportamiento en media mediante el calculo del
elemento de menor norma en la clausura convexa de los vectores unitarios en todas las direcciones p; — v tales
que [[pi — vll = gy, (p) (P2)-

En el caso del algoritmo p; = Ln(dsmy (p;)jv=v;p))(P), si el valor smy, p) es alcanzado en un solo lado e de V;,
entonces smy; py es diferenciable en esa configuracion, y su gradiente es el vector unitario en la direccién normal
a e. Por tanto, el algoritmo corresponde al comportamiento “aléjate de tu vecino mds cercano”. Si hay mas de un
lado de V; donde se alcanza el valor smy, (p)(p;), entonces el algoritmo especifica un comportamiento en media
de una manera similar al caso anterior.

Figura 8: Escenario de no-
interferencia, algoritmo  “aléjate
de tu vecino mds cercano”, con 16
agentes en un entorno convexo. A
la izquierda (resp., a la derecha),
configuracién inicial (resp., final) y

su particién de Voronoi. En el centro,
evolucion de la red.

Todavia podemos disefiar dos nuevos algoritmos mds para optimizar las funciones Hpc y Hsp. La
idea en este caso se basa en el resultado que obtuvimos en el caso de que la red consistiera de un solo
agente: dado que entonces la convergencia es bien al circumcentro o al incentro del entorno, ;por qué no
implementar esta idea en el caso de una red formada por varios agentes? Ademads, esto parece ser lo
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Figura 9: De izquierda a derecha, ejecucién tipica del algoritmo “aléjate de tu vecino mds cercano” en una
red de 5 robots méviles con sonar (cf. Vifieta 2) tomada de [38]. En la configuracién final, tal y como
asegura la Proposicion 3.6, los robots con menor coste (en este caso todos) acaban situados en el incentro
de su regién de Voronoi.

mas indicado para optimizar las funciones agregadas, dados los resultados (ii) y (iii) del Teorema 3.4.
Consideremos pues para cadai € {1,...,n},

pi=CC(Vi) —pi, i € IC(Vi) — ;. (13)

Ambos algoritmos son distribuidos en el sentido de Voronoi. El algoritmo basado en el circumcentro
es continuo. Sin embargo, el algoritmo basado en el incentro es una inclusién diferencial, dado que el
incentro de un poligono es en general un conjunto (pensar por ejemplo en el caso de un rectdngulo). De
todas formas, usando los resultados de [21] y con un andlisis cuidadoso [11], se puede garantizar la exis-
tencia de soluciones bien definidas. Para ambos algoritmos, se puede establecer que Q" es fuertemente
invariante y caracterizar sus propiedades de convergencia asintética, que son analogas a las enunciadas
en la Proposicién 3.6 para los algoritmos de la ecuacién (12).

Figura 10: Escenario del peor caso,
0 — algoritmo “vete hacia el circumcentro
N\ Y de tu region de Voronoi”, con 16 agen-
tes en un entorno convexo. A la iz-
quierda (resp., a la derecha), configu-
racién inicial (resp., final) y su parti-
cién de Voronoi. En el centro, evolu-
cion de la red.

Figura 11: Escenario de no-
interferencia, algoritmo “vete hacia el
incentro de tu region de Voronoi”, con
16 agentes en un entorno convexo.
A la izquierda (resp., a la derecha),
configuracién inicial (resp., final) y
su particiéon de Voronoi. En el centro,
evolucion de la red.

4. Conclusiones

A lo largo de esta memoria, hemos estudiado dos problemas fundamentales en el control de sistemas
auténomos: la planificacién de trayectorias y la coordinacién de movimientos. Esperamos haber tenido
éxito en nuestro intento de ilustrar cémo una precisa formulacién matematica del problema de interés
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ayuda en la compresion del mismo, y es pieza clave para poder abordar después las etapas de andlisis
y disefio. Hemos hecho énfasis en el andlisis de la estructura global de los problemas como medio para
entender las propiedades que explican su funcionamiento y eventualmente, su solucién. Finalmente,
en la etapa del disefio, nos hemos valido del conocimiento y los resultados obtenidos para desarrollar
algoritmos que resolvieran el problema planteado.

Quedan abiertas numerosas lineas de investigacion por explorar, tanto en la planificaciéon de trayecto-
rias de sistemas auténomos como en la coordinacién de redes méviles. Extender el &mbito de validez de
los resultados expuestos es ciertamente un problema importante. Otros problemas que no hemos abor-
dado aqui incluyen el estudio del efecto de incertidumbre en los modelos, el andlisis de la complejidad
de los algoritmos, y de su robustez ante perturbaciones externas, y la incorporacién de nuevas ligaduras
en el funcionamiento de los sistemas auténomos, como por ejemplo, limitaciones en el gasto energético
o en el radio de comunicacién. Nuestra intencién en el futuro es seguir explorando estas cuestiones, in-
tentando entender mejor su estructura interna y sus propiedades matemdticas para abordar después el
andlisis y el disefio de leyes de control que den soluciones satisfactorias.
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