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sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales parciales

C. Castro
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Resumen

Este art́ıculo contiene una breve descripción de cuatro problemas
diferentes relacionadas con el control y el Diseño Óptimo en sistemas
gobernados por Ecuaciones Diferenciales Parciales. El primer problema
que se presenta consiste en el análisis y control de sistemas h́ıbridos
compuestos por cuerdas y vigas acopladas con masas de Dirac. El segundo
problema se refiere al estudio de la propagación de ondas en medios muy
heterogéneos. El tercer problema es una adaptación del método de la
homogeneización al diseño óptimo de un conocido problema en ingenieŕıa
nuclear. Por último, describimos una forma óptima de estabilizar las
vibraciones de una cuerda vibrante.

Palabras clave: Control, Sistemas Hı́bridos, Homogeneización, Diseño
Óptimo

Clasificación por materias AMS: 35B37, 35B27, 35L05, 35L30, 35P15

1 Introducción

Este art́ıculo presenta una breve descripción de los principales problemas que
han constituido la actividad investigadora que he desarrollado durante los
últimos años.

La motivación principal de nuestro trabajo es el estudio de propiedades
de control y optimización en sistemas mecánicos gobernados por ecuaciones
diferenciales parciales.
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Concretamente hemos trabajado en cuatro tipos de problemas relacionados
con este tema: análisis y control de sistemas h́ıbridos, análisis y control
de sistemas sobre medios muy heterogéneos, diseño óptimo mediante
homogeneización y disipación óptima de una cuerda vibrante.

A continuación presentamos una breve descripción de los cuatro problemas
en los que hemos trabajado y los resultados obtenidos. La última sección
contiene un resumen de las principales conclusiones.

2 Análisis y control de sistemas h́ıbridos

Se llaman sistemas h́ıbridos a aquellos que acoplan estructuras flexibles de
diferente naturaleza.

En los últimos años el estudio de este tipo de sistemas ha tenido un gran auge
justificado por los numerosos problemas de ingenieŕıa en los que suelen aparecer.
Un ejemplo de estos problemas, que además dio lugar a los primeros modelos
matemáticos de sistemas h́ıbridos, es el estudio de las vibraciones de un satélite
con una antena adosada. El objetivo a la hora de estudiar este sistema era en
primer lugar analizar la interacción entre las dos estructuras (la antena y el
satélite) para posteriormente actuar mediante un control, situado en el satélite,
que permitiese anular las vibraciones no deseadas en ambas estructuras.

El modelo matemático más simple utilizado para estudiar este sistema
consistió en una cuerda vibrante vibrante con una masa puntual en un extremo
(ver [37] y [36]). Este modelo constituye una buena aproximación siempre que
la longitud de la antena sea significativamente grande con respecto al diámetro
del satélite. Se trata de un modelo lineal en el que se acoplan la ecuación de
ondas para describir las vibraciones de la cuerda con la ley de Newton para las
vibraciones de la masa.

Figura 1: Sistema cuerpo-cuerda elástica.

Un modelo más complejo, pero a la vez más realista, del mismo problema
consiste en describir las vibraciones de la antena mediante la ecuación de
vigas. Este modelo, que también conduce a un sistema lineal de ecuaciones,
fué estudiado en [34] y [35].

En todos estos trabajos se abordó el problema de la controlabilidad del
sistema cuando se actúa sobre la masa puntual.

Otro problema interesante en el que aparece un sistema h́ıbrido es el estudio
de la propagación y control de ruido en cavidades con paredes elásticas. Es el
caso, por ejemplo, de la cabina de un avión que constituye un medio con un
alto nivel de ruido rodeado de una estructura elástica. El modelo matemático
más sencillo para estudiar este tipo de problemas fué introducido por H. Banks,
W. Fang, R.J. Wilcox and R.C. Smith [7] y consiste en un fluido contenido
en un cuadrado en el que uno de sus lados es elástico. Más tarde, S. Micu y
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E. Zuazua estudiaron rigurosamente la controlabilidad y estabilización de este
sistema cuando se actuaba en diferentes partes del dominio (ver [38] y [39]) y
dieron una descripción completa del espectro del problema a altas frecuencias.

La dificultad principal a la hora de estudiar este tipo de sistemas h́ıbridos
es la interacción entre las distintas estructuras que lo forman. Esta interacción
constituye un problema dif́ıcil y que aún no se comprende bien.

Nuestro estudio se ha centrado fundamentalmente en modelos matemáticos
unidimensionales que nos han permitido analizar con detalle la interacción
entre ciertos tipos de estructuras muy particulares y deducir propiedades de
control. A pesar de que la particularidad de los problemas considerados hace
que las técnicas utilizadas sean a veces dif́ıcilmente transportables a marcos
más generales, creemos que algunos de los comportamientos detectados son
significativos y de carácter genérico, es decir, seguirán presentes en otros modelos
más complejos en este campo.

El punto de partida fué un trabajo realizado por S. Hansen y E. Zuazua sobre
un modelo h́ıbrido compuesto por una cuerda vibrante con una masa puntual
en su interior (ver [28]). En dicho trabajo se muestra que la interacción entre
la masa y la cuerda produce el siguiente fenómeno sorprendente: El sistema
está bien puesto en espacios de diferente regularidad a ambos lados de la masa
sin que exista una enerǵıa natural asociada. Más concretamente, si consideramos
un dato inicial con un orden de regularidad mayor a uno de los lados de la masa
entonces la solución mantiene esa propiedad a lo largo del tiempo.

Figura 2: Sistema cuerda-cuerpo-cuerda. Hemos estudiado
la influencia del cuerpo en las vibraciones del sistema

La interpretación f́ısica de este hecho es la siguiente: cuando una vibración
llega a la masa se descompone en dos nuevas vibraciones: una de ellas se
refleja manteniendo la regularidad inicial mientras que otra parte se transmite
al otro lado ganando un orden de regularidad. Este efecto regularizante es
debido a la presencia de la masa ya que, como es bien conocido, en una cuerda
las vibraciones se propagan a través de las caracteŕısticas sin ningún efecto
regularizante.

La demostración de este resultado está basada en una construcción expĺıcita
de las soluciones mediante la fórmula de D’Alambert que se verifica a ambos
lados de la masa. Esta fórmula tan sólo sirve para construir soluciones de la
ecuación de ondas y esto hace que no se pueda generalizar el resultado a sistemas
gobernados por otras ecuaciones diferenciales.

El modelo introducido en [28] para el sistema h́ıbrido compuesto de dos
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cuerdas unidas por una masa es el siguiente:





utt = uxx, en − 1 < x < 0, t > 0
utt = uxx, en 0 < x < 1, t > 0
[u(0, t)]x=0 = 0 en t > 0
[ux(0, t)]x=0 = utt(0, t) en t > 0
u(−1, t) = u(1, t) = 0, en t > 0,

(1)

donde [u(x, t)]x=0 denota el salto de la función en x = 0, es decir, [u(x, t)]x=0 =
u(0+, t)− u(0−, t). En (1) la función u(x, t) mide los desplazamientos verticales
de las cuerdas situadas en los intervalos (−1, 0) y (0, 1), y u(0, t) mide el
desplazamiento vertical de la masa, situada en x = 0. Observemos que las
dos primeras ecuaciones modelizan el movimiento de las cuerdas mientras que
la tercera y cuarta ecuaciones representan las condiciones de transmisión de
enerǵıa entre las cuerdas y la masa.

El estudio de este modelo teńıa dos objetivos concretos. En primer lugar
pretend́ıamos justificarlo desde el punto de vista matemático. Los modelos
sobre sistema h́ıbridos aparecidos hasta el momento se dedućıan a partir de
consideraciones f́ısicas o argumentos matemáticos formales. Para cumplir este
objetivo, estudiamos el sistema h́ıbrido como ĺımite de un conjunto de sistemas
Sε formados por tres cuerdas vibrantes conectadas entre śı, en los que la
cuerda central es de longitud ε y densidad 1/ε. Los sistemas aproximados que
consideramos son:





utt = uxx, en − 1 < x < −ε, t > 0
1
2εutt = uxx, en − ε < x < ε, t > 0
utt = uxx, en ε < x < 1, t > 0
u(±ε−, t) = u(±ε+, t), en t > 0
ux(±ε−, t) = ux(±ε+, t), en t > 0
u(−1, t) = u(1, t) = 0, en t > 0.

(2)

De esta forma, en el ĺımite cuando ε → 0 obtenemos una densidad con una
delta de Dirac, es decir, una masa puntual.

Para estudiar la convergencia de los problemas aproximados al problema
ĺımite utilizamos dos métodos diferentes: El primero de los métodos consiste
en definir las soluciones introduciendo las formulaciones débiles (soluciones en
sentido de las distribuciones) y después pasar al ĺımite en dichas formulaciones.
La convergencia de las soluciones resulta un problema delicado debido a que la
densidad de la cuerda central en los problemas aproximados no está acotada
uniformemente cuando ε→ 0.

El segundo método consiste en definir las soluciones mediante su desarrollo
en series de Fourier y después pasar al ĺımite en las series. Este último método
requiere un detallado conocimiento del espectro de los problemas aproximados
y su dependencia con respecto al parámetro ε→ 0. En este sentido, los métodos
clásicos de perturbación de operadores lineales permiten encontrar la tasa de
convergencia de un número finito fijo de autovalores y autofunciones, lo que
resulta insuficiente para probar la convergencia de las series de Fourier. Un



Control y diseño óptimo en EDP’s 103

cálculo expĺıcito del espectro del problema proporciona mejores resultados y se
puede establecer la convergencia uniforme de los autovalores λεk y autofunciones
φεk para un número finito k ≤ Cε−1/6 pero que crece cuando ε→ 0. Esto permite
obtener la convergencia de las series de Fourier. Al mismo tiempo se pone de
manifiesto que el sistema ĺımite sólo refleja el comportamiento de la parte de
las soluciones con frecuencias por debajo de la tasa ε−1/6. El comportamiento
de la parte de las soluciones asociada a frecuencias por encima de este rango
no se conoce bien. Como veremos en la próxima sección, este tipo de soluciones
puede dar lugar a patoloǵıas muy sorprendentes.

Este análisis permite convencerse de que el sistema h́ıbrido (1) refleja
fielmente el comportamiento ĺımite de los sistemas aproximados, al menos en lo
que respecta a las ”bajas”frecuencias (ver [10]).

El segundo objetivo que nos planteamos consistió en dar una demostración
del fenómeno descrito por Hansen y Zuazua en [28] basada en propiedades
espectrales y que no utilizase la fórmula de D’Alambert. Con ello pretend́ıamos
deducir el mismo fenómeno en otros modelos gobernados por ecuaciones
diferenciales diferentes de la ecuación de ondas, como por ejemplo las ecuaciones
de vigas.

El análisis realizado demostró que las propiedades espectrales que
caracterizan el fenómeno descrito son por un lado la falta de separación entre
las ráıces cuadradas de dos autovalores consecutivos, es decir,

inf
k

(
√
λk+1 −

√
λk) = 0, (3)

y por otro lado un comportamiento singular de las autofunciones que permite
establecer combinaciones lineales de las mismas con una apariencia asimétrica
(ver Figura 3).

- 1 1
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- 1 1

.
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1
2 (φ2 + φ3)

- 1 1

1
2 (φ2 − φ3)

Figura 3: Se observa el comportamiento singular de la tercera
autofunción que permite encontrar combinaciones lineales sencillas

con un comportamiento asimétrico respeto de la masa.

La dificultad principal radica en la caracterización de los espacios con
diferente regularidad a ambos lados de la masa usando sólo la propiedad
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espectral descrita. Este problema fué resuelto mediante una técnica basada en
la construcción de una base de Riesz para estos espacios asimétricos generada
por una perturbación de ciertas combinaciones lineales de autofunciones como
las presentadas en la Figura 3.

Posteriormente ensayamos con éxito este método en el problema de la viga
con una masa en el interior. Para modelizar las vibraciones de la viga hemos
considerado dos modelos lineales diferentes: el modelo de Timoshenko y el
modelo de Euler-Bernouilli.

El módelo de Timoshenko incorpora en la ecuación un término de inercia de
rotación que hace que el sistema sea hiperbólico:




γuxxtt(x, t)− utt(x, t)− uxxxx(x, t) = 0 x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t > 0
[u(x, t)]x=0 = [ux(x, t)]x=0 = 0 t > 0
utt(0, t) + [uxxx(x, t)]x=0 = 0 t > 0
uttx(0, t)− γ−1[uxx(x, t)]x=0 = 0 t > 0
u(−1, t) = u(1, t) = 0 t > 0
uxx(−1, t) = uxx(1, t) = 0 t > 0.

(4)

La constante γ > 0 es la constante de inercia de rotación. Cuando consideramos
este modelo, la situación es análoga a la que se produce en el caso de la
cuerda con una masa en el interior, es decir, es posible probar a partir de
propiedades espectrales que el sistema está bien puesto en espacios con un orden
de regularidad mayor a uno de los lados de la masa (ver [16]).

La situación es muy diferente cuando consideramos el modelo (más clásico)
de Euler-Bernouilli que corresponde al caso γ = 0 en (4). Entonces, el sistema
deja de ser hiperbólico y las vibraciones se propagan con velocidad infinita. La
singularidad que produce la presencia de la masa no es suficiente para reducir la
separación espectral asintótica de manera que se verifique la propiedad espectral
(3). Este hecho permite deducir, en particular, que no existe ningún efecto
regularizante de las vibraciones al atravesar la masa (ver [17]).

Por último, hemos aplicado los resultados anteriores al estudio de la
controlabilidad de los sistemas descritos cuando actuamos sobre uno de los
extremos. Brevemente, la controlabilidad de un sistema consiste en buscar una
fuerza externa, denominada control, que actúe sobre una parte del sistema y
que permita conducirlo a un estado deseado como puede ser el equilibrio. Por
ejemplo, consideremos el sistema (4) con un control q(t) que actúa en el extremo
x = 1:




γuxxtt(x, t)− utt(x, t)− uxxxx(x, t) = 0 x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t > 0
[u(x, t)]x=0 = [ux(x, t)]x=0 = 0 t > 0
utt(0, t) + [uxxx(x, t)]x=0 = 0 t > 0
uttx(0, t)− γ−1[uxx(x, t)]x=0 = 0 t > 0
u(−1, t) = u(1, t) = uxx(−1, t) = 0 t > 0
uxx(1, t) = q(t) t > 0.

(5)
El problema de control al equilibrio puede formularse como sigue: Dado un

tiempo T > 0 y unos datos iniciales u0, u1 encontrar un control q(t) tal que la
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solución del sistema (5) que satisface las condiciones iniciales

u(x, 0) = u0, ut(x, 0) = u1

verifique
u(x, T ) = ut(x, T ) = 0.

Naturalmente la respuesta al problema de control planteado dependerá en
gran medida de los espacios donde se tomen tanto el control q como los datos
iniciales. Para fijar ideas supondremos que tomamos los controles en L2(0, T ) y
los datos iniciales en el mayor espacio para el cual existe un control q ∈ L2(0, T ).
Entonces, el problema de control se reduce a calcular este espacio de datos
iniciales controlables.

Para estudiar la controlabilidad hemos aplicado el conocido método HUM
(Hilbert Uniqueness Method) introducido por J.-L. Lions en los años 80 (ver
[33]). HUM es un método de dualidad que reduce la controlabilidad de un
sistema al estudio de ciertas desigualdades de observabilidad para el sistema
adjunto sin control.

En general, la dificultad principal del método es probar las desigualdades
de observabilidad. En el caso que estamos considerando, la controlabilidad del
sistema (5) se reduce a la siguiente desigualdad para las soluciones del problema
adjunto sin control (4):

‖(u0, u1)‖2F ≤ Cte
∫ T

0

|ux(1, t)|2 (6)

donde F (que se define como el espacio más grande para el que se verifica (6))
es el espacio de datos iniciales observables.

Observamos que una desigualdad de observabilidad es una desigualdad que
estima la enerǵıa total del sistema, medida en alguna norma, con la información
que se puede obtener de una parte del dominio (zona de observación). En la
desigualdad (6) la zona de observación es el extremo x = 1.

Debido a la existencia de espacios asimétricos en los que el sistema está bien
puesto, el espacio F de datos observables para el sistema (4) es un espacio
formado por funciones que tienen un orden más de regularidad a la izquierda de
la masa. Aplicando la dualidad del método HUM se deduce inmediatamente
que el espacio de datos controlables para el sistema (5) está formado por
funciones que tienen un orden de regularidad menor a la izquierda de la masa.
Naturalmente este efecto es debido a la presencia de la masa. En ausencia
de la masa, los espacios de datos iniciales observables y controlables son
completamente simétricos.

La prueba de estos resultados se realiza con una técnica basada en el
desarrollo en serie de Fourier de las soluciones. Esta técnica precisa un detallado
análisis de las autofunciones y algunos resultados sobre series de Fourier
no armónicas (ver [14], [15], [16] y [17]). El principal inconveniente es que,
por lo general, requiere que el espectro del problema esté compuesto por
autovalores simples, y esto hace que se aplique casi explusivamente en problemas
unidimensionales.
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3 Propagación de enerǵıa en medios muy heterogéneos

Entendemos por medios heterogéneos aquéllos que están formados por diferentes
tipos de materiales, o por un mismo material pero con diferentes densidades.
Un especial interés tienen aquellos medios heterogéneos que presentan una
estructura periódica con un periodo ε muy pequeño en comparación con el
tamaño del dominio que se considera. De esta forma se crean modelos de
materiales con microestuctura que tienen una apariencia homogénea y en los
que la heterogeneidad y la estructura periódica del medio sólo son observables
a un nivel microscópico.

Analizar el comportamiento de las soluciones teniendo en cuenta las leyes de
comportamiento de cada uno de los materiales que originan la estructura seŕıa
un proceso muy laborioso y muchas veces impracticable. Por ello, desde el punto
de vista matemático se ha desarrollado toda una teoŕıa en torno a este tipo de
estructuras conocida por “homogeneización”. Con ella se pretende describir las
leyes que rigen el comportamiento macroscópico de estos sistemas.

En los últimos años estos modelos heterogéneos y la teoŕıa de la
homogeneización para describirlos han sido objeto de estudios exhaustivos.
Véase por ejemplo las monograf́ıas de Bensoussan - Lions - Papanicolau [8]
y Oleinik - Shamaev - Yosifian [41].

Aunque la teoŕıa de la homogeneización nos ha permitido avanzar mucho
en la comprensión de la propagación de enerǵıa en este tipo de medios existen
aún muchos problemas interesantes por resolver. Voy a destacar dos preguntas
interesantes en este sentido:

1. ¿Cómo afecta la estructura microscópica de un material compuesto en
su comportamiento macroscópico?, o más concretamente, ¿cuándo son
válidas las leyes macroscópicas obtenidas por la homogeneización?

2. La homogeneización permite aproximar las soluciones de una ecuación
sobre un medio muy heterogéneo. ¿ Es esto suficiente para describir la
distribución de enerǵıa de una solución en cualquier instante de tiempo?
Si no es aśı, ¿Cuál es la ley de propagación de enerǵıa en estructuras muy
heterogéneas compuestas de diferentes materiales?

Ambas cuestiones se presentan en muchos diseños de construcciones
complejas actuales en los que un modelo macroscópico que no tenga en cuenta
la interacción entre los diferentes materiales puede producir resultados erróneos.

La respuesta a las cuestiones planteadas no se conoce bien y tan sólo se han
hecho estudios en casos muy particulares que además han arrojado resultados
sorprendentes. En nuestro análisis hemos intentado profundizar lo más posible
en este tipo de problemas manejando los modelos más sencillos.

A continuación desarrollo brevemente nuestro trabajo en este campo:
1. Acerca de la influencia de la estructura microscópica de un material
compuesto en su comportamiento macroscópico

Uno de los aspectos que mejor describen la propagación de enerǵıa y que
está estrechamente relacionado con la controlabilidad es la observabilidad, y en
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pocas palabras establece la relación entre la enerǵıa que posee un sistema y
aquélla que uno es capaz de medir desde una reducida zona del mismo durante
un periodo de tiempo T > 0 (ver Figura 4). Concretamente, si consideramos la
ecuación de ondas sobre un dominio Ω ⊂ Rn

ρ(x)utt − div(A(x)∇u) = 0, x ∈ Ω, 0 < t < T,
u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, 0 < t < T,

(7)

y ω ⊂ Ω una región de observación, la observabilidad consiste en encontrar
desigualdades del tipo
∫

Ω

[
ρ(x)|ut(x, 0)|2 + |∇u(x, 0)|2

]
dx ≤ Cte

∫ T

0

∫

ω

[
A(x)|∇u(x, t)|2

]
dxdt, (8)

para toda solución u de (7). Observamos que a la izquierda de esta desigualdad
aparece la enerǵıa de las soluciones de (7) y a la derecha, cierta información
obtenida sólo de la zona de observación ω durante un periodo de tiempo T > 0.

Ω

ω

Figura 4: La observabilidad consiste en estimar la enerǵıa
de un sistema mediante la que se puede observar en una
pequeña región ω a lo largo de un cierto tiempo T > 0.

A la hora de estudiar este tipo de propiedades, las leyes macroscópicas que
proporciona la homogeneización no son suficientes. Por ejemplo, se sabe que
la interacción entre las ondas de alta frecuencia y la microestructura puede
producir soluciones que concentran toda su enerǵıa en una parte de la frontera
(ver [6] y los trabajos de G. Allaire y C. Conca [1]), es decir, se produce un
cierto fenómeno de resonancia de las ondas con la microestructura.

Para ilustrar este hecho consideremos el modelo más simple formado por la
ecuación de ondas unidimensional sobre un medio de densidad muy heterogénea
con estructura peródica. Las ecuaciones que describen el sistema son:





ρε(x)∂
2u(x,t)
∂t2 = ∂2u(x,t)

∂x2 x ∈ (0, 1), t > 0
u(x, 0) = u0(x), ∂u

∂t (x, 0) = u1(x)
u(0, t) = u(1, t) = 0 t > 0,

(9)

donde ρε(x) = ρ(x/ε) con ρ(x) una función periódica tal que 0 < ρm ≤
ρ(x) ≤ ρM < ∞, ε → 0 un parámetro pequeño que mide el periodo de la
microestructura.
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El problema de autovalores asociado a (9) posee autofunciones que se
concentran en los extremos. En la Figura 5 se muestra el perfil de una de
estas autofunciones φ que se concentra exponencialmente en x = 0. Estas
autofunciones permiten construir soluciones de (9) en variables separadas del
tipo

u(x, t) = cos(
√
λt)φ(x),

que mantienen el perfil de φ a lo largo del tiempo. De esta forma se construyen
soluciones de la ecuación de ondas (9) que están muy concentradas en el extremo
x = 0 a lo largo del tiempo. Por supuesto, estas soluciones son muy dif́ıciles
de observar desde el extremo x = 1 y, en realidad, debido a ellas la mejor
constante en la desigualdad de observabilidad (8) para el problema (9) es del
orden exp(1/ε), que explota cuando ε→ 0.
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Figura 5: Comportamiento singular de algunas autofunciones de la
ecuación de ondas unidimensional en un medio periódico.

Se observa concentración de la enerǵıa en un extremo.

Observemos que este comportamiento singular de algunas soluciones de (9)
se pierde en el problema ĺımite. De hecho, es fácil deducir que las soluciones de
(9) convergen a las del problema ĺımite





ρ̄∂
2u(x,t)
∂t2 = ∂2u(x,t)

∂x2 x ∈ (0, 1), t > 0
u(x, 0) = u0(x), ∂u

∂t (x, 0) = u1(x)
u(0, t) = u(1, t) = 0 t > 0,

(10)

en donde la densidad oscilante se sustituye por su media ρ̄ =
∫ p

0
ρ(x)dx, con

p el periodo de ρ. En este sistema las singularidades se propagan a través
de las caracteŕısticas con velocidad finita y no pueden existir soluciones que
concentren su enerǵıa en el extremo x = 0 a lo largo del tiempo. La desigualdad
de observabilidad (8) se cumple para el problema ĺımite (10).

Vemos, por tanto, como el estudio del problema ĺımite o problema
homogeneizado se muestra insuficiente para detectar ciertos fenómenos como
la localización de enerǵıa de las soluciones.

El análisis de este tipo de situaciones singulares constituyen la motivación
principal de nuestro trabajo.
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Un cuidadoso análisis espectral del sistema (9) permite acotar el rango de
frecuencias que producen un efecto de resonancia con el medio. Se trata de
aquellas frecuencias cuya longitud de onda coincide con la periodicidad del
medio (ver Figura 6).

ρ(χ )

φ( χ)

Figura 6: Sólo las autofunciones φ que oscilan con el mismo orden
que la densidad ρ presentan fenómenos de resonancia con el medio.

Concretamente, las frecuencias mayores o menores que este rango cŕıtico no
muestran estos fenómenos de resonancia.

Para explicar este resultado introducimos el problema de autovalores
asociado a (9): {

ϕ′′(x) + λρεϕ(x) = 0,
ϕ(0) = ϕ(1) = 0.

(11)

Para cada ε > 0, existen un conjunto de autovalores

0 < λε1 < λε2 < ... < λεk < ...→∞ cuando k →∞
y un conjunto de autofunciones asociadas {φεk}.

El sistema ĺımite de los sistemas (11) cuando ε→ 0 es el siguiente:
{
ϕ′′(x) + λρϕ(x) = 0,
ϕ(0) = ϕ(1) = 0,

(12)

en el que se sustituye la densidad oscilante ρε por su media ρ. Los autovalores
(λk)k∈N y autofunciones asociadas (φk)k∈N pueden calcularse expĺıcitamente

{
λk = kπ√

ρ
,

φk(x) = sen(kπx).

Observemos que las autofunciones del problema ĺımite no exhiben ninguna
concentración en ninguna parte del dominio.

Se sabe que los autovalores y autofunciones de los problemas (11) convergen
a los del problema ĺımite (12) cuando ε→ 0. Concretamente, se tiene el siguiente
resultado (ver [41])

|λεk − λk| ≤ c1(k)ε
‖φεk − φk‖H1

0 (0,1) ≤ c2(k)ε.
(13)
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Puesto que las autofunciones del problem ĺımite no presentan ninguna
concentración, está claro que aquellas autofunciones que se encuentren
suficientemente cerca de las del problema ĺımite no presentarán tampoco
ninguna concentración. Resulta por tanto esencial conocer bien las constantes
c1(k) y c2(k) en (13).

Para estudiar esta dependencia realizamos un desarrollo asintótico de los
autovalores y autofunciones en función de k y ε con el conocido método WKB.
Esto permite analizar la validez del sistema ĺımite como aproximación de los
sistemas (11). Concretamente, se obtiene

|λεk − λk| ≤ c1k3/2ε
‖φεk − φk‖H1

0 (0,1) ≤ c2kε.
(14)

Observamos que los autovalores del problema ĺımite constituyen una buena
aproximación de los autovalores λεk si k ≤ cε−2/3. Por encima de este rango,
es necesario introducir correctores a los autovalores ĺımite para obtener una
aproximación uniforme. La necesidad de introducir correctores para encontrar
mejores aproximaciones de los autovalores ya se conoćıa desde hace tiempo
(ver [30]) pero un cálculo detallado del primer corrector tan sólo se produjo
recientemente para un problema similar al que estamos tratando pero con el
coeficiente oscilante en la parte principal del operador (ver [42]). El método
WKB proporciona una fórmula expĺıcita para un conjunto infinito de correctores
(ver [21]). Por supuesto, cada corrector mejora la convergencia, sin embargo, aún
con un número infinito de correctores, sólo es posible aproximar los autovalores
λεk por debajo del rango cŕıtico k ≤ cε−1 con c suficientemente pequeña.

En cuanto a las autofunciones, vemos que las correspondientes al problema
ĺımite constituyen una buena aproximación a las de los problemas aproximados
cuando estamos por debajo del rango cŕıtico k ≤ cε−1 con c suficientemente
pequeña.

Esto permite deducir que por debajo del rango cŕıtico no hay autofunciones
que concentren enerǵıa en un extremo del dominio.

En el caso de las bajas frecuencias G. Lebeau ha extendido recientemente el
resultado de la densidad oscilante al caso de varias dimensiones usando técnicas
de análisis microlocal (ver [32]).

En cuanto a las altas frecuencias, es decir aquéllas que están por encima
del rango cŕıtico, también realizamos un análisis de su comportamiento (ver
[22]). En este caso, se comprueba que si ρ ∈ C2 es periódica, los autovalores
y autofunciones (λεk, φ

ε
k) del problema (11) con k ≥ cε−2 y c suficientemente

grande, pueden aproximarse por los del siguiente problema:

{
φ′′ + λρ∗εφ = 0,
φ(0) = φ(1) = 0,

(15)

en el que la densidad oscilante se sustituye por la constante ρ∗ε =(∫ 1

0

√
ρ(x/ε)dx

)2

.
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Los autovalores y autofunciones (λ∗k, φ
∗
k) de (15) también pueden calcularse

expĺıcitamente: 



√
λ∗k = kπ√

ρ∗ε
,

φ∗k(x) = sen(kπ
∫ x
0

√
ρ(x/ε)dx√
ρ∗ε

).

Podemos observar que las autofunciones del problema (15) no exhiben
ninguna concentración de enerǵıa en los extremos del dominio y por tanto
tampoco van a exhibirla las autofunciones φεk de (11) si k ≥ cε−2 con c
suficientemente grande.

A medida que consideramos autofunciones φεk con k más cercano al
rango cŕıtico k ∼ ε−1 se hace necesario introducir correctores para obtener
aproximaciones uniformes. Cada corrector requiere una derivada más de la
densidad ρ de manera que si ρ ∈ CN+1, podemos encontrar una fórmula
asintótica para los autovalores y las autofunciones de (11) por encima del rango
k ≥ ε−1−1/N . En particular, si ρ ∈ C∞ podemos deducir que las autofunciones
de (11) no presentan ninguna concentración de enerǵıa si k ≥ cε−α con c
suficientemente grande y α > 1 cualquiera.

Nuevamente, este resultado está basado en un desarrollo asintótico de los
autovalores y autofunciones mediante el método WKB similar al realizado para
las bajas frecuencias.

Cabe destacar que el espectro de (11) tiene un comportamiento muy
diferente para las frecuencias altas y bajas. Concretamente, mientras las bajas
frecuencias se comportan como las de una ecuación con densidad constante ρ̄,
las altas frecuencias se comportan como las de una densidad ρ∗ε ≤ ρ̄. Además
la igualdad sólo se da si ρ es constante. En consecuencia, las velocidades de
propagación de las altas y bajas frecuencias no son iguales.

En el caso de las altas frecuencias, la complejidad del problema en varias
dimensiones hace que existan muy pocos resultados en este contexto por el
momento.

El caso cŕıtico k ∼ ε−1 es el más dif́ıcil de tratar y hasta el momento
tan sólo hemos podido dar una descripción detallada cuando ε = 1/n con
n ∈ N (ver [12]). En él se mezclan autofunciones que se concentran en
los extremos, autofunciones que se concentran en el interior y autofunciones
que no presentan ningún tipo de concentración. Este caso también ha sido
recientemente estudiado por G. Allaire y C. Conca [1], donde se propone un test
para determinar las autofunciones que se concentran en una parte del dominio
basado en ondas de Bloch. El test resulta válido sólo para ε = 1/n (ver [19]).

Finalmente, hemos aplicado los resultados espectrales al estudio de la
controlabilidad del sistema (9) cuando actuamos en uno de los extremos (ver
[20] que contiene resultados preliminares para las soluciones que contienen bajas
frecuencias y [11] para un análisis global). Hemos probado que, si ρ ∈ CN ,
las proyecciones de las soluciones sobre los subespacios generados por las
autofunciones φεk con k ≤ cε−1 y k ≥ Cε−1−1/N verifican las desigualdades
de observabilidad con constantes uniformes en ε. El método utilizado para
la demostración, al igual que ocurre con el usado en los problemas h́ıbridos
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presentados en la sección anterior, está basado en el método HUM y dos
propiedades espectrales:

• Separación uniforme de dos autovalores consecutivos, es decir

λεk+1 − λεk ≥ α > 0.

• Las autofunciones no se concentran en un extremo.

Ambas propiedades se verifican para las altas y las bajas frecuencias pero
dejan de verificarse en el rango cŕıtico k ∼ ε−1.
2. Acerca de la propagación de ondas en medios compuestos por
materiales de diferente naturaleza

Consideramos ahora el problema de la observabilidad (y por tanto la
controlabilidad) de sistemas gobernados por ecuaciones de ondas cuando los
coeficientes son C0,α con 0 < α < 1. Observemos que un caso particular de
estos coeficientes, con regularidad incluso menor, lo constituyen las funciones
constantes a trozos que modelizan estructuras compuestas de diferentes
materiales.

En este caso la propagación de enerǵıa aún no se entiende bien y ni siquiera
es posible establecer una definición de rayos como medio de propagación. Cabe
mencionar que la regularidad mı́nima de los coeficientes para poder definir rayos
que se propagen según las leyes de la óptica geométrica es C2 (ver [9]).

Como muestra de las posibles patoloǵıas que pueden producirse se sabe que
es posible construir coeficientes, con la regularidad arriba indicada (C0,α), para
los cuales existen soluciones que se concentran en un entorno de un punto a
lo largo del tiempo. Por tanto, dichas soluciones no exhiben la propagación
finita de enerǵıa caracteŕıstica de las ecuaciones de ondas. En otras palabras, es
posible construir rayos que permanecen atrapados en torno a un punto y que
no pueden escapar de un entorno del mismo (ver [23]).

Existen muchas implicaciones interesantes de este resultado que puede
extenderse al caso multidimensional o la ecuación de Schrödinger. Por ejemplo,
es claro que cualquier ley de propagación que se enuncie para coeficientes poco
regulares debe contener soluciones que representen este tipo de rayos inmóviles.

Otra implicación interesante se refiere a las conocidas propiedades de
dispersión que se ponen de manifiesto con las desigualdades de Strichartz y
que resultan ser falsas en nuestros ejemplos.

4 Optimización mediante homogeneización

En esta sección presentamos un problema de diseño óptimo mediante el método
de la homogeneización.

La descripción general de este tipo de problemas es la siguiente: Se
considera un dominio y un conjunto de materiales diferentes con una proporción
establecida a priori. El objetivo es encontrar una distribución adecuada de los
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materiales sobre el dominio (diseño) que optimice alguna propiedad f́ısica o
mecánica.

Existen una gran variedad de problemas que se adaptan al esquema anterior.
Entre ellos podemos mencionar el diseño de estructuras en los que se trata de
encontrar aquélla que, con una cantidad de material fija, alcance la máxima
resistencia. Se trata de un caso particular en el que se considera el esquema
anterior con un sólo material que se combina con el vaćıo.

Es claro que el diseño de estructuras es un campo interesante con muchas
aplicaciones industriales. El proceso habitual que se ha seguido hasta el
momento en este campo es el ensayo sucesivo de prototipos basados en la
intuición de los ingenieros. Sin embargo, cada vez más, esta técnica manual
se está sustituyendo por técnicas de modelización matemática y optimización
que permiten un análisis mucho más eficiente.

Los esquemas numéricos que se han ensayado están basados en una
representación de un diseño inicial por un conjunto de parámetros descriptivos
(generalmente controles en la frontera). A continuación, se realiza un análisis
basado en variaciones de estos parámetros que permita mejorar la forma inicial.

Los principales problemas a la hora de implementar estos métodos son por
un lado el costo excesivo y, lo que es más grave, una fuerte dependencia tanto
del diseño inicial elegido como del conjunto de parámetros elegidos para hacer
variaciones.

En los últimos años se ha desarrollado un nuevo método para abordar los
problemas de diseño estructural basado en la homogeneización. El origen de
este método se encuentra en los trabajos de F. Murat y L. Tartar de los años
70 (ver [40]) en los que introdujeron un método para resolver problemas de
optimización mediante homogeneización. La adaptación definitiva del método
al diseño de estructuras es más reciente (ver, por ejemplo, [2]). A continuación
describimos brevemente los puntos más importantes de este método.

Como hemos dicho, el problema t́ıpico consiste en calcular la estructura
que con una cierta cantidad de materia fija aguante la mayor fuerza externa
en una o varias direcciones. Desgraciadamente, este problema no suele tener
solución. Esto se debe al hecho de que mecánicamente resulta más efectivo hacer
varios agujeros pequeños que uno grande. De esta forma, la configuración óptima
resulta ser un material con infinitos agujeros que forman una microestuctura.
Desde el punto de vista numérico esta situación produce una fuerte dependencia
de la solución con respecto a la fineza del mallado.

La forma de solucionar este problema consiste en introducir una extensión de
la noción de estructura que incluya los materiales con microestructura. Esto se
consigue a través de la homogeneización que permite caracterizar las estructuras
a través de sus propiedades efectivas.

La nueva noción de estructura ya no queda determinada por una función
caracteŕıstica que distingue los puntos en los que hay materia o agujero. En su
lugar aparecen dos nuevos parámetros que son la densidad de materia en cada
punto y la geometŕıa de la microestructura.

La estructura óptimal estará compuesta principalmente por material
compuesto, es decir con microestructura y se hace necesario buscar una forma
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de encontrar la estructura más cercana que contenga sólo materia y agujeros, es
decir sin microestructuras. Una aproximación adecuada no es dificil conseguir
mediante un proceso de penalización.

Nuestro trabajo ha consistido en desarrollar una generalización del método
expuesto para problemas de diseño óptimo más generales en los que, en
particular, aparezcan estructuras compuestas por más de un material y sistemas
de ecuaciones.

La motivación f́ısica parte de un problema ya clásico en el ámbito de la
enerǵıa nuclear. Se trata del problema de la repartición de combustible en el
núcleo de un reactor nuclear que describimos a continuación.

El núcleo de un reactor es un medio compuesto por 157 ensamblados
diferentes pero con una estructura común (ver Figura 7). Cada ensamblado
contiene básicamente un conjunto de 17x17 barras de combustible rodeadas por
agua. Se trata por tanto de un medio tremendamente heterogéneo.

Figura 7: Estructura de la sección transversal del núcleo
de un reactor con 157 ensamblados.

Para simplificar supondremos que los ensamblados son completamente
homogéneos. Sin embargo, tomaremos las caracteŕısticas f́ısicas de cada
ensamblado diferentes debido fundamentalmente al mayor desgaste del
combustible en unos ensamblados que en otros.

Cada cierto tiempo se realiza un ajuste en la distribución de ensamblados en
el que se remplazan aquellos que contienen el combustible más usado por otros
nuevos. Desde el punto de vista técnico, es posible combinar este proceso de
recambio con un proceso de permutación de ensamblados. El problema consiste
en encontrar la distribución óptima de los ensamblados para que el flujo sea
lo mayor y más uniforme posible. Esto hará que el rendimiento del reactor sea
máximo sin peligro de que existan zonas localizadas donde el flujo se concentre
creando una reacción incontrolada.

Lo ideal seŕıa realizar el cálculo con todas las posibles configuraciones del
núcleo que son 157! En la actualidad es imposible llevar a cabo un cálculo de esta
naturaleza y por ello se han desarrollado procesos de optimización similares a los
descritos para los problemas de diseño estructural en los que se hacen pequeñas
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variaciones de una configuración inicial elegida. Estos métodos están aún lejos
de conducir a la configuración óptimal pricipalmente por su enorme dependencia
de la configuración inicial y la dificultad para encontrar una configuración inicial
lo bastante buena.

El método que hemos implementado está basado en el método descrito para
el diseño de estructuras y tiene la particularidad que permite encontrar diseños
óptimos que combinan más de dos materiales diferentes, a diferencia del diseño
estructural en el que se combinan tan sólo materia y vaćıo.

La formulación matemática del problema es como sigue: Sea Ω un abierto
de IR2 y consideremos el sistema de ecuaciones:

{
−div (D (x)∇φ)− Σ(x)φ = λσ(x)φ x ∈ Ω,
φ(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

(16)

En (16) φ representa el flujo neutrónico, D es el coeficiente de difusión, Σ
es coeficiente de absorción y σ el coeficiente de fisión. El proceso es el siguiente:
Para conseguir calor se produce una reacción nuclear en la que el flujo neutrónico
sufre cambios debidos a la fisión de los núcleos, la difusión del flujo y la absorción
de neutrones por otros núcleos. Las ecuaciones (16) representan un modelo
simplificado de este proceso en estado estacionario. El coeficiente λ es el valor
mı́nimo para el cual existe solución de (16) y mide el equilibrio entre el aumento
del flujo debido a la fisión y su disminución debida a la absorción y la difusión.
Si λ > 1 el flujo tiende a decrecer y la reacción se extingue, mientras que si
λ < 1 la reacción crece y puede hacerse incontrolada.

En la práctica, existen medios de reducir la reacción mediante mecanismos
eficientes de control. Por ello, nuestro objetivo es maximizar el flujo, es decir,
minimizar el autovalor λ. Por otro lado, la concentración de flujo puede ser
peligrosa en este tipo de reacciones por lo que impondremos una restricción al
flujo para que sea lo más uniforme posible. Por último, el conjunto sobre el que
minimizaremos será el conjunto de coeficientes (D,Σ, σ) que representen una
configuración admisible del núcleo (ver Figura 8).

Nuestro problema de diseño óptimo se reduce a minimizar el siguiente
funcional:

mı́n
(D,Σ,σ)

J(D,Σ, σ) = λ1 + l‖φ1 −
∫

Ω

φ1‖L2(Ω) (17)

donde λ1 es el primer autovalor en (16) y φ1 su autofunción asociada.
Observamos que la condición sobre la uniformidad del flujo está incorporada
en el funcional J mediante el multiplicador de Lagrange l ∈ IR que constituye
un parámetro desconocido.

El conjunto de coeficientes (D,Σ, σ) sobre el que se minimiza es el conjunto
de todos aquellos coeficientes que representan una posible configuración del
núcleo. Para simplificar vamos a suponer que sólo hay dos tipos de ensamblados
que se encuentran caracterizados por las funciones (di,Σi, σi) con i = 1, 2. De
esta forma, 




D(x) = d1χ(x) + d2(1− χ(x)),
Σ(x) = Σ1χ(x) + Σ2(1− χ(x)),
σ(x) = σ1χ(x) + σ2(1− χ(x)),

(18)



116 C. Castro

���������������������
���������������������

���������������
���������������

���������������������
���������������������

���������������
���������������

	�	�	�		�	�	�		�	�	�		�	�	�	


�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�
 ���������������
���������������������

���������������

���������������
���������������

���������������������
���������������������

���������������
���������������

���������������
���������������

����������������������������

��������������������

���������������
�����������������������������������

��������������������

���������������
���������������

���������������
 � �  � �  � � 

!�!�!!�!�!!�!�!!�!�!

"�"�""�"�""�"�""�"�"

#�#�#�##�#�#�##�#�#�##�#�#�#

$�$�$�$$�$�$�$$�$�$�$$�$�$�$

%�%�%%�%�%%�%�%
&�&�&&�&�&&�&�&

'�'�''�'�''�'�''�'�'

(�(�((�(�((�(�((�(�(

)�)�))�)�))�)�)
*�*�**�*�**�*�*

+�+�++�+�++�+�+
,�,�,,�,�,,�,�,

-�-�--�-�--�-�-
.�.�..�.�..�.�.

/�/�//�/�//�/�/
0�0�00�0�00�0�0 1�1�11�1�11�1�1

2�2�22�2�22�2�2

3�3�33�3�33�3�3
4�4�44�4�44�4�4

5�5�55�5�55�5�5
6�6�66�6�66�6�67�7�77�7�77�7�7
8�8�88�8�88�8�8

9�9�99�9�99�9�99�9�9

:�:�::�:�::�:�::�:�: ;�;�;;�;�;;�;�;
<�<�<<�<�<<�<�<

=�=�==�=�==�=�=
>�>�>>�>�>>�>�>

?�?�??�?�??�?�??�?�?

@�@�@@�@�@@�@�@@�@�@

A�A�AA�A�AA�A�A
B�B�BB�B�BB�B�B

C�C�CC�C�CC�C�C
D�D�DD�D�DD�D�DE�E�EE�E�EE�E�E

F�F�FF�F�FF�F�F

G�G�GG�G�GG�G�GG�G�G

H�H�HH�H�HH�H�HH�H�H

I�I�II�I�II�I�I
J�J�JJ�J�JJ�J�J

K�K�KK�K�KK�K�KK�K�K

L�L�LL�L�LL�L�LL�L�L

M�M�MM�M�MM�M�M
N�N�NN�N�NN�N�N

O�O�OO�O�OO�O�O
P�P�PP�P�PP�P�P

Q�Q�QQ�Q�QQ�Q�Q
R�R�RR�R�RR�R�R

S�S�SS�S�SS�S�S
T�T�TT�T�TT�T�T

U�U�U�UU�U�U�UU�U�U�U
V�V�V�VV�V�V�VV�V�V�V W�W�WW�W�WW�W�W

X�X�XX�X�XX�X�X

Figura 8: Posible configuración de ensamblados en un reactor.

donde χ(x) es la función caracteŕıstica que vale 1 en los puntos donde esta el
ensamblado de tipo 1 y 0 en donde se encuentra el ensamblado de tipo 2.

Supondremos también que cada ensamblado homogéneo, es decir los
coeficientes sobre cada ensamblado (di,Σi, σi) son constantes. Por último, para
que el problema no sea trivial, introducimos una restricción de volumen sobre
los ensamblados, es decir

∫
Ω
χ = γ1 constante.

Con estas consideraciones el problema de optimización que resolvemos es el
siguiente

mı́n
(χ t.q.

∫
Ω
χ=γ1)

J(χ) (19)

Para resolver este problema, en una primera etapa introducimos una
extensión del conjunto de posibles coeficientes a un conjunto continuo en
el que no imponemos ninguna condición geométrica a los ensamblados.
Matemáticamente, consideramos en (18) cualquier función caracteŕıstica χ
con

∫
Ω
χ(x)dx = γ1 dado, que mide la proporción de ensamblados del tipo

1 (ver Figura 9). Observemos que esta extensión transforma el espacio de
configuraciones admisibles de un conjunto finito a un conjunto infinito.

Esta primera extensión no es suficiente porque nos conduce a un problema
sobre un espacio no convexo, con multitud de mı́nimos locales, en el que es
muy dif́ıcil implementar un método numérico para calcular el mı́nimo absoluto.
Por ello, es necesario introducir una nueva extensión que contenga lo que en
homogeneización se denomina medios compuestos con microestructura.

En la segunda etapa extendemos el funcional J a este nuevo conjunto de
coeficientes valiéndonos de la teoŕıa matemática de la homogeneización. Este
es el proceso más delicado. La dificultad está en caracterizar todas las posibles
microestructuras que se pueden obtener por combinación de varios materiales.
En el caso de dos materiales este conjunto está bien caracterizado desde los
años 60 (ver los trabajos de Hashin-Shtrikman [29]). En el caso de 3 o más
materiales, este problema ha sido muy estudiado pero aún permanece abierto
(ver [31] y [5]). Afortunadamente, no es necesaria una caracterización completa
de estos materiales para resolver el problema de optimización y es posible
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probar que trabajando con un conjunto más pequeño (materiales construidos
por laminación) se puede alcanzar el óptimo.
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Figura 9: Posible configuración de los coeficientes tras la primera
extensión que no respeta la geometŕıa de los ensamblados.

En la tercera etapa efectuamos el proceso de minimización. El espacio
sobre el que se minimiza es convexo y resulta relativamente sencillo encontrar
condiciones de optimalidad para los mı́nimos.

Estas condiciones se implementan numéricamente sin dificultad. Para
ello hemos utilizado el paquete informático PDETOOLBOX del programa
matemático MATLAB que permite resolver una gran variedad de ecuaciones
diferenciales parciales mediante el método de elementos finitos.

Una observación importante es que el mı́nimo no se corresponde, en
general, con una configuración real del núcleo puesto que contiene zonas
con microestructura. Por ello, en la cuarta etapa intentamos reconstruir una
configuración real que se encuentre próxima del mı́nimo. Este proceso se realiza
introduciendo una penalización en el funcional de manera que aquellas partes
que contengan más densidad se saturen y las que tengan menos densidad se
aproximen al vaćıo.

Con este método hemos resuelto el problema obteniendo una configuración
óptima por laminación con cuatro tipos de ensamblados (ver [3]).

En general, no sabemos si el mı́nimo encontrado es o no único aunque todos
los ensayos que hemos realizado nos proporcionan la misma configuración final.

Seguidamente hemos aplicado nuestro método al siguiente sistema más
complejo:




−div (D1 (x)∇φ) + Σ(x)φ = λ(σ1(x)φ+ σ2(x)ψ) x ∈ Ω,
−div (D2 (x)∇ψ) + Σ2(x)ψ = σr(x)φ x ∈ Ω,
φ(x) = ψ(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

(20)

En (20) aparecen dos tipos de flujos neutrónicos, φ y ψ, correspondientes a
neutrones de velocidad alta y térmicos respectivamente. El modelo (20) se
conoce como modelo de dos grupos y es más realista que el modelo (16).

En este caso, nuestro método tropieza con una dificultad matemática seria
ya en la primera etapa. Los resultados conocidos sobre homogeneización no
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permiten extender el funcional a todo el conjunto de configuraciones con
microestructura porque este conjunto no está aún bien caracterizado al haber
dos matrices en juego. Existen cotas optimales en ciertos casos (ver [24]) pero el
problema general parece dif́ıcil de solucionar. Hemos salvado esta dificultad
introduciendo una nueva hipótesis en el problema: hemos supuesto que las
propiedades f́ısicas de cada ensamblado son similares. Esta hipótesis es realista
desde el punto de vista f́ısico puesto que los ensamblados se remplazan antes de
que el combustible se agote. Bajo esta nueva hipótesis es posible introducir
un funcional aproximado que podemos extender a las configuraciones con
microestructura (ver [4]).

5 Disipación óptima en una cuerda vibrante

En esta sección planteamos el siguiente problema: encontrar la forma más eficaz
de amortiguar las vibraciones de una cuerda vibrante sujeta en los extremos.
Para ello consideramos mecanismos pasivos, es decir mecanismos de disipación
distribuidos sobre la longitud de la cuerda, como puede ser el rozamiento con
un medio externo.

Sea u(x, t) el desplazamiento de una cuerda vibrante de longitud 1, fija en sus
extremos y en presencia de un amortiguamiento distribuido 2a(x). Se satisfacen
las sigientes ecuaciones

utt(x, t)− uxx(x, t) + 2a(x)ut(x, t) = 0, 0 < x < 1, 0 < t,
u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t,

(21)

junto con las ecuaciones del estado inicial

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = v0(x). (22)

Es bien conocido que dado un coeficiente positivo a ∈ L∞(0, 1) la enerǵıa
viene dada por

E(t) ≡
∫ 1

0

u2
x(x, t) + u2

t (x, t)dx

y verifica E(t) ≤ CE(0)e2ωt con C > 0 y ω < 0, independiente del dato inicial.
Al menor de tales ω,

ω(a) ≡ inf { ω : ∃C(ω) > 0 s.t. E(t) ≤ CE(0)e2ωt,
para cada solución de enerǵıa finita de (1.1)}

se le conoce como tasa de decaimiento asociada a a.
Buscamos el coeficiente a que produzca la mı́nima tasa de decaimiento.
De forma intuitiva parece que la disipación constante a = a0 es la mejor

forma de amortiguar. Sin embargo, se observa que al elegir la disipación
constante no parece cierto el hecho de que ’más es mejor’. Es decir, una mayor
disipación en la cuerda no produce, en general, una mayor tasa de decaimiento.
Concretamente, cuando a = a0 constante, al aumentar a0 hasta el valor π la
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tasa de decaimiento decrece. Sin embargo, a partir de este valor cŕıtico la tasa
de decaimiento comienza a crecer rápidamente (ver por ejemplo [26]).

Este hecho sorprendente es conocido como overdamping. En la Figura 10 se
ilustra este fenómeno tomando una cuerda vibrante sometida a un rozamiento
constante en toda su extensión. Se puede apreciar como el fuerte rozamiento
hace que el primer modo de vibración apenas se mueva y tarde un tiempo muy
largo en amortiguarse.

A pesar de todo, durante mucho tiempo se pensó que la distribución
constante de rozamiento a lo largo de la cuerda era la mejor forma de
amortiguar. De esta forma, el fenómeno del overdaming proporcionaba un
ĺımite a la cantidad de rozamiento que debemos utilizar para obtener una
tasa de decaimiento óptima. Apoyando esta conjetura S. Cox y M. Overton
[25] mostraron además que la constante óptima es un mı́nimo local entre
todas las posibles distribuciones de rozamiento. Sin embargo, P. Freitas ([27])
daba posteriormente algunos ejemplos numéricos que mostraban evidencias de
disipaciones no constantes que mejoraban la disipación constante óptima.

0

0.5

1

1.5

2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 10: Desplazamiento u(x, t) de una cuerda vibrante que
ocupa el intervalo (0, 1) a lo largo del tiempo 0 < t < 2
con un fuerte rozamiento uniformemente distribuido.

Nuestro estudio resolvió de forma negativa esta conjetura (ver [13]). Existen
formas mejores de amortiguamiento que la distribución constante de rozamiento.
Concretamente se tiene el siguiente resultado:

Si an(x) = 1/(x+ 1/n) entonces ω(an)→ −∞ cuando n→∞.
Todav́ıa más sorprendente es el hecho de que cuando n→∞, las dispaciones

an(x) → 1/x /∈ BV (0, 1) y en este caso las soluciones se extinguen en tiempo
finito (ver Figura 11). Concretamente, si a(x) = 1/x, dado cualquier dato inicial
(u0, u1) ∈ H1

0 (0, 1)× L2(0, 1) la solución u(x, t) de (21)-(22) satisface

u(x, t) = ut(x, t) = 0, ∀t > 2. (23)

La demostración de estos resultados está basada en dos hechos
fundamentales: Por un lado, la tasa de decaimiento puede caracterizarse
mediante la abcisa espectral del problema de autovalores asociado a la ecuación
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Figura 11: Amortiguamiento de una cuerda vibrante con un
rozamiento localizado en el extremo izquierdo del tipo a(x) = 1/x.

amortiguada. En segundo lugar, un estudio cuidadoso del espectro muestra
que la abcisa espectral se hace cada vez más negativa a medida que tomamos
a(x) = 1/(x+ c) con c > 0 más pequeño. En el caso en que c = 0 un argumento
directo basado en la transformada de Laplace muestra que no hay autovalores
del problema asociado.

6 Conclusiones

Sistemas h́ıbridos: Hemos visto que se pueden caracterizar en términos de
series de Fourier espacios asimétricos en los que los modelos h́ıbridos están bien
puestos o, en su caso, ver que estos espacios no existen. Para ello es necesario un
análisis riguroso del comportamiento asintótico del espectro a altas frecuencias
y en particular, un análisis de la distancia espectral asintótica.

Además, hemos deducido algunas consecuencias correspondientes en lo que
respecta a la propagación, observación y control de ondas en estos modelos.

El análisis de estos fenómenos en varias dimensiones espaciales o en modelos
no lineales son temas mucho más complejos y sobre los que apenas hay
resultados. Es de esperar que los fenómenos descritos tengan su análogo en
varias dimensiones.

Propagación de ondas en medios heterogéneos: Hemos planteado
el problema de la propagación de ondas en un medio muy heterogéneo con
estructura periódica de periodo ε→ 0 en una dimensión de espacio.

El análisis realizado proporciona una descripción detallada de algunas
situaciones singulares que se producen. Hemos visto que existe un valor cŕıtico
ε, que coincide con el periodo de la estructura, de forma que las soluciones que
contienen frecuencias con longitud de onda mayor o menor que ε no presentan
ningún fenómeno de localización de enerǵıa. En cambio, aquellas soluciones
que contienen frecuencias del orden de ε pueden producir resonancia con la
estructura creando localización de enerǵıa en uno de los extremos del dominio.

Estos resultados se pueden aplicar para obtener condiciones observabilidad
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y control, uniformes en ε, de las soluciones con frecuencias de longitud de onda
mayor y menor que ε, es decir, aquellas que no presentan resonancia.

Por último hemos expuesto el tipo de patoloǵıas que se pueden esperar en el
comportamiento de estructuras muy heterogéneas compuestas por diferentes
materiales. En particular, hemos visto que pueden existir ondas que no se
propaguen en ninguna dirección. Cabe destacar que un resultado similar en
la ecuación del calor constituye un problema de gran interés que no se conoce.

Diseño óptimo mediante homogeneización: Hemos planteado un
problema de diseño óptimo motivado por su aplicación dentro del campo de
la enerǵıa nuclear.

El método que hemos utilizado para resolverlo está basado en un
planteamiento similar en el diseño de estructuras. Este método se basa en el uso
de la homogeneización para encontrar una adecuada relajación del problema de
optimización que generalmente está mal puesto.

La aportación principal consiste en una generalización del método de la
homogeneización a sistemas de ecuaciones no necesariamente autoadjuntos, y
que permite combinar más de un material bajo la hipótesis adicional de que
todos los materiales sean similares.

Disipación óptima en una cuerda vibrante: Hemos visto que existen
formas de repartir la disipación en una cuerda vibrante que producen una tasa
de decaimiento arbitraria. Incluso existe una disipación, que no está acotada, y
que produce extinción en tiempo finito de las soluciones. Este hecho responde
negativamente a la conjetura que establećıa que la constante es la mejor forma
de disipación en una cuerda vibrante.

El resultado está basado en un cálculo expĺıcito. Seŕıa interesante probar
un resultado similar en dimensión mayor que uno y en otros sistemas similares
como en la ecuación de vigas.
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non-harmoniques et son application à la contrôlabilité des cordes avec
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Control y diseño óptimo en EDP’s 123

[16] C. Castro y E. Zuazua, A hybrid system consisting of two flexible
beams connected by a point mass: spectral analysis and well-posedness
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