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El presente trabajo tiene como objetivo exponer algunos resultados
relacionados con los problemas de E.D.P. sobre los cuales he trabajado y gracias
a los cuales obtuve el premio de la Sociedad Espafiola de Matematica Aplicada
en su edicion de 1999, Sociedad a la que quiero aprovechar la ocasiéon para
expresar mi més sincero agradecimiento.

A fin de no extenderme demasiado, a la hora de comentar los resultados
previos de otros autores, solo referenciaré aquéllos que considero bésicos al tener

una relacién directa con mi trabajo

1. Relajacién de un funcional cuadratico
no coercivo y no acotado.

Los resultados correspondientes a esta seccién se encuentran en [13]. El
problema consiste en calcular la envolvente semicontinua inferior F' en LP(f2),
1 < p < 400, del funcional

Ply) — fQ A(x) Vu Vudrsi u € WHe(Q),
(U) - { +oosi u € Lp(Q) \ Wl’OO(Q),

donde Q es un abierto, acotado de R y A una aplicacién medible de Q en el
conjunto de las matrices simétricas semidefinidas positivas de orden N. Nétese
que no se hace ninguna hipétesis de coercividad ni de acotacién sobre A, lo cual
lleva a que las topologias de tipo Sobolev no sean interesantes. el problema se

encuentra relacionado con la minimizacion de funcionales en los cuales interviene

F.
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Nuestra intencién es caracterizar el dominio H de F, i.e. el espacio donde
este funcional es finito y obtener una representacién integral de F en este espacio.
Obsérvese que H es el espacio donde F' se encuentra definida de forma natural.

A fin de exponer los resultados obtenidos conviene introducir alguna
notacién:

Se denota por W4 () el espacio definido por

Wa() = {u eWL=(Q): VAVu € L?(Q)N} .
y por V, el cierre en la topologia de LP(2) x L?(Q)" del espacio
{(u, VAVU) € Wa(Q) x LQ(Q)N} .
La primera caracterizacién de F' y H viene entonces dada por:

H={ueLlQ): Fve L)Y con (u,v) € V},
F(u) =min { [, [v]*dz : (u,v) €V}, Vue H.
El elemento que da el minimo en esta tltima expresién se nota por w,, y verifica
propiedades andlogas a las de un gradiente. De esta forma, se puede ver que el
espacio H adquiere una estructura similar a la de un espacio de Sobolev.
El siguiente punto, consiste en utilizar la caracterizacién anterior de F'y H,

para obtener una representacién integral de F. Para ello se establece la siguiente
hip6tesis (H):

(@ Para todo u € L>(2) existe una sucesién u,, € W4 ()
H
que converge a u en casi todo.

Esta hipotesis significa que los coeficientes de A no pueden ser
arbitrariamente grandes. En particular (I:I) se verfica si A pertenece a
Ll (Q)NXN.

Bajo la hipotesis (I:I), se tiene el siguiente resultado: Existe una funcién
medible P (que no depende de p) definida en € y con valores en las matrices de
orden N x N, tal que para casi todo z € Q, P(x) es la matriz de una proyeccién
ortogonal sobre un subespacio T'(z) de RY, y que verifica

(1.1) F(u) :/ |Pv|?dz, ¥ (u,v) € V.
Q
En particular, se tiene

(1.2) F(u) = /QBVuVudx, Yu € Wa(92),
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con B definida por
(1.3) B =VAPVA.

En realidad, a partir de un teorema de L. Carbone y C. Sbordone ([8]),
se sabfa ya que si A pertenece a L'(Q)N* entonces existe otra matriz B tal
que se verifica (1.2) para u € WH>°(Q). Lo méas novedoso de este resultado es
la expresién (1.3) de B, asi como la representacién (1.1) cuando u no es tan
regular.

El problema que aparece ahora es el de caracterizar la funcién P. FEsto
solamente lo he llevado a cabo en el caso unidimensional, = (0, 1), donde la
matriz A se reduce a una funcién a que supondremos valuada en [0, +00]. La
hipétesis (H) no es necesaria en este caso.

El resultado es el siguiente: Sea G el mayor abierto contenido en (0, 1) tal
que 1/a es localmente integrable en él, es decir

G={ze(0,1): 35:5(x)>0ta1que2€L1(CE—5,$+6)}.
Entonces, se tiene

H= {u e L*(0,1)N WZIOCI(G) tales que [, a| % }2 dx < +oo}

Fu)= [ja|% ® dw, Yu € H.

Este teorema mejora un resultado anterior debido a P. Marcellini ([39])
quién obtiene la expresién anterior de F(u) pero solamente para u en H'(0,1)
y suponiendo que la funcién a pertenece a L>°(0,1). La demostracién que
realizamos es muy distinta de la de P. Marcellini (la cual es mds constructiva
que la nuestra) y estd basada en la caracterizacién de F'y H dada por el primer
resultado expuesto.

2. Homogeneizaciéon de problemas de Dirichlet
no lineales en abiertos que varian

El problema es esencialmente el siguiente: Se considera un conjunto abierto y
acotado  C RY y una sucesién €2,, de abiertos contenidos en él. En cada abierto
), consideramos entonces un problema eliptico no lineal de segundo orden con
condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera. Suponiendo entonces las
soluciones u,, de estos problemas, prolongadas por cero fuera de €2,, podemos
considerar que se encuentran definidas en todo 2. Bajo ciertas hipdtesis sobre
los operadores, tendremos ademads que las funciones u,, estan acotadas en un
cierto espacio de Sobolev y por tanto, al menos para una subsucesién, convergen
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débilmente hacia una funcién u. La cuestién que se trata de resolver es encontrar
el problema que satisface esta funcién u, (problema limite).

Como caso mas simple, comenzamos hablando del problema lineal. Aqui la
funcién u,, se supone que satisface el problema

@.1) { —div (AVu,) = f en D'(Qy,),

un € HY (D),

con A en L®(Q)V*N y coercitiva. Este problema ha sido ya estudiado desde
hace tiempo por varios autores, asi por ejemplo, cuando A se reduce a la
identidad, la homogeneizaciéon de (2.1) fue realizada por D. Cioranescu y F.
Murat ([26]) bajo las siguientes hipétesis sobre 2,: Existen una sucesién de

funciones w,, y una distribucién p tales que

wy, € HY(Q), (H1)
wp, =0en O\ Q,, (H2)
w, — 1 en HY(Q), (H3)
pe (), (H4)

YV u,, v tales que
v, —ven HY(Q), v, =0en Q\Q,, setiene (H5)

Jo Vwn V (pvn) =< p, v >, Y € D(Q).

Bajo estas condiciones, se prueba que para toda distribucién f € H=1(), la
solucién u,, de (2.1) (con A=I) converge en H} () débil hacia la solucién u del
problema

22) { —div (AVu) + pu = f en D'(Q),

u € H(Q).

Vemos por tanto que u ya no verifica el problema (2.1) sino que un nuevo término
pu aparece; es lo que D. Cioranescu y F. Murat llaman el “término extrano”.
Estas hipdtesis son justificadas en [26] mediante la presentacién de varios
ejemplos, de los cuales el mdas caracteristico es el caso en el que N > 3y O,
es de la forma Q, = Q\ T}, con T}, la unién de bolas de radio (1/n)N/(N=2)
cuyos centros se sitian en los vértices de un enrejado formado por las aristas
de cubos de lado 1/n que recubren periédicamente RY. Con respecto a la
distribucién u, debemos notar que la hipétesis (H5) implica que es el limite en
el sentido de las medidas *débil de la sucesién |Vw,|? y por tanto se trata

de una medida boreliana finita y no negativa. Los resultados se generalizan



J. CAsADO Algunos trabajos relacionados con la teoria de E.D.P. 71

facilmente cuando A es distinta de la identidad suponiendo condiciones similares.
Ademas del resultado de homogeneizacién mencionado, se obtiene también un
resultado de corrector, es decir, una aproximacién de Vu,, en la topologia fuerte
de L2(Q)V, que establece que si la solucién u de (2.2) es muy regular, por ejemplo
u € WH°(Q), entonces

Vi, — Vu —uVw, — 0 en L(Q)V.

Consegui una mejora de estos resultados en [9], donde probé que, suponiendo
tan sélo la existencia de una sucesién z, tal que

2, € HY(Q),
(2.3) zn =0en 2\ Q,,
zp — 1in HY(Q),

entonces, para una subsucesién de €),,, existen una sucesién w, y una medida
finita 4 perteneciente a MZ(Q) (por M5(€2) se indica el conjunto de medidas
borelianas no negativas que se anulan en conjuntos de p-capacidad nula)
tales que la sucesién w,, y la medida p verifican propiedades muy similares
a las impuestas por D. Cioranescu y F. Murat. Esto permite por tanto
realizar la homogeneizaciéon de (2.1) suponiendo tan sélo la existencia de la
sucesion z, mencionada anteriormente. El resultado de corrector también es
mejorado probando que basta suponer que la funcién limite u se encuentra en
HY(Q) N L*>(Q). En realidad, los resultados que aparecen en [9], son vélidos
para el p-laplaciano (p > 1)

{ —div ([V u,|P72Vu,) = f en D'(Qy,),
(2.4)

Un € WyP ().

El término extrafio que aparece tiene ahora la estructura |u[P~2uu, con pu
perteneciente a M} () y finita.

En realidad, anteriormente a mi trabajo, G. Dal Maso y U. Mosco ([30], [31])
habian ya realizado la homogeneizacién de (2.1), sin imponer ninguna condicién
adicional al hecho de que 2,, esté contenida en §2. Ellos prueban en este caso, la
existencia de una medida y € MZ(Q) y una subsucesién de 2,, que sequiremos
denotando por €, tal que para toda f € H~1(Q), la solucién u, de (2.1),
converge en H}(€) débil hacia la solucién del problema

u e Hy(Q)N L),
(2.5) Jo AVuVvdr + [ uvdp = (f,v),
Vo e Hy(Q)NLL(Q).
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En el caso en que p es una medida de Radon (lo cual puede no ser cierto), las
funciones de D(Q) pertenecen a L2 () y por tanto la ecuacién (2.5) se puede
escribir en la forma (2.2). El método empleado para probar este resultado
es la T'-convergencia, el cual tiene sin embargo el inconveniente de que el
problema debe poderse escribir como un problema de minimizacién y por tanto
la matriz A debe ser simétrica (problema que también se presenta en [9]).
Ademaés, no aparece un resultado de corrector, lo cual como mencionaremos
mas adelante es de gran importancia para afrontar problemas no lineales. El
resultado més general referente a la homogeizacién de (2.1) se debe a G. Dal
Maso y A. Garroni ([28]) quienes prueban el resultado anterior, para A no es
necesariamente simétrica. Ademads aparece un resultado de corrector.

En el caso de problemas no lineales debemos mencionar un trabajo de G.
Dal Maso y A. Defranceschi ([27]) quienes estudian el problema siguiente

{ —diva(z,Vu,) = f, en D'(Q,),

(2.6)
Uy € WyP(2,),

donde como en el caso considerado por G. Dal Maso y U. Mosco, los abiertos €2,
satisfacen tan sélo la propiedad de estar contenidos en Q y donde a : Q — RN
define un operador mondétono de orden p. Esta funcién se supone ademds que
satisface la siguiente propiedad de homogeneidad

(2.7) a(z, t€) = |t|P~2ta(x, &), V¢ € RV, VL € R, p.ct. z € Q.

Como ejemplo, podemos considerar el caso a(x, &) = |£[P72¢, que nos vuelve a
dar el problema (2.4). El resultado que obtienen para este problema consiste
en la existencia de una subsucesién de n, que seguiremos denotando por n, y
de una medida p € MH(Q), tal que la solucién u,, de (2.6) converge hacia la
solucion u del problema

ue WyP(Q) N LE(Q),
Joalz, Vu)Vude + [ [ulP~?uwvdp = (f,v),
Vv e WyP(Q) N LE(Q).

La técnica empleada en la demostracién es, como en el caso de G. Dal Maso
y U. Mosco, la I'-convergencia y por tanto, a fin de que el problema se pueda
escribir como un problema de minimizacién, se debe suponer que a(z,§) es la
derivada con respecto a £ de una funcién F'(z, §) convexa en €. Tampoco aparece
resultado de corrector en este trabajo. La eliminacién de estas restricciones fue
realizada por G. Dal Maso y F. Murat ([32], [33]) mediante una generalizacién
del método usado por G. Dal Maso y A. Garroni. Sin embargo la hipdtesis de
homogeneidad (2.7) es atin impuesta.
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Mi principal contribucién a la homogeneizaciéon del problema (2.6), ha
consistido principalmente en la eliminacién de la hipétesis (2.7).  Otros
resultados en esta direccién pero menos generales y mediante un método
completamente diverso han sido obtenidos por I.V. Skrypnik (ver por ejemplo
[41], [42]). Suponiendo como en [9] la existencia de una sucesién z, que satisface
(2.3), (con H'(Q) reemplazado por W1P(Q), se prueba en [12] la existencia de
una subsucesiéon de n y de una funcién g : Q x R — R tal que la solucién u,
del problema (2.6) converge hacia la solucién u del problema

—diva(z,Vu) + g(z,u)p = f, en D'(Q),
ue WyP(Q),

donde p puede ser tomada como la misma medida que aparece en la
homogeneizacién de (2.4). Tal y como fue probado més tarde en un trabajo
conjunto con A. Garroni ([20]) y a diferencia de lo que sucede cuando se impone
(2.7), la funcién g(z,s) no tiene ahora por qué satisfacer una hipétesis de
homogeneidad del tipo

g(x,ts) = [t|P~2tg(z,s), Vs € R,Vt € R, p.ct. x € Q.

Si bien se prueba que g(z,.) es creciente, con un crecimiento de orden p — 1,
vale cero en cero y es localmente holderiana. La demostracién de este resultado
es distinta de la anteriores y consiste en comparar la solucién u,, de (2.6) con el
corrector de (2.4) que aparece en [9]. De aqui la necesidad de tener un corrector
ya mencionada anteriormente. Debemos mencionar que en general no es cierto
que el corrector que aparece al homogeneizar (2.4) sea ain un corrector para
(2.6). Sin embargo, la comparacién aporta la suficiente informacién sobre Vu,,
como para pasar al limite en (2.6). El método permite también encontrar un
resultado de corrector para (2.6), el cual establece esencialmente la existencia
de una sucesién de funciones P, : Q x R +— R que verifican

(2.8) Vi, — Vu — Py(z,u) — 0 en LP(Q)Y

(el verdadero resultado es méas complejo técnicamente).

Usando el corrector para (2.4) que aparece en [33], es también posible
generalizar todos estos resultados al caso en que no se impone la existencia
de z, satisfaciendo (2.3). Es decir, §2,, es completamente general. Esto ha sido
realizando en un trabajo conjunto con A. Garroni ([21]), en el cual ademds las
funciones u,, que aparecen en (2.6) toman valores en RM | es decir a diferencia
de los trabajos anteriores se trata de un sistema y no de una sola ecuacién. Ello
es posible gracias a que el método no usa el principio del maximo.
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En realidad, la idea de comparar con el corrector de un problema maés simple,
la introduje para estudiar la homogeneizacion del siguiente problema:

(2.9) { —Auy, + H(z,up, Vuy) = f en D'(Qy),

un € HH(Q,) N L2 (Q,),

donde f es una funcién de L>(Q) y H(x,s,£) es una funcién de clase C? en las
variables s y &, cuyas dos propiedades principales son las siguientes:
a) Existe una constante A > 0 tal que
9H(z,s,§)

5 >\ V(s,) eRxRY, pet. ze.

b) Existen dos constantes Cy, Cy tales que
|H(z,5,6)| < Co+ Cul¢].

La existencia de solucién a este problema fue probada por L. Boccardo,
F. Murat y J.P. Puel en [6], mientras que la unicidad se debe a G. Barles y F.
Murat ([3]). Comparando las soluciones de (2.9) con el corrector de (2.1) y bajo
la hipétesis de la existencia de una sucesién z,, que verifica (2.3), pruebo en [11]
la existencia de un problema limite del tipo

(2.10) { —Au+ H(z,u,Vu) + g(z,u)p = f en D'(Q),

U € HY(Q) N L°(Q) N LA(Q, dp).

Como en el caso anterior, se obtiene también un resultado de corrector similar a
(2.8). La demostracién de estos resultados es bastante més compleja que la del
caso monotono ya que es necesario introducir un cambio de variables debido a
G. Barles y F. Murat ([3]) que produce gran cantidad de dificultades técnicas.

Respecto al problema (2.9), deseo referenciar también un trabajo anterior
([10]) en el que considero el caso particular

—Auy, + Mug |2 + 9| Vu,|? = fin D'(Qy,)
(2.11)

up € HYH(Qn) N L®(Qy)

el cual puede ser resuelto mediante el cambio de variables z, = 7 — 1, que lo
transforma en un problema semilineal.

Para terminar con este apartado referente a la homogeneizacion de problemas
no lineales en abiertos variables, debemos comentar también el siguiente
problema

{ —diva(z,u,, Vu,) = f en D'(,),
(2.12)

Un € Wy P(),
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donde ahora la funcién a define un operador pseudo-monétono. En principio,
podemos pensar que el problema es bastante similar al considerado en (2.6).
De hecho, en el trabajo con A. Garroni ([21]) mostramos cémo los resultados
obtenidos para (2.6), se pueden aplicar a (2.12) en algunos casos particulares.
Estos casos sin embargo son bastante restrictivos, ya que suponen para la funcién
a(z, s,€) una lipschitzianidad local del tipo

la(z,51,€) — a(w, 52,€)] < C(L+[E[P177)[s1 — 5],
Vsi,s2 €R, VEERY, pet. 2 €Q,

con o una constante positiva; esta hipdtesis no se verifica en los casos més
simples, como por ejemplo

—div (a(z,un)Vu,) = f en D'(Qy,),
{ Up € W()Lp(Qn)a

donde ¢ es igual a cero.

La homogeneizacién de (2.12) en el caso ¢ = 0 es un resultado que he
conseguido realizar de hecho bastante tiempo después que la de (2.6) (ver [14])
y para llevarla a cabo he necesitado antes, obtener algunos resultados nuevos
referentes al comportamiento de la soluciones de un problema pseudo-mondétono
(ver la Seccién 4 de este trabajo). La principal diferencia con (2.6) es que ahora
no es posible obtener un resultado de corrector del tipo (2.8), que es el que
conducia a la ecuacién limite en el caso de los problemas (2.6) y (2.9). Es decir,
no se obtienen resultados acerca del comportamiento de Vu,, en la topologia
fuerte de LP(2)N. Las estimaciones de las que he hablado anteriormente
permiten sin embargo obtener resultados sobre el comportamiento del término
a(x,un, Vuy,) v dan como resultado la existencia de un término nuevo en la
ecuacién limite, del tipo de los que aparecen en (2.6) y (2.9). El método hace
uso de truncatura y por tanto, a diferencia de lo que ocurria con (2.6), no es
valido para sistemas. Estos resultados se refieren al caso en que los abiertos
), son completamente arbitrarios. Un caso méas simple en el cual {2, tiene una
estructura periédica ha sido analizado en [15], trabajo en el cual he aplicado
técnicas de convergencia en dos escalas de las cuales hablaré en la Seccién 3 y
que simplifican notablemente el problema. Si bien, presenta ya gran parte de las
dificultades del caso general y, de hecho, fue estudiando este caso sencillo como
llegué a obtener las estimaciones necesarias para afrontar el problema general.

Para terminar esta Seccién, comentar que los resultados anteriores estan
relacionados con los Problemas de Control para EDP en los cuales la variable
de Control, es el propio dominio en el cual tenemos la ecuacién (se trata por
tanto de un problema de disefio). Los resultados anteriores, muestran que en
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general el Problema de Control esta mal planteado ya que la ecuacién limite
contiene el término g(x,u)p que no estaba en las ecuaciones satisfechas por u,.
Debemos comentar sin embargo que una ecuacién como por ejemplo (2.1), se
puede escribir, andlogamente a (2.5), en la forma

u, € HY(Q) N Lin (),

(2.5) Jo AVu,Vudz + [ upvdp, = (f,v),
Vo e HF Q)N Lin(Q),

sin més que introducir la medida p,, definida por

oo sicapa(BU(Q\Q,)) >0
fin(B) = {g . cagng ¥ EQ s Qn%; “p, ¥BCQ Borel
Esta observacion fue realizada por G. Dal Maso y U. Mosco ([30], [31]) y conduce
a una relajacién de Problema de Control.

Actualmente, junto con C. Calvo ([7]), hemos considerado problemas de
homogeneizacién en los cuales varian tanto el abierto en el que esta planteada la
ecuacién como los coeficientes de la misma. La cuestién se encuentra relacionada
con los Problemas de Control en los cuales las variables de Control son el abierto
y los coeficientes.

3. Convergencia en dos escalas.

El concepto de convergencia en dos escalas fue introducido por G. Nguetseng
([40], ver también [1]) a fin de pasar al limite en una expresién del tipo

(3.1) lim/ﬂug(x)w(w,f)dx,

e—0 3

la cual aparece habitualmente en problemas de homogeneizaciéon periddica. En
(3.1), la sucesién u. es débilmente convergente en LP(2) mientras que ¢(x,y)
es una funcién suficientemente regular y periédica en la variable y. Por tanto,
Y(x, Z) converge débilmente hacia la funcién

ﬁ /Y (e, y) dy

donde Y es el cubo de periodicidad. Nos encontramos pues con el producto
de dos términos que convergen débil. El teorema de G. Nguetseng afirma que
existen una subsucesion de u. que seguiremos notando por u. y una funcién

u € LP(2 X Y) tales que ue converge en dos escalas hacia u, i.e.

i [ @yt Do = [ o [ utepite dyds

e—0 Jo
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para toda funcién ¥ en las condiciones anteriores. Notese que u depende de dos
variables, mientras que u. sélo depende de una. En homogeneizacion, la funcién
u representa el primer término del desarrollo asintético de u., de hecho bajo
ciertas condiciones y suponiendo u(z,.) prolongada a todo R™ por periodicidad,
se prueba el siguiente resultado de corrector:

ue(z) — u(x, g) — 0 en LP().

Junto con I. Gayte, hemos generalizado el teorema anterior al caso en que
la funcién 1 pertenece al espacio CAP(RY) de las funciones casi-periédicas en
el sentido de Bohr en la variable y. Recordemos que este espacio estd definido
como el cierre en la norma uniforme del espacio formado por los polinomios
trigonométricos. Mas general que este espacio, se puede considerar el espacio
BP(RY) de las funciones casiperi-édicas en el sentido de Besicovitch de orden
p, definido como el cierre de CAP(R™) respecto de la norma

. 1
117 = Jims i [ 1wl

El teorema que probamos, muestra que, si u. estd acotada en LP(Q2), p > 1,

entonces existe una subsucesién de u. que seguimos denotando por u. y existe
u € LP(Q, BP(RY)) tales que

lim [ we(z)y(z, g) dx = /QMy(u(:c, y)v(x,y)) dydz

e—0 Q

para toda funcién ¢ (z,y) suficientemente regular tal que ¥ (z,.) € CAP(RY).
Aqui, hemos notado por M, la siguiente media

My (e, )b, y) = im ———— [ w(wy)(e ) dy, pet zeQ

T—oo |B(0,T)| Jp(o,1)

La principal dificultad del resultado radica en que CAP(R™) no es un
espacio separable, 1o que nos ha llevado a realizar una oportuna generalizacién
del teorema de compacidad secuencial en la topologia x-débil del dual de un
espacio separable. Concretamente, probamos que si Y es un espacio reflexivo,
X un subespacio vectorial (no necesariamente cerrado) de Yy f,, : X — R, una
sucesién de funcionales lineales (no necesariamente continuos) tales que existe
C' > 0 verificando

limsup f(z) < C|lz|, Vx e X.

n—oo
Entonces, existe una subsucesiéon de f,, que seguimos notando por f,, y existe
un funcional f € Y’ tales que

3 lim fp(z) = f(z), Ve e X.

n—oo
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Notese que si f,, son continuas y X es cerrado, el resultado es una consecuencia
inmediata del teorema de Banach-Steinhaus y la compacidad secuencial en la
topologia *-débil de la bola unidad en el dual de un espacio reflexivo.

En realidad, en el trabajo con I. Gayte Delgado, se consideran los espacios
que hemos llamado de Besicovitch Generalizados introducidos por V. Jikov, M.
Kozlov y O. Oleiknik (ver [36]) para p = 2.

Cuando en lugar de una sucesién acotada en LP(§2), lo que se tiene es una
sucesién acotada en W1P(§2), caso habitual en homogeneizacién, conseguimos
también caracterizar la forma del limite en dos escalas de Vu. que analégamente
al caso periddico ([40], [1]) resulta ser de la forma

Vu(z) + Vui(x,y)

donde u es el limite en W1P(Q) de u. y u; : £ x RY — R una funcién
tal que su gradiente con respecto a y pertenece a LP(Q, BP(RN)V). Como
hemos mencionado anteriormente, en este resultado consideramos los espacios
de Besicovitch Generalizados y es necesario establecer previamente una teoria
de derivacion para estos espacios. Esta teoria contiene varios resultados
nuevos incluso para los espacios de Besicovitch usuales y, ademds de a la
homogeneizacion, se aplica a la busqueda de soluciones en los espacios de
Besicovitch para EDP con coeficientes en estos espacios (véase [23]).

Los resultados sobre convergencia en dos escalas mencionados anteriormente
aparecen en [22], en el caso en que p = 2 y los espacios de Besicovtich son los
usuales. El resultado general se encuentra en la tesis de I. Gayte ([35]), de la
cual soy director, junto con el Profesor J. Couce. Los resultados se aplican a
diferentes problemas de homogeneizacion como es el caso de

—diva(%,u.,Vu:) = f en D'(Q)
ue. € Wyt (),

donde a(z,s,£) define un operador pseudomonétono y es tal que para cada
(5,6) € R x RY, a(.,s,&) pertenece a uno de los espacios mencionados
anteriormente.

Continuando con esta Secciéon dedicada a la generalizcacién del método de
convergencia en dos escalas, quiero mencionar también otras extensiones de esta
técnica, referidas a la homogeneizacién periddica, en las que he trabajado:

Definamos & : RN — ZV por

 [Bax, |z; — ki(z)] < 3

funcién que estd bien definida salvo en un conjunto de medida nula. Siguiendo
un trabajo de T. Arbogast, J. Douglas y U. Hornung ([2]), definamos entonces la
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siguiente transformacién que hace corresponder a una sucesién u. : Q@ C RN —

R la sucesion i : @ x Y — R (Y = (-3, 3)"), definida por

Ge(z,y) = ug(sn(g) +ey).

Nétese que si C¥ es el cubo de centro k € Z% y lado ¢, entonces 7. no depende
de z € C* mientras que como funcién de y no es mas que la transformada de
ue por el cambio de variables

r—ek(%)

Yy=—9""1-
9

que lleva el cubo Cf en el cubo Y. Es decir, se trata de agrandar cada pequeno
cubo C¥ a fin de no perder informacién cuando ¢ tiende a cero.

Con esta sucesion . y tal y como hace notar L. Lenczner ([37]), la funcién
u(z,y) que aparece en el teorema de G. Nguetseng, no es otra que el limite en
LP(Q2 xY) de .

En [15], aplico estas ideas al siguiente problema de homogeneizacién (ver la
Seccién 2)

—diva(us,Vus) = f en D'(Qe)
{ ue € WyP(Q0).
donde a define un operador pseudo-monoétono de tipo Leray-Lions de orden
p € (1, N) y donde . estd definido por (problema con talla critica)

Q. =Q\T., con T.= |J B(ek,e™).

kezN
No es posible abordar este problema con el teorema de Nguetseng ya que,
mientras que (). tiene una estructura periddica, con periodo ¢, las bolas que
aparecen en la definicion de T, decrecen con orden e™7. El problema puede
sin embargo ser resuelto con la siguiente adaptacién de la idea de T. Arbogast,
J. Douglas y U. Hornung. Basta definir 4. por

ite(2,) = us(er(3) + e 7).

Cuando p = N, el problema guarda varias diferencias debido a que se trata
de un caso critico en las inyecciones de Sobolev. El problema se encuentra
estudiado en [18] y para su resolucién es necesario usar un cambio de variables
no lineal.

Junto con J.D. Martin y M. Luna hemos usado también estas técnicas
en la homogeneizacion de multiestructuras periddicas con varios pardmetros
(ver [24]). El método también se aplica a la resolucién de problemas de
homogeneizacién periédica en dominios que varian para operadores de orden
mayor que 2, trabajo que se encuentra atn en proceso de redaccién.
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4. Propiedades de las soluciones de
problemas pseudo-mondtonos.

Los resultados de esta Seccién se refieren a un problema del tipo

{ —diva(z,u,Vu) = f en D'(Q),
(4.1)

u— ug € V[fol’p(Q)7

donde € es un abierto acotado de R, a : O x RxRY  RY define un operador
pseudo-mondétono de orden p, f es una distribucion del espacio W_l’p/(Q) v Ug
un elemento de VVO1 P(Q2). Como es conocido, la existencia de solucién de este
problema se debe a J. Leray y J.L. Lions ([38]). Respecto a la unicidad, se sabe
que es cierta (ver [25], [4]) por ejemplo si a(z, s, &) es localmente lipschitziana
con respecto a s y fuertemente mondtona con respecto a . sin embargo, en
casos més generales, el problema no tiene solucién tnica (ver [4]).

Mi contribucién en el contexto de este problema ([16]) ha consistido en
probar que, bajo hipétesis més débiles que las necesarias para la unicidad, se
puede atin probar el siguiente resultado: Si u1,us € W1P(Q) son soluciones de
(4.1), entonces ambas verifican la misma condicién de Neumann en el borde,
i.e., si n es la normal exterior en 02, entonces

a(x,uy, Vui)n = a(x,ug, Vuz)n sobre 9.

Este resultado permite ahora mostrar que el maximo y el minimo de dos
soluciones de (4.1) son ain solucién de (4.1), lo que permite probar la existencia
de una solucién minimal y una solucién maximal, las cuales verifican ademas el
siguiente principio del maximo:

Supongamos f,g € W12 (Q) y ug,vo € WHP(Q) tales que f < g en Q,
ug < vy en JN). Entonces, si u,u son respectivamente la solucién minimal
y maximal de (4.1) con datos f y ug y v,v son respectivamente la solucién
minimal y maximal de (4.1) con datos g y vo, se tiene que

u<wv, u<v ect. Q.

Es importante senalar que un resultado anterior referente a la existencia
de soluciones minimales y maximales para operadores pseudo-monétonos fue
obtenido por L. Boccardo, F. Murat y J.P. Puel en [6], donde, no obstante, no
se prueba que el maximo (resp. minimo) de dos soluciones sea atin una solucién
sino tan sélo una subsolucién (resp. supersolucién). Se debe comentar también
que las estimaciones que permiten resolver el problema (2.12) estdn basadas en
estas propiedades.
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Los resultados anteriores permiten también extender el concepto de
capacidad a los operadores pseudo-monotonos de la siguiente forma. Si K es un
compacto contenido en €2 y s es un numero real, se define la capacidad de K en
Q respecto del operador A = —div a(z,u, Vu) y la constante s por

C’A(K,Q,s)z/a(aj,us,Vus)Vusda:,
Q

donde us es una solucién del problema

—diva(z,us,Vus) =0 en D'(Q\ K),
(4.2) us = s en K,
us =0 en 0N.

Nétese que, aunque (4.2) puede no tener solucién unica, el hecho de que dos
soluciones verifiquen la misma condicién de Neumann implica que la definicién
de C4(K,Q, s) no depende de la solucién us escogida. Esta capacidad se puede
ademds probar que verifica propiedades analogas a las de la capacidad habitual,
a(z,u, Vu) = |Vu[P~2Vu. Estos resultados generalizan los obtenidos por G. Dal
Maso e I.V. Skrpnik en [34], para el caso monétono y se encuentran en [17].
Anélogamente al caso mondtono, sirven para caracterizar el término g(z,u)u

que aparecia el la homogeneizacién de (2.12).
5. Un resultado de compacidad.

En esta ultima Seccién voy a comentar un trabajo con G. Dal Maso que
aunque ha sido usado en alguno de los trabajos mencionados anteriormente,
tiene importancia por si mismo y conviene ser tratado de forma independiente.

Es conocido, que una funcién de W?(Q) (2 ¢ RY abierto, 1 < p < N)
admite un representante que esta definido salvo en un conjunto de p-capacidad
nula (y por tanto de dimensién de Hausdorff N — p), el cual ademaés es p-
cuasi-continuo. Tomando para cada funcién de W1P(Q) el correspondiente
representante mencionado anteriormente, es conocido que se tiene el siguiente
resultado. Si u, € WHP(Q) converge fuertemente en W1?(£2) hacia una funcién
u, entonces existe una subsucesién que converge salvo en un conjunto de p-
capacidad nula. Sin embargo, el resultado es falso si la convergencia es solamente
débil. Junto con G. Dal Maso ([19]), probamos que si u,, converge débilmente
en W1P(Q) hacia u, entonces para toda medida boreliana y, finita, que se anula
en conjuntos de p-capacidad nula la sucesién u,, converge en u-medida hacia u,
es decir

lim p({|un —ul >e}) =0, Ve>0.
n—oo
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Se obtiene ademds un resultado inédito debido a E. De Giorgi, que establece
que en las condiciones anteriores, existe una subsucesion de u,,, que denotamos
aun u,, tal que

lim i£f |un(z) — u(x)] =0,

n—
salvo en un conjunto de p-capacidad nula. Estos resultados, se aplican por
ejemplo a los problemas de optimizacién siguientes:

min { [, F(z,u, Du) dz + [, f(@,u)dp: vwe WHP(Q)™}
min { [, F(z,u, Du)dx : v e WHP(Q)™, u(z) € K(z)},

donde la funcién F' es convexa en su ultima variable y satisface una condicién
del tipo
F(z,s,8) = o],

con a > 0, la funcién f es semicontinua en su segunda variabla y no negativa y
los conjuntos K () son cerrados en RM™. En el segundo problema, la condicién
u(z) € K(x), se entiende verificada salvo a lo mas en un conjunto de p-capacidad
nula (problema fino de obstéculo).
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