
Bolet́ın electrónico de S~eMA

BOLETÍN NÚMERO 3
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Matemáticas e Industria: M. Lezaun Iturralde (U. del Páıs Vasco)
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EDUCACIÓN MATEMÁTICA

ŚıNTESIS DEL DISEÑO DE BUQUES ASISTIDO POR ORDENADOR

MARı́A JOSÉ LEGAZ ALMANSA

Universidad Politécnica de Cartagena

Resumen

Los diseños ingenieriles modernos son bastante más complejos debido a la presión que
ejerce la economı́a de escala. Requiriendo mayor velocidad, mayor habilidad operacional en
condiciones meteorológicas adversas, mayor eficiencia energética, ser medioambientalmente
limpios y adaptación a los nuevos avances en ciencia y tecnoloǵıa de los materiales. Tanto los
buques como las estructuras flotantes son unas de las estructuras ingenieriles más importantes
y complejas que existen, cuyo diseño y análisis lleva meses y cuya producción puede llevar
de meses a años.

Este art́ıculo trata de dar una visión conjunta y generalizada de los diferentes aspectos
que lleva consigo el diseño asistido del buque por ordenador haciendo referencia a sus oŕıgenes
sección 1, un poco de historia, y su evolución hasta nuestros d́ıas sección 2, procedimientos y
requisitos actuales. En la sección 4 se presenta un enfoque sintetizado el modelado y alisado
de las formas del buque partiendo tanto desde un conjunto de datos externos (4.2.) como
desde los parámetros del buque (4.3.). Estando la sección 5 dedicada a dar una perspectiva
global del análisis y diseño de la estructura del buque.

1 Un poco de historia

Desde la llegada de los ordenadores hace aproximadamente cincuenta años la perspectiva ha cambiado bastante
tanto en la metodoloǵıa de la aproximación como en el análisis matemático. Actualmente, los diseños y el análisis
ingenieril modernos no se pueden imaginar sin el uso de ordenadores y métodos computacionales. Merece la pena
mencionar que las industrias de construcción de buques han sido unas de las primeras en el uso de las computadoras
y métodos computacionales para el modelado, diseño y análisis de estructuras de buques. La disciplina del diseño
de buques asistido por ordenador, CASD (Computer Aided Ship Design), surgió sobre 1960, aunque tiene varios
oŕıgenes y precursores podemos destacar tres oŕıgenes [23]:

• La necesidad de medios digitales en el proceso de producción.

• El deseo de representar digitalmente el modelo del buque.

• La inquietud por realizar computacionalmente tareas que consumı́an bastante tiempo como cálculos de
estabilidad, hidrostáticas, análisis estructural, etc.

Entre los años 1955-1959 se desarrolló el lenguaje de programación APT (Automatically Programmed Tools)
en el M.I.T. (Massachusett Institute of Technology) [1] ,para su aplicación al campo ingenieril en general.
Posteriormente y más focalizado en el uso naval se desarrollo el control numérico para el corte con llama, siendo
uno de los pioneros el sistema Norwegian AUTOKON [2].

El modelado digital de la geometŕıa del casco fue un pre-requito primario para poder captar la complejidad,
curvatura y formas libres de las ĺıneas y superficies del casco. Trabajos pioneros en el análisis de las formas del
casco se pueden encontrar en [3], todav́ıa ligados a la simulación del dibujo manual con junquillos. La analoǵıa
matemática de esta herramienta de alisado era una viga deflectada con curvatura continua representada por
polinomios continuos a trazos (caso lineal).
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2 Procedimientos y requisitos actuales

El diseño de buques asistido por ordenador (CASD) moderno adopta una aproximación sistemática considerando
el barco como un sistema complejo que integra una variedad de subsistemas. Estos subsistemas proporcionan los
servicios necesarios para el buque, tales como generación de potencia para la propulsión y servicios relacionados
con las funciones del buque como disposición de la carga o espacios de pasajeros. El principal desaf́ıo consiste en
desarrollar metodoloǵıas robustas y eficientes para optimizar estos subsistemas y el sistema buque al completo en
el contexto del ciclo de vida operacional del mismo. Los problemas de optimización involucran;

• Tanto variables discretas como continuas.

• Requisitos geométricos de origen f́ısico y funcional.

• Cifras de merito que reflejan el interés de varias de las partes interesadas en el diseño del buque.

Los interesados son numerosos armadores/operadores de buques que necesitan minimizar el costo del flete,
los astilleros que desean minimizar el peso de la estructura del buque, las sociedades de clasificación que quieren
maximizar la seguridad de los pasajeros/tripulación y minimizar el impacto de las emisiones medioambientales,
los propietarios de la carga/transitarios que desean reducir al mı́nimo el impacto medioambiental en caso de
accidente, los operadores portuarios que dictan sus exigencias y aśı sucesivamente.

Para cumplir estos requisitos, CASD moderno combina una fuerte tradición en el diseño de los buques con
las metodoloǵıas modernas y la tecnoloǵıa de la información para:

• Resolver problemas multi-objetivo de optimización con restricciones involucrando no linealidad.

• Simular el fenómeno f́ısico complejo y los procesos que tienen lugar durante la operación del buque.

• Generar y procesar masivamente la geometŕıa y los datos necesarios.

3 Restricciones y requisitos que nos llevan a un problema de optimización

El diseño del buque es un proceso de toma de decisiones que nos lleva desde unos requisitos dados a la definición
de un producto con toda la información relevante para llevar a cabo la tarea de producción del buque.

Dado un conjunto de variables de diseño tales como dimensiones principales y parámetros, por ejemplo ruta
y disponibilidad de carga, el proceso de diseño evalúa la cifra de merito (criterio económico,...) y las restricciones
(estabilidad, francobordo, etc. ).

En situaciones normales existen varias soluciones posibles aśı que el diseñador debe decidir la solución más
favorable o por elección directa o por medio de una cifra de mérito. Esto convierte el problema en un problema
de optimización. Si la relación entre las variables, la cifra de merito o las restricciones es no lineal, entonces el
problema es no lineal. La gran mayoŕıa de los problemas de diseño de buques son no lineales. Existen una variedad
de métodos numéricos para resolver problemas no lineales que son aplicables al caso de buques, [8].

Un gran número de estas aplicaciones al diseño de buques se basan en un conjunto de suposiciones:

• Variables de diseño continuas.

• Modelos de decisión determinista.

• Una sola cifra de merito.

Si estas suposiciones no se cumplen hay que recurrir a otro tipo de técnicas numéricas, algunas de las que se
utilizan en el diseño de buques son:

• Variables de diseño discretas o enteras [9].

• Modelos de decisión estocásticos (Teoŕıa de decisiones[10]).

• Optimización de Pareto [11].

Algunos avances en este campo pueden ser vistos en [12], [13], [14]. Un enfoque más reciente es aplicar
optimización hoĺıstica en el diseño de buques [24].
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4 Modelado geométrico y alisado de las formas del buque

4.1 Introducción

La definición de las formas del casco es uno de los primeros pasos en el diseño del buque porque muchas tareas
dependen de una descripción, al menos provisional, de la forma del casco. Posteriormente esta descripción inicial
se redefine y alisa con el propósito de la producción.

La representación predominante de curvas en la definición de formas del casco aśı como en otras ramas de
aplicación de CAD (Computer Aided Design) son formas polinómicas paramétricas:

• Curvas de Bézier [4].

• B-splines [5].

• B-splines no uniformes paramétricos [6].

Estas representaciones tienen la ventaja de ser manipulables interactivamente mediante vértices o puntos de
control, de ah́ı su uso en ordenadores. Proporcionan los órdenes de continuidad requeridos y pueden ser polinomios
de diferentes grados, ofreciendo aśı una amplia variedad de formas. La variante racional de las curvas Bézier y
B-splines incluye también secciones cónicas, que a veces se usan para modelar caracteŕısticas especiales de las
formas del casco. Se pueden realizar conversiones de una representación a otra. Para mayor información sobre las
capacidades de modelado de estas geometŕıas ver [15].

Las representaciones de superficies construidas con estos tipos de polinomios, como producto tensorial o
interpolación, para parches rectangulares son:

• Superficies Coons [7].

• Superficies Bézier [4].

• Superficies B-splines [5].

• Superficies NURBS [6].

4.2 Śıntesis de la representación de la superficie del casco desde los datos de las curvas

Una aproximación frecuente es la generación de la superficie del casco desde una curva dada. Inicialmente un
conjunto de curvas caracteŕısticas continuas a trozos se generan desde un conjunto datos y restricciones externas
facilitadas, pueden provenir de otro buque de caracteŕısticas similares al que se quiere modelar. Con todos estos
datos, conectando los distintos puntos, se forma una malla regular o irregular que no distará demasiado del plano
de formas de un buque. En una malla regular las curvas forman una trama de cuadriláteros ortogonales, en
una malla irregular las celdas de la malla pueden tener una forma poligonal arbitraria, por ejemplo triangular
o pentagonal y cualquier número de curvas puede llegar a un determinado nodo. En el caso de los buques,
aunque muchas regiones pueden permanecer modeladas por topoloǵıas ordinarias, con frecuencia hay dominios
excepcionales donde ocurren irregularidades en la malla, un ejemplo usual es la punta del bulbo de proa. Aśı, un
software de modelado debe ser capaz de subdividir los dominios y hacer frente a las irregularidades en la malla.
Las curvas de la malla normalmente son interpoladas para crear la superficie del casco, estrictamente solo en los
nodos (producto tensorial), o a través de todas las curvas de la malla (interpolación transfinita). Sin embargo, ya
que las curvas no son suficientes para definir la forma de la superficie debido a la poca información en las deri-
vadas parciales mixtas de los nodos (vectores de torsión) se requieren construcciones especificas para asegurar la
continuidad deseada en la superficie y para estimar las derivadas parciales de manera compatible. Construcciones
compatibles se han elaborado para el caso general de mallas regulares e irregulares [16,19]. Sin estas precauciones
podŕıan aparecer defectos no deseables en la superficie, [21,18].

Si la representación de la curva o la superficie tiene suficientes grados de libertad, se pueden optimizar
aplicando un criterio de alisado. En el diseño de buques el alisado es cuantificado por la norma cuadrática de
la segunda derivada (integrales de curvatura), aunque también se han aplicado normas de mayor orden [20,19].
Existen varios software que se pueden utilizar para el primer diseño del casco de un buque y que utilizan curvas
y/o superficies Bezier y/o NURBS:

Autoship (Autoship Systems Corporation), DefCar (DefCar Engineering), Fastship (Proteus Engineering),
FreeShip, HullCAO (HullCAO), Hull Form (Blue Peter Marine Systems), Maxsurf (Formation Design Systems),
MultiSurf (Aerohydro), Prolines (Vacanti Yacht Design), ProSurf (New Wave Systems), Rhino (Robert McNeel &
Assoc.), Naval Designer (US Sales by Forum Marine), SeaSolution (SeaSolution), TouchCAD (Lundström Design).

Con el objetivo de describir someramente las caracteŕısticas de alguno de ellos decir, por ejemplo, que:
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Maxsurf ofrece herramientas altamente especializadas para modelar cascos, apéndices y superestructuras
usando superficies NURBS trimadas. También incluye herramientas de transformación paramétricas y análisis
instantáneos de cálculos hidrostáticos y evaluación de curvaturas. Una gama de comandos facilita la manipulación
interactiva directa de la forma de la superficie con el ratón o el teclado. Maxsurf permite la transformación
automática de la forma del casco para obtener las dimensiones y las caracteŕısticas hidrostáticas deseadas. Los
puntos de control se pueden arrastrar con el ratón, ajustar numéricamente, o manipular con una variedad de
comandos de suavizado. El intercambio de datos es un requisito muy importante en la oficina de diseño moderna
y Maxsurf es compatible con una amplia gama de los formatos estándar de la industria naval e informática. Copiar
y pegar tablas numéricas a y desde Microsoft Excel permite cálculos y formatos de presentación personalizados.
El copiado y pegado de todas las vistas también permite crear los materiales para presentaciones e informes.
La importación y la exportación de los archivos estándar de la industria DXF e IGES, permite intercambiar
puntos, ĺıneas o datos de superficies con otros sistemas CAD/CAM. Las capacidades únicas de trimado dinámico
de superficies de Maxsurf permiten modelar los complejos bordes superficiales mientras se mantiene la suavidad
de las superficies del resto del casco. Un control visual interactivo de las intersecciones superficiales permite crear
las formas requeridas incluso con configuraciones complejas tales como secciones curvas, cantoneras, apéndices y
tubos de hélices de proa. El trimado de superficies se actualiza automáticamente mientras se ajustan las superficies
en el diseño permitiendo crear el modelo superficial de la mayor calidad posible [25].

MultiSurf ofrece combinaciones precisas y duraderas entre superficies, actualiza el modelo completo al cambiar
los objetos subyacentes, utiliza una superficie para cada propósito, 30 tipos de superficie te permiten utilizar la
superficie adecuada para cada aspecto de tu diseño (no está limitado a NURBS). Las visualizaciones de las
curvaturas de superficie y perfiles de curvatura te ayudan a perfeccionar tu diseño, visualización dinámica [26].

4.3 Śıntesis de la representación de la superficie del casco desde los parámetros del buque

Otra forma de definir el casco completo del buque es desde parámetros especificados para ese buque particular sin
recurrir a datos externos, los fundamentos de este enfoque se pueden encontrar en [22]. Se basan en la clásica idea
de definir unas pocas caracteŕısticas de las curvas del buque mediante sus coordenadas de posición, derivando e
integrando los parámetros. Fue ya utilizada por D.W. Taylor en su famoso Standard Series 1906, se generalizó y
extendió al conjunto completo de ĺıneas y superficies relevantes del buque. Aśı, que el objetivo ahora es definir la
forma del casco solo desde parámetros especificados sin recurrir a datos externos.

Los parámetros de una curva relevante pueden resultar de cualquier combinación de:

• Datos de posición (puntos finales de segmentos del curva)

• Datos de derivadas (tangentes, curvaturas de puntos adecuados)

• Datos de integrales (áreas bajo la curva, centroides, momentos de inercia, etc.)

El proceso de diseño de la forma del casco tiene los siguientes pasos:

• Diseño de las curvas básicas (curva de áreas de secciones, ĺıneas de agua, ĺınea de cubierta,. . . )

• Diseño de las secciones transversales, usando los datos de las curvas básicas.

• Generación de las superficies del casco mediante interpolación de las secciones transversales.

• Iterar, si se necesita.

Un sistema basado en esta aproximación fue implementado por Harries [27] y ha sido exitosamente utilizado
en aplicaciones industriales. Se pueden tener en cuenta caracteŕısticas especiales como fondo plano, sin embargo
se recomienda una subdivisión del caso en varios dominios si los subdominios poseen formas muy distintas como
apéndices.

5 Análisis y diseño de la estructura del buque

La aplicación del análisis y diseño estructural del buque es un elemento clave para asegurar la seguridad y economı́a
del buque. El buque debe encontrar estándares únicos de seguridad para operar sin riesgos en el medio marino
hostil sin poner en peligro las vidas humanas, la carga, el casco o el medio ambiente. Las soluciones de diseño
deben tener en cuenta un bajo peso en rosca y bajos costes de producción para ser económicamente competitivas.
Estos objetivos básicos no son nuevos pero el modo de llevar a cabo la aproximación para conseguir soluciones
viables y atractivas ha cambiado significativamente en las últimas décadas con la llevada del diseño de buques
asistido por ordenador.
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Tradicionalmente antes de la era de los ordenadores el diseño estructural de buques mercantes se basaba
generalmente en las normas de clasificación y en los convenios internacionales sobre seguridad del buque que se
derivan en parte por motivos anaĺıticos, pero que en gran medida de observaciones emṕıricas, estad́ısticas de
accidentes, supuestos de carga y escenarios de riesgo que se ocultan tras las normas. La mayor parte del diseño se
basó en casos deterministas de carga combinados con factores de seguridad para hacer frente a las incertidumbres.
Esta metodoloǵıa se aplicó responsablemente y sin excesivo riesgo al diseño convencional.

El panorama ha cambiado enormemente durante las décadas siguientes conducido por los avances en análisis de
estructuras, condiciones de carga, modelado probabiĺıstico, análisis de fiabilidad, optimización no lineal y muchas
ideas innovadoras en soluciones de diseño. El análisis estructural de buques se ha beneficiado de los progresos
generales en este campo, tales como elementos finitos, volumen finito, desarrollos en métodos de elementos de
frontera. Pero muchos de los desarrollos se debieron también al campo maŕıtimo con sus requerimientos espećıficos.
El denominador común de muchos pequeños pasos en innovación parece ser una tendencia a largo plazo hacia
estimaciones de diseño más racionales, basadas en modelos probabiĺısticos de muchos casos de carga y escenarios
de operación, tratados por medio de estrategias de optimización sistemáticas [23].

La transición a la śıntesis estructural por ordenador se hizo pronto y de hecho hab́ıa madurado sobre 1970.
Mucho del crédito se debió al Moe y su equipo en Trondheim quienes demostraron que el diseño estructural de
buques pod́ıa ser tratado como un problema de optimización bajo un formato de programación no lineal [28]. La
programación no lineal proporciona una aproximación unificada al diseño estructural para una clase muy amplia
de problemas.

A parte de muchos avances en computación, principalmente en métodos discretos de elementos que fueron
compartidos con otras ramas de la ingenieŕıa, es de destacar la importancia de la influencia de los modelos
probabiĺısticos en el diseño estructural de buques. Los buques operan en condiciones inciertas, principalmente
debido a su entorno, en v́ıas maŕıtimas irregulares de diversa ı́ndole y debido a su vulnerabilidad en caso de
accidentes sin control como colisiones, encallamientos, etc. Un diseño seguro debe tener en cuentas estos factores
de riesgo. La respuesta del buque a tales influencias arbitrarias se ha podido modelar probabiĺısticamente tan
pronto como los métodos anaĺıticos para describir tales procesos arbitrarios han estado disponibles. Esto entra en
el ámbito de la teoŕıa del buque y está marcado por dos referencias:

St. Denis y Pierson [29] en 1953, “Movimientos del buque en mares revueltos” que allanó el camino al
tratamiento estad́ıstico de los estados de la mar, de la respuesta del movimiento del buque y más tarde de
las cargas marinas y las reacciones dinámicas del buque.

Wendel [30] en 1961, “Seguridad mediante subdivisión” para le evaluación probabiĺıstica de los efectos de
la subdivisión en caso de colisiones, encallamientos, etc., por ejemplo sobre las estabilidad en aveŕıa,
francobordo, etc.

Computacionalmente la aproximación probabiĺıstica requiere mucho esfuerzo pero esto se lleva a cabo bien
con los sistemas computacionales modernos. Este mayor esfuerzo está justificado por la mayor transparencia del
modelado probabiĺıstico y de la toma de decisiones de cara a las incertidumbres.

El diseño estructural del buque se ha convertido hoy en una forma racional basada en la optimización
orientada, disciplina madura del diseño del buque. Utiliza condiciones de carga deterministas y estad́ısticas,
casos de cargas múltiples, modos de rotura, restricciones basadas en fiabilidad y técnicas modernas de análisis y
optimización. Una aproximación moderna basada en estos principios se puede encontrar en Hughes [31] .

6 Conclusión

Vivimos unos d́ıas en que las tecnoloǵıas de hardware y software avanzan a pasos agigantados, lo que crea un
entorno propicio para la investigación innovadora en CASD. El carácter multidisciplinar del CASD pone de
manifiesto que la integración sólida y eficiente de los distintos subsistemas que forman parte del proceso de diseño
del buque es una caracteŕıstica clave en los pasos de investigación futuros.
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Resumen

En 1891, editada por Zoel Garćıa de Galdeano, comenzó a publicarse en Zaragoza El
Progreso Matemático. Se trataba de la primera revista española ı́ntegramente dedicada a las
matemáticas. Desde el número 8 apareció una sección dedicada a cuestiones propuestas y
resueltas por los lectores. La mayor parte de las 351 cuestiones que alĺı se propusieron fueron
de contenido geométrico. No obstante, tres de ellas implicaban la resolución de ecuaciones
diferenciales. En este breve trabajo presentamos esas tres cuestiones junto con las soluciones
originales dadas a dos de ellas.

Palabras clave: El Progreso Matemático, Garćıa de Galdeano, Siglo XIX, Ecuación diferencial,
Ecuación en derivadas parciales.

Clasificación por materias AMS: 01A55, 34-03, 35-03.

1 Introducción

Zoel Garćıa de Galdeano y Yanguas nació en Pamplona en 1846. Fue perito agrimensor, maestro, licenciado en
Filosof́ıa y Letras y, finalmente, licenciado en Ciencias Exactas en 1871. Ocupó cátedras en institutos de diversas
ciudades españolas (Ciudad Real, Almeŕıa y Toledo) para terminar ocupando una Cátedra en la Facultad de
Ciencias de la Universidad de Zaragoza (la de Geometŕıa Anaĺıtica primero y la de Cálculo Infinitesimal después)
desde 1889 hasta 1918. Falleció en Zaragoza en 1924. Este brev́ısimo apunte biográfico no debe ocultar la dilatada
experiencia vital y profesional de Garćıa de Galdeano, de la que se da cumplida cuenta en trabajos como los de
Rodŕıguez Vidal [8] o Elena Ausejo [1].

El 20 de enero de 1891 apareció en Zaragoza, editado y dirigido por Garćıa de Galdeano, el primer número de
El Progreso Matemático. Su aparición se justifica, en palabras del propio editor, en que “es un hecho sorprendente
que en España, donde tantos periódicos se publican, destinados a los fines más diversos, no exista uno cuyo objeto
exclusivo sea la propaganda y el desenvolvimiento de las ciencias matemáticas”. En efecto, se trató de la primera
publicación periódica española dedicada ı́ntegramente a temas matemáticos.

Sobre los contenidos, la temática y el alcance de la revista puede consultarse el trabajo de Mariano Hormigón
[2]. Según se indica alĺı, la estructura general de la revista era la propia de las publicaciones similares de la época:

1. Art́ıculos y memorias sobre temas matemáticos (sección doctrinal).

2. Sección bibliográfica.

3. Art́ıculos sobre filosof́ıa, pedagoǵıa e historia de las matemáticas.

4. Asuntos de información varia.

En este cuarto punto, dedicado a la “información varia”, comezaron a aparecer a partir del número 7 de la
revista cuestiones propuestas a los lectores para su resolución. Muy rápidamente estas cuestiones propuestas y
sus soluciones pasaron a constituir una parte importante de la revista, llegando a convertirse en una sección fija
hasta el último número de la misma.

9
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Figura 1: Retrato de Zoel Garćıa de Galdeano.

Figura 2: Encabezamiento del primer número de El Progreso Matemático.

2 La sección de problemas de El Progreso Matemático

En la sección de variedades del número 7 de la revista (20 de julio de 1891) aparecieron dos problemas transcritos
del Journal des Mathématiques Elementaires1. Dichos problemas se presentan al hilo de una recensión de los
números de junio y julio de la citada revista, sin una aparente intención de continuidad.

Sin embargo, en la sección de variedades del número 8 (20 de agosto de 1891), aparece una “advertencia
importante” en la que se indica el interés de “no descuidar otros puntos de vista. Uno de estos es el que originan
las cuestiones por resolver [...], como aliciente que ponga en juego la actividad de los lectores”. Con esta advertencia
ve la luz una nueva sección del periódico que aparecerá consistentemente en todos los números de las dos etapas
de la revista (excepto tan solo en 3 de ellos) desde este momento y hasta la desaparición total de la misma.

En este número 8 se inicia la numeración de las cuestiones propuestas (en las dos que se presentaron en el
número 7 se indicó su numeración original en el Journal des Mathématiques Elementaires). Inicialmente se presenta
una colección de cuestiones que quedaron sin resolver en el periódico Nouvelle Correspondence Mathématique2.
Sin embargo pronto comienzan a aparecer cuestiones propuestas espećıficamente para el Progreso por parte de

1Dirigida por el francés Gaston Albert Gohierre de Longchamps (1842-1906) entre 1882 y 1896.
2Cofundado por Catalan (ver nota 6 posterior) en 1874. Posteriormente, en 1881, fue sucedido por el periódico

Mathesis que se publicó hasta 1965.
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algunos colaboradores (especialmente Brocard3 y Van Aubel4). Ya en el número 13 (15 de enero de 1892) aparece
la primera cuestión propuesta por un colaborador español: J.J. Durán Loriga5.

A lo largo de los 4 años (54 números) en los que se editó El Progreso Matemático en su primera etapa,
aparecieron un total de 260 cuestiones. En su segunda etapa, que constó de 16 números editados a lo largo de 2
años, se propusieron 91 cuestiones más, para un total de 351. De estas 351 cuestiones, al cierre de la revista en
diciembre de 1900 quedaron sin resolver un total de 99 (51 de la primera época y 48 de la segunda).

La temática de las cuestiones propuestas está muy acorde con los gustos de la época. La geometŕıa [3] ocupa
un lugar fundamental. De las 351 cuestiones propuestas, tan sólo 39 son de temática no geométrica. Predominan
las búsquedas de lugares geométricos, las construcciones de triángulos y cuadriláteros a partir de ciertos datos o
propiedades y, en general, la llamada geometŕıa del triángulo.

3 Las ecuaciones propuestas en la sección de problemas

De las 39 cuestiones no relacionadas con la geometŕıa que aparecieron a lo largo de la existencia de la revista,
2 consistieron en la resolución de ciertas ecuaciones diferenciales y otra más en la resolución de una ecuación en
derivadas parciales. En concreto se trata, respectivamente, de las cuestiones 11 (aparecida en el número 9) y 176
(en el número 40) y de la cuestión 341 (aparecida en el número 13-14 de la segunda época).

Las dos primeras fueron resueltas en números muy posteriores (quizás indicando el poco interés que suscitaba
dicho tipo de ejercicios entre los lectores del momento), mientras que la tercera quedó sin resolver al cesar la
edición de la revista.

3.1 La cuestión 11

Esta cuestión apareció en el número 9 (20 de septiembre de 1891) firmada por Eugène Catalan6. Se propońıa
resolver la siguiente ecuación:

xy dy2 − 2(ax2 + by2) dxdy + xy dx2 = 0.

La solución a esta cuestión apareció en el número 55, correspondiente al 2o semestre de 1895. Su autor fue
Henri Brocard.

Figura 3: Enunciado original de la cuestión 11.

3.2 La cuestión 176

Esta cuestión apareció en el número 40 (abril de 1894) propuesta por J. Gillet7. Se solicitaba resolver las
ecuaciones8:

x = ep + e−p, x = ep − e−p.

3Henri Brocard (1845-1922). Francés. Fue meteorólogo además de matemático. Experto en geometŕıa, en
particular en geometŕıa del triángulo, donde diversos conceptos portan su nombre (puntos de Brocard, ćırculo de
Brocard,. . . ) [9].

4Belga. Enseñó en Amberes. Es bastante conocido, y lleva su nombre, el siguiente resultado: Dado un
cuadrilátero cualquiera en un plano, a partir de cada lado dibujamos un cuadrado apoyado en él. Entonces los
segmentos que unen los centros de cuadrados situados en lados opuestos tienen la misma longitud y además son
perpendiculares [7].

5Juán Jacobo Durán Loriga (1854-1911). Coruñés. Llegó a ser comandante de artilleŕıa. Proĺıfico matemático,
entre otras aportaciones acuñó el concepto de potencia de un triángulo, definida como la semisuma de los cuadrados
de los lados [5].

6Eugène Catalan (1814-1894). Belga. Llevan su nombre los hoy llamados números de Catalan definidos
mediante Cn = 1

n+1

(
2n
n

)
.

7No hemos hallado datos biobibliográficos sobre este autor.

8El proponente indica que “según constumbre, p =
∂y

∂x
.”
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La solución de esta cuestión se publicó en el número 2 de la segunda época, correspondiente a junio de 1899.
Su autor fue Ricardo Caro9.

Figura 4: Enunciado original de la cuestión 176.

3.3 La cuestión 341

Esta cuestión fue propuesta en el número 13-14 de la segunda época (julio y agosto de 1894) por parte de G.
Pirondini10. Consist́ıa en resolver la siguiente ecuación en derivadas parciales (siendo A y B constantes):

A
∂5z

∂y2∂x3
+ B

∂4z

∂y2∂x2
+

∂2z

∂y2
= y.

Este problema quedó sin resolver tras la desaparición de la revista.

Figura 5: Enunciado original de la cuestión 341.

4 Las soluciones

En esta sección presentamos las soluciones originales dadas a las cuestiones 11 y 176. Tan sólo se han corregido
algunos pequeños errores tipográficos.

4.1 Solución a la cuestión 11 (H. Brocard)

De la ecuación dada se deduce

dy

dx
=
−(ax2 + by2)±

√
(ax2 + by2)2 − x2y2

xy

Haciendo y2 = tx2, se obtiene

2t + t′x = −2(a + bt)± 2
√

(a + bt)2 − t

Las variables están separadas y el problema se reduce a las cuadraturas.

Según una indicación dada por el ilustre autor de la cuestión, se podrá continuar la deducción y escribir

(a + bt)2 − t = (a + bt− z)2

De esta nueva ecuación se obtendrá para la expresión de t,

t =
z2 − 2az

2bz − 1
, dt = 2

bz2 − z + a

(2bz − 1)2
dz

9Ricardo Caro (¿?-1918) Fue telegrafista, compatibilizand dicha profesión con sus estudios de Ciencias f́ısico-
matemáticas, que completó en 1897. Fue catedrático de la Escuela Industrial de Tarrasa desde 1903 [6].

10Geminiano Pirondini (1857-1914). Italiano. Estudió en Pisa. Publicó unos 90 trabajos sobre geometŕıa
diferencial y aplicaciones a las geometŕıas no eucĺıdeas [4].



Ecuaciones diferenciales en El Progreso Matemático 13

Se podŕıa escribir también la ecuación propuesta como sigue:

x2y2dy2 + 2(ax2 + by2)xydxdy + x2y2dx2

y por la sustitución y2 = tx2, se reduciŕıa a

4

(
dx

x

)2

[(2b + 1)t + 2a + 1] + 4

(
dx

x

)
[a + (b + 1)t]dt + dt2 = 0

se sustituiŕıan t y dt por los valores en función de z, y se separaŕıan las variables.

La serie de transformaciones es demasiado complicada para exponerla aqúı, y no parece deba conducir a una
integral algebraica.

4.2 Solución a la cuestión 176 (R. Caro)

1. Sea la primera ecuación que podemos poner en esta forma,
x

2
=

ep + e−p

2
o sea,

x

2
= cosh p. Pasando a la

función inversa, tendremos

p = arg cosh
x

2
ó

dy

dx
= log

(
x

2
±

√
x2

4
− 1

)

de donde, dy = log

(
x

2
±

√
x2

4
− 1

)
dx

e integrando, y =

∫
log

(
x

2
±

√
x2

4
− 1

)
dx

Podemos integrar el segundo miembro empleando la fórmula de Bernouilli, aśı

y = x · log

(
x

2
±

√
x2

4
− 1

)
−

∫
x dx√
x2 − 4

= x · log

(
x±√x2 − 4

2

)
−

√
x2 − 4 + C

2. La segunda ecuación podemos ponerla bajo la forma x
2

= senh p, y mediante igual procedimiento, se llega
a

y = x · log

(
x±√x2 + 4

2

)
−

√
x2 + 4 + C

5 Completando la cuestión 11

La solución dada a la cuestión 11 nos resulta relativamente insatisfactoria por hallarse incompleta. En realidad,
una vez transformada la ecuación inicial en

2t + t′x = −2(a + bt)± 2
√

(a + bt)2 − t

se puede realizar directamente la transformación dada (a + bt)2 − t = (a + bt− z)2, con lo que se obtiene

2t + t′x =

{ −2z
−4(a + bt) + 2z

dependiendo de la elección de signos.

Si en estas expresiones sustituimos los valores

t =
z2 − 2az

2bz − 1
, dt = 2

bz2 − z + a

(2bz − 1)2
dz

se llega, respectivamente, a que

dx

x
=





2bz2 − 2z + 2a

z(2bz − 1)((−4b− 2)z + 4a + 2)
dz

2bz2 − 2z + 2a

(z + 1)(2bz − 1)(−2z + 4a)
dz

Para terminar basta con integrar en ambos lados de la igualdad, obervando que en el lado derecho se puede
efectuar la descomposión en fracciones simples muy fácilmente.
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6 Eṕılogo. La cuestión 341

Como cab́ıa esperar de acuerdo con el momento histórico en que se editó El Progreso Matemático, la resolución
de ecuaciones diferenciales o de ecuaciones en derivadas parciales no era el tema preferido de los colaboradores
y lectores de la revista. Se explica aśı el escaso número de problemas de este tipo en la sección de cuestiones
propuestas y también el largo tiempo transcurrido entre la propuesta y su solución (46 números en el caso de la
cuestión 11).

Resulta curioso además el hecho de que las ecuaciones propuestas se presenten aisladas de todo contexto f́ısico
o geométrico, careciendo de pistas que nos indiquen su origen. Quizás seŕıa interesante descubrir, si es que existen,
los fenómenos que dichas ecuaciones modelizan o las curvas que definen.

Finalmente, queda sin solución la cuestión 341:

A
∂5z

∂y2∂x3
+ B

∂4z

∂y2∂x2
+

∂2z

∂y2
= y.

La rescatamos del olvido para que los lectores que lo deseen puedan resolverla. Después de todo, 112 años es
mucho tiempo para que una cuestión quede sin resolver.
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[1] E. Ausejo. Zoel Garćıa de Galdeano y Yanguas (Pamplona, 1846 - Zaragoza, 1924). Números. Revista de
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1964.

[9] D. Wells. The Penguin Dictionary of Curious and Interesting Geometry . Penguin, London, 1991.
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Este libro recoge las capacidades y la experiencia de los 62
grupos de investigación españoles con mayor actividad en transferencia
de tecnoloǵıa matemática orientada a la empresa. De esta forma,
se pretende acercar a las pequeñas, medianas y grandes empresas
una tecnoloǵıa con un gran potencial, con investigadores muy
cualificados y que no necesita de grandes inversiones para su
uso.

En su interior, se identifica la experiencia y oferta investigadora de cada
grupo, clasificada en 23 sectores de actividad económica: Administraciones
Públicas, Aeronáutica, Agricultura, Alimentación, Automoción, Biomedicina
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tecnoloǵıa matemática juega en nuevas propuestas de innovación, contribuyendo a desarrollar soluciones eficientes
a problemas sociales, económicos y tecnológicos.
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José Alberto Murillo Hernández. (alberto.murillo@upct.es).
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Dpto. de Matemáticas. E.T.S.I. Industriales. Univ. de Castilla-La Mancha. Avda. de Camilo
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Dpto. de Matemáticas. Univ. Carlos III de Madrid. Avda. de la Universidad, 30. 28911 Madrid.
Tel: 91 336 6766.

17



Consejo Ejecutivo de la Sociedad Española de Matemática Aplicada
S~eMA

Presidente
Rafael Bru Garćıa
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Sergio Amat Plata

Fernando Casas Pérez
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