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EDITORIAL

UNIQUIQUE SUUM
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tiempos en que las universidades espafiolas son pricticamente compartimentos
estancos a efectos de las posibilidades de movilidad y colaboracion de los pro-
fesores e investigadores més jévenes, el boletin nos ha permitido tener una idea
mas clara de qué hay y quién estd en cada lugar.

Los miembros de los distintos comités ejecutivos v de los equipos directivos
son también acreedores de nuestros agradecimientos, comenzando por el equipo
actual. Quiero destacar a cinco personas por el montante de informacion ¥
colaboraciones enviadas y por la gran amabilidad mostrada: son los profesores
(cito alfabéticamente) Tomas Chacédn, Ildefonso Diaz, Mariano Gasca, Juan Luis
Viazquez v Enrique Zuazua. Con el tercero de ellos tuvimos ademas el beneficio
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El departamento de Matematica Aplicada de la Universidad de Zaragoza
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sario echar mano de quien pasara por el pasillo para preparar los envios de
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de Mecdnica Espacial de esta misma universidad el uso y abuso de su escéner.
El profesor Jesds Carnicer, MacExpert del pasillo de Aplicada, nos ha resuelto
méas de un problema informdtico especialmente con el trabajoso asunto de los
gréaficos. Gracias extensivas que hago a todo al que olvido mencionar.

FRANCISCO JAVIER SAYAS
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TEMAS

ALGUNOS PROBLEMAS Y AVANCES RECIENTES
EN LA CONTROLABILIDAD DE ECUACIONES
EN DERIVADAS PARCIALES

ENRIQUE ZUAZUA'
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE
28040 MADRID.

zuazua@eucmax, sim.ucm.es

Resumen

Presentamos algunos resultados recientes relacionados con la contro-
labilidad de Ecuaciones en Derivadas Parciales. Analizamos diversas no-
ciones de controlabilidad vy cdmo estas se adaptan a los diferentes tipos
de modelos. Fstudiamos tanto la ecuacién de ondas como la del calor
pues se trata de sistemas modelos en el caso conservativo e irreversible
respectivamente. Deseribiremos las téenicas que se han desarrollado para
abordar problemas de controlabilidad en uno y otro caso. Presentamos
asimismo algunos resultados recientes sobre la controlabilidad del sistema
de la termoelasticidad.

1 Introduccién

En este trabajo presentamos algunos resultados recientes sobre la controlabi-
lidad de Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP). El problema de la contro-
labilidad puede ser formulado del siguiente modo: Consideremos una ecuacién
o sistema de evolucién en el que parte de los datos (el control) estdn a nues-
tra disposicién (por ejemplo, alguna de las condiciones de contorno, el segundo
miembro de la ecuacion, etc). Dado un intervalo de tiempo (0,7) ¥ dos valores
u® v v% en el espacio de estados en el que la ecuacién evoluciona ;podemos
encontrar un control de modo que la solucién u con dato inicial u° alcance el
estado v en el instante ¢ = T7. Tal v como hemos formulado la cuestion,
se trata de un problema de controlabilidad ezacia. Sin embargo la condicién

!Subvencionado por el proyecto PB93-1203 de la DGICYT (Espafia) y CHRX-CT94-0471
de la U.IL.
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de control w{T) = v° puede ser relajada de diferentes formas, dando lugar a
diversas nociones o grados de controlabilidad de un sistema.

Muchos problemas, de naturaleza muy diversa, pueden ser enmarcados en
este amplio contexto, Por otra parte, la resolubilidad del problema depen-
deréd en gran medida de diversos aspectos del sistema considerado: linealidad o
no-linealidad del sistema, irreversibilidad, estructura del conjunto de controles
admisibles, etc.

La controlabilidad de EDP ha sido objeto de un estudio intenso durante la
dltima cécada. Pero el tema viene de mucho antes. En 1978, D. L. Russell
[R1] realizé un articulo recopilatorio en el que se proporcionaba una buena
perspectiva de los resultados més relevantes que hasta ese momento habian sido
obtenidos en ese campo. En ese trabajo se describian asimismo los diversos
métodos que se habfan desarrollado para abordar problemas de controlabilidad.
Estos, frecuentemente, estaban inspiracdos y relacionados con otras areas de las
EDP: multiplicadores, problemas de momentos, seties de Fourier no-armoénicas,
ete.

Mis recientemente J.-L. Lions introdujo el método conocido como HUM
(Hilbert Uniqueness Method) (véanse [L1] y [L2], por ejemplo). Este fue el
inicio de una fructifera década en este campo.

Serfa imposible mencionar en un sélo articulo todos los resultados intere-
santes que se han probado en este contexto. Esta es la primera razén para
haber decidido concentrar nuestra atencién en la ecuacién de ondas y la del
calor. Pero hay otra ain mds importante; se trata de prototipos de sistemas
conservativos e irreversibles respectivamente y en su estudio encontramos ya
buena parte de las dificultades que los problemas de controlabilidad presen-
tan. Describiremos la importancia de la nocién de reversibilidad (en tiempo)
a la hora de abordar problemas de controlabilidad a través de la comparacién
de estos dos modelos. Presentaremos asimismo las diversas téenicas que han
sido desarrolladas para abordar estos dos tipos de modelos. En ambos casos
analizaremos también brevemente algunos modelos semilineales.

Estudiaremos asimismo el sistema de la termoelasticidad tridimensional. Se
trata de uno de los sistemas mds simples que combina el cardeter hiperbolico y
parabdlico de la ecuacién de ondas y de la del calor respectivamente. En una
primera aproximacién al problema cabe pensar que basta con superponer lo gue
conocemos sobre la ecuacién de ondas v del calor para resolver los problemas
de controlabilidad del sistema de la termoelasticidad. Pero esto esta lejos de
ser cierto. En efecto, las técnicas disponibles en la literatura para la ecuacidn
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de ondas ¥ del calor son tan distintas que es dificil combinarlas para abordar
el sistema de la termoelasticidad. Veremos que las técnicas de desacoplamiento
pueden ayudarnos a resolver estos problemas.

Tal y como hemos mencionado anteriormente, este artfculo estéd lejos de
ser completo. Incluso en lo que respecta a estos tres modelos {ecuacion de
ondas, del calor y sistema de la termoelasticidad) nuestra lista de referencias
es incompleta. Confiamos en que los autores que habiendo trabajado en este
area 1o vean sus trabajos reprocucidos en nuestra bibliograffa sepan disculpar la
omision. A partir de las bibliograffas de los libros y otros articulos recopilatorios
que aparecen en la nuestra se puede obtener una lista de referencias mucho més
completa.

No hemos abordado aqui otros temas interesantes tales como la controla-
bilidad de placas, de las ecuaciones de Schrocinger y KdV, el sistema de la
elasticidad tridimensional, las ecuaciones de Maxwell, ete. Asimismo no hemos
abordado otros temas importantes tales como la simulacién numérica en pro-
blemas de controlabilidad, la estabilizabilidad, las redes de estructuras flexibles,
las conexiones con la teorfa de la controlabilidad en dimensién finita, el control
éptimo, etc. En nuestra bibliograffa hemos incluido algunas referencias relativas
a estos temas.

2 La ecuacidén de ondas lineal
2.1 Formulacién del problema

Sea £ un dominio acotado de R™,n > 1, con frontera I" de clase 2.
Sea w un subconjunto abierto no vacio de 2. Sea T > 0 y consideremos la
ecuacién de ondas lineal con control en el cilindro Q = Q x (0,7):

g — Au = fl, en @
=0 en L=Ix(0,17) (1)
u(x,0) = vox),u(2,0) = ul(z) en Q.

En (1), 1, representa la funcién caracterfstica del conjunto w,u = u(z.t) es el
estado y f = f(x,) el control. En la medida en que f estd multiplicada por
1, la accién del control sobre el sistema se concentra en w.

Cuando (u,ut) € H(Q) x LAHQ) y § € L*(Q) el sistema (1) tiene una
iinica solucién u € C ({0, T}; H3(Q)) n C* ([0, T); L*(Q)).

El problema de la controlabilidad consiste en deseribir la estructura del con-
Junto de estados alcanzables {(u(T), u,(T))} cuando f varfa en un conjunto de
controles dado, por ejemplo, en L?(Q).

o
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Podemos distinguir los siguientes grados de controlabilidad:

(a)

(b)

(c)

Controlabilidad aproximada. El sistema (1) se dice aproximadamente
controlable en el tiempo T cuando el conjunto de estados alcanzables

RT3 60) = (D), w(D): f € Q)
es denso en HA (Q) x L3(Q) para cada (u®,u') € HY(Q) x L*(Q).

Controlabilidad exacta. El sistema (1) se dice exactamente controlable
en tiempo T si R(T;(u u')) = H() x L*(Q) para todo (u.u') €
H(Q) x L),

Controlabilidad a cero. Se dice que el sistema (1) es controlable a cero
en tiempo T si (0,0) € R (T; (u®, ')} para todo (u® W) € H(Q)x L*).

QObservacion 2.1

(a)

(b)

(d)

En la medida en que estamos analizando la ecuacion de ondas, para que
se cumpla cualquiera de las propiedades arriba indicadas es preciso que el
tiempo T de control sea suficientemente grande.

Como el sistema (1) es lineal y reversible en tiempo el control a cero ¥ la
controlabilidad exacta son nociones equivalentes.

Obviamente, si el sistema es exactamente controlable también lo es de
forma aproximada. En este dltimo caso, para todo (u®,ul) o0t} €
H}(Q) x L*(Q) y ¢ > 0 existe un control f & L2(Q) tal que la solucién
de (1) satisface

| (u(T), ue(T)) ~ (UU: ul) |1Hg{n}xm(_rz)$ . (2)

Cuando el sistema ¢s aproximadamente controlable pero no lo es exac-
tamente, para algunos datos iniciales y finales || fe |lr2(@y— o© cuando
g+ 0.

La descripcién del espacio de los datos controlables cuando el sistema
es aproximada pero no exactamente controlable es un problema intere-
sante y dificil. En [Lel] se pueden encontrar algunos resultados generales
obtenidos mediante una versién cuantitativa del Teorema de Cauchy-
Kowaleski. En [Mi] y [Al] pueden encontrarse algunos resultados parciales
correspondientes al caso de la geometria cilindrica que permite utilizar
desarrollos en series de Fourler.
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(¢) Hemos formulado el problema de control en H}{2) x L*(2) con controles
en L*(Q)). Se pueden formular problemas semejantes en otros espacios
funcionales distintos.

(f) La nocién de control a cero es especialmente relevante pues (0,0) es un
estado de equilibrio del sistema (1). De forma maés precisa, si la solucidn
de (1) alcanza el estado (0,0) en tiempo ¢ = T y no se controla el sistema
parat > T, la solucién permanece en este estado indefinidamente. |

Gran parte de la literatura sobre el control de la ecuacién de ondas versa
sobre el problema del control frontera en el que (1) se sustituye por

tyy — Auw =10 en @
U= en X
u(z,0) = u’(z),u(z,0) = ul(z) en Q.

En este caso el control v actda en el sistema a través de la condicién de
contorno de Dirichlet.

Los problemas de control que hemos mencionado para el sistema (1) se de-
nominan problemas de controlabilidad interna, en contraposicion al control
frontera.

En este articulo consideraremos finicamente los problemas de control interno
para evitar las dificultades derivaclas de la existencia de soluciones para sistemas
con condiciones de contorno no homogéneas.

2.2 Control Aproximado

Es ficil comprobar que la controlabilidad aproximada es equivalente a una
propiedad de continuacién tnica para el sistema adjunto

o — D =0 en @
=0 _ en L (3)
o(x,T) = ¢%z),0(z, T) = ¢'(z) en Q.

En efecto, el sistema (1} es aproximadamente controlable si y sélo si se cumple
lo siguiente:
e=0enwx (0,T)= (¢ ¢') = (0,0) (4)

Utilizando el Teorema de Unicidad de Holmgren es facil comprobar que (4)
se cumple si T es suficientemente grande. De forma mds precisa, (4) se verifica
s

T > 260 w) (5)
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con
§(w) = sup §(z; w) (6)
nEN

siendo 8(z;w) el infimo de las longitudes de las curvas que, contenidas en Q.
unen T v w.

La propiedad (4) se cumple como consecuencia del siguiente resultado local
de continuacion tnica para la ecuacién de ondas que se deriva inmediatamente
del Teorema de Holmgren: Si ¢ satisface la ecuacion de ondas y ademds

¢=0en Bs x (0,T)

entonces
g =0en U {Bssr X (T~ 1)},
0<r<T /2

donde Bs denota la bola de radio & y centro el origen de R".

Cuando € tiene una geometria compleja el tiempo minimo de unicicdad (5)
puede ser muy grande pero la estimacién (5) es éptima (véase [C]).

Existen al menos dos pruebas distintas de que (4) implica la controlabilidad
aproximada:

(a) La aplicacién del Teorema de Hahn-Banach;
(b) El método variacional desarrollado en [L3].

En este articulo presentamos la segunda que puede ser facilmente adaptada a
otras situaciones.

En primer lugar observamos que, como el sistema (1) es lineal, basta con-
siderar el caso u = u' = 0. Entonces, dado (v0.v') € H{(Q) x L*(Q) y £ >0
buscamos f € L2(Q) tal que la solucion de (1) satisfaga (2).

Por ello introducimos el siguiente funcional J, : L2H(Q) x H~1(Q) — R:

1 T .
Te (0% 9") = 5 /0 L grdudt + €| (°- ")l paaym-re
- R N R N

donde < -, - > denota la dualidad entre L*(Q2) x H™*{§2) y su dual LA(Q)yx H ().
El funcional Jz es continuo y convexo en el espacio de Hilbert L?() x
H~='(2). Por otra parte, cuando la propiedad de continuacién tnica (4) se
cumple es facil comprobar que también es coercivo. De modo mds preciso, se

tiene o

Je (¢, ¢%)
in ]

e Ml 2gay =10y ™% T et) Np2qeyxa-1i

2 €. (8)
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En [FPZ1] pueden encontrarse los detalles de la demostracion en el contexto
de la ecuacién del calor.

Estas propiedades garantizan que Je tienen un Unico minimizador que de-
notamos mediante (179‘0 . fp‘I) :

(73" € Q) x H(@), J: (8. 7) = Te (% 01).
(©)

min
(e YELA(Q)x H ()

Entonces si @ es la solucién de (3) con dato (@0, @1) se tiene

_/;_fﬂw’p‘d:rdtv<(@0,$1)’(U;’_UU])

para todo (¢° ¢t) € L3(2) x H~H).
Por otra parte, si tomamos f = @ en (1), multiplicando en (3) por u, inte-

grando por partes v teniendo en cuenta que u? =yl =0, tenemos

<ell (. ¢") lrzoyxn-1iey  (10)

¥ i .
[ ] Godadi— < (¢*.01)  (uT), ~u(T)) >= 0. (11)
O w
Combinando (10) y (11) se deduce

[< (€% 9"), (@(T) — o' v* —u(T) >| < e lf (¥°.9") a1y (12)
para todo (£°,¢') € L3(2) x H™1(Q) y esto es equivalente a (2).

Observacién 2.2 El control obtenido minimizando Je es el de norma minima
en L? de entre todos los admisibles. El conjunto de controles admisibles es el
siguiente:

Uaa = {f € L2Q) Il (WT) =0, w(T) = v") Imyeyx 2@ S € -

La minimizacién de Jg se introdujo en {L3] como problema dual en el sentido
de Fenchel y Rockafellar del de hallar el control de norma minima en U,y. #H

El resultado de continuacién tnica (4) nos permite probar un resultado de
controlabilidad mdés fuerte. En efecto, ademds de (2), se puede garantizar que la
solucidn verifique de forma exacta un nimero finito de restricciones. En efecto,
se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.1 Sea w un abierto no vacio de Q. Supongamos que T > 26(8%;w).
Sea E un subespacio de dimension finita de H} () x L*(Q) y denotemos medi-
ante wp la correspondiente proyeccion ortogonal.

Bntonces, para cada (v, u'), (v°,01) € HY(Q) x L¥(Q) ye > 0 eziste f €
L2(Q) tal que la solucién de (1) satisface
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1) =2 w(T) = ") |y ey S & 7 (D) wlT)) = e (")
(13)
Este resultado puede probarse de dos formas distintas:

(a) Mediante una pequeiia variacion del funcional Jz a minimizar (en la
seccién 3 damos los detalles en el caso de la ecuacién del calor).

(b) Como consecuencia directa de la controlabilidad aproximada y del resul-
tado siguiente de Andlisis Funcional (véase [LiZ1] para una demostracién
del mismo):

Teorema 2.2 Sean V y H dos espacios de Hilbert y L : V — H un operador
lineal acotado con rango denso. Sea E un espacio de dimensidn finita de H y
wg la proyeccion ortogonal correspondiente.

Entonces, dado eq € E, cuando v varia en el conjunto de elementos tales
que mpLv = e, Lv describe un conjunto denso en eq + EL

Los resultados anteriores también se verifican para ecuaciones de ondas con
coeficientes analiticos. En efecto, nuevamente, el problema de control puede
reducirse a una cuestién de continuacién tnica y esta dltima puede probarse
“mediante el Teorema de Holmgren.

Sin embargo, el problema no esté totalmente resuelto en el marco de ecua-
ciones de ondas con potenciales acotados a € L*(Q) de la forma

g — Du+ alz, thu = fl, en Q.

Una vez més el problema se puede reducir a probar la propiedad de contin-
uacién tnica (4) para el sistema adjunto:

i — Ay +afz, t)p =0 en @
=0 en X
o(z, T) = ¢%(2), po(2, T) = ¢'(z) en .

A este respecto se conoce lo siguiente:

(a) Cuandoa = a(z), D. Tataru (T2] probd un resultado profundo que muestra
que (4) se verifica con la misma estimacién sobre el tiempo de unicidad
(T > 28(SY;w)) para potenciales acotados e independientes del tiempo. La
demostracién de Tataru es de naturaleza local y usa las desigualdades de
Carleman de modo esencial.

10
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(b} Cuando a = a(t), (4) se cumple para todo T > 26(Q;w). En [H] se da
una prueba simple utilizando el desarrollo de las soluciones en armdnicos
esféricos. Esto reduce el problema a una familia uniparamétrica de proble-
mas unidimensionales en las variables radio y tiempeo. En una dimensién
espacial la continuacién dnica es facil de probar. Para ello basta inver-
tir el papel de las variables v considerar la ecuacién de ondas como una
ecuacién de evolucién en la variable radial, mientras que t juega el papel
de la variable espacial. En [Z5] se dan otras aplicaciones de este tipo de
argumentos.

(¢} Cuando a = a{z,t), se sabe que la propiedad de continuacién tnica no se
cumple en la clase de coeficientes C°. En efecto, en este caso no se tiene
unicidad local (véase S, Alinhac y M. S. Baouendi[AB]).

(d) Cuando w es un entorno de la frontera 95, la continuacién tnica se cumple
para todo potencial acotado a = a(t,z). En [Ru] se prueba este resultado
mediante desigualdades de Carleman de naturaleza no local.

2.3 Controlabilidad exacta

Como hemos dicho anteriormente, como la ecuacién de ondas es lineal y re-
versible con respecto al tiempo, la controlabilidad exacta y la controlabilidad
a cero son nociones equivalentes. Por tanto, a lo largo de esta seccidn y sin
perdicla de generalidad supondremos que v° = v! = 0.

Sien lugar del funcional Jg de la seccién 2.2 consideramos

- w LIEE
Je (9% 01) = 3 /a /Wdﬁidt +e L (€% ") 2y (14)

+{(¢(0),:(0)) , (u*, ~u°))

es facil comprobar que la propiedad de continuacién dnica (4) permite probar
que Je satisface (8). El minimo de Je proporciona un control tal que la solucién
de (1) satisface

C(T), we( T g w22y S & (15)

El problema de la controlabilidad exacta consiste en analizar si podemos
tomar € = 0 en (15) o, més concretamente, si el control fe permanece acotado
en L%(Q) cuando & — 0.

La propiedad de continuacién tnica (4) no permite responder a esta cuestién.
Para garantizar que los controles fe permanecen acotados hemos de probar

11
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que los minimizadores de Je estén uniformemente acotados. Para probar la
acotacion de los minimizadores para todo (u®,u') en H L(€) x L(§2) necesitamos
la desigualdad de observabilidad

T
1((0), (O 22— 1o S C /0 [ sz (16)

para toda solucién de (3).
Esta desigualdad permite estimar de forma continua la energia total de la
solucién en funcién de la energla concentrada en la regién de control w x (0,T).
Como la energia de 1[([,-9(t),npt{t))ﬁi,(mxﬂ,;(m de las soluciones de (3) se
conserva a lo largo del tiempo (16) es equivalente a

T o
ll(‘?ua‘r”j)i]i2 ayxr-1 € p*dudt. (17)
@xH- ) =Y fo |

Observacién 2.8 Cuando el sistema a controlar es irreversible en tiempo,
también lo es el sistema adjunto correspondiente, En esos casos la desigual-
dad correspondiente a (16) ¢s de naturaleza distinta a la correspondiente a (17).
Por ejemplo, tal y como veremos en la seccion 3, el analogo a (16) se cumple
para el sistema adjunto a la ecuacion del calor, mientras que la desigualdad
correspondiente a (17) no. "

Cuando se cumple (16) el funcional Je puede ser minimizado directamente
para & = 0, i.e. el funcional

— T
Tty = [ [ Pdate (O, (- 09

af

admite un tnico minimo en L2(Q) x H~1{Q). En efecto, en este caso se prueba lo
signiente: Cuando la desigualdad de observabilidad (16) se cumple, el funcional
J tiene un tinico minimizador (Gn, {a‘l) en L3(€2) x H~(§2) para todo (ul ul) €
HYQ) x L*(Q). El control f = % con @ solucién de (3) con datos (fp{’ (;,;1) es
tal que la solucién de (1) verifica

w(T) = w(T) = 0. (19)
Observacién 2.4 El control obtenido minimizando J es de norma L? minima

en el conjunto de controles admisibles (véase [L1,2] ). n

Veamos ahora lo que se conoce acerca de la desigualdad {(16):

12



Bol. Soc. Esp. Mat. Apl. n°12 (1998) 3-46

(a)

La primera desigualdad del tipo (16) fue probada por L.F. Ho {Ho] medi-
ante técnicas de multiplicadores andlogas a las introducidas por C. Mora-
wetz [M]. En [Ho| se probé que si se consideran subconjuntos de la frontera
de Q de la forma

D% = {x € 0 : (z ~ 2% -n(z) > 0}

para algiin 20 € R" (mediante n(z) denotamos el vector normal exterior
unitario a € en z € 90 y por - el producto escalar en R") v si T > 0 es
suficientemente grande la siguiente desigualdad de observabilidad frontera
se verifica:

I

2
' 2
n dldt (20)

.
H(W(U)"f?a(o))i[i;ig(n)xfﬂ(ﬂ) s C/ /
0 JrEo)

para todo {¢% ') € H§(Q) x L*(Q2).

Esta es la desigualdad de observabilidad que se requiere para resolver el
problema de controlabilidad frontera mencionado en la seccién 2.1.

Mis adelante la desigualdad (20) se probd para todo T > T'(2°) = 2 ||
z-20 |1 (0 en [L1,2]. Se trata del tiempo éptimo de observabilidad que
se puede obtener mediante multiplicadores.

Mediante el método descrito en el volumen 1 de [L2] se puede probar que
(20} implica (16) cuando w es un entorno de I'{z%) en Q. i.e. si w = QNO,
donde © es un entorno de I'(2%) en R™ con T > T'(29).

C. Bardos, G. Lebeau, y J. Rauch, [BLR] probaron que en la clase de
dominios C*°, la desigualdad de observabilidad (16) se cumple si ¥ sélo si
{w,T) satisfacen la siguiente condicidn de control geométrico en & Cada
rayo de la dptica geométrica que se propaga en £ y se refleja en su frontera
alcanza w en un tiempo menor que 7.

Este resultado se probd mediante téenicas de Analisis microlocal v tiene
las siguientes ventajas frente a los probados mediante técnicas de multi-
plicadores:

Caracteriza el conjunto de todas las regiones w y tiempos T para los
que se tiene controlabilidad exacta. A este respecto cabe sefialar que
los subconjuntos de la frontera T'(z%) que se obtienen mediante técnicas
de multiplicadores son siempre subconjuntos grandes de 9. Por ejemplo,

cuando Q es una bola de R™, T'(2%) es un subconjunto conexo de la frontera

13
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(c)

que contiene siempre més que la mitad de la frontera. Por otra parte,
la estimacién T(2%) que se obtiene para el tiempo de control mediante
multiplicadores no es optima en general.

Los métodos de [BLR] se aplican en una amplia clase de ecuaciones de
ondas con coeficientes variables regulares e independientes del tiempo.
Sin embargo, el método de multiplicadores exige condiciones estructurales
sobre los coeficientes para proporcionar desigualdades de observabilidad
(véase [MM]).

Algunas de las ventajas que el método de multiplicadores presenta son las
siguientes:

Se puede aplicar cuando el dominio es de clase C? o incluso cuando tiene
singularidades (véase por ejemplo P. Grisvard [Gr]). Sin embargo, el
método microlocal ha sido considerablemente simplificado por N. Burq
[Bu] usando las medidas de defecto microlocales introducidas por P. Ger-
ard [Ge| en el contexto de la homogeneizacion de ondas en las ecuaciones
cinéticas. En [Bu] se probé que la condicién geométrica es suficiente para
garantizar la controlabilidad exacta en dominios de clase C*? y coeficientes
de clase C2.

La técnica de multiplicadores puede aplicarse a otros sistemas y ecua-
ciones para obtener resultados suboptimales: ecuaciones de placas y de
Schrédinger, ecuaciones de KdV, sistema de Maxwell y de la elasticidad,
ete. (Véanse las monograffas de J.-L. Lions [L1,2] y de V. Komornik K]
para una introduccién a estas téenicas).

Conviene también mencionar los trabajos de D. Tataru [T1]. En ellos,
usando las desigualdades de Carleman, se prueban desigualdades de ob-
servabilidad para ecuaciones mas generales que las que se pueden abordar
mediante técnicas microlocales (puesto que se necesita menos regularidad
de los coeficientes v del dominio) y para una clase de conjuntos de control
mas amplia que la que se obtiene por multiplicadores.

Una cuestién importante y que interviene en particular cuando se estudian
problemas semilineales es la dependencia de las constantes de observabil-
idad con respecto a los coeficientes de la ecuacion.

14
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Consideremos en primer lugar la ecuacién adjunta

1 — A+ alz, B)p = 0 en Q
@=0 en I (21)
o(@.t) = 0a), pie T) =gl (x) e Q

con un potencial acotado a € L™(Q).

Supongamos que el subconjunto w y el tiempo T > 0 son tales que se tiene
la desigualdad de observabilidad, i.e. tales que existe C = C(a) de modo
que

T
10 e O puir-sior <€) [ [ pPamde 22
para toda solucién de (21).

Esto ocurre por ejemplo cuando w es un entorno de la frontera 98 y
T > diam(Q\w} (véase {Z4]). Sin embargo, la prueba de (22) utiliza
argumentos de compacidad para absorber términos de orden inferior. Esto
hace que no se obtengan cotas explicitas. En una dimensidn espacial en
[Z5] se prueba que {22) se verifica con

Cla) = O (exp (c la |13x§2)) cuando | a floo— 0. (23)

Esta estimacién es dptima y es razonable esperar que se verifique también
en varias dimensiones espaciales. n

Hemos descrito el método HUM vy algunas técnicas que permiten probar
desigualdades de observabilidad. Sin embargo existen otros métodos que per-
miten abordar problemas de controlabilidad: Problemas de momentos, series
de Fourier no armoénicas, soluciones fundamentales, etc. No los presentaremos
aqui. El lector interesado puede consultar el articulo recapitulativo de D. L.
Russell [R1].

2.4 La ecuacién de ondas semilineal

Consideramos la equacién de ondas semilineal

gy — Au + hlu) = fl, en
u=0 en X (24)
u(z,0) = u(2), w(z,0) =u! en

donde fi : R — R es localmente Lipschitz v

1 11(81) - ;1(52} |S C (1+ J 3y [p-—-l + | 89 |p-—1) | 81 = 8o I, sy, 8 € MR (25)
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con

l<p& n28i1123;_1<p<oosin—-—~1,2. (26)

n —
Bajo las hipétesis (25)-(26) el sistema (24) estd localmente bien puesto:
Existe 6 > 0 tal que para cada (u®,u?) € Hg(Q) x L2(Q), f € L¥(Q) tal que

W e gy T 1HF lz@s 6 (27)

¢l sistema (24) admite una Gnica solucion u € C([0, T}; HY))NCY([0,T): LX)
Si la no-linealidad h satisface ademés una condicion de “huen signo”, por

ejemplo,
H(s)>~C|s 12 cuando | s |— oo, (28)

para algin C > 0 con H(s) = fos h(z)dz, entonces el sistema (24) esta glo-
balmente bien puesto y admite una dnica solucién u en la clase anterior para
cualguier dato inicial (u“, u!) y segundo miembro f.

El problema de la controlabilidad aproximada y del control frontera puede
ser formulado como en el contexto de la ecuacion de ondas lineal. A este res-
pecto cabe mencionar que, en el contexto no-lineal, la equivalencia entre la
controlabilidad exacta y la controlabilidad a cero no se verifica.

Con respecto a la controlabilidad exacta se sabe lo siguiente: Si w es un
entorno de la frontera T', T > diam({Q\w) y h es globalmente Lipschitz, entonces
el sistema (24) es exactamente controlable.

Este resultado puede probarse de dos formas: Un argumento de punto fijo
hasado en el Teorema de Schauder (véase [Z4]) y una versién global del Teorema
de la Funcién Inversa (véase [LT1]).

Se conoce muy poco acerca de la controlabilidad exacta de (24) cuando h
crece superlinealmente en el infinito. Lo siguiente fue demostrado en [Z6}:

Teorema 2.3 Supongamos quen =1y Q= (0,1). Seaw = (a,b) un subinter-
valo de Q0. Supongamos asimismo que T > 2 max(a,l — b) y que

| Afs) |

im — e 2
lolso | 8 | 1og? | | )

Entonces, el sistema (24) es ezactamente controlable.

Observacién 2.5

(a) El tiempo de control T > 2max(a, ! ~ b} es optimo.
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(b)

(¢)

(d)

()

La condicién (29) sobre el crecimiento de la no-linealidad A puede parecer
muy restrictiva. Sin embargo es 6ptima. En efecto, si h(s) = —slogh(1+ |
5]) con p > 2, las soluciones de (24) pueden explotar y entonces, a causa
de la velocidad finita de propagacién, el sistema (24) no es exactamente
controlable salvo en el caso trivial w = Q (véase [Z6]).

La controlabilidad exacta en el caso en que la no-linealidad presenta un
crecimiento critico

| h(s) |~ C | sllog” s as |s]= 00
con C > 0 grande es un problema abierto.

La prueba de este resultado se realiza mediante el método de punto fijo
desarrollado en [Z4] y la desigualdad de observabilidad (22) con la cota
explicita (23) juega un papel fundamental.

El método de demostracién del Teorema 2.3 puede aplicarse también en
varias cimensiones espaciales. Sin embargo no se sabe si la desigualdad
de observabilidad (22} se verifica con constantes explicitas del orden de
exp (C |} a [|*/?) en varias dimensiones por lo que no se puede concluir la
controlabilidad exacta en la clase de no-linealidades (29).

La prueba del Teorema 2.3 no permite tener en cuenta si la no-linealidad
h tiene el “buen signo” (véase (28)) o no. n

Cuando la no-linealidad no verifica las condiciones de los resultados anterio-
res, combinando la controlabilidad exacta del sistema linealizado y el Teorema
de la Funcidn Inversa se puede probar un resultado local:

Teorema 2.4 Sean Q,w y T tales que la controlabilided ezacta del sistema
lineal (1) se verifica. Supongamos que h es de cluse C*, que h{0) = 0 y que se
verifican las condiciones de crecimiento (25)-(26). Entonces, existe 6 > 0 tal
que para cualesquiera (u®,w'), (v°,v) € HY(Q) x L*(Q) con

“(uo?ul) “Hg,(mxmm) + 1'(”O:UI)IIH;(Q)xL=(Q) <6 (30)

existe un control f € L*(Q) tal que la solucion de (24) satisface

uw(z, T) = v%z), w(z,T) = v'(z) en Q. (31)
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Observacién 2.6 Obsérvese que el tiempo de control de los datos pequelios que
satisfacen (30) es el de la ecuacién de ondas lineal. Esto es debido a que, como
hemos mencionado anteriormente, el resultado se prueba mediante el Teorema
de la Funcién Inversa linealizando en torno al equilibrio u = 0. |

Cuando la no-linealidad no satisface una condicién de “buen signo” como
(28) el resultado es 6ptimo. En efecto; en la clase de no-linealidades que crecen
de forma superlineal en el infinito las soluciones pueden explotar y esto impide
la controlabilidad exacta a causa de la velocidad finita de propagacién. Sin em-
bargo, cuando la no-linealidad satisface una condicién del tipo (28) el resultado
de controlabilidad local puede ser combinado con resultacos de estabilizacidn.

Consideremos por ejemplo el caso modelo de una no-linealidad homogénea:

uy — Aud ju P lu=fl, en Q
u=10 en X (32)
u(z, 0) = u’(z), ue(x, 0) = ul{z) en

conl<p<nf(n—2)cuandon =23yl <p<0 cuando n = 1,2.
Se tiene lo siguiente:

Teorema 2.5 Sea w un entorno de 9§ en Q. Entonces, sip yerifica las condi-
ciones anteriores, para cada (u°,ut), (v°,v') € HE(S2) x L2(Q), si tomamos T
suficienternente grande del orden de

T=0 (log (i[(u{J’ui)I‘Hé{SEJxL?(Q) + (gﬂ,vl)ﬁ%m)xm(m)) 12)

para datos grandes, existe f € L*(Q) tal que la solucidn de (32) wverifica
w(z, T} = (z), wiz.T) = v'(z) en €. (34)

La controlabilidad exacta de (32) en un tiempo uniforme es un problema
abierto.
La demostracién del Teorema 2.5 combina el resultado local del Teorema 2.4
y el que las soluciones del siguiente sistema, localmente disipado en w, decaen
uniformemente cuando £ — oo:
wge — Aut |u P tu+lu =0 en 0x R*
u =10 en I'x R (35)
w(z,0) = u¥(z), u(z,0) =ul(z) en S

La energia de (35) viene dada por

Et) = %/n [ we(z,t) 1> +| Vu{z.t) !2] dz + 5% fﬁ | u(z,t) P de. (36)
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Se tiene
Zo=-[lu@nPa<o 7)

Por tanto, la energfa de las soluciones decrece cuando el tiempo crece. Se ' tiene
en particular:

Teorema 2.6 Cuando w es un entorno de la frontera y 1 < p,(n—2)p < n
ezisten C,cx > 0 tales que

E(t) € Ce®LB(0), ¥t > 0, (38)

para todae solucidn de (35).

Es facil comprobar que el Teorema 2.5 es consecuencia de los Teoremas 2.4
y 2.6.

El resultado de estabilizacién del Teorema 2.6 fue probado en [Z1] medi-
ante téenicas de multiplicadores. Como mencionamos anteriormente se trata
de técnicas habituales en el estudio de problemas de control pero también en
la teorfa de la estabilizabilidad (véanse [K] y [La] para una introduccién a este
tema).

La propiedad de decaimiento (38) es la misma que se cumple para la ecuacién
de ondas lineal con disipacién. En particular, las constantes C' y « de (38)
no dependen de los datos iniciales. La obtencién de (38) requiere condiciones
estructurales sobre la no-linealidad que se verifican para pequefias variantes de
la no-linealidad homogénea de (35). Se pueden obtener resultados para no-
linealidades mucho més generales si se relaja la condicién de decaimiento (38)
a la siguiente: Para todo R > 0 existen C(R) y a(R) tales que (38) se verifica
para todo dato inicial de energia E(0) < R.

Este dltimo tipo de resultados se puede obtener con facilidad a partir del
decaimiento uniforme de las soluciones del sistema linealizado y de argumentos
de compacidad. Sin embargo, en este contexto no se excluye que la tasa de
decaimiento tienda a cero cuando E(0) — oo y por lo tanto no se pueden
obtener estimaciones explicitas del tipo (33) sobre el tiempo de control.

Técnicas semejantes puecden ser utilizadas para el estudio de los atractores
en ecuaciones de ondas con disipacién localizada ([FZJ]).

19



Bol. Soc. Esp. Mat. Apl. n°12 (1998) 3-46

3 La ecuacién del calor
3.1 Formulacién del problema

Con las mismas notaciones de la seccidn anterior consideramos la ecuacion del

calor lineal:
w, — Au = fl, en Q
u =0 en X (39)
{ u(z,0) =u’(z) en (L
Suponemos que u’ € L%Q) y que f € L*(Q) de modo que (39) admite una
Gnica solucién u € C ([0, T} L¥H()) N L? (0,T; H3 ().
Sea R(T;%) = {u(T): f € L*(Q)}. Los problemas de controlabilidad pue-
den formularse de la siguiente manera:

(a) El sistema (39) se dice aproximadamente controlable si R(T;u’) es denso
en [2(92) para todo u® € L*(Q).

(b) Bl sistema (39) es exactamente controlable si R(T;u%) = L2(Q)) para todo
u® € L2(S).

(c) Elsistema (39) es controlable a cero si 0 € R(T;u®) para todo u? e LAH(Q).

Observacion 3.1

(a) Como veremos en la siguiente seccién, se tiene controlabilidad aproximaca
para todo abierto no vacio w y T>0.

(b) Es fécil comprobar que la controlabilidad exacta no se verifica salvo posi-
blemente en el caso w = (1. En efecto, a causa del efecto regularizante
de la ecuacién del calor (39), las soluciones son regulares en Q\& para
+ = T. Por tanto R(T;u’) esté estrictamente contenido en L*(§2) para
todo u® € LHQ).

(c) La controlabilidad a cero implica que todo el rango del semigrupo generado
por la ecuacién del calor es también alcanzable. De modo més preciso.
denotemos mediante S(t) el semigrupo generado por (39) sin control, L.e.
f = 0. Entonces, si se tiene la controlabilidad a cero, se tiene que para
todo u® € L) y v* € S(T) [LQ(Q)] existe un control f € L*(Q) tal que
la solucién de (39) satisface u(T') = v°. En otras palabras, S(T) [L2()] €
R (T;u®) para todo w0 e L*(9).

Para comprobarlo, dados u® € L*(€) ¥ W € S(T) [L*(S)] observamos
que existe w® € L2(Q) tal que v® = S(T)w". Definimos w = ST, la
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solucién de (39) con f = 0 y dato inicial w®. Entonces, la solucién de (39)
puede descomponerse en u = w + v con

m—-Av=fl, en @
v=0 en X (40)
v(0)=ul—w® en Q.

Como el sistema (39) es controlable a cero existe f € L2(Q) tal que la
solucién v de {40) satisface v(T") = 0 lo cual equivale u(T) = w(T) = 0.

El conjunto S(T") [L*(Q2)] es denso en L*(£2) y por tanto la controlabili-
dad a cero implica la controlabilidad aproximada. Observemos sin em-
bargo que los estados alcanzables que obtenemos por este argumento son
regulares a causa del efecto regularizante de la ecuacién del calor. |

3.2 Controlabilidad aproximada

Bl sistema (39) es aproximadamente controlable para cualquier abierto no vacio
wde &y T > 0. Para comprobarlo basta aplicar el Teorema de Hahn-Banach
o utilizar el método variacional desarrollado en la seccidn 2.2. En ambos casos
la controlabilidad aproximada se reduce a la continuacién tnica del sistema
adjunto

- —Ag=0 en @

w =0 en X (41}

ez, T)=¢%z) en Q.

De forma mas precisa, la controlabilidad aproximada se verifica si se satisface
la siguiente propiedad de continuacion tnica: Si ¢ satisface (41) y ¢ = 0 en
w % (0,T), entonces p =0, s.e. ¢° =0.

Esta propiedad de continuacién {inica se cumple, por el Teorema de Holm-
gren, para todo abierto no vacio w de Q y 7' > 0.

Mediante el método variacional de la seccion 2.2 el control puede construirse
de la siguiente forma. En primer lugar, observamos que basta considerar el caso
u® = 0. Entonces, para cada v0 € L2(Q), € > 0 y subespacio de dimensién finita
E de L*(f) introducimos el funcional

1 s :
1(6) = 5]; fg;?dmt el = 78) oy M/Q(,o%oda; (42)

donde 7 denota la proyeccién ortogonal de L*(2) en E.
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El funcional Je es continuo y convexo en L?(Q). Por otra parte, en vista de
la propiedad de continuacién tnica anterior se puede probar que (véase [Z6])

J Q
lim __;L‘p_)w_ > e, (43)
Ol 2em—oo Il % 2o
Por tanto, Je admite un finico minimizador L,'ED en L2(Q). El control f = @,
siendo @ la solucién de (41) con dato inicial $° es tal que la solucién u de (39)
con u = 0 satisface

I u(T) ~u® < & me (W) = 7(0°). (44)

Una ligera variacién del funcional Jg permite construir controles bang-bang.
En efecto, si en lugar del funcional de (42) consideramos

2
= 1{ (7 :
Te(¢?) = 3 (/0 f el dﬂft) +e |l (I -mp)e® e "]Q'UOSOGCIE (45)

se siguen manteniendo las propiedades de continuidad, convexidad y coercitivi-
dad (43). El control

)
f= [ [171 6@ (46).

siendo & la solucién de (41) con dato #°, el minimo de Je, es tal que la solucién
u de (39) con dato inicial nulo satisface (46). En (46) sgn denota la funcion
multivoca tal que sgn(s) = 1si s > 0, sisng(s) = ~1sis < 0ysgn(0) = [-1,1].

Gracias al efecto regularizante de la ecuacién del calor el conjunto de ceros de
las soluciones no triviales de (41) es de medida (n+1)—dimensional de Lebesgue
nula. Por tanto, el control f de (46) es de tipo bang-bang, i.e. f = %A en casi
todo punto de w x (0,T) con A = fUT [, 1 & | dzdt. Por tanto (46) define un
control de forma vinica. Si no supusiesemos que ¢l conjunto de ceros de @ es de
medida nula se obtendria la existencia de un control f € fg J, | @1 dzdt sen(@).
En este caso f seria de forma “cuasi bang-bang” puesto que en el conjunto @ =0
sélo se podria garantizar que f € [, A].

Hemos probado el siguiente resultado:
Teorema 3.1 Sea w un abierto no vacio de  y T > 0. Entonces, pare todo

w20 € L2(Q), € > 0 y E subespacio de dimensidn finita de L2(Q), eziste un
control bang-bang f € L®(Q) tal que la solucidn de (39) satisface (44).

Observacién 3.2 El control (46) obtenido minimizando jg es el de norma
minima en L®(Q) de entre los controles admisibles (véase [FPZ2] para la de-
mostracién en el caso E = {0}).
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3.3 Control a cero

El control a cero de (39) es equivalente a la siguiente desigualdad de observabi-
lidad para el sistema adjunto (41):

T

1 (0) 22(qy< C ]D j @Pdudt, V" € L(Q) (47)

| Gracias al efecto regularizante de la ecuacién del calor, lanormaala izquierda
i (47) es sumamente débil. Sin embargo, a causa de la irreversibilidad del sistema
| (47) no es fcil de probar. En particular, los métodos de multiplicadores des-
critos en el marco de la ecuacién de ondas no proporcionan (47).
En [R1] se probé la controlabilidad a cero de la ecuacién del calor en una
dimensién espacial mediante problemas de momentos y utilizando resuitados
clésicos sobre la independencia de familias de exponenciales reales en L*(0,T).
Més tarde, en [R2] se obtuvo un profundo resultado que garantiza que si
la ecuacién de ondas es exactamente controlable para un cierto tiempo T con
controles con soporte en w, entonces la ecuacion del calor es controlable a cero
para todo 7' > 0 con controles de soporte en w. Como consecuencia de esto
v en vista de los resultados de controlabilidad de la seccidn 2.3 se deduce que
la ecuacién del calor es controlable a cero para tode 7" > 0 con controles con
soporte en cualquier conjunto w que verifique la condicién de control geométrico.
Sin embargo, la condicién de control geométrico no es natural en el contexto
de la ecuacidn del calor.
Més recientemente G. Lebeau y L. Robbiano {LeR] han probado que la
ecuacién del calor es controlable a cero para cualquier abierto no vacio w de
Q y T > 0. Este resultado muestra, como era previsible, que la condicién de
control geométrico es innecesaria en el marco de la ecuacién del calor.
: En [LeZl] se estudié el sistema de la termoelasticidad y se dié una prueba
mds simple del resultado de [LeR]. El ingrediente més importante de esta prueba

es una desigualdad de observabilidad para las autofunciones del Laplaciano:

~Atp; = Ap;  in Q
{@j,-jnjo . on daQ. (8)

Recordemos que los autovalores A; constituyen una sucesion creciente de nlmeros
positivos tal que A; — oo cuando j — oo ¥ que las autofunciones {¢;} pueden
ser elegidas de modo que completen una base ortonormal de L*(Q).

Se tiene el siguiente resultado:
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Teorema 3.2 Para cualquier subconjunto abierto no vacio w de (1 existen con-
stantes positivas Cy y Ca tales que
2

f > aj;()| dr = Cie~GVE 3~ oy P (49)

AjSp AjEp
para todo {a;} € £% y > 0.

Este resultado fue implicitamente utilizado en {LeR] y probado en [LeZ1]
mediante desigualdades de Carleman.

Como consecuencia en (49) se deduce que la desigualdad de observabi-
lidad (47) se cumple para las soluciones de (41) con dato inicial en E, =
span {95}, ¢, con una constante del orden de exp (Cy/h). Esto muestra que
la. proyeccién de la solucién sobre E, puede controlarse mediante controles de
talla exp (C\/fi). Sin embargo, tal y como se observé en [LeR], las soluciones
de (39) sin control (f = 0) y tales que la proyeccion del dato inicial sobre E, se
anula, decaen en L?() con una tasa del orden de exp(—ut).

Por tanto, si dividimos el intervalo [0,T) en dos subintervalos [0,7/2] y
(T/2,T), podemos controlar a cero las frecuencias A; < g en el intervalo y
después permitir que la ecuacién evolucione sin control en el intervalo [T/2,71).
De este modo, en tiempo ¢ = 7" la proyeccién de la solucidn u sobre E,, se anula
y la norma de las altas frecuencias no excede la norma del dato inicial.

Este argumento permite controlar a cero la proyeccién sobre cualquier sub-
espacio E, pero no toda la solucién. Esto dltimo exige un argumento itera-
tivo adicional. Descomponemos el intervalo [0,T) en subintervalos disjuntos
[T, Ty4+1) pata j € N con una eleccién adecuada de la sucesién {73}, En cada
intervalo [T}, Tj41] controlamos a cero las frecuencias A; < 27. Haclendo tender
7 — oo obtenemos un control f € L%(Q) tal que la solucién de (39) satisface
uw(T) = 0.

Observacién 3.3

{a) Obsérvese que la controlabilidad a cero no ha sido probada como conse-
cuencia de la desigualdad de observabilidad (47). En realidad, se concluye
que (47) se verifica como consecuencia de la propiedad de controlabilidad
a cero.

(b) Una vez que sabemos que (47) se cumple podemos obtener el control de
norma en L2(Q) minima. Para ello basta minimizar el funcional

4 T
J(®) = %/0 /(pzdwdt-!-fnrp{ﬂ)uod:t;, (50)
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(c)

en el espacio de Hilbert H = {¢° : ¢ € L*(w x (0,T))}. Nétese que .J es
continua y convexa en H. La coercividad es consecuencia de {47). Esto
garantiza que el minimo se alcanza.

A partir de (47) y gracias al efecto regularizante de la ecuacién del calor
se deduce que para todo k € IV y § > 0 existe Cy, > 0 tal que

T8
| (0) iﬁ-fi'(ﬁ)s C;\-_/(; f (,szfﬂ’:dt. (51)

Esto permite probar que la controlabilidad a cero se puede realizar me-
diante controles C*.

() Como consecuencia de la controlabilidad interna a cero de la ecuacién del

calor podemos deducir facilmente la controlabilidad a cero frontera con
controles en un subconjunto arbitrariamente pequeiio de la frontera. En
efecto, sea 'y un abierto no vacio de 99). Podemos extender £ a otro
dominio mas grande € tal que © = QU T, Uw siendo w abierto no vacio
de R™\$ tal que dwndN C Ty. Dado u® € L) lo extendemos por cero
a § y denotamos la extensién por 4¢. Entonces, podemos controlar el
dato inicial #° para la ecuacién del calor en el cilindro @ = § x (0,T) con
control f de soporte en w x (0,T). La restriccién de la solucién controlada
a @ = Q x (0,7} satisface

ty — Ay =0 en @

u=10 en Xy = (T\[g) x(0,T7)

°=1 en Yy =TIy x(0,7) (52)
u(z,0) =u’(z) en Q

w(z, T) =0 en £

con control v, la restriccién de la solucién 4 a £y = Iy x (0,7). Como
consecuencia cle la controlabilidad frontera a cero deducimos que se verifica
la siguiente propiedad de observabilidad frontera:

1(0) 32 y< € f: ./r

Esta desigualdad de observabilidad fue derivada en [LeR] mediante des-
igualdades de Carleman.

2

il . (53)

an

El método de demostracién de la controlabilidad a cero estd basado en la
posibilidad de desarrollar las soluciones en series de Fourier. Por tanto
puede aplicarse a una clase mas general de ecuaciones parabdlicas con
coeficientes independientes del tiempo. También los métodos de [R2] se
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aplican en este contexto y se encuentran con la mismea limitacién; los
coeficientes han de ser independientes del tiempo.

(f) La controlabilidad a cero de la ecuacién del calor con potencial de la forma
ug =~ Au+alz, the = fl, en @
=0 en X {(54)
u(z,0) = ul(z) en 0
ha sido estudiaco por A. Fursikov y O. Yu. Imanuvilov (véase por ejemplo
[CIK], {F], [FI1,2] ¥ [I}). Su método es distinto al que hemos desarrollado
aqui. Como consecuencia de su resultacdo de controlabilidad a cero se
deduce que una desigualdad de la forma (53) se verifica también para las
soluciones del sistema adjunto

—py — Apta(x,tip=0 en @
@=10 en % (55)
o, T) = ¢°(x) en 0

cuando I'y es cualquier abierto no vacio de 9.

Como consecuencia de esto y procediendo como en {L2}, vol. 1, (donde se
prueba que, en general, la observabilidad frontera implica la observabilidad
interna cuando w es un entorno de la frontera) se puede probar {47) se
cumple cuando w es cualquier abierto no vacio de 2.

Por tanto, el sistema (54) es controlable a cero para cualquier a € L*(Q)
v para todo w abierto no vacio de  y T > 0.

(g) Recientemente, E. Ferndndez-Cara [FC|, utilizando técnicas semejantes a
las mencionadas en el apartado anterior ha probado que una desigualdad
del tipo (53) se cumple para las soluciones de (55) con constantes del orden
de exp{(C || @ |loo) cuando |} a |joo— 0. n

3.4 La ecuacién del calor semilineal

Consideremos la siguiente ecuacién del calor semilineal

u — Au+hu) = fl, en @
w=10 en L (56)
u(x,0) = u¥(z) en Q

con h € C'(R; R) tal que

|h(s1) = h(s2) = R'(0) (51 — )l S C (s " +s2P) [ s1—s2 | Vs1,50 € R
(57)
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paraalgin C >0y 1 <p < (n+4)/n.

Bajo las hipdtesis (57) el sistema (56) estd localmente bien puesto para
u’ € L*(Q) y f € L*(Q). De modo mds preciso, existe § > 0 tal que el sistema
(56) tiene una tnica solucién u € C ([0, 7); L*(Q)) para cualquier («2, f) €
L2(2) x L2(Q) tal que |

14 e + Il £ ey s 6. (58)

Por otra parte, cuando & es globalmente Lipschitz, i.e. cuando (57) se cumple
con p = 1 el sistema (56) estd globalmente bien puesto y existe una tnica
solucién para cada u® € L2(Q) y f € L*(Q).

El siguiente resultado fue demostrado en [Z6]:

Teorema 3.3 Supongamos que h es globalmente Lipschtiz. Sea w un abierto no
vacio de Q y T > 0. Entonces, para todo u®,v° € L2(Q),e > 0 y todo subespacio
de dimensién finita E de L*(Q) existe f € L*(Q) tal que la solucién de (56)
satisface (44).

Observacidén 3.4

(a) Este resultado fue demostrado en [FPZ1] en el contexto del control aproxi-
mado, i.e. cuando E = {0}. El método de demostracién es semejante
cuando E # {0}. Tal y como veremos, estd basado en el método varia-
cional descrito en la seccién 3.2 y el método de punto fijo introducido en
[24] para probar la controlabilidad exacta de la ecuacién de ondas semi-
lineal.

(b) El método de demostracién del Teorema 3.3 no se puede aplicar cuando la
no-linealicad crece en el infinito de forma superlineal, i.e. si se cumple (57)
conp > 1. Esto es debido a que el método de demostracién no proporciona
estimaciones del control en funcién de la constante de Lipschitz de la no-
linealidad. n

Idea de la prueba del Teorema 3.3.

Fijemos u®,+" € L?(Q), & > 0 y un subespacio de dimensién finita E de
L3(5)).

Para simplificar la prueba suponemos que u® = 0 si bien esto restringe la
generalidad al ser el sistema no lineal. Suponemos también que A(0) = 0.
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Observamos que la ecuacién del calor (56) puede escribirse como
wy — Au + gluu = flg (59)

“con
g(s) = h(s)/s si s # 0; g(0) = A'(0). (60)

Como h es globalmente Lipschitz, la funcién g es acotada y se tiene

g EE.Lx(R)SH W Hl,ac(}R) . (61)
Dado w € L*(Q) cualquiera consideramos el sistema linealizado

wy — Au+glwyu = fl, en @Q
u=1_0 en I (62)
u(z,0) =0 en .

Obsérvese que g{w) € L®(Q) v que

1 9(w) loe@SH 9 gy Yo € L2(Q). (63)

Buscamos ahora f € L*(Q) tal que la solucién de (62) satisfaga (44). Obvia-
mente, el control f ha de depender de w.
Para construir el control introducimos el funcional

O :
ewul$®) = 5 / / @drdt + ¢ || (I - )" [ L2() — jﬂ oPlde  (64)
0 tw

donde ¢ = @(z,t) es solucién del sistema adjunto

—py = Ap+glwype =0 en @
=0 en % (65)
o(z,T) = " (z) en S

El funcional Jg ., es continuo y convexo en L%(§2). Por otra parte, la propiedad
de continuacién nica también se verifica para las soluciones de (65), i.e. si ¢
resuelve (65) y ¢ = 0 en w x (0,7T), entonces p =0y ©° =0 (véase [SS]). Por
tanto, Je ., es coerciva en L?(§2) y satisface (43). De este modo, se deduce que
Je  pOsee un tinico minimizador @° en L2(Q). El control f = @, siendo & la
solucién de (65) con dato @° es tal que la solucién de (62) satisface (44).

Hemos construido una aplicacién N : L¥(Q) — L*(Q) tal que N(w) = u.
ie. a cada w € L?(Q) le asociamos la solucién u de (62) que satisface (44) con
el control f obtenido minimizando el funcional Je .. Se comprueba ficilmente
que N es continuo vy compacto.
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Por otra parte, se comprueba que, para & > 0 fijado, los funcionales Jg ., son
uniformemente coercitivos para w € L*(Q). Por tanto, los minimizadores @°
estdn uniformemente acotados en L?(f2) para todo w € L*(Q). Esto es debido
a que los potenciales g(w) estdn uniformemente acotados en L°(Q). Por tanto,
los controles f estdn uniformemente acotados en L?(Q) v las soluciones u de
(62) también. Esto muestra que el rango de N estd acotado en L2(Q).

Por tanto, podemos aplicar el Teorema de punto fijo de Schauder a N y
deducir la existencia de un punto fijo u tal que Nu = u. Este punto fijo es
solucién de (56) con u® = 0 y por construccién satisface (44). o
Observacién 3.5 En la prueba del Teorema 3.3 podemos considerar funcionales
Jz de la forma (45). De este modo se deduce que f puede ser construicdo de
la forma (46) con ¢ solucién de (65) para algiin w € L*(Q). Sin embargo, a
nuestro entender se desconoce si la medida de Lebesgue (n + 1)~dimensional de
las soluciones no triviales de (65) es nulo. ]

Tal y como mencionamos anteriormente, la prueba del Teorema 3.3 no se
aplica si p > 1. Sin embargo, podemos aplicar el Teorema de la Funcién Inversa
si la condicién de control (44) se debilita y sustituye por

75 (u(T)) = mp(e0), (66)

Le. si controlamos exclusivamente las proyecciones sobre subespacios de di-
mensién finita. En efecto, en este contexto se puede probar que para cada
abierto no vacio w de £, T > 0 y subespacio de dimensién finita E de L2(f)
existe § > 0 tal que para cada u®,v° € L3(Q) con

4 ey + 11 00 o)< 6 (67)

existe un control f € L*(Q) tal que la solucién de (56) satisface (66).
Cuando la no-linealicad tiene el “buen signo”; por ejemplo, en el caso de la
no-linealidad homogénea
w—Aut+ [uPlu=fl, en Q
u=0 en I (68)
u(z,0) = u%(z) en £

y teniendo en cuenta que las soluciones de (68) sin control (i.e. con f = 0) decaen
exponencialmente en L2() cuando T crece, se deduce que para todo u® € L2(§)
existe T > 0 suficientemente grande de modo que existe f € L2(2 x (0,7)) tal
que la solucién de (68) satisface

7p(u{T)) = 0. (69)
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Teniendo en cuenta que {(p — z)t)"”{”“” es una supersolucién de (68) con
f =0y aplicando el principio del méximo se puede comprobar la existencia de
T > 0 de modo que esto ocurre para todo u® € L?((2) simultdneamente. Sin
embargo este argumento no permite tomar T' > 0 arbitrariamente pequefio.

Observacién 3.6

(a)

(b)

Este método no permite obtener ningiin resultado sobre la controlabilidad
de la proyeccién sobre E+, el complemento ortogonal de E.

A nuestro entender no existen resultados sobre el control de las soluciones
explosivas. En particular, consideremos el conjunto de los pares {u, f}
tales que

ug — Du—ju Pt u= fl, en Qx (0,7)

con p > 1, f € L*Q), que satisfacen la condicién inicial u(0) = u? €
L?(Q) y toman condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas.

Obsérvese que para algunos datos iniciales 1Y, las soluciones de este pro-
blema con f = 0 pueden explotar en tiempo ¢ < 7. Por tanto, la existencia
de pares admisibles {u, f} no siempre es trivial.

Uno de los problemas que pueden considerarse en este contexto es si el
conjunto que recorren las soluciones u en tiempo t = T, ie. {u(T)}, es
denso en L*(02).

Tal y como mencionamos en la seccién 2.4, en el contexto de la ecuacién
de ondas, debido a la velocidad finita de propagacién de las soluciones.
la explosién de las soluciones no puede evitarse salvo en el caso trivial
w = §2. Por tanto, en este caso, para algunos dates iniciales el conjunto de
pares admisibles {u, f} es vacfo. Sin embargo, la posibilidad de evitar la
explosién mediante la eleccién de un control f adecuado no puede excluirse
en el contexto de la ecuacién del calor. Por ejemplo, en el caso de la
ecuacién con no-linealidad exponencial.

Uy — Au = e + fl,

se puede comprobar que si el dato inicial u? es tal que u explota en tiempo
t =T para f = 0, entonces, si f < 0enw x (0,7) y f # 0, la solucién
permanece acotada en  x (0,7). Obviamente, la obtencién de este tipo
de resultados es posible gracias al principio del méximo que no se puede
aplicar en el contexto de la ecuacién de ondas. ]
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Recientemente se han obtenido diversos resultados de control a cero para
ecuaciones parabélicas semilineales. Lin Guo y Littman en [LiL] mediante una
version no lineal del Teorema de Cauchy-Kovalevski han demostrado que, en
una dimensién espacial y cuando el control actita en un extremo de la frontera,
se tiene la controlabilidad a cero de log datos iniciales continuos y acotacdos,
suficientemente pequeiios si la no-linealidad es analitica v pertenece a la clase
de Gevrey 2. Por otra parte, Fursikov e Imanuvilov [FI1] han probado la con-
trolabilidad a cero local de la ecuacién del calor semilineal usando desigualdades
de Carleman. En ambos casos, cuando la no-linealidad tiene el buen signo como
en (68) se puede probar la existencia de T > 0 tal que todo dato inicial sea
controlable a cero.

M4s recientemente, E. Ferndndez Cara [FC| ha probado que la ecuacién del
calor semilineal (56) es controlable a cero en tiempo T > 0 arbitrariamente
pequeio si la no-linealidacdl satisface la condicién de crecimiento

fi{s)|<Cls]log(l+|s]), Vse R (70)

Se trata del andlogo del resultado de controlabilidad exacta para la ecuacién
de ondas del Teorema 2.3. Obsérvese que (70) es una condicién de crecimiento
casl Optima puesto que pueden producirse fendmenos de explosion si (70} no se
cumple. En efecto, cuando hi(s) = —~slogP(] s |) cuando | 8 | — oo con p > 1,
hay soluciones de la ecuacién sin control que explotan en tiempo finito arbitra-
riamente pequefio. El método de demostracién de [FC] combina un argumento
de punto fijo y las estimaciones de observabilidad explicitas mencionadas en el
apartado (g) de la Observacién 3.3.

A este respecto cabe mencionar que se desconoce si la ecuacidén del calor
semilineal bajo la condicién de crecimiento (70) es aproximadamente contro-
lable.

A nuestro entender, el tnico resultado de controlabilidad en un tiempo uni-
forme que se conoce para un sistema no-lineal con no-linealidad superlineal en
el infinito es el de J.-M. Coron [C2] en el contexto de las ecuaciones de Navier-
Stokes en dimensién n = 2. En este trabajo se demuestra que la controlabilidad
aproximada en un tiempo arbitrariamente pequefio como consecuencia de la
controlabilidad de las ecuaciones de Euler (véase [C1]) mediante un argumento
de paso al limite cuando la viscosidad tiende a cero. El método de J.-M. Coron
es totalmente distinto a los métodos de punto fjo que hemos descrito ante-
riormente que consisten en analizar el control del sistema no-lineal como una
perturbacién del correspondiente sistema lineal. Bl punto de vista de Coron es
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diametralmente opuesto pues considera las ecuaciones de Navier-Stokes como
una perturbacién de las de Euler.

En [LZ3] se ha demostrado la controlabilidad exacta de ciertas aproxima-
ciones de Galerkin de las ecuaciones de Navier-Stokes.

4 El sistema de la termoelasticidad

4.1 Formulacién del problema

Sea Q un dominio acotado de R? con frontera I' y sea w un subconjunto abierto
no vacio de .
Consideremos el sistema

Uy — A — A+ p)Vdivu+aVe = fl, en Q
G, — A8+ Bdivu, =0 in @
u=0,0=0 en XL (71)
u(z,0) = u0(x), us(z, 0) = w'(x) en 0
#(x,0) = 8°(x) en

En (71), u = (uy,u2,u3) denota el campo de deformaciones y @ la tempe-
ratura. Las constantes de Lamé X, i v las constantes de acoplamiento a, 8 se
suponen positivas. El control f = (fi, f2, f3) actia en el sistema como una
fuerza de volumen concentrada en w.

Qbsérvese que no hemos introducido ningdn control en la ecuacién del calor
del sistema. Por tanto, pretendemos controlar tanto la deformacién como la
temperatura a través de un tnico control f que acttia en la componente eldstica
del sistema. Obviamente, para que esto sea posible es preciso que las dos com-
ponentes del sistema u y § estén fuertemente acopladas.

El sistema (71) combina el cardcter hiperbélico del sistema de Lamé y el
cardcter parabdlico de la ecuacion del calor.

El sistema (71) estd bien puesto para (u® u',0%) € H = (H&(Q))S X
(Lz(ﬂ})3 x L2(Q) vy f € (Lz(C.)))3 y admite una tnica solucién en la clase
(u,u,0) € C({0, T} H).

Los diferentes problemas de control introducidos en las secciones anteriores
pueden plantearse también para este sistema. Sin embargo, la controlabilidad
exacta no puede obtenerse debido al cardcter irreversible del sistema. Por otra
parte la controlabilidad aproximada puede deducirse facilmente gracias al Teo-
rema de unicidad de Holmgren si 7' es suficientemente grande.

Pero en este contexto cabe también plantearse otros problemas de controla-
bilidad. Por ejemplo, J. Lagnese y J.-L. Lions en [LaL] probaron la controlabili-
dad parcial de diversos sistemas de la termoelasticidad. El sistema (71) se dice
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o5 3
parcialmente controlable si para todo (v, u*,8%) € H existe f € (L*(Q))” tal
que la solucién de (71) satisface

wl{x, T) = w2, T)=0en (.

En otras palabras, la controlabilidad parcial garantiza la controlabilidad a cero
del desplazamiento 4 pero no proporciona ninguna informacién sobre la tem-
peratura 8.

En [Lal] se probd que si w y T son tales que el sistema de Lamé es exac-
tamente controlable, entonces el sistema (71) es parcialmente controlable si los
pardmetros de acoplamiento o ¥ § son suficientemente pequeiios.

Mas recientemente, en [22] se introdujo la siguiente nocién de controlabilidad
exacta-parcial: El sistema (71) se dice exacta-parcialmente controlable si para
todo (ul,u!,8%) , (v%,v*,n°) € Hye > Oexiste f € (LQ(Q))S tal que la solucién
de (71) satistace

{ w(z,T) = v%(z), w(z,T) =v{zx) n Q

. T2
1 O(T) = 1° |2y < e. (72)

Obsérvese que en (72) se exige que {u,w;) alcancen exactamente el estado
(2%, v') mientras que la temperatura alcanza el estado final de forma aproxi-
mada.

Obviamente, la nocién de controlabilidad exacta-aproximada es méas fuerte
que la de controlabilidad parcial. Por otra parte, se espera que la nocién de con-
trolabilidad a cero sea més fuerte que la de controlabilidad exacta-aproximada.
Sin embargo, para probar esto Ultimo se necesita un resultado de unicidad
retrégada para el sistema con f = 0 que, a nuestro entender, constituye un
problema abierto.

En la seccién 4.2 describimos brevemente los resultados de [Z2] sobre la con-
trolabilidad exacta aproximacda. En la seccién 4.3 presentamos los resultacos de
controlabilidad a cero de [LeZ1] que son vélidos cuando se introduce un control
adicional que actia sobre la ecuacién del calor o bien cuando las condiciones de
contorno de Dirichlet se sustituyen por condiciones de contorno periédicas.

Cabe esperar que el sistema (71) sea controlable a cero cuando w v T son
tales que el sistema de Lamé es exactamente controlable. Sin embargo este
resultado no ha sido probado atn.

Resultados semejantes a los que aqui presentamos han sido obtenidos también
en el marco de las ecuaciones de placas termoeldsticas (véase [TZ]).

En este articulo no describiremos otros resultados relevantes de controlabi-
lidad para sistemas de la termoelasticidad. En particular, cabe mencionar el
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trabajo de S. Hansen [H] en el que se prueba que ¢l sistema de Ja termoelasticidad
en dimensién n = 1 es controlable a cero mediante controles frontera. Los
métodos de [H] son distintos a los que aqui presentamos y estén basados en la
reduccién del problema de control a un problema de momentos y la utilizacién
de la teorfa de las series de Fourier no armaénicas.

En este trabajo no abordaremos tampoco el problema de la estabilizacion. El
lector interesado puede consultar [PZ] v [LeZ2]. En el primero de estos trabajos
se demuestra que la energfa de las soluciones del sistema de las placas ter-
moelasticas de von Kdrmén decae exponencialmente y se obtienen estimaciones
explicitas sobre la tasa de decaimiento. Esto se realiza mediante la construccion
de un funcional de energfa, equivalente a la energia natural del sistema, y para
el cual se obtienen desigualdades diferenciales que conducen al decaimiento ex-
ponencial. En el segundo se analiza el sistema de la elasticidad tridimensional
(71) en ausencia de control (i.e. con f = 0) y se prueba que cuando el dominio
es convexo la tasa de decaimiento no es uniforme. Esto es debido a la débil in-
teraccién entre las ondas longitudinales y transversales cuando estas se reflejan
de forma perpendicular en la frontera.

4.2 Controlabilidad exacta-aproximada
En [Z2] demostramos el siguiente resultado:

Teorema 4.1 Sea Q un dominio acotado de R® con frontera T de clase C2.
Supongamos que w es un entorno de 9 en Q y que T > diam(Q\w)/ /i

Entonces, el sistema (71) es controlable exacte-aprozimadamente, i.e.
para todo (u®,u?,8%), (v°,v',n%) € H ye > 0 existe f € (L?(Q))3 tal que lo
solucidn de (71) verifica (72).

En [Z2] se demuestra que este resultado puede reducitse a la obtencién de
desigualdades de observabilidad adecuadas para el sistema adjunto

o — A — A+ p)Vdive + 8V, =0 en Q
—thy - A — adivg =0 en @
w=019=0 en X (73)
(2. T) = (@), ¢4(2,T) = () en Q
¥, T) = ¢°(x) en €.

De modo més preciso, se demostréd que el Teorema 4.1 es consecuencia de
los dos resultados siguientes:
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Teorema 4.2 Bajo las hipdtesis del Teorema 4.1, para todo conjunto acotado
B de L*(Q) existe § = 6(B) tal que se verifica

T
65/ /w;g dzdt (74)
t] w

para toda solucidn de (73) con datos iniciales tales que

(% 0" + BVEY) L2 x> 1.9° € B. (75)

Teorema 4.3 Bajo las hipdtesis del Teorema 4.1, si ¢ = 0 en w x (0,T) en-
tonces. necesariamente, @' = ' =0 y¢® =0 en Q.

Observacién 4.1

(a) El resultado de controlabilidad parcial de [Lal] mencionado en la seccion
4.1 es una consecuencia de la desigualdad de observabilidad (74) en el
caso particular B = {0}. En este caso, suponiendo que af3 es suficiente-
mente pequefio, (74) se obtiene como consecuencia de la desigualdad de
observabilidad para el sistema de Lamé.

En efecto bajo las hipdtesis del Teorema 4.1 se tiene

T
(&% ") IE2 @ xca-1ape < G/n f | ¢ I dudt (76)
para cada solucidn de

e — A — (A + ) Vdive = 0 en @
@=10 en (77)
‘1'9(1"9 T} = @0(3))?@5(2:,7‘) = (pl(q‘) en Q.

De (76) se deduce que (74) se verifica cuando B = {0} y a3 es suficiente-
mente pequeio.

{b) En el Teorema 4.2, B es cualquier dominio acotado y no se impone ninguna
restriccion sobre la talla del producto o de los pardmetros de acoplamien-
to. Por lo tanto, el Teorema 4.2 no se puede deducir mediante un argu-
mento perturbativo a partir de la desigualdad de observabilidad (76) para
el sistema de Lamé (77).

(¢) El Teorema 4.2 proporciona una desigualdad de observabilidad que es uni-
forme cuando 4% permanece acotada a priori. Sin embargo no proporciona
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ninguna informacién sobre el comportamiento de & cuando || 0 L2y
— 0.

Ovsérvese sin embargo que, a causa de la irreversibilidad del sistema (73),
una estimacion de la forma

7
(% ¢!+ BY9°.9°) fiaapsxca-r@nexraey S C_/O f | ¢ | dadt
no puede verificarse para todo dato (¢% ¢! %°) con una constante C

uniforme.

Sin embargo, muy probablemente la desigualdad

T
Il (2(0), @e + BY(0),%(0)) Ir2¢ayy x (i1 @psx 2@ S C./o / | ¢ [ dadt.
(78)
es cierta y es equivalente a la controlabilidad a cero del sistema. [ ]

Suponiendo que se cumplen los Teoremas 4.2 y 4.3 indiquemos brevemente
la. demostracién del Teorema 4.1.

En primer lugar observemos que el problema puede ser reducido al caso
w® =l =0y 6% = 0. Entonces, dado (v%,¢!,1°) € H y £ > 0 introducimos ¢l
funcional

1 T
Je (0%, 0",9°%) = 5‘/0 / | |? dadt + € [ ¥° 220 —

—-] vl @ldat <20 ¢! > w/ (?}0 + ﬁdivvo) lda (79)
Q 0
definido para (¢%, ¢, ¢¥°) € H' = (Lg(Q))sx (H‘I(Q))SXLZ(Q) donde - denota
el producto escalar en R® y < -,- > el producto de dualidad entre (H&(Q))‘i ¥
(E-1()°.
En vista de los Teoremas 4.2 y 4.3 podemos probar la siguiente propiedad
de coercividad '
" Je (¢% 0", 4°)
lim inf 1
e 02 +8T 0,30 s —oo || (97,01 + VYO, 90) [l

>e. (80)

Como Je es continuo y convexo en H’, de (80) se deduce la existencia de un
tnico minimizador en H' que denotaremos por (@0,@‘, gb“). El control f =&

donde (g’o”, 1?;) es solucién de (73) con el minimizador como dato inicial es tal
que la solucién de (71) con dato inicial nulo satisface (72).
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Observacién 4.2 Es fécil comprobar que el Teorema 4.1 puede ser mejorado
para garantizar que la temperatura verifica de forma exacta un ntmero finito
de restricciones. En otras palabras, si E es un subespacio de dimensién finita de
L*(Q) el control f puede ser elegido de modo que la solucién de (71) satisfaga

{ w(z, T) = u®(a), ulz,T) = u'(x) en 0 (81)
1 6(T) = n° 2y < &, 7 ((T)) = ne(n”).
Para comprobar esto basta sustituir el funcional Je anterior por

7 1 e 0

Je (¢%. 0" ¢0) = 5/0 ] | [P dzdt + 2 || (T = 7p)4° || 120y

- / v @Odzd <0l ! > w/ (?}0 +;3df1rvﬂ) dz.

0 0
|

Tal y como hemos indicado, el Teorema 4.3 se puede probar mediante el
Teorema de unicidad de Holmgren. Indiquemos brevemente los pasos principales
de la demostracién del Teorema 4.2.

Paso 1. Introducimos la nueva variable

.
PN f o(z,5)ds + ¢°(z)
I3
£Oo11

~pA¢® = (A + )V divg® = 0p* - BV en ;40 € (HE ().

Observamos que (¢, 1) satisface

Pie = g — (X + p)Vdiveg + Ve = 0 en Q
=y — AY —adiveg, =0 en @ (82
¢=0,¢%=0 en % )
Bz, T) = ¢°(z), gu(z. T) = $*(2), 9(x, T) = ¥z) en Q.

El problema se reduce a probar que para cualquier conjunto acotaco B de
L?(Q) existe § = 8(B) tal que

égj:/ | b0 |? dudt (83)

wt

para toda solucién de (82) con datos

16%-8") Umpeny iz 1 ¥° € B. (84)

37



Bol. Soc. Esp. Mat. Apl. n°12 (1998) 3-46

Paso 2. Siguiendo el método de desacoplamiento propuesto en [HLP] intro-
ducimos el sistema desacoplado

5¢g - m&l = (A4 )V diva-— a,@Pc;.L =0 en &
:1?5; - é%}}_ o div ;f;t =0 en &) (85)
¢=0,%=0 N en X
Bz, T) = ¢™(z), (2, T) = ¢'(2), (2, T) =¢°(z) en Q

siendo P la proyeccién ortogonal de (LQ{Q})a en el subespacio cerrado {Vy :
© € Hy(Q)}.

Tanto (82) como (85) generan un semigrupo continuo en H que denotamos
por S(t) y 5(¢) respectivamente.

Gracias a [HLP] sabemos que S — S : H — C([0,T}; H} es una aplicacién
completamente continua.
Paso 3. En vista de la compacidad de la diterencia de los dos semigrupos S v
S basta probar la desigualdad de observabilidad para el sistema hiperbélico que
¢ verifica en (85). :

De modo més preciso, consideremos el sistema

%u —pAp— (N + ) Vdivg - afP =0 en Q

¢=0 N en L (86)
O(T) = ¢°, (1) = ¢ en 0,
v supongamos que se verifica la siguiente desigualdad de observabilidad:
T
0 41y 412 ~ a0
108 By < C | [ 181 dat (87)

Entonces, por un argumento clasico de compacidad-unicidad (véase por
ejemplo el Apéndice 1 del volumen 1 de [L2]) ¥ en vista de la compacidad
de §— 8 y del resultado de unicidad que el Teorema 4.3 proporciona deducimos
que (83) se cumple para las soluciones de (82) con datos iniciales (84).

Paso 4. Mediante métodos de multiplicadores se demuestra que (87) se cumple
cuando w es un entorno de la frontera y T' > diam(Q\w)/ /. |

Observacién 4.3 La demostracién del Teorema 4.3 muestra que el sistema (71)
es exacta-aproximadamente controlable siempre que la desigualdad (87) se veri-
fica por el sistema (86). En {Z2] probamos (87) en el caso particular en que w es
un entorno de la frontera y T > diam(Q\w)/\/%. Sin embargo, la caracterizacion
de los pares (w, T") tales que (87) se cumple en términos de condiciones de control
geométrico como las introducidas por [BLR] en el contexto de la ecuacién de
ondas es un problema abierto. |
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4.3 Controlabilidad a cero

Supongamos que € es el cubo unidad de R®, i.e. = (0, 1)? y consideremos el
sistema (71) con condiciones de contorno periédicas en lugar de las condiciones
de Dirichlet consideradas hasta ahora. Se trata de un caso particular del abor-
dado en {LeZ1] en donde se estudia este tipo de cuestiones sobre una variedad
de Riemann M compacta, conexa y sin borde de clase C°° y dimensién 3.
Consideramos el sistema de la termoelasticidad en la variedad M:
{ up — pAu— A+ p)Vdivu-+aVe = fl, en Q
G; — A+ Gdivu, =0 en @ (88)
u(0) = 4%, 4, (0) = u', 8(0) = 4! en M,

donde @ = M x (0,7) y w es un subconjunto abierto de M. Nos interesa
controlar el sistema (88) mediante el control f localizado en @ x [0,7T].

En (88) 6 es nuevamente una funcidn escalar y u es un campo de vectores.
Denotemos mediante }F(M } el espacio de campos de vectores sobre M de re-
gularidad H*® .

El siguiente resultado fue demostrado en [LeZ1]:

Teorema 4.4 Supongamos gque cualquier curva geodésica en M de longitud
VT intersecta w. Bntonces, para todo (u°,u?,8%) € H = HO(M) x H-1 (M) x
H-YM) tal que [, 8%z = 0 existe f € L? (O,T; ff-‘:l(M)) con soporte en
@ x (0,7 tal que la solucidon de (88) satisface

w(T) =w(T)=0,0(T) =0 en M. (89)
Ademds, existe C > 0 tal que

” f ”LQ(U,T:E‘“{(M)}S C “ (u’oa u.l)gﬂ) “I{: (g{]}

para todo (u®,u!,8%) € H.
Observacidn 4.4

(a) La condicién impuesta sobre (w,T) es la condicién de control geométrico
para el sistema de la elasticidad en la variedad sin borde M. En este
sentido el resultado es 6ptimo.

(b) La condicién [, 8%z = 0 es necesaria para conducir (88) a cero me-
diante un tnico control f que actda en la ecuacién hiperbélica. En
efecto, integrando la ecuacién del calor de (88) sobre M se observa que
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[y 0(x, T)da permanece constante a lo largo de trayectorias. Por lo tanto
Ty 0°%(x)da = 0 es una condicién necesaria para la existencia de f tal que
la solucién de (88) satisfaga [, 6(z, T)dz = 0.

(c) Con el objeto de simplificar la prueba hemos preferido enunciar el resul-

tado en el contexto de las soluciones débiles en lugar de hacerlo en el de
las soluciones de energia finita del Teorema 4.1. Por consiguiente el con-
trol f es menos regular y pertenece a L2 (O, T, A M }) Por esta razon
no hemos multiplicado el control por la funcidén caracteristica de w. Sin
embargo los controles que se consideran tienen su soporte en @ x [0, T tal
y como se indica explicitamente en el enunciado del Teorema 4.4.

Como consecuencia del Teorema 4.4, cuando consideramos el sistema en un
dominio acotacdo con controles que actian sobre la condicién de contorno
de Dirichlet, se puede probar la controlabilidad a cero en tiempo T >
diam{Q)//ii mediante controles que actian tanto sobre el desplazamiento
como la temperatura v sobre toda la frontera lateral 9Q x (0.T). Para
ver esto basta construir un cubo que contenga €2 y considerar controles
para el sistema en ) con soporte en ﬁ\ﬂ. Entonces la restriccién de la
solucion controlada a Q) satisface las condiciones requeridas. La extensién
del Teorema 4.4 al caso de las condiciones de contorno de Dirichlet con
un control que actie exclusivamente en el desplazamiento y localizado en
un subconjunto w que satisfaga una condicién de control geométrico es un
problema abierto. [ ]

Idea de la demostraciéon del Teorema 4.4

En primer lugar obsérvese que la controlabilidad a cero de (88) es equivalente
a una desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto

@ — A — (A+p)Vdive + 8V, =0 en @
—1py — Arp — adive =0 en @ (91)
o(T) = % @u(T) = o', Y(T) = ¢° en M.

De forma mds precisa, el resultado de controlabilidad del Teorema 4.4 es equi-
valente a la existencia de una constante C' > 0 tal que

T
[f@(o)ﬂ?};l(m))s +“99:.(O)“{'ﬁvﬂi’{o)”ﬁ,z(m)ﬂ +|F¢(O)Eﬁ11[m’}£ C/{; EW“%}!(M} dt,

(92)

para toda solucién de (89) con f,, ¥%dx = 0.
Probamos (92) en varias etapas.
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Etapa 1. Consideramos en primer lugar el campo vectorial o = curlg que
satisface

{ Ou — pdo =10 en @

o(T) = curlg? = 0%, o) (T) = curlg? =o' en M. (93)

Por [BLR] sabemos que bajo la condicién de control geométrico que hemos
impuesto sobre w y T existe C' > 0 tal que

T
90) By + 1@ Bz <€ [ [apaar (o0

H=1 My~
para foda solucién de (93).

Etapa 2. Consideramos el par (p, ) con p = div ¢ que satisface

Aig — [)‘ 4 QM)A({J -+ ﬁﬂ‘t’}')f = (} en Q
—ty — Ay —ap =0 en @ (95)
p(T) = divg® = p° p(T) = divp' = p!, p(T) =4° en M.
Por medio del cambio de variables & = — Ay este sistema se reduce a
pre = (A +2u+ af)Ap + BAE =0 en @
—& =~ AL +alp=0 en Q (96)
P(T) = »0(}: ﬂﬁ(T) — pi‘E(T) = ‘““&1{:’0 en M,

En vista de (94), para deducir (92) basta probar
.
I 200} iZaqary + I 2e(0) = BE) s-1cagy + 11 €0) I-1ay < € fo f pPdadt,
Coen)

Etapa 3. La desigualdad de observabilidad (97) es equivalente a la controla-
bilidad a cero del sistema

Wi — AW + aln = g1, en @
N — An+ Py =0 en @ (98)
w(0) = w® w(0) = wh,n(0) =7° en M,

con ¢ = X+ 2. Obsérvese que en (98) tanto w como 1 son funciones escalares,

De manera mas precisa, (97) se verifica si y sélo si para todo (w0, 5°) €
HY(M) x L* x HY(M) con [,, (n° + Bu’) da = 0 existe g € LA(Q) tal que la
solucién de (98) satisface

wW(T) =w(T)=n(T) =0 en M
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y existe C' > 0 tal que

ol Cl (w®,w 1% Wen (aryx L2 (M) x B (M)

para todo (w?,w!,7°) tal que [, (n° + Bu®) dx =0.

Etapa 4. La controlabilidad a cero de (98) fue demostrada en [LeZ1] tanto en
el caso en que OM = 0 como en el caso OM # ) con condiciones de contorno de
Dirichlet.

La demostracién estd basada en una descomposicién espectral que permite
separar el semigrupo generado por (98) con f =0 en su proyeccién hiperbdlica
y pardbolica. Esto puede hacerse con facilidad puesto que el espectro puede
calcularse casi explicitamente ya que todos los operadores cdiferenciales {con
respecto a las variables espaciales) que intervienen en (98) son potencias del
Laplaciano.

Una vez que el semigrupo ha sido descompuesto en su componente hiperbali-
ca y parabdlica se procede del siguiente modo:

(a) Se demuestra que la componente hiperbélica es exactamente controlable
con controles a soporte en w en cuanto w satisface la condicion de control
geométrico del Teorema 4.4 en tiempo /X +2uT como consecuencia de
los resultados de [BLR].

(b) Se prueba que la componente parabdlica es controlable a cera para cualguier
subconjunto abierto no vacio w de M y T > 0 mediante el método descrito
en la seccién 3.3 en el marco de la controlabilidad a cero de la ecuacién
del calor.

(¢) Por dltimo el problema de controlar simultdneamente la componente
hiperbélica y parabdlica se formula como un problema de punto fijo ¥
resuelve el contexto de la alternativa de Fredholm. A este nivel la com-
pacidad de la aplicacién que a cada dato en L*(M) le asocia el control en
L2(Q) de la componente parabdlica juega un papel esencial. De este modo
el problema se reduce al control de un subespacio de dimensién finita y
esto se realiza mediante argumentos de compacidad-unicidad. [ |

Observacion 4.5

(a) El punto en el que se usa de manera esencial que M no tenga frontera
es cuando se obtienen las ecuaciones verificadas por o = curlg ¥ (p =
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dive,4p). Obviamente, cuando M # ( los sistemas (04) y (95) estan
acoplados en la frontera &M y por lo tanto no pueden ser tratados de
forma independiente.

{b) Obsérvese que la restriccién sobre el tiempo de control se impone para
garantizar la observabilidad de {93) pueto que (95) es controlable en un
tiempo menor a causa de la mayor velocidad de propagacion.

(¢) Se pueden formular problemas similares en el caso en que el control actiia
sobre la ecuacidn parabdlica, L.e. cuando las ecuaciones (88) se sustituyen
por

Uy — pAU = A+ p)Vdive +aV8=0 en Qx (0,77
By — A+ Bdivu, =g en x(0,7).

En este caso, si M = 0, v = curl u satisface
v — pAv =0 en O x (0,7)

Le. sobre v no actia ningtn control y por tanto no se puede esperar que
se tenga controlabilidad a cero. Sin embargo, en este contexto y bajo las
hipétesis del Teorema 4.4 se puede probar que tanto divu como 8 pueden
controlarse a cero.
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LA SOCIEDAD

INFORME DEL PRESIDENTE

Queridos amigos,

durante los dias 23 al 26 del pasado mes de septiembre se celebré en Vigo el
XIV CEDYA / V CMA, cémo pasa el tiempo, era ain ayer cuando se reunia el
primer CEDYA en El Escorial, al que siguieron en veloz sucesién tantos otros.
En fin, nuestro principal evento cientifico-social fue en opinién de muchos un
éxito con sus cerca de 300 participantes, 22 conferencias y 180 comunicaciones
y un ambiente formidable a la orilla del mar (que desde que algunos de nue-
stros colegas nos lo andan modelando ya no parece el mismo). No dejaré de
reseftar la presencia de grandes cientificos extranjeros, como K.H. Hoffmann
(Institut fir Mathematik Miinchen, Alemania), V. Lakshmikantham (Florida
Institute of Technology, USA), P.L. Lions (Univ. Paris Dauphine, Francia) y
P.A. Raviart (Ecole Polytechnique, Francia), junto con las glorias nacionales,
que afortunadamente hiylas y ya las vamos conociendo. Tuvimos entre nosotros
a miembros de otras sociedades, como Eugenio Ofate, presidente de SEMNI,
Mencionaré también el éxito de la jornada industrial, organizada por los colegas
Juan M. Viafio y Santiago de Vicente. La buena marcha del congreso es una
consecuencia del esfuerzo constante de tantos investigadores durante estos afios
y sintoma claro de la buena marcha de la sociedad y de la matemética aplicada
en Espafia. Deseo aqui expresar en nombre de todos mi felicitacién v agradeci-
miento al Comité Organizador de la Universidad de Vigo y muy especialmente a
Pepe Durany. Como todo lo bueno tiene que tener una suite, podemos anunciar
que Gabriel Winter ha aceptado en nombre de un equipo de la Universidad de
‘Las Palmas el encargo de organizar la préxima edicién del congreso. Gracias
anticipadas a nuestros colegas.

Con ocasién del congreso se celebraron en Vigo una reunién del Comité Eje-
cutivo y la Asamblea General reglamentaria. Informacién sobre los acuerdos
de ésta figura en otras pdginas. Deseo solamente aprovechar la oportunidad
para dar la bienvenida a los nuevos miembros del comité Ejecutivo, los profe-
sores Enrique Ferndndez Cara, de la Universidad de Sevilla, v Francisco Lisbona
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LIBROS

Complex Methods in Approximation Theory

A. Martinez Finkelshtein, F. Marcelldn y J. J. Moreno Balcdzar (Eds.)
Universidad de Almeria. Servicio de Publicaciones.

avi + 171 pdginas, ISBN 84-8240-046-0

Este volumen contiene los Proceedings del Workshop in Methods of Complex
Analysis in Approximation Theory, celebrado en la Universidad de Almeria en-
tre el 5 ¥ el 8 de junio de 1.995. El libro recoge una seleccién de contribuciones,
formada por artfculos de investigacién originales y algunos articulos de revisién,
que reflejan el estado actual de algunas lineas de investigacién en Teoria de la
Aproximacién. El énfasis se pone en el uso de técnicas de Andlisis Complejo con
objeto de dar una vision moderna del potencial que el uso de dichas téenicas
tiene en relacidn con problemas de Teoria de la Aproximacién. Los articulos
son escritos por especialistas en el campo y tocan areas tan diversas como Poli-
nomios Ortogonales {con respecto a productos internos clisicos o de Sobolev)
Aproximacién en varias variables, Teoria del Potencial, Aproximacién Racional,
Teoremas tipo Korovkin y Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

L. M. Apia

Fronteras de la Ciencia y la Tecnologia
Revista del Consejo Superior de Investigaciones Cientificas,
niimero 14, enero/marzo de 1997 -  Dossier MATEMATICAS

El ntimero contiene un largo e interesante dossier sobre algunas de las ten-
dencias recientes de la matemadtica. En su introduccién, titulada “Divulgar
las matematicas”, el prof. A. Cérdoba sefiala como la divulgacién de la investi-
gacién matemdtica es una tarea dificil, pues cuando se abserva la divulgacion de
otras clencias bien parece que acercar la ciencia al piblico consiste en suprimir
las ecuaciones, lo que nos lleva a la pregunta de qué hacer para divulgar la in-
vestigacion matemadtica. El autor aporta una serie de observaciones sobre esta
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tarea, que siempre ha preocupado a los matemdticos que desean comunicar la
belleza e importancia de su ciencia.

El contenido del dossier esta articulado en 11 ensayos divulgativos a cargo
de conocidos profesores espaiioles, algunos de ellos activos en universidades a-
mericanas. El sumario es como sigue:

1. “Monstruos, cuerdas, fantasmas y claros de luna”, por Pilar Bayer, de la
Univ. de Barcelona. 2. “Numeros, ondas y cristales”, por Antonio Cérdoba,
de Ia Univ. Auténoma de Madrid. 3. “La matemética de la incertidumbre
financiera”, por Jose Luis Ferndndez, de la Univ. Auténoma de Madrid. 4.
“Fronteras libres: el problema de Stefan”, por Miguel Angel Herrero, de la Univ.
Complutense de Madrid. 5. “Sistemas dindmicos, pequefios denominadores”,
por Ricardo Pérez Marco, de la UCLA. 6. “La clasificacién de los grupos finitos
simples™, por Luis Ribes, de la Carleton Univ., Ottawa. 7. “Peliculas de jabdn™,
por Antonio Ros, de la Univ. de Granada. 8. “El problema espectral inverso
ipuede oirse la forma de un tambor?” por Antonio Sanchez-Calle, de la Univ.
Auténoma de Madrid. 9. “Integradores simplécticos y sistemas hamiltonianos”,
por Jose Marfa Sanz Serna, de la Univ. de Valladolid. 10. “Las mateméaticas
de los dtomos”, por Luis Angel Seco, de la Univ. de Toronto. 11. “ Bl caos?
Sintesis de atractores extraiios”, por Carles Simé, de la Univ. de Barcelona.

Obviamente los temas elegidos representan una parte pequeiia dentro de la
inmensa variedad de intereses de la matemdtica contemporanea, incluso de la
practicada en nuestro pais, pero la seleccién incluye temas de gran importancia
por los que el profesional culto se interesa o deberia interesarse. Los articulos
estan escritos en un estilo claro y sencillo dentro del respeto al nivel cientifico
y ello permite obtener una fugaz visién de c¢émo estan las cosas. Es pues muy
de agradecer el esfuerzo de los autores, muchos de los cuales han contribuido
notablemente con su investigacién al tema que exponen.

La divulgacién matemética tiene atin poca tradicién en un pais como el
nuestro donde para empezar no ha habido apenas investigacién hasta hace muy
poco. Es de esperar que este y otros ejemplos, como el que ofrecen las paginas
de nuestro boletin, sirvan para paliar la situacién y dotarnos de un instrumento
cultural imprescindible, que otras ramas de la ciencia cultivan asiduamente.

J. L. VAZQUEZ
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RESUMENES DE TESIS

ANALYSIS OF PRACTIONAL STEP, FINITE ELEMENT METHODS
FOR THE INCOMPRESSIBLE NAVIER~STOKES EQUATIONS

Doctorando: Jorge Blasco Lorente.

Director/es: Antonio Huerta Cerezuela, Ramén Codina Rovira.
Defensa: 7 de Marzo de 1997, Universitat Politécnica de Catalunya.
Calificacién: Apto cum laude.

Resumen: Se estudian los métodos de paso fraccionade para la ecuacion de Navier-
Stokes incompresible no estacionaria. En la primera parte se explica por qué el método
de proyeccién con ecuacién de Poisson continua para la presién permite el empleo
de igual interpolacién para la velocidad y la presién. Para ello se desarrolla en el
Capitule TI un nueve método para el problema de Stokes estacionario con las mis-
mas propiedades en cuanto a discretizacién espacial que el método de proyeccién.
demostrando convergencia éptima del nuevo método tanto en L2(2) como en H§(Q),
bajo una cierta condicién débil de estabilidad. Dicho método se extiende en el Capitulo
IIT a la ecuacién de Navier—Stokes incompresible estacionaria.

En la segunda parte se introduce un nuevo método de paso fraccionado que, a difer-
encia del método de proyeccién, permite la imposicién de las condiciones de contorno
originales en todos los pasos. Se demuestra la convergencia de este método a la solucion
continua en el tiempo y se obtienen unas estimaciones de ervor de primer orden el el
paso de tiempo para las velocidades intermedia y final de paso, tanto en L*(Q2) como
en H(N).

Para todos los métodos introcucidos se estudian esquemas eficientes de resolucién de
las ecuaciones discretas resultantes {lineales o no lineales) v se presentan numerosos
resultados numéricos.

PROPAGACION DEL ERROR EN LA INTEGRACION NUMERICA
DE LA BCUACION NO LINBAL DE SCHRODINGER

Doctorando: Angel Durén Martin.

Director/es: Jestis Marfa Sanz Serna.

Defensa: 10 de octubre de 1997, Universidad de Valladolid.
Calificacidén: Apto cum laude.

Resumen: Varios resultados recientes han puesto en evidencia la influencia de las
propiedades de conservacién en la integracién numérica de sistemas de ecuaciones
diferenciales. En nuestro trabajo, tratamos esta cuestién para el caso de la integracion
de solitones para ecuaciones no lineales de Schroedinger. Primeramente, analizamos la
estructura Hamiltoniana de tales ecuaciones y determinamos las ondas solitarias como
equilibrios relativos del sistema reducido bajo la accién del grupo de simetrias generado
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RESENAS

ANTONIO VALLE, CHEVALIER
DE L’ORDRE NATIONALE DU MERITE

El pasado 18 de noviembre, en la
Embajada Francesa en Madrid, el
Prof. Antonio Valle Sdnchez, primer
Presidente de nuestra Sociedad, fue
distinguide por el gobierno francés
Chevalier de U'Ordre Nationele du
Mérite, en justo reconocimiento a la
labor realizada en distintas universi-
dades espariolas.

El Profesor Antonio Valle Sanchez
nacié en Milaga en diciembre
de 1930, Cursé los estudios de
la licenciatura de Matematicas en
la  Universidad Complutense, doc-
tordndose por la misma en 1965. En-
tre 1960 y 1966, fue becario v agre-
gado de investigacién del Instituio
Jorge Juan del Consejo Superior de
Investigaciones Cientfficas y, de manera simultdnea, profesor adjunto en la Uni-
versidad Complutense. Entre 1967 y 1973, fue catecrético de la Universidad de
Santiago de Compostela; entre 1973 y 1984, fue catedrético de la Universidad
de Sevilla. Desde 1984, es catedrdtico en la Universidad de Mélaga. En estas
universidades ha ocupado varios cargos académicos, entre otros el de Vicerrector
de Investigacion de la Universidad de Malaga.

Su labor investigadora estuvo centrada en el control éptimo de los sistemas
de evolucién. Su importantisima labor docente contribuyé de manera decisiva
al desarrollo tedrico y numérico de las ecuaciones diferenciales en nuestro pafs.

El Prof. A. Valle ha impulsaco con entusiasmo el desarrollo de la Matemadtica
Aplicada, habiendo participado en numerosos comités cientificos y organiza-
dores de congresos, seminarios, escuelas, etc., entre los que cabe destacar los
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de Fronteras Libres v sus Aplicaciones, que retine cada tres afios a los mejores
especialistas del mundo. Es actualmente representante espaiiol en el “Steering
Committee” del Proyecto Buropeo de Fronteras Libres. En la actualidad, uno
de sus temas preferidos de investigacién es la Climatologia; estos dias pasados
(diciembre de 1997) se celebré en Madrid un congreso internacional sobre las
Matemsticas del Medio Ambiente auspiciado por la Sociedad Matematica Eu-
ropea. Bl nuevo académico es Doctor Honoris Causa por la Universidad de Pau,
Francia. galardén que fue resefiado en el Boletin ndimero 8 de nuestra Sociedad.
A pesar del espectacular crecimiento de estos dltimos afios, el futuro de la
investigacién mateméatica en nuestro pafs es atin inseguro y la responsabilidad de
sus figuras destacadas es muy grande. Dada la dilatada trayectoria profesional
v la intensa actividad presente del nuevo académico, formulamos desde estas
lineas el deseo v la esperanza ce un fructifero desarrollo de los lazos de amistad
v colaboracién entre la Academia y nuestra Sociedad y todas las sociedades
afines. Junto con nuestra més sincera enhorabuena, queremos desear a nuestro

compafiero Ildefonso muchos éxitos en ¢l seno de su nueva institucion.
J. L. VAzQUEZ, PRESIDENTE DE SEMA

ENCICLOPEDIA DE
LAS MATEMATICAS

La obra de referencia més importante
del S. XX en la rama de las matematicas, |
dirigida por el Profesor VINOGRADOV
y con la colaboracién de mas de

200 eminentes profesores y catedraticos

OBRA COMPLETA 10 TOMOS

{EN IMIPRENTA TOMOS IX~X})
Precio: 79.000 pts. (va incluido)

Solicite més informacion y mestro catdlogo general d matemdticas 1997

0! RUBINOS-7860 ¢/ ALCALA, 98- 28009 MADRID - TELF: 81/575 4227 - FAX: 91/575 3272
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C.ED.Y.A. - Congresos de Matemdtica Aplicaday las Escuelas Hispano-Frai-
cesas sobre Simulacion Numérica en Fisica e Ingenieria. Ademés de primer
Presidente de la Sociedad Espaiiola de Matemdtica Aplicada, fue promotor y
miembro del Comité Ejecutivo de la Sociedad Espariola de Métodos Numéricos
en Ingenieria.

Desde aqui, queremos enviar al Prof. Valle Sénchez nuestra més ferviente y
sincera enhorabuena.

ILDEFONSO DIAZ,
NUEVO ACADEMICO DE LAS CIENCIAS

El pasado 19 de noviembre tuvo lugar la recepcién como nuevo miembro
de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas v Naturales del Prof. Jestis
lidefonso Diaz Diaz, que fue segundo Presidente de nuestra Sociedad, en justo re-
conocimiento a su labor docente, investigadora y organizativa de la matematica
aplicada en Egpaiia.

El Profesor Diaz Diaz nacié en Toledo el 11 de Diciembre de 1950. Cursé
los estudios de la Licenciatura de Mateméticas en la Universidad Complutense,
doctordndose por la misma en 1976. Discipulo v continuador de la labor del
Prof. Alberto Dou, es catedrdtico de esa universidad desde 1986, habiendo sido
propulsor de la creacién del Departamento de Matemdtica Aplicacla v director
del mismo durante bastantes afios. Se ha distinguido en la profesién por su
intensa actividad investigadora, contribuyendo de forma notable al desarrollo de
la investigacién en las ccuaciones en derivadas parciales y sus aplicaciones. En
el dmbito de la matematica aplicada es una de las personas mas representativas
de la enorme actividad desarrollada en nuestro pais los dltimos veinte afios, eu
particular en las universidacles madrilefias. Su participacién ha tenido fugar
en la gran mayoria de eventos, habiendo tomado parte en nuUMerosos comités
clentificos y organizadores de congresos, seminarios, escuelas, ete. En particular,
fue coorganizador del primero de los congresos C.E.D.Y.A. celebrado en El
Escorial en 1979 y participd activamente en la creacién de la Sociedad Espatiola
de Matemadtica Aplicada. Actualmente, colabora activamente en la refundacién
de la Real Sociedad Matematica Espafiola. que felizmente esté teniendo lugar.

Entre sus muchas actividades cientificas, el profesor Diaz ha sido pionero en
el estudio de los problemas de frontera libre en Egpafia. En 1993 organizd en
su ciudad natal, a la que gusta llamar la ciudad de las tres culturas, ¥ junto
con otros profesores de las universidades madrileiias, el Congreso Internacional
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