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José Antonio Herencia González
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FOTO DE PORTADA

Sof́ıa Vasilievna Kovalevskaya (Moscú, 1850 – Estocolmo, 1891)
fue alumna particular de Weierstrass, cuando las universidades no
admit́ıan mujeres. Posteriormente consiguió el Doctorado en Filosof́ıa
en la Universidad de Gotinga (en 1874) y fue la primera mujer de
Europa nombrada catedrática (en la Universidad de Estocolmo en
1883). En la Nochebuena de 1888 recibió el Premio Bordin de la
Academia de Ciencias de Paŕıs; éste era el más alto galardón cient́ıfico
hasta entonces concedido a una mujer. En 1890 fue elegida miembro
de la Academia de Ciencias de San Petersburgo. Los trabajos de Sof́ıa
(o Sonia, como ella misma soĺıa autodenominarse) se dedicaron a las
ecuaciones en derivadas parciales, la mecánica y la f́ısica matemática.
Murió prematuramente a los 41 años de edad.
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PRESENTACIÓN

A punto de concluir el año 1999, aparece el presente número 14 del Bolet́ın de
S~eMA. Siendo pues inminente el próximo año mundial de las Matemáticas,
deseamos a los miembros de los distintos “comités para el año 2000” el mayor
éxito en las diversas tareas que pronto emprenderán. Asimismo, pedimos que
env́ıen sus correspondientes aportaciones al grupo editor, con objeto de que el
próximo número del Bolet́ın refleje las múltiples actividades a desarrollar con
tal motivo. También deseamos el mayor éxito a la nueva revista “Qualitative
Theory of Dynamical Systems”, de la que son editores Javier Chavarriga y
Jaume Llibre. En la página 99 aparecen las caracteŕısticas de esta nueva revista
y las condiciones de suscripción.

Por otra parte, considerando la buena acogida que tuvo el informe sobre
“Educación matemática” publicado en el Anuario de 1999, continuamos con
dicha sección, de la que son responsables Alicia Delibes y Soledad Rodŕıguez.
En esta ocasión aparecen dos art́ıculos, el primero de Alicia Delibes, titulado
“Matemática difusa” (en un sentido bien distinto a la extensión de la
Matemática clásica originada a partir de la Teoŕıa de Conjuntos Difusos,
también denominada “Matemática Difusa”) y el segundo de José Luis Andrés,
titulado “Sobre las Matemáticas en la Enseñanza Secundaria”.

Al igual que ocurre con el tema de la “educación matemática” y como expresa
el propio Presidente en su informe, consideramos interesante la posibilidad
de que los socios de S~eMA dispongan del Bolet́ın como medio donde poder
expresar su opinión sobre otros aspectos relacionados con las Matemáticas y
con la Sociedad Española de Matemática Aplicada. En ese sentido, si esta idea
es secundada, puede incluirse en los siguientes números del Bolet́ın una nueva
sección sobre “opiniones” firmadas por los socios que aśı lo deseen (sin que el
grupo editor, ni S~eMA en su conjunto, tengan que estar de acuerdo ni hacerse
responsables de las opiniones vertidas por cada socio a t́ıtulo personal).

El resto del contenido del presente Bolet́ın consiste en secciones que ya son
habituales, aunque podemos señalar tres aspectos sobre las mismas:

1. En la sección titulada “temas”, se incluyen dos interesantes art́ıculos.
Uno titulado “Algunos resultados recientes sobre ecuaciones no lineales”,
escrito por Ana Carpio (que obtuvo el “I Premio S~eMA al Joven
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Investigador”). Otro titulado “Las ecuaciones de la filtración de fluidos
en medios porosos”, escrito por Juan Luis Vázquez (anterior Presidente
de S~eMA).

2. Señalamos que la sección sobre “libros” que aparece en este número ha sido
preparada por José D. Mart́ın. Recordamos que el responsable habitual
de esta sección es Eduardo Casas, quien pide la colaboración de todos los
socios para que siga apareciendo información bibliográfica en los siguientes
números del Bolet́ın.

3. Luis M. Abia se ha encargado, como de costumbre, de preparar el conte-
nido de la sección sobre “congresos”.

Esperamos que la información que sigue sea de interés y utilidad. Estamos
abiertos a cualquier tipo de comentarios y sugerencias, que puedes hacernos
llegar mediante la dirección de e-mail que aparece a continuación.

Grupo Editor

boletin sema@uco.es
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INFORME DEL PRESIDENTE

Estimado socio de S~eMA:
Me complace saludarte una vez más desde estas páginas para comentarte

algunos de los acontecimientos que han tenido lugar recientemente.
El primero de ellos es este mismo Bolet́ın, como puedes comprobar

magńıficamente confeccionado y editado por nuestros compañeros de Córdoba.
Tras varias reflexiones, hemos optado por la estructura que observas, con las
secciones habituales y algunas nuevas. Querŕıamos además que, en lo sucesivo,
quedaran reflejadas con mayor espontaneidad las opiniones de los socios. Con
tal fin, tenemos previsto inaugurar el próximo número una sección adicional,
titulada “La opinión del socio”, pensada para que puedas presentar libremente
tus comentarios y sugerencias.

Como sabes, hace varios d́ıas se celebró en Las Palmas de Gran Canaria
el último Congreso de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones - Congreso de
Matemática Aplicada (CEDYA - CMA) y, en el transcurso del mismo, la
Asamblea General de nuestra sociedad de este año. Quisiera ahora hacer varios
comentarios sobre el desarrollo que tuvieron ambos.

1 - En primer lugar, te recuerdo que ha habido, de acuerdo con nuestros
Estatutos, renovación parcial del Comité Ejecutivo. Han dejado de ser miembros
del Comité R BRU, V CASELLES y S DE VICENTE. Por otra parte, se
han incorporado al mismo J DE FRUTOS de la Universidad de Valladolid,
M GONZALEZ BURGOS de la Universidad de Sevilla y JM MAZON de
la Universidad de Valencia. Aśı pues, el Comité está actualmente formado
por estos tres, JL CRUZ, M ESCOBEDO, F LISBONA, R PARDO, el
Vicepresidente J DURANY y el que te habla. Aunque todav́ıa estamos
reorganizando tareas, te puedo asegurar que ya he tenido tiempo de captar
una gran cantidad de ganas de trabajar por parte de todos ellos.

2 - Por motivos de traslado y a petición propia, ha dejado de ser Tesorero de
la sociedad nuestro compañero B GARCIA ARCHILLA. Tengo que agradecerle
públicamente la gran ayuda que ha tenido a bien prestarnos durante estos años,
que ha permitido unas cuentas claras y una sociedad económicamente sana.
Tras haberlo comentado con él y tras haber comunicado mis intenciones en la
pasada Asamblea, he resuelto nombrar nuevo Tesorero a JF PADIAL quien,
como sabéis, tiene a su cargo desde hace tiempo la gestión de socios.
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3 - Una buena noticia: Dado que la situación económica de la sociedad es
favorable, hemos decidido mantener las cuotas para el año 2000. Aun aśı, las
previsiones continúan siendo favorables para finales del 2000.

4 - En el transcurso del CEDYA de Las Palmas, se observó un alto
porcentaje de participación joven, una gran diversidad de temas expuestos y
(si se me permite decirlo) una muy alta calidad en muchas comunicaciones. Por
añadidura, pudimos disfrutar de magńıficas conferencias, algunas de máximo
nivel.

Por primera vez se han presentado dos candidaturas para la organización
del próximo CEDYA. Tras diversas consultas e intercambios de opiniones,
hemos consensuado una solución: El próximo CEDYA - CMA, previsto para
septiembre del 2001, será organizado por el Dpto. de Matemática Aplicada de
la Universidad de Salamanca. La propuesta fue realizada por L FERRAGUT
que es, además, el Director de este Dpto. En septiembre del 2003 tendrá
lugar la siguiente edición, organizada por el Dpto. de Ingenieŕıa Informática
y Matemáticas de la Universidad Rovira i Virgili de Tarragona. En este caso,
la propuesta fue realizada por nuestro compañero R RAMIREZ.

5 - Se procedió a realizar la entrega del II Premio S~eMA al Joven Investigador
a nuestro compañero Juan Casado Dı́az que, como estaba previsto, fue seguida
de una charla del premiado. Aprovecho esta ocasión para anunciarte ya que
está previsto un III Premio de estas caracteŕısticas. La convocatoria tendrá
lugar, más o menos entre el 30 de enero y el 30 de abril del 2000 y afectará a
las personas que hayan nacido después del 30 de abril de 1966.

Aunque ya he tenido probablemente la ocasión de dećırtelo alguna vez, quiero
insistir en que a mı́, al resto de los miembros del Comité y a los organizadores
de los próximos CEDYA - CMA, nos gustaŕıa contar con vuestras ideas y
sugerencias para mejorar si es posible en lo sucesivo en todos los aspectos que
se pueda.

En otro orden de cosas, quiero recordarte que muy próximamente
comenzarán las actividades del 2000. Es de obligado cumplimiento por mi
parte aprovechar estas ĺıneas para agradecer la labor que, desde hace más de
un año, están realizando los miembros del Comité Español para el Año Mundial
de las Matemáticas (CEAMM 2000), muy en particular uno de nuestros dos
representantes, nuestro anterior Presidente JL VAZQUEZ (el otro representante
es quien te habla).

Tengo la suerte de contar, además, con otros colaboradores que me ayudan
en incontables tareas. Debo mencionar expĺıcitamente a LM ABIA (difusión de

6



informaciones), R BRU (área de trabajo Algebra Matricial), E CASAS (sección
de libros en el Bolet́ın), A DELIBES y S RODRIGUEZ (sección de educación
matemática en el Bolet́ın), JM SANCHEZ POXON (Hoja Web), B SILVA, A
SUAREZ y E ZUAZUA (a la vez asesores y ayudantes).

Aprovecho la ocasión para agradecerles a ellos y agradecerte a ti el trabajo
que desde vuestras parcelas realizáis por S~eMA. Te animo igualmente a que me
hagas llegar a mı́ o hagas llegar a cualquier miembro del Comité tus opiniones
y sugerencias. Estoy convencido de que cuanto más participativa sea la vida de
la sociedad más ganaremos todos.

Esperando tus comentarios e (insisto) animándote a participar en las
actividades de nuestra sociedad, te mando un cordial saludo.

E. Fernandez-Cara
Presidente de S~eMA
Dpto. Ecuaciones Diferenciales y Análisis Numérico
Aptdo. 1160; 41080 SEVILLA (SPAIN)
Tel (34) 9 54 55 79 92
Fax (34) 9 54 55 28 98
e-mail: cara@numer.us.es
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ALGUNOS RESULTADOS RECIENTES SOBRE

ECUACIONES NO LINEALES

Ana Carpio
Dpto. de Matemática Aplicada

Universidad Complutense de Madrid

e-mail: carpio@sunma4.mat.ucm.es

1 Introducción

Como sabrán los lectores de este bolet́ın, el año pasado tuve el honor de recibir el
Primer Premio SEMA al joven investigador. A lo largo de las páginas que siguen,
intento explicar a grandes rasgos en qué ha consistido mi labor investigadora
hasta la fecha.

Mi trabajo se ha enmarcado principalmente dentro del estudio cualitativo
de las ecuaciones en derivadas parciales no lineales. Recientemente, a raiz de mi
estancia postdoctoral en OCIAM (Oxford Centre for Industrial and Applied
Mathematics), he comenzado a interesarme por cuestiones de modelización,
simulación numérica y análisis de modelos discretos.

Los temas que voy a comentar están distribuidos como sigue:

1 Problemas de existencia:

1.1 Ecuaciones de tipo eĺıptico con exponente cŕıtico: no existencia de
soluciones positivas.

1.2 Ecuaciones de ondas con disipación no lineal: existencia de soluciones
globales retrógradas.

2 Comportamiento asintótico para tiempos grandes:

2.1 Ecuaciones de convección-difusión:

2.1.1 Ecuaciones de vorticidad en dimensiones dos y tres con datos
medidas: primer término del desarrollo asintótico

2.1.2 Ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles con datos integra-
bles: segundo término del desarrollo asintótico.

2.1.3 Ecuaciones de convección-difusión con convección tipo potencias
de u: unicidad de soluciones fundamentales, resultados de
compacidad.

11



2.1.4 Influencia de la difusión variable en el comportamiento para
tiempos grandes.

2.2 Ecuaciones cinéticas: Soluciones fundamentales y ecuaciones de
Vlasov-Poisson-Fokker-Planck.

3 Modelización y estudio de la dinámica e interacción de dislocaciones en
cristales.

3.1 Análisis de la dinámica de ĺıneas de singularidad, ondas viajeras y
estacionarias discretas.

3.2 Simulación numérica de defectos en sistemas atómicos y derivación
de algunos modelos discretos bidimensionales susceptibles de ser
acoplados con las ecuaciones de la elasticidad.

3.3 Estudio de sistemas de leyes de conservación no estrictamente
hiperbólicos y mixtos: obtención de familias de soluciones especiales
con relevancia f́ısica y regularización en términos de problemas de
frontera libre con viscosidad (degenerada) evanescente.

No es posible dar muchos detalles sobre temas dispares en unas pocas
páginas. No obstante, espero que al menos algunas ideas queden claras. Por
otra parte, sólo cito la bibliograf́ıa imprescindible. En cualquiera de los art́ıculos
citados puede encontrarse una bibliograf́ıa más detallada.

2 Resultados de existencia

1 Problemas eĺıpticos con exponente cŕıtico

Problemas de este tipo aparecen, por ejemplo, en geometŕıa diferencial al
intentar determinar métricas riemannianas conformes a una dada (Problema
de Yamabe). Aparecen igualmente en relación con ciertos problemas f́ısicos, en
particular, con las ecuaciones de Emden-Fowler y Yang-Mills. Se suele tomar
como problema modelo el siguiente:

−∆u = up en Ω
u = 0 en ∂Ω
u > 0 en Ω

donde p = n+2
n−2 , n ≥ 3 y Ω es un dominio regular acotado de Rn.

Cuando p < n+2
n−2 es fácil probar que existe solución mediante métodos

variacionales tipo minimización o técnicas de Ljusternik-Schrinelman o teoŕıa
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de Morse. Todos estos métodos fallan debido a falta de compacidad si p = n+2
n−2

ya que p + 1 = 2∗ = 2n
n−2 es el exponente cŕıtico de la inyección de Sobolev

H1
0 (Ω) → Lp+1(Ω).

De hecho, la existencia de solución está condicionada por las propiedades
topológicas y geométricas del dominio. Pozohaev [46] probó que en dominios
estrellados no existe solución. Por otra parte, Bahri y Coron [1] demostraron
que en todo dominio con topoloǵıa no trivial (en particular, con agujeros) existe
solución. Posteriormente, Ding [24] fue capaz de construir dominios de topoloǵıa
trivial en los cuales exist́ıa solución. La idea consist́ıa en perturbar anillos. Este
resultado puso de relieve la influencia de la geometŕıa. Quedaba por determinar
si exist́ıan dominios de topoloǵıa trivial pero sin ser estrellados en los cuales el
problema careciera de solución.

En [2] se da una respuesta positiva a esta cuestión construyendo los dominios
como perturbaciones de bolas. La idea de la demostración se basa en un
argumento de reducción al absurdo que combina la aplicación del método
de moving planes de Gidas-Ni-Nirenberg y la técnica de compacidad por
concentración de P.L. Lions.

2 Ecuaciones de ondas con disipación no lineal

Consideramos ecuaciones de ondas con disipación no lineal de la forma

(G)
{

utt −∆u + |ut|p−1ut = 0 en R× Ω
u = 0 en R× ∂Ω

donde 1 < p < ∞ y Ω ⊂ Rn es acotado y regular. El término de disipación
|ut|p−1ut representa un efecto de rozamiento que es función de la velocidad.

Es bien sabido ([35]) que, dados datos iniciales de enerǵıa finita (u0, u1) ∈
H1

0 (Ω)× L2(Ω) en t0, se puede resolver el problema de valores iniciales

(PVI)





utt −∆u + |ut|p−1ut = 0 en [t0,∞)× Ω
u = 0 en [t0,∞)× ∂Ω
u(t0) = u0, ut(t0) = u1 en Ω

y obtener soluciones u(t, x) definidas para t ≥ t0, x ∈ Ω. Sin embargo, no se
conoce ningún método general para construir soluciones globales del problema
de valores iniciales retrógrado (t ≤ t0) e incluso la existencia de soluciones
locales resulta dif́ıcil de establecer. Por otra parte, existen soluciones locales
del problema retrógrado que explotan en tiempo finito generadas por datos
arbitrariamente pequeños y no se conocen caracterizaciones del conjunto de
datos que pueda dar lugar a soluciones globales.
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En [4], [5] hemos introducido una técnica que permite construir soluciones
definidas para todo t. Estas soluciones tienden a cero si t → ∞ y crecen
indefinidamente si t → −∞.

La idea del método es la siguiente. En primer lugar, observamos que
basta construir soluciones globales u del problema retrógrado para t ≤ T , T

fijo. Prolongándolas para t ≥ T por la solución de (PVI) con datos iniciales
u(T ), ut(T ) en t0 = T se tienen soluciones de (G) definidas para todo t.

Para construir soluciones globales del problema retrógado partimos de
la observación de que el problema ’parabólico’ obtenido suprimiendo u′′, es
decir, −∆v + |vt|p−1vt = 0, posee soluciones globales en tiempo. Dichas
soluciones son de la forma v = |t| p

p−1 ψ(x) donde ψ(x) ∈ H1
0 (Ω) satisface

−∆ψ = ( p
p−1 )p|ψ|p−1ψ. Fijamos T < 0. A partir de v se puede construir

una función w que verifica

wtt −∆w + |wt|p−1wt = f

para t ≤ T , con f pequeño en −∞. La idea consiste en tomar w = v + r donde
r =

∑k
i=1 ψi(x)|t|λ−2i con k tal que α = −p

p−1 + 2(k + 1) > 1 y ψi(x) ∈ H1
0

soluciones de problemas eĺıpticos elegidos de forma que |f | ≤ C|t|−α.
Finalmente, utilizamos la ’solución aproximada’ w para construir una

solución u en (−∞, T ]. Denotamos por wτ la solución de (PVI) con datos
iniciales w(τ), wt(τ) en t0 = τ < T < 0. wτ existe para t ≥ τ . Cuando
τ → −∞, las funciones wτ convergen a una solución u de (G) definida para
t ≤ T y que se comporta como |t| p

p−1 ψ(x) si t → −∞. Basta prolongar u como
indicamos anteriormente para tener una solución global en tiempo.

La existencia de soluciones globales de (G) está relacionada con la
optimalidad de las estimaciones del decaimiento de la enerǵıa E(u(t)) de las
soluciones del problema de valores iniciales (PVI). Es conocido (véase [36])
que E(u(t)) ≤ C(E(u(0)))f(t) para t ≥ 0 con f(t) = t

−1
p−1 si p > 1 y

f(t) = e−δt, δ > 0 si p = 1. C(E(u(0))) denota una constante que depende de
los datos iniciales. En [3] se obtienen estimaciones óptimas sobre el crecimiento
de esta constante en función de la enerǵıa inicial, en el sentido de que son
alcanzadas por las soluciones construidas en [5].
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3 Comportamiento asintótico

1 Ecuaciones de convección-difusión no lineales

Una ecuación de convección-difusión es una ecuación de evolución para una
función u(x, t) en la cual aparecen un término de difusión (tipo laplaciano o
divergencia) y un término de convección (tipo gradiente). Consideraremos en
lo sucesivo términos de convección nlineales y de difusión lineales.

La existencia y unicidad de solución para el problema de valores iniciales en
Rn suele ser establecida mediante esquemas iterativos o teoremas de punto fijo.
Por otra parte, la presencia del término de difusión tiene un efecto regularizante
sobre las soluciones para t > 0. Nos planteamos la cuestión de determinar cual
es el comportamiento asintótico de las soluciones para tiempos grandes.

La primera observación es que el comportamiento de la solución para tiempos
grandes está ligado al comportamiento de los datos iniciales para x grande.
Consideramos en principio datos iniciales que se anulan cuando |x| → ∞, con
lo que cabe esperar que las soluciones tiendan a la solución estacionaria nula
cuando t →∞. Se trata de precisar este resultado indicando cual es la velocidad
de caida a cero y cual es el perfil asintótico preciso de las soluciones.

En general, para tiempos grandes se suele establecer una competición entre
los diversos términos presentes en la ecuación. Segun el tipo de nolinealidad en
la convección y el tipo de datos iniciales podemos tener diferentes situaciones:

• la difusión es dominante y las soluciones se comportan asintóticamente
como soluciones del problema sin convección (que es parabólico)

• la convección es dominante y las soluciones se comportan como soluciones
del problema sin difusión (que es hiperbólico)

• la difusión domina en algunas direcciones, la convección en otras y las
soluciones se comportan como soluciones del problema sin difusión en las
direcciones de convección dominante y sin convección en las direcciones
de difusión dominante

• la difusión y la convección son del mismo orden

Cuando las ecuaciones y la norma del espacio en que se toman los datos
son invariantes por algun cambio de escala, todos los términos que aparecen
en la ecuación suelen ser del mismo orden y la solución se comporta como una
solución autosemejante (invariante por el cambio de escala). Un instructivo caso

15



concreto en el que se dan todas las posibilidades que acabamos de mencionar es
analizado en [27], [29].

Un primer paso para establecer el orden de magnitud relativo de los diversos
términos en la ecuación y el tipo de perfil que cabe esperar consiste en establecer
estimaciones óptimas sobre la velocidad de decrecimiento de las normas de la
solución. La presencia de un operador parabólico permite obtener para las
soluciones estimaciones Lp − Lq del tipo de las conocidas para soluciones de la
ecuación del calor:

‖u(t)‖Lq ≤ C(‖u(0)‖Lp)t−
n
2 ( 1

p− 1
q ), t > 0

Estas estimaciones son independientes de la convección. Pueden deducirse
segun los casos a partir de desigualdades diferenciales para las normas, de
la ecuación integral asociada o de expresiones en términos de soluciones
fundamentales.

Se deduce de estas estimaciones que la velocidad de caida de la solución
cuando t → ∞ está determinada por el comportamiento cuando |x| → ∞ del
dato inicial. El tomar u0 en un espacio Lp es simplemente una manera de medir
su decaimiento cuando x → ∞, o bien el crecimiento de sus singularidades.
Otras elecciones son posibles, como por ejemplo, espacios de Morrey o Besov.

Cuando estas estimaciones parabólicas de decaimiento son óptimas, las
soluciones suelen comportarse como las soluciones autosemejantes del problema
sin convección o bien como las soluciones autosemejantes del problema completo,
dependiendo de la nolinealidad. Obtenemos asi una primera aproximación del
perfil asintótico de la solución. La manera clásica de probar este resultado suele
consistir en reescalar el problema y ver que las soluciones reescaladas convergen
a una solución autosemejante.

En otras ocasiones, la convección no lineal permite obtener estimaciones de
decaimiento mas rápidas que las estimaciones parabólicas. La idea consiste en
establecer previamente estimaciones de entroṕıa para las derivadas. En este
caso, la convección no es despreciable para tiempos grandes y las soluciones se
suelen comportar como soluciones autosemejantes del problema hiperbólico o
parcialmente hiperbólico.

En problemas en que la difusión domina para tiempos grandes y la primera
aproximación al perfil asintótico de la solución viene dada por el problema lineal,
conviene obtener mas términos del desarrollo asintótico para determinar cual es
la influencia de la nolinealidad (o la difusión variable) en el perfil. Como veremos
mas adelante, es posible hacer esto desarrollando las integrales que aparecen en
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la ecuación integral asociada. Este tipo de resultados sobre el comportamiento
asintótico para tiempos grandes son de interés a la hora de analizar los perfiles
asintóticos de pequeñas perturbaciones, que inevitablemente existen en todas
las situaciones realistas, y la estabilidad de soluciones espećıficas.

Esta es a grandes rasgos, la filosof́ıa subyacente en muchos de los trabajos
publicados sobre comportamiento asintótico en ecuaciones de convección-
difusión. Filosof́ıa que obviamente tiene excepciones y en cada caso particular ha
de ser convenientemente matizada o alterada. Tratamos a continuación algunos
ejemplos.

1.1 Ecuaciones de vorticidad

Consideremos primero la ecuación de vorticidad en dimensión dos:

(V 2)

{
vt −∆v + ui∂iv = 0 en R2 ×R+

v(x, 0) = v0 en R2

donde el vector velocidad u = (u1, u2) está dado por:

u(x, t) = K ∗ v(x, t) =
1
2π

∫

R2

(−y2, y1)
|y|2 v(x− y, t)dy

con :

K(x) =
1
2π

(−x2, x1)
|x|2 = (K1, K2)

Denotamos ui∂iv =
∑2

i=1 ui∂iv con ∂iv = ∂ v
∂xi

.

En una serie de trabajos de Giga, Kambe, Osada [31, 33] se prueba que si
v0 es una medida de Radon finita existe una única solución v cuyas normas
Lp decaen como t−1+ 1

p . Ademas, si la variación total de v0 es suficientemente
pequeña, deducen de la ecuación integral que v(t) se comporta como la solución
fundamental de la ecuación del calor con masa M =

∫
dv0, MG(t) siendo G el

núcleo del calor.
Es posible mejorar este resultado (véase [6, 7]) reemplazando la restricción

sobre la pequeñez de la variación total de v0 por la unicidad de la solución
fundamental f de la ecuación de vorticidad con masa M =

∫
dv0:

{
ft −∆f + (K ∗ f)i∂if = 0 en R2 ×R+

f(x, 0) = Mδ en R2

Para garantizar la unicidad basta suponer la masa M =
∫

dv0 pequeña.
La clave de la demostración es la observación de que la ecuación (V 2) es

invariante por el cambio de escala vλ = λ2v(λx, λ2t), la masa M =
∫

v(t)
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es una cantidad conservada y las soluciones fundamentales de la ecuación del
calor MG con masa M son soluciones fundamentales de (V2) puesto que anulan
el término no lineal. Nótese que las soluciones fundamentales f de (V2) son
autosemejantes (invariantes por el cambio de escala).

Las funciones vλ son soluciones de (V 2) con datos que convergen a Mδ

si λ tiende a infinito. Si λ → ∞ cabe esperar que vλ converja a la solución
fundamental f de (V2) con masa M . Si hay unicidad, en particular, si M

es pequeña, f = MG. Para justificar esta convergencia, es preciso obtener
estimaciones uniformes sobre las normas de vλ, ∇vλ y ver que las vλ son
uniformemente pequeñas fuera de bolas de radio suficientemente grande. Este
es el punto más delicado y se prueba utilizando diversas expresiones integrales
de vλ.

Establecida la convergencia, basta deshacer el cambio de escala para ver
que v(t) se comporta en primera aproximación como MG(t) si t = λ2 tiende a
infinito:

‖vλ(1)−MG(1)‖Lp = λ2− 2
p ‖v(λ2)−MG(λ2)‖Lp → 0

es decir, v(t) = MG(t) + R(t) donde R(t) es un resto que decae mas rápido que
MG(t) cuando t tiende a infinito.

En dimensión 3, tenemos el sistema de la vorticidad:

(V 3)





vt −∆v + ∂i(uiv − viu) = 0 en R3 ×R+

div v = 0 en R3 ×R+

v(x, 0) = v0, div v0 = 0 en R3

La ley de Biot-Savart permite expresar la velocidad u en términos de la
vorticidad:

u(x, t) = K ∗ v(x, t) =
−1
4π

∫

R3

(y1, y2, y3)
|y|3 × v(x− y, t)dy

donde

K(x) =
−1
4π

(x1, x2, x3)
|x|3 = (K1,K2, K3)

Giga y Miyakawa [32] probaron la existencia de solución para datos iniciales
de divergencia nula en el espacio de Morrey (M

3
2 (Ω))3 y suficientemente

pequeños. El interés de considerar datos en este espacio de Morrey estriba
en que contiene medidas concentradas en curvas, como por ejemplo, filamentos
o anillos de vorticidad.

Bajo ciertas restricciones adicionales sobre los datos, se tiene (véase
[6, 7]) para tiempos grandes las soluciones se comportan como soluciones
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autosemejantes de (V3). Basta observar que la ecuación y la norma (M
3
2 (Ω))3

son invariantes por el cambio vλ = λ2v(λx, λ2t) y proceder como en el caso
n = 2.

De nuevo, la principal dificultad está en obtener estimaciones uniformes
sobre vλ, ∇vλ y ver que las vλ son uniformemente pequeñas fuera de bolas
suficientemente grandes. Para probar esta última condición necesitamos
imponer condiciones muy restrictivas a los datos iniciales. Estas restricciones
son meramente técnicas. Cabe esperar que el resultado sobre el comportamiento
asintótico siga siendo válido para datos más generales utilizando espacios de
Besov y algunas ideas introducidas recientemente para el estudio de soluciones
autosimilares en Navier-Stokes por Canone, Planchon y Meyer.

1.2 Ecuaciones de Navier-Stokes

Consideramos las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en Rn, n ≥ 2 :

(NS)





ut −∆u + ui∂iu +∇p = 0 en R+ ×Rn

u(t, x) → 0 |x| → ∞, t > 0

div u = 0 en R+ ×Rn

u(x, 0) = u0, div u0 = 0 en Rn

donde u = (u1, ..., un) denota la velocidad del fluido y p la presión.
Conviene recordar que los resultados de existencia de solución para (NS)

son básicamente de dos tipos. Por una parte se tiene existencia global para
todo t ≥ 0 de soluciones débiles u ∈ L∞(0,∞; L2(Rn)) para datos u0 ∈ L2(Rn)
para todo n ≥ 2. Por otra parte, se tiene existencia de soluciones fuertes
u ∈ BC([0,∞), Lq(Rn)), q ≥ n si u0 ∈ Ln(Rn) (véase [37]). Para n = 2
estas soluciones coinciden con las débiles y son por tanto globales. Si n > 3,
son globales para datos de norma Ln suficientemente pequeña. Cuando u0 ∈
Lp ∩ Ln, 1 < p < n, se tiene además

‖u(t)‖q ≤ C(u0)t−
n
2 ( 1

p− 1
q ), t > 0, q ≥ p

suponiendo ‖u0‖n pequeña si n > 2. Las soluciones fuertes verifican la ecuación
integral asociada a (NS).

En una serie de trabajos, Schonbek [49], Kajikiya-Miyakawa [38], Wiegner
[50] se utilizan técnicas de Fourier para establecer que las soluciones débiles
con datos L2 se comportan en L2 como las soluciones de la ecuación del calor
con el mismo dato inicial para tiempos grandes. Para las soluciones fuertes de
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Kato se puede realizar un estudio más detallado del comportamiento asintótico.
Explicamos a continuación ([8, 10]) cómo obtener el primer y segundo término
del desarrollo asintótico de una solución fuerte para tiempos grandes.

El punto de partida para estudiar el comportamiento de las soluciones fuertes
de (NS) consiste en escribir la ecuación integral asociada:

(NSI) u(t) = G(t) ∗ u0 −
∫ t

0

G(t− s) ∗ ui(s)∂iu(s)ds

−
∫ t

0

G(t− s) ∗ ∇En ∗ div(ui(s)∂iu(s))ds

Hemos expresado la presión en términos de u. Nótese que

−∆p = div(ui∂iu)

luego p = En ∗ div(ui∂iu), siendo En la solución fundamental del laplaciano en
dimensión n. Obsérvese asimismo que el semigrupo generado por el problema
lineal es precisamente el del calor. De ah́ı la presencia en (NSI) de convoluciones
con el núcleo del calor G(t). A continuación, se desarrollan los términos
integrales utilizando información sobre el decaimiento de u(t) y u(t)−G(t)∗u0.

Sabemos por [37] que las normas de u(t) decaen en tiempo como las normas
de la solución de la ecuación del calor con el mismo dato, G(t) ∗ u0. Gracias a
ello, podemos estimar la velocidad de decaimiento de las dos integrales presentes
en (NSI). Deducimos aśı que, en primera aproximación, u(t) se comporta como
G(t) ∗ u0. Más aun, obtenemos estimaciones optimales sobre la velocidad de
decrecimiento de u(t)−G(t) ∗ u0:

1. Sea u la solución de (NS) con dato inicial u0 ∈ Lp ∩ L2(R2), 1 ≤ p ≤ 2
tal que div u0 = 0. Entonces, para q ≥ p,

i) Si 1 < p < 2, ‖G(t) ∗ u0 − u(t)‖q ≤ Ct−
2
p + 1

q + 1
2 t > 0

ii) Si p = 1, ‖G(t) ∗ u0 − u(t)‖q ≤ Ct
−3
2 + 1

q log t t > 0

iii) Si p = 2, t
1
2− 1

q ‖u(t)‖q → 0 si t →∞

2. Si n ≥ 3, sea u una solución global de (NS) con dato inicial u0 ∈
Lp ∩ Ln(Rn), 1 ≤ p < n, con norma Ln pequeña y tal que div u0 = 0.
Entonces, para q ≥ p se tiene

‖G(t) ∗ u0 − u(t)‖q ≤ Ct(−
2
p + 1

q ) n
2 + 1

2
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El caso p = 1 requiere la utilización de espacios de Hardy. La posibilidad de
utilizar espacios de Hardy en la estimación de las convoluciones en el término
de presión no hab́ıa sido observada hasta la fecha y es clave para obtener las
estimaciones óptimas cuando p = 1, que son fundamentales a la hora de estudiar
el segundo término.

Bajo hipótesis de integrabilidad adicionales sobre el dato inicial u0, podemos
dar la forma del segundo término en el desarrollo asintótico de u(t). Basta
hallar el primer término en el desarrollo de cada una de las integrales presentes
en (NSI). Ello puede hacerse gracias a las estimaciones ya establecidas y a una
delicada técnica de reescalamientos. El desarrollo de G(t) ∗ u0 es conocido [26]:

G(t) ∗ u0 ∼ (
∫

u0)G(t) + (
∫

xiu0)∂iG(t)...

La forma precisa del desarrollo de u(t) hasta el segundo orden es la siguiente:

1. Fijamos q ≥ 1. Sea u una solución de (NS) en dimensión n = 2 con datos
iniciales u0 ∈ (L2 ∩ L1)(R2, 1 + |x|) tales que div u0 = 0 y u0 ∈ L2r(R2)
para algun r tal que q ≥ r > 2q

q+2 . Denotamos M =
∫

R2 u0(x)dx =
(M1,M2) y E2 = 1

2π log |x|. Entonces,

t
3
2− 1

q

log t
‖u(t)−MG(t) + R(t)‖q → 0 si t →∞

donde

R(t) = log t
(M iM

2
∂iG(t) +

M iM j

2
∂iG(t) ∗ ∇∂jE2

)

2. Para n ≥ 3, sea u una solución fuerte de (NS) con datos u0 ∈ L1(Rn, 1 +
|x|) ∩ Ln(Rn), 1 ≤ p ≤ n, de norma Ln pequeña y div u0 = 0. Tomamos
q ≥ 1. Si u0 ∈ L2r(Rn) para algun q ≥ r > nq

q+n entonces

t
1
2+ n

2 (1− 1
q )‖u(t)−MG(t) + mi∂iG(t) + R(t)‖q → 0

cuando t →∞, donde R(t) viene dado por

(∫ ∞

0

∫

Rn

uiu(σ, y)dydσ
)

∂iG(t)+
(∫ ∞

0

∫

Rn

uiuj(σ, y)dydσ
)
∂iG(t)∗∇∂jEn

siendo En la solución fundamental de −∆ en Rn y

M =
∫

Rn

u0(x)dx; mi =
∫

Rn

xiu0(x)dx, i = 1, ...n
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En estos desarrollos se aprecia la aportación de la nolinealidad al perfil
de las soluciones para tiempos grandes. Por otra parte, se observa que si
n ≥ 3, incluso si tomamos datos con masa y momentos nulos, la velocidad
de decaimiento de la norma Lq de la solución será de orden t−

1
2−n

2 (1− 1
q ). Por el

contrario, las soluciones del problema lineal puede decaer más rápido, incluso
exponencialmente.

1.3 Unicidad de soluciones fundamentales y compacidad
para nolinealidades tipo |u|p−1u

Consideramos ecuaciones de convección-difusión de la forma
{

ut −∆u + a · ∇(|u|q−1u) = 0 en Rn ×R+, n ≥ 1

u(z, 0) = u0(z) en Rn

con u0 ∈ L1(Rn), a ∈ Rn y 1 < q < 1+ 1
n . Ecuaciones de este tipo aparecen en el

estudio de la difusión de contaminantes en rios [34]. Se trata de determinar cual
es el perfil asintótico de las soluciones para tiempos grandes. Experimentalmente
se observa la formación de choques, por lo cual es interesante determinar si este
tipo de ecuaciones puede generar choques con el transcurso del tiempo y cual
seŕıa la estructura de esos choques.

Por simplicidad escribimos la ecuación en la forma

(CD) ut −∆u + ∂y(|u|q−1u) = 0 en Rn−1 ×R×R+

con u = u(x, y, t), x ∈ Rn−1, y ∈ R. Aqúı, ∆ denota el laplaciano en las variables
x, y: ∆ = ∆x + ∂2

partial2y .

En trabajos anteriores de Escobedo, Vazquez y Zuazua [28, 29] se estudió
el caso n = 1 y el caso n > 1 con u ≥ 0. En ambos casos las soluciones de
(CD) con datos integrables tienden cuando t → ∞ a la solución fundamental
entrópica con masa M =

∫
u0 de

(CDR) ft −∆xf + ∂y(|f |q−1f) = 0 en Rn−1 ×R×R+

donde ∆x denota el laplaciano en la variable x. La difusión en la dirección
y desaparece y se forman choques en esa dirección. De hecho, la solución
fundamental tiene soporte compacto en la dirección y. Esto es particularmente
expĺıcito en dimensión n = 1 donde toda la difusión despaparece de la ecuación
y las soluciones fundamentales son las conocidas N-waves [42].

Para soluciones u de signo variable y en dimensión n > 1, quedaba por
determinar si también aparećıan choques para tiempos grandes y si la estructura
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del choque variaba. Nótese que en el resultado para soluciones positivas, el
perfil del choque que se forma cuando t → ∞ depende únicamente de la masa
M =

∫
u(x, y, t)dxdy, que es una cantidad conservada, y no del signo de u.

En [9, 11] vemos que efectivamente, aunque el signo de u vaŕıe, el perfil que se
observa para tiempos grandes viene dado por la solución fundamental entrópica
con masa M de (CDR). Es decir, es el mismo para todas las soluciones que
tengan la misma masa.

La restricción sobre el signo en los resultados de [29] es una restricción
meramente técnica. La idea de la demostracción en [29] consiste en efectuar
el cambio de escala

uλ(x, y, t) = λαu(λ
1
2 x, λβy, λt), α =

n + 1
2q

, β =
n + 1 + q − nq

2q

Si u es solución de (CD), uλ es solución de

(CDλ) uλ,t −∆xuλ − λ1−2β∂2
yyuλ + ∂y(|uλ|q−1uλ) = 0 in Rn−1 ×R×R+

con datos que tienden a una delta de Dirac, Mδ, si λ → ∞. En nuestro rango
de q, 1 − 2β < 0. Se trata de probar que uλ tiende a la solución fundamental
entrópica f de (CDR) (que es invariante por el cambio de escala) cuando λ →∞.
Al invertir el cambio se deduce que u(t) ∼ f(t) cuando t tiende a infinito.

En la demostración de [29] hay dos puntos clave que en principio fallan si u

cambia de signo. Se necesita que la solución fundamental entrópica f de (CDR)
con masa M sea única y sólo se sabe que es única si ademas se supone que es de
signo constante. Por otra parte, se necesita una estimación uniforme sobre las
derivadas de uλ que proporcione compacidad para pasar al ĺımite (estimación
de entroṕıa).

En [9, 11] probamos en primer lugar la unicidad de la solución fundamental
entrópica con masa M de (CDR) sin restricciones sobre el signo. La idea consiste
en probar que si M ≥ 0 (resp. M ≤ 0) entonces necesariamente la solución
fundamental f con masa M es positiva (resp. negativa) y por tanto única. La
dificultad principal proviene del hecho que el dato inicial tomado por la solución
fundamental es una masa de Dirac, Mδ. Esta dificultad puede ser superada en
la forma siguiente. Supongamos M ≥ 0. Observamos que la parte positiva
f+ y la parte negativa f− de f son subsoluciones de (CDR) que toman como
dato inicial medidas positivas µ y ν respectivamente, con Mδ = µ − ν. Basta
entonces probar que f+ ≤ g y f− ≤ g siendo g la solución de (CDR) con dato
µ para concluir que ν = 0, luego f− = 0.

Por otra parte, obtenemos compacidad fuerte de uλ(t) en Lp sin necesidad
de estimaciones uniformes sobre las derivadas. Basta generalizar a nuestro
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caso los resultados de compacidad obtenidos por Tadmor-Perthame y Lions [41]
mediante el paso a formulaciones cinéticas. Nótese que, al no ser C1,α nuestra
nolinealidad, dichos resultados no se aplican directamente a nuestro problema
y es necesario modificar pertinentemente sus argumentos (basados en el uso
de transformadas de Fourier y desarrollos diádicos) para adaptarlos a nuestra
nolinealidad. Hecho esto, concluimos que las soluciones u de signo variable
tambien se comportan como las soluciones fundamentales de (CDR) en primera
aproximación.

1.4 Coeficientes variables

Nos planteamos a continuación el problema de determinar la influencia de la
difusión variable sobre el perfil de las soluciones de las ecuaciones de convección
difusión para tiempos grandes. Consideramos en principio un problema con
difusión asintóticamente constante, pero que puede variar arbitrariamente en
acotados:{

ut − div(a(x)∇u) + a · ∇(|u|q−1u) = 0 en Rn ×R+, n ≥ 1

u(z, 0) = u0(z) en Rn

con 1 ≤ q ≤ 1 + 1
n y a(x) = 1 + b(x) > δ > 0 donde b es una función regular y

acotada que tiende a cero suficientemente rápido en el infinito. Duro y Zuazua
[25] probaron que las soluciones con datos integrables se comportan como las
soluciones de la ecuación del calor en primera aproximación. En el caso de
difusión constante, la influencia de la nolinealidad en el segundo término del
desarrollo ha sido estudiada en [51]. En [17] estudiamos la influencia de la
difusión variable en el perfil asintótico para tiempos grandes. La conclusión es
que la difusión variable sólo proporciona una correción en el segundo término
del desarrollo asintótico si q > 1 + 2

N .
La idea de la demostración es similar a la esbozada para Navier-Stokes. Se

escribe la ecuación integral y se analizan todas las integrales que aparecen en
ellas obteniendo los primeros términos del desarrollo. El análisis vaŕıa segun el
rango en que se tomen q y la dimensión y requiere delicadas argumentaciones
utilizando la teoŕıa de semigrupos y estimaciones óptimas sobre las soluciones
fundamentales asociadas al problema lineal [43].

2 Comportamiento asintótico en ecuaciones cinéticas

Los métodos esbozados para el estudio del comportamiento asintótico para
tiempos grandes de las soluciones de ecuaciones de convección-difusión pueden
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ser utilizados para abordar otro tipo de ecuaciones. La idea de usar reescala-
mientos para obtener la primera aproximación del perfil asintótico es clásica en
ecuaciones parabólicas nolineales. Por otra parte, las técnicas para el estudio de
segundos términos introducidas en [10, 17] resultan ser bastante generales. En
un trabajo reciente de [39] son utilizadas en ecuaciones tipo Korteweg-De Vries.

Consideramos a continuación la posibilidad de extenderlas al estudio del
comportamiento asintótico en ecuaciones cinéticas, que describen la evolución
de una densidad de particulas en diferentes condiciones. En estas ecuaciones
aparece una nueva variable: la velocidad. Las soluciones son pues función de
x, v, t. Para una introducción a este tipo de ecuaciones puede consultarse [40].
Dentro de las ecuaciones cinéticas, la ecuación de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck
es (VPFP) sin duda la de estructura mas parecida a las ecuaciones de convección-
difusión.

Consideramos el problema de determinar el perfil asintótico de las soluciones
de las ecuaciones de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck. Estas ecuaciones son de
interés en el estudio de plasmas en los que las colisiones no pueden ser
despreciadas. Si suponemos que:

- se intercambia poco momento en la colisión
- el plasma se halla en un campo autoconsistente creado por las propias
part́ıculas

no es necesario recurrir a un operador integral de colisión como en la ecuación
de Boltzman (véase [22] para una recopilación de resultados sobre la ecuación
de Boltzman) y basta trabajar con las ecuaciones (VPFP). Tal es el caso en
el estudio de la evolución de un gas ’pesado’ sumergido en un gas ’ligero’ en
equilibrio (p. ej. problemas de fusión controlada). Las ecuaciones (VPFP)
pueden obtenerse a partir de la ecuación de Boltzman, aproximando el operador
de colisión en un cierto ĺımite.

Denotando por f(x, v, t) la densidad de part́ıculas en la posición x, instante
t con velocidad v, el sistema de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck se escribe:

{
ft − σ∆vf + v∇xf + (E(f)− βv)∇vf −Nβf = 0 en RN ×RN ×R+

f(x, v, 0) = f0(x, v) en RN ×RN

donde E(ρ(f)) = ε(K ∗x ρ(f)) con ρ(f) =
∫

RN f(x, v, t)dv, y K(x) = x
SN |x|N ,

SN siendo SN el area de la esfera en RN . Consideramos el caso N = 3, β = 0.
El parámetro ε = ±1 según la interacción sea electrostática o gravitatoria. En
esta ecuación coexisten un término de difusión en v, un término de transporte
(v∇xf) y un término de convección en v.
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Resultados de existencia y regularidad han sido establecidos entre otros
por Victory- O’Dwyer [48], Rein-Weckler [47], Carrillo-Soler [20] para datos
suficientemente pequeños. Posteriormente, Carrillo, Soler y Vazquez [21]
probaron usando métodos de reescalamiento que las soluciones se comportan
en primera aproximación como las soluciones de la ecuación libre (E=0) para
tiempos grandes.

En [14] estudiamos la influencia de la nolinealidad en el perfil de las
soluciones para tiempos grandes, que no se observa en la primera aproximación.
Nuestro análisis se basa en el estudio de problemas linealizados con potenciales
E(x, t) acotados que decaen suficientemente rápido en el infinito. Estudiamos
las soluciones fundamentales de dichos problemas, estableciendo estimaciones
globales en tiempo en las que se acotan las soluciones fundamentales y sus
derivadas en términos de la solución fundamental G(x, v, t; ξ, ν, τ) del problema
lineal con E = 0. Se define la solución fundamental ΓE asociada al potencial E

como una funcion que satisface
{

ΓE,t −∆vΓE + v∇xΓE + E(x, t)∇vΓE = 0 (x, v, t) ∈ R3 ×R3 × (τ, T ]

ΓE(x, v, τ ; ξ, ν, τ) = δ(x, v) (x, v) ∈ R3 ×R3

para (ξ, ν, τ) fijos. Si E(x, t) es tal que:
i) E ∈ L∞x,t

ii)‖E(t)‖L∞x ≤ Cα

(1+t)
1
2 +α

con α ≥ 0 y Cα pequeño α = 0

entonces se tiene [15]:

0 ≤ ΓE(x, v, t; ξ, ν, τ) ≤ C(‖E‖L∞xt
)G(

x

2
,
v

2
, t;

ξ

2
,
ν

2
, τ)

∇vΓE(x, v, t; ξ, ν, τ) ≤ C(‖E‖L∞xt
)G(

x

2
,
v

2
, t;

ξ

2
,
ν

2
, τ)(t− τ)

−1
2

para 0 < t− τ < ∞, τ ≥ 0, x, v, ξ, ν ∈ R3.
Gracias a estas cotas, obtenemos estimaciones optimales sobre el decaimiento

de la diferencia entre las soluciones de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck y la
solución de la ecuación libre con el mismo dato inicial. Hecho esto, es posible
obtener precisar en desarrollo asintótico para tiempos grandes mostrando la
influencia de la nolinealidad como en [17].

4 Modelos de dislocaciones

Las dislocaciones son defectos en la estructura atómica de los materiales
cristalinos (metales, semiconductores...), soportados a lo largo de ’curvas’, que
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controlan una amplia gama de propiedades de los cristales. En particular,
propiedades mecánicas como la plasticidad y la velocidad de crecimiento del
cristal. Se ha comprobado experimentalmente que todo cristal posee una red
de dislocaciones distribuidas en él. Al aplicar una fuerza, las dislocaciones
se mueven, interaccionan unas con otras y son creadas en ciertos puntos de
nucleación generando complejas estructuras. Este proceso microscópico es el
responsable de la deformación plástica del cristal y la variación en la resistencia
del mismo que observamos a escala macroscópica.

En general, los cristales son materiales dúctiles. Es decir, si se aplica una
fuerza pequeña se deforman elásticamente, de forma reversible. Si la fuerza
aplicada supera un valor cŕıtico, la deformación pasa a ser irreversible, o
sea plástica. El inicio de la deformación plástica coincide con la puesta en
movimiento de las dislocaciones del cristal, que permanecen ancladas hasta que
la fuerza aplicada es suficientemente grande. Si seguimos aumentando la fuerza
aplicada llega en momento en que el movimiento, interacción y generación de
dislocaciones ha creado una compleja y densa estructura de dislocaciones en el
cristal, de forma que unas dislocaciones obstaculizan el movimiento de las otras.
En ese momento, la resistencia del cristal a la deformación se hace máxima
(endurecimiento por trabajado). Si seguimos aumentando la fuerza aplicada,
llegará un momento en que el material se fracture.

Esta teoŕıa de la plasticidad está basada en observaciones experimentales.
Sin embargo, la modelización matemática de cómo las dislocaciones presentes en
la estructura atómica y su evolución controlan la deformación plástica del cristal
y su resistencia ha progresado poco. Se han realizado intentos de modelizar
la plasticidad mediante la mecánica de medios cont́ınuos, postulando diversas
leyes de comportamiento para el régimen plástico. Sin embargo, ninguna de
esas leyes de comportamiento está sólidamente fundamentada. El principal
problema es que no está claro cual es la información microscópica relevante que
hay que incluir en la ley de comportamiento. En vista de este panorama, se han
introducido algunos modelos discretos que estudian la evolución de la posición
de los átomos del cristal sujetos a interacción con los demás átomos y a una
fuerza exterior. La mayoŕıa de dichos modelos consideran la interacción de cada
átomo con todos los demás por lo que son en la práctica imposibles de estudiar
anaĺıticamente y su estudio numérico es excesivamente costoso.

En colaboración con miembros del OCIAM de Oxford he realizado algunos
trabajos en los que investigamos otras formas de abordar el problema. En
primer lugar hemos formulado modelos discretos simples, que sólo consideran
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la interacción de cada átomo con los vecinos mas próximos. Estos modelos nos
han permitido estudiar numéricamente la dinámica de dislocaciones aisladas o
pequeños grupos de dislocaciones. En el caso unidimensional, identificando la
dislocación con ondas discretas hemos podido estimar la fuerza cŕıtica necesaria
para moverla. El tratamiento de redes de dislocaciones realistas (del orden de
1010 dislocaciones por cm2) y la homogeneización de esta información discreta
para obtener una descripción macroscópica están de momento fuera de nuestro
alcance. Por ello, hemos investigado la posibilidad de describir la interacción de
dislocaciones mediante sistemas de leyes de conservación en los que postulamos
leyes de velocidad emṕıricas.

1 Dinámica de dislocaciones: dinámica de singularidades,
ondas viajeras discretas

El primer problema que se plantea es el de determinar a partir de un modelo
conveniente cual es la fuerza cŕıtica a partir de la cual una dislocación comienza
a moverse y cual es la velocidad de una dislocación en función de la fuerza
externa aplicada, supuesta mayor que la fuerza cŕıtica.

Una primera forma de intentar abordar el problema es la siguiente. Una
dislocación viene a ser una región del cristal donde los desplazamientos de
los átomos son demasiado grandes para aproximar el cristal por un medio
cont́ınuo y utilizar las ecuaciones de la elasticidad lineal. Por tanto, puede
ser vista como una singularidad en las ecuaciones de la elasticidad. Esto sugiere
una analoǵıa con otras singularidades de codimensión dos, i.e., soportadas por
curvas, que aparecen en otros contextos f́ısicos: vórtices en fluidos y vórtices en
superconductores tipo II.

En diversos trabajos [45], [23] se consigue determinar la dinámica de vórtices
mediante métodos asintóticos. La idea consiste en acoplar las ecuaciones de
Euler (resp. London) lejos del vórtice fluido (resp. superconductor) con las
ecuaciones de Navier-Stokes (resp. Ginzburg-Landau) cerca del vórtice. La
condición de acoplamiento proporciona una relación que nos da la velocidad del
vórtice en función del campo aplicado.

En [13] investigamos la posibilidad de aplicar estos métodos a la dinámica
de dislocaciones. Mostramos que la analoǵıa falla porque ningun modelo
continuo es válido en la zona dislocada, la evolución cerca de la dislocación
es intŕınsicamente discreta. En vista de la imposibilidad de utilizar los métodos
asintóticos usuales y dada la naturaleza discreta de la singularidad, recurrimos
a simulaciones numéricas con el fin de determinar una ley para la velocidad de
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la dislocación en función de la fuerza externa aplicada. Esto plantea la cuestión
de cual es el modelo discreto a utilizar.

En [18] proponemos y analizamos algunos modelos discretos para la evolu-
ción de una dislocación bidimensional bajo una fuerza externa. Estudiamos
primero un modelo que sólo permite movimiento en una dirección.
Consideramos un ret́ıculo bidimensional infinito y denotamos por ui,j(t) el
desplazamiento en la dirección x del átomo (i, j). La evolución de ui,j(t) viene
dada por

u′i,j = ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j + A(sin(ui,j+1 − ui,j) + sin(ui,j−1 − ui,j)

Este modelo sólo tiene en cuenta la interacción del átomo (i, j) con sus
vecinos mas próximos y se reduce a la elasticidad escalar isótropa lejos de las
singularidades.

Se puede generar una solución tipo dislocación en el cristal a partir del
dato inicial θ(i, j), siendo θ(x, y) ∈ [0, 2π) la función ángulo. La fuerza externa
aplicada entra en el modelo a traves de las condiciones frontera. Si imponemos
una fuerza de cizalla en la dirección x de magnitud F , las condiciones frontera
para ui,j son ui,j ∼ θ(i, j) + F · j cuando |i| + |j| → ∞. Es posible probar
anaĺıticamente la existencia de dislocaciones estacionarias para fuerzas externas
F pequeñas. Por otra parte, las simulaciones numéricas confirman que este
modelo tiene soluciones tipo dislocación estacionaria para fuerzas pequeñas y sin
embargo para fuerzas grandes posee soluciones tipo dislocación que se deslizan
en la dirección x a una velocidad determinada.

Se puede proponer asimismo un modelo un poco mas complejo ([18]) que hace
intervenir los desplazamientos ui,j y vi,j en las direcciones x e y. Dicho modelo
permite el movimiento en todas direcciones y se reduce como cab́ıa esperar a las
ecuaciones de Navier lejos de la dislocación. En este caso, tambien se pueden
generar numéricamente soluciones tipo dislocación en las que ui,j ∼ u(i, j) y
vi,j ∼ v(i, j) lejos de la singularidad, donde

u = b
2π

(
tan−1(y/x) + xy

2(1−ν)(x2+y2)

)

v = − b
2π

(
1−2ν

4(1−ν) log(x2 + y2) +
x2 − y2

4(1− ν)(x2 + y2)

)

siendo ν el coeficiente de Poisson del material. Estas soluciones son estacionarias
cuando la fuerza externa es pequeña y comienzan a moverse a una cierta
velocidad para fuerzas mayores que un valor cŕıtico.

Las simulaciones sugieren la identificación de las dislocaciones con ondas
viajeras para fuerzas mayores que la cŕıtica y ondas estacionarias para fuerzas
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menores que la cŕıtica. Sólo nos ha sido posible probar anaĺıticamente el
resultado para el caso estacionario. La existencia de ondas viajeras discretas
bidimensionales con el comportamiento en el infinito deseado es mucho más
dificil de abordar. Como paso previo en esa dirección, hemos estudiado las
ondas viajeras y estacionarias en un modelo discreto unidimensional.

En [16] estudiamos la existencia de ondas estacionarias y viajeras para un
modelo de Frenkel-Kontorova disipativo:

(FK) un,t − (un+1 − 2un + un−1) = −Asen(un) + F

Este modelo describe la propagación de una dislocación unidimensional, que
se identifica con una onda discreta tipo ’kink’ que tiende a 0 en −∞ y a 2π en
∞. Probamos que para fuerzas F > 0 pequeñas existen ondas estacionarias (la
dislocación no se mueve) y que si F es mayor que un valor cŕıtico Fc > 0 existen
ondas viajeras tipo un(t) = v(n − ct) (la dislocación se mueve) con velocidad
c = c(F ). El perfil de la onda viajera v(z) es solución de la ecuación:

vz − v(z + 1) + 2v(z)− v(z − 1) = −Asenv + f

Damos una estimación del valor cŕıtico de la fuerza Fc en función de A.
Nótese el contraste con el análogo continuo:

ut − uxx = −A sen(u) + F

que posee soluciones tipo ondas viajeras para todo F > 0, o sea, Fc = 0. La
existencia de una fuerza cŕıtica es pues un fenómeno intŕınsicamente discreto.

2 Sistemas de leyes de conservación no estrictamente
hiperbólicos y mixtos

Los modelos discretos anteriormente citados permiten la simulación numérica de
la interacción entre pequeños grupos de dislocaciones. Sin embargo, no está claro
cómo homogeneizar esa información microscópica para investigar la interacción
de grandes densidades. Cabe plantearse otra posibilidad, que consiste en usar
leyes de velocidad emṕıricas para tratar de formular modelos continuos.

En [15] proponemos un modelo para la descripción de la interacción de dos
poblaciones de dislocaciones en una geometŕıa unidimensional. Basándonos en
datos emṕıricos, postulamos leyes de velocidad para cada población y obtenemos
un sistema de leyes de conservación que degenera en algunas regiones, pasando
de ser hiperbólico a parabólico o eĺıptico. Por tanto, el problema de valores
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iniciales deja de estar bien puesto en cuanto la solución entra en la zona eĺıptica.
El inicio de la zona eĺıptica se produce en una región donde se espera el inicio
de la formación de estructuras complejas e inestables.

En su forma mas simple, el modelo es el siguiente:

∂ω1

∂t
+

∂

∂x
(ω1((a1 − c1

√
w2)+)γ1) = 0, (4.1)

∂ω2

∂t
± ∂

∂x
(ω2((a2 − c2

√
w1)+)γ2) = 0, (4.2)

donde ω1, ω2 representan las densidades de dislocaciones tipo 1 y 2 y a1, a2

las componentes de la fuerza externa que actúan sobre las dislocaciones tipo 1
y 2, respectivamente. La velocidad de las dislocaciones tipo i viene dada por
vi = ((ai− ci

√
wj)+)γi con γi > 0. El término −ci

√
wj refleja la oposición de la

densidad wj al avance de la población wi. Nótese que la velocidad es nula si la
fuerza externa no es suficientemente grande. El sistema puede ser regularizado
hasta cierto punto teniendo en cuenta la interacción entre dislocaciones del
mismo tipo. Esto proporciona una correción en la ley de velocidad que tiene
en ciertas condiciones un efecto regularizante. El sistema ’regularizado’ toma la
forma:

∂ω1

∂t
+

∂

∂x
(ω1((a1 − c1

√
w2 − b1w1,x)+)γ1) = 0, (4.3)

∂ω2

∂t
± ∂

∂x
(ω2((a2 − c2

√
w1 ± b2w2,x)+)γ2) = 0, (4.4)

con b1 > 0, b2 < 0. En [19] estudiamos la estructura de algunas soluciones de los
modelos propuestos en [15] con el fin de comprobar hasta qué punto reproducen
mecanismos de interacción observados experimentalmente. En particular,
construimos varias familias de soluciones (estacionarias, ondas viajeras, ondas
de rarefacción, tipo pile-up...) de interes f́ısico. Son particularmente interesantes
las soluciones tipo pile-up, que muestran como una gran acumulación de
dislocaciones de un tipo forma una barrera y produce una aglomeración creciente
de las otras dislocaciones en la barrera. Este fenómeno ha sido observado
experimentalmente. Los modelos propuestos exhiben por tanto un mecanismo
elemental de pile up que está matemáticamente ligado a la pérdida de la
hiperbolicidad estricta en el sistema.

Las soluciones tipo pile-up pueden ser construidas por el método de
caracteŕısticas en el caso del sistema de leyes de conservación (4.1,4.2). Para
el problema regularizado (4.3,4.4) con γi = 1 estas soluciones pueden ser
construidas resolviendo un problema de frontera libre. Conviene resaltar que
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cuando las soluciones de (4.1,4.2) presentan saltos, son una buena aproximación
de la solución f́ısica solo fuera de una capa ĺımite en torno al salto. En la
región del salto, ha de considerarse el modelo regularizado con bi pequeño, que
proporciona una pequeña correción.

Modelos de este tipo, formulados en términos de sistemas de leyes de
conservación que tienen regiones eĺıpticas o parabólicas, aparecen en otros
numerosos contextos. Cabe citar entre otras las ecuaciones de recuperación
de petróleo (oil-recovery), fluidos bifásicos, migración de poblaciones, las
ecuaciones de gases de Van der Waals... En todos estos casos, el problema de
valores iniciales está mal puesto en cuanto se cae en la región eĺıptica por lo que
tanto el estudio numérico como el estudio anaĺıtico de tales problemas resulta
enormemente complicado. Ello ha dado lugar a numerosos trabajos (véase [30]
y su bibliograf́ıa) sobre el tema aunque la situación general es bastante confusa.
Prácticamente, hay que hacer un estudio caso por caso teniendo en cuenta la
f́ısica del problema a la hora de buscar soluciones e interpretarlas. Más tratables
son los problemas estacionarios en los que hay cambio de tipo (Euler transónico,
por ejemplo).
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RESUMEN

El art́ıculo es una aproximación a los problemas matemáticos de la teoŕıa de
los flujos en medios porosos, presentada desde el punto de vista de la matemática
aplicada y enfocada hacia la investigación actual. Consta de dos caṕıtulos, uno
centrado en la modelización, el otro en algunos aspectos de la teoŕıa matemática.

Más en concreto, en el primer caṕıtulo se considera la descripción mecánica
de los flujos a través de medios porosos. Se sustituye la ley dinámica usual de
Navier-Stokes por una ley de origen experimental, la llamada ley de Darcy, que
tiene en cuenta la interacción con el medio a través del cual fluye el fluido. Se
estudian diversas aplicaciones, se deducen los modelos adecuados y se formulan
los correspondientes problemas matemáticos cerrados. Hemos considerado útil
hacer un amplio elenco de los problemas que aparecen con mayor frecuencia
en la literatura aplicada y en la investigación. El lector no especializado es
invitado a seleccionar los modelos más de su gusto, quizá los primeros, que son
conceptualmente más simples.

En el segundo caṕıtulo se estudian algunas de las propiedades matemáticas
de uno de los modelos más representativos y estudiados, la llamada “ecuación
de los medios porosos”, lo que permite discutir los conceptos de solución
generalizada, régimen autosemejante y frontera libre. Se presentan algunas de
las ĺıneas de investigación matemática.

Siendo el presente un campo en plena actividad, existen sin duda multitud
de aspectos de interés que escapan a estas notas y a los conocimientos del autor.

37



El texto se ha orientado más hacia la presentación y coherencia de la teoŕıa
matemática que hacia el análisis de su efectividad y en el cálculo concreto,
aspectos que en ningún modo deben ser descuidados y que el lector habituado
al estilo de trabajo e intereses de la ingenieŕıa echará en falta. En todo caso el
autor agradece los comentarios y sugerencias y espera que el texto sea útil como
invitación a lecturas más detalladas y profundas.
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Caṕıtulo 1:

Ecuaciones de los medios porosos

1 Introducción

La ecuación de Navier-Stokes es la ley fundamental que describe la dinámica de
los fluidos viscosos más usuales, los fluidos newtonianos, y junto con las leyes
de conservación de masa (y de conservación de la enerǵıa y de estado si el fluido
es compresible) permite describir su movimiento a partir de unas condiciones
iniciales y de contorno determinadas. Esta ley se aplica a una enorme variedad
de situaciones prácticas de fluidos reales. Sin embargo, no es de aplicación
inmediata para describir la dinámica de los fluidos que discurren a través de
medios porosos, pues el fluido avanza por los huecos que deja la estructura (o
matriz) sólida y es preciso tener en cuenta la muy compleja geometŕıa y la
resistencia ofrecida por la estructura. Los fluidos en medios porosos son de gran
importancia en diversos problemas de interés industrial o social, como son la
extracción de petróleo o gas, el control y distribución de las aguas subterráneas,
la hidráulica de los diques, los problemas de contaminación o tratamiento de
residuos y la construcción de filtros de diversos usos. Dada la gran irregularidad
que ofrece la matriz sólida en muchos de los ejemplos anteriores, el análisis del
flujo según las leyes clásicas de los fluidos suplementadas con la interacción
fluido-estructura resulta impracticable y aún irreal. Se plantea aśı una nueva
problemática dentro de la mecánica de fluidos, a saber, hallar un procedimiento
alternativo que permita describir de forma eficaz tales flujos. Pretendemos en
estas notas dar unas ideas sobre el estado de la cuestión y los progresos habidos
en su vertiente matemática.

La descripción del flujo en el medio poroso, que como hemos dicho es muy
complicada a escala inferior a los poros (pongamos a escalas del orden de 10−5cm
para fijar ideas), se torna más fácil cuando se consideran escalas grandes con
respecto al tamaño de los poros, pues se da un fenómeno de promedio. Por
otra parte tales flujos, o filtraciones, suceden a tan pequeñas velocidades que
los términos de inercia son despreciables en comparación con los de presión y
viscosos. La fuerza externa es usualmente la gravedad y se tiene en cuenta
cuando el fluido es un ĺıquido y el movimiento no es horizontal. El ingeniero
francés Henri Darcy (1803-1858), que trabajaba para el consorcio de aguas de
la ciudad francesa de Dijon, propuso en 1856 una ley basada en sus experimentos
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en las “fuentes públicas de la villa”, como dice la memoria. Esta ley, que
describe adecuadamente la dinámica del flujo de un fluido incompresible en un
medio poroso, abrió el camino al análisis racional de los flujos de las aguas
subterráneas y otros fluidos que fluyen a través de medios porosos. La ley ha
sido ampliada posteriormente para cubrir las diversas situaciones que aparecen
en la teoŕıa de la filtración.

2 Ley de Darcy

Supongamos pues que un fluido incompresible, por ejemplo el agua, fluye por
un medio poroso. La ley propuesta por Darcy relaciona en forma lineal las
dos magnitudes fundamentales del flujo, la velocidad, u = u(x, t), y la cáıda de
presión, p(x, t) según la fórmula

u = −k

µ
∇(p + ρgz), (2.1)

hoy d́ıa llamada ley de Darcy. Aqúı x = (x, y, z) es la posición, z es la
coordenada vertical, ∇ es el operador gradiente espacial, g es la aceleración de la
gravedad, ρ es la densidad, aqúı supuesta constante, µ es la viscosidad dinámica,
una magnitud t́ıpica de cada fluido viscoso. Todas ellas son magnitudes estándar
en el estudio de los fluidos viscosos. Por el contrario, k es un nuevo parámetro
f́ısico, t́ıpico del medio poroso, llamado coeficiente de permeabilidad del medio,
en general se piensa en el suelo pero también puede ser un filtro artificial. Los
coeficientes µ y k pueden ser en principio variables, pero es en muchos casos
aceptable suponer un medio homogéneo y entonces ambos son constantes, que
se determinan experimentalmente, lo cual preocupa poco al matemático aunque
no aśı al ingeniero. Mientras que µ tiene dimensiones de gr/cm × sg, k tiene
dimensiones de área, se mide en cm2. El significado f́ısico de k es un poco
complicado, es una especie de área efectiva del poro, es extremadamente variable
con el medio y su determinación es uno de los temas de debate en el estudio
práctico de los fluidos en medios porosos. Tales conceptos vienen discutidos en
detalle en textos como [BER], [Be], [BV], [Mu] ó [PK].

Suplementada por adecuadas leyes complementarias y condiciones iniciales
y de contorno, la ley de Darcy permite plantear los principales problemas de
filtración en los dominios de la ingenieŕıa antes mencionados, en forma de
sistemas cerrados de ecuaciones en derivadas parciales no lineales. Cuando estos
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problemas fueron formulados en clave matemática en la primera mitad de este
siglo faltaban los métodos teóricos y prácticos para atacar tal tipo de problemas,
que sólo los avances de las matemáticas a lo largo del siglo han hecho accesibles.
Hablando más en general, es de señalar que los problemas de la mecánica de
fluidos han sido una motivación importante en el desarrollo de diversas ramas de
las matemáticas, notablemente las ecuaciones diferenciales, el análisis funcional
y el cálculo numérico, y han dado además lugar a subdisciplinas con gran vigor
como los problemas de frontera libre.

En cuanto a la aplicación a la mecánica de fluidos, una dilatada evidencia
experimental permite afirmar que la ley de Darcy sustituye ajustadamente a la
de Navier-Stokes en los medios porosos aunque sólo en circunstancias adecuadas.
En particular, se aplica a flujos con bajo número de Reynolds, en que los efectos
de inercia son despreciables frente a los viscosos. Como es bien sabido en
mecánica de fluidos, el número de Reynolds, Re, es un número adimensional que
representa una especie de inverso de la viscosidad normalizado por la densidad
y la velocidad y longitud t́ıpicas del medio, Re = U l ρ/µ. Continuaremos esta
discusión de este tema en la sección 14.

3 El experimento de Darcy

El montaje experimental consiste en una columna vertical de sección A y
longitud L rellena de un medio poroso (arena) por el que se hace pasar agua.
Se mide el volumen de agua Q que atraviesa la columna por unidad de tiempo
y las alturas piezométricas medidas por un manómetro en los extremos de la
columna, h1 y h2. El famoso resultado de Darcy se expresa en la forma

Q =
KA(h1 − h2)

L
. (3.1)

El punto importante de la fórmula es que K es una constante, llamada
conductividad hidráulica. La altura piezométrica es un medida de la llamada
presión no hidrostática,

π(x, t) = p(x, t) + ρ g z,

normalizada para que tenga dimensión de longitud, h = π/(ρ g). Utilizando
estas definiciones podemos transformar (3.1) a la forma (2.1) pues

h1 − h2 =
∆π

ρ g
, (∆ = incremento). (3.2)
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Se supone que el incremento vaŕıa linealmente, con lo que el gradiente hidráulico

J =
h1 − h2

L
(3.3)

se identifica con −∇π/ρ g. Por otra parte, Q/A = q es la llamada descarga

espećıfica, que es una forma de medir la velocidad media del fluido. Se llega aśı
a (2.1) con

K =
k ρ g

µ
. (3.4)

Un montaje similar se realiza en una columna inclinada, cf. [Be], [BV].

El lector comprobará que K se mide en unidades de m/sg ó cm/sg. Como
dijimos, k se mide en cm2 en el sistema c.g.s. En honor al gran ingeniero francés
en ingenieŕıa hidráulica se utiliza como unidad el darcy= 9.87× 10−9 cm2.

Figura 1.1. Montaje experimental para la ley de Darcy

4 Revisión de las magnitudes y ecuaciones bási-
cas

Como es bien sabido, la mecánica de fluidos se basa en la hipótesis del
continuo espacio-temporal y las magnitudes básicas: densidad, velocidad,
presión, temperatura, etc., están definidas como promedios idealizados del
comportamiento del fluido en un volumen elemental representativo del fluido,
VER, que se asimila idealmente a una part́ıcula fluida. En el estudio de los
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flujos en medios porosos la escala del VER resulta demasiado fina, de modo
que se sustituyen estos promedios por los promedios en un volumen elemental

representativo del medio poroso, VERMP, que se supone mucho mayor y abarca
un número suficiente de poros para que tenga sentido el nuevo promedio.

Para empezar, se introduce una nueva magnitud media local, la porosidad m,
que se define como el cociente del volumen ocupado por los poros Vp (o volumen
vaćıo) por el volumen total V de un VERMP tomado en torno a un punto x. Es
decir, m es la fracción del volumen no ocupado por la matriz sólida y disponible
para el paso del fluido. Este valor ha de entenderse como un ĺımite cuando
el VERMP Ω(x) es pequeño dentro del orden de magnitud que escogemos.
Aśı pues, por definición 0 < m < 1 y depende del punto, m = m(x). En
un medio poroso compresible depende también de t. En primera aproximación
podemos suponer que la porosidad es constante, lo que simplifica notablemente
las matemáticas, pero esta hipótesis no es realista en muchos casos dado que los
suelos son altamente heterogéneos. Para algunos medios porosos m es función
de la presión media p.

En cuanto a las magnitudes “clásicas”, la densidad del fluido en el medio
poroso se define como el cociente entre la masa de fluido Mp contenida en el
espacio vaćıo Ωp(x) de un VERMP con respecto al volumen Vp de ese espacio,

ρ(x) =
Mp

Vp
=

∫
Ωp(x)

ρ′(x′, t) dx′∫
Ωp(x)

dx′
, (4.1)

donde indicamos con ρ′ la magnitud densidad tal como es definida y utilizada en
la mecánica de fluidos estándar (a un nivel de escala inferior, pues). De nuevo se
supone que la cantidad del segundo miembro tiene un ĺımite cuando Ω(x) es un
VERMP pequeño en torno a x. En cuanto a la velocidad, ésta es un promedio
en el volumen que podemos definir mediante el flujo de masa a través de una
superficie S. Se suele tomar como referente el área total de la superficie A y
entonces se define la velocidad de filtración (seepage flow velocity) o descarga

espećıfica (specific discharge) mediante la fórmula

q · n =
1

ρ(x)A

∫

S

ρ(x′)u′(x′) · n(x′) dS(x′), (4.2)

donde n es la normal a la superficie. De nuevo la primas indican cantidades
definidas al nivel de escala inferior. El hecho de que existe la cantidad q función
de x y t en el sentido de ĺımite para S pequeño en la escala de los VERMP
es una hipótesis de la teoŕıa idealizada, cuya justeza ha de ser comprobada
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experimentalmente. También se utiliza la velocidad intŕınseca v que está
referida al área Ap ocupada por los poros,

v · n =
1

ρ(x)Ap

∫

S

ρ(x′)u(x′) · n(x′)dS(x′). (4.3)

Recordemos que ambas son conceptos medios y no representan la velocidad de
ninguna part́ıcula (incluso en el sentido de part́ıcula fluida habitual en mecánica
de fluidos). Entre ambas velocidades se tiene la relación

q = mv, (4.4)

pues se demuestra que la relación de áreas es la misma que la relación de
volúmenes. En los procesos de filtración es más conveniente utilizar q, el
volumen de agua que atraviesa una cierta superficie total por unidad de tiempo,
y en términos de q se escribe la ley de Darcy. Por otra parte, v es conveniente
para expresar el movimiento de las fronteras libres y otros fenómenos que se
pueden ver como movimiento de “part́ıculas”. En todo caso, para porosidad
constante la diferencia es matemáticamente irrelevante, pero el lector quedará
prevenido de diferencias notables de notación en los textos, que hacen su lectura
laboriosa. De manera similar la presión se define como

p(x, t) =
1

Vp(x)

∫

Ωp(x)

p′(x′, t) dx′, (4.5)

y del mismo modo la temperatura. Con estas definiciones la conservación de la
masa se deduce en la forma habitual en la mecánica de fluidos (ver referencias)
y se llega a la fórmula

∂

∂t
(mρ) +∇ · (ρq) = 0, (4.6)

con la novedad de la m. Esta ley básica admite una variante de interés
práctico cuando existen fuentes o sumideros de fluido distribuidos, de intensidad
r = r(x, t). Entonces

∂

∂t
(mρ) +∇ · (ρq) = r. (4.7)

A la ley de conservación de masa se añade la ley dinámica de Darcy. Esta,
originalmente formulada para fluidos incompresibles, ha sido extendida a los
fluidos compresibles en la forma

q = −k

µ
(∇p + ρ g∇z). (4.8)

Esta es la forma usual con campo de fuerzas gravitatorio. Obsérvese que al ser
ρ variable el último sumando toma una forma un tanto distinta de la enunciada
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en (2.1). Las leyes anteriores se escriben suponiendo que el medio es homogéneo,
anisótropo e indeformable, hipótesis de gran utilidad a la hora de simplificar el
problema matemático pero que no siempre se ajustan a la realidad. La falta de
homogeneidad se refleja mediante la dependencia de k,µ yρ respecto a x. La
falta de isotroṕıa se tiene en cuenta en la forma más general de la ley de Darcy

q = − K

µ
∇Φ (4.9)

donde la permeabilidad es ahora un tensor K= (Kij) y Φ es el potencial

hidráulico, que se define por integración de

∇Φ = ∇p− f ,

con f un campo de fuerzas exterior. Finalmente, la deformabilidad lleva a
problemas del tipo fluido-estructura que exceden el rango de estas notas. Con
todo, una primera hipótesis consiste en suponer que la porosidad depende de la
presión m = m(p) en forma aproximadamente lineal.

En cuanto a las magnitudes termodinámicas, necesarias para cerrar el
sistema de ecuaciones en los fluidos compresibles, hemos de observar que los
valores medios no cumplen las leyes derivadas anteriormente, que son no lineales,
salvo que las fluctuaciones de presión y temperatura respecto a los valores medios
sean pequeñas en cada elemento Vp, lo cual supondremos en lo que sigue, pero
puede afectar a la validez de los razonamientos en situaciones ĺımite.

5 Significado de la permeabilidad

Los investigadores han descubierto diversas fórmulas que relacionan la
permeabilidad k con la geometŕıa de la matriz sólida.

Ejemplo ilustrativo. Es relativamente fácil calcular k en el caso
(tremendamente simplificado, pero aún aśı ilustrativo y ajustado al fenómeno)
en que el medio poroso se supone formado por tubitos horizontales puestos en
paralelo en dimensión 2 ó 3. El flujo laminar correspondiente es el llamado
flujo de Poiseuille. Veamos en detalle el cálculo en 2D en un plano horizontal.
Tomemos n tubos y sea d = 2a el diámetro de cada tubo. Bajo la hipótesis de
no turbulencia se supone una velocidad laminar del tipo

u = (u, 0). (5.1)
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La incompresibilidad implica que ux = 0, luego u = u(y). Aplicando la ley de
Navier-Stokes en su componente y se obtiene py = 0, es decir la presión ha de
tener la forma p = p(x). Para obtener la relación entre p y u recurrimos a la
componente x de las ecuaciones del impulso que dan

0 = −px + µuyy = 0.

Dadas las dependencias de p y u esto lleva a la separación de variables

px = µuyy = −c, constante. (5.2)

Entonces, si L es la longitud del tubo y 2a su anchura:

px = −c, p = −cx + c1 y c =
p0 − p

L
= −∇p. (5.3)

Con datos de contorno 0 para u en y = ±a queda uyy = −c/µ, u(a) = u(−a) =
0, lo que lleva a

u =
c

2µ
(a2 − y2). (5.4)

Se obtiene pues

umax =
ca2

2µ
, umin = 0, (5.5)

mientras que la velocidad media (a través de todos los tubos, el esquema se
repite) es

u =
1
nd

∫
u(y)dy =

1
2a

∫ a

−a

c

2µ
(a2 − y2)dy

=
c

2aµ

∫ a

0

(a2 − y2)dy =
ca2

3µ
=

2
3
umax.

Con ello podemos escribir

u =
a2

3µ
c = − d2

12µ
∇p, (5.6)

que es la ley de Darcy con permeabilidad

k =
a2

3
=

d2

12
. (5.7)

Esta es una fórmula notable. La fórmula y su coeficiente aparecen en otros
contextos de los fluidos viscosos.

Se invita al lector a considerar el problema en 3D, tomando tubos
tridimensionales de sección ciĺındrica o cuadrada y a hallar las fórmulas teóricas
correspondientes de la permeabilidad.
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Nota 1. En los ejemplos anteriores con geometŕıa lineal la permeabilidad es
función del área de la sección elemental o poro. Pero en geometŕıas curviĺıneas se
observa que la permeabilidad disminuye con la tortuosidad o enrevesamiento de
las trayectorias a disposición del fluido, que es un parámetro a tener en cuenta.

Nota 2. La teoŕıa de la homogeneización permite obtener leyes de Darcy
para medios con estructura periódica, pasando al ĺımite cuando el tamaño de la
“célula elemental” tiende a cero (y con ello el número de células a infinito).
Un trabajo pionero en esta dirección se debe a L. Tartar, [Ta]. Ello es
de utilidad en el estudio de medios artificiales, como los filtros, que tienen
una estructura aceptablemente periódica. En los medios naturales, con una
distribución bastante caótica de tamaños, forma y disposición de los poros,
un análisis estad́ıstico del medio es necesario y la teoŕıa correspondiente es
muy dif́ıcil y está comparativamente poco avanzada. Matemáticamente, ello se
traduce en la introducción de métodos estocásticos junto a las citadas técnicas
de homogeneización. De gran importancia es la consideración de las fisuras, que
son direcciones privilegiadas de flujo, lo que lleva a interesantes tratamientos
matemáticos.

6 Flujo incompresible en un medio poroso

En este caso comparativamente más simple se tienen las ecuaciones (con u
tomada en el sentido de q)

∇ · u = 0, u = −k

µ
∇π, (6.1)

donde π = p + ρgz es la llamada presión no hidrostática (o presión corregida).
Tenemos 4 ecuaciones con 4 incógnitas (si estamos en 3D; n + 1 ecuaciones e
incógnitas en n dimensiones de espacio). Se tiene entonces que

∇ ·
(
−k

µ
∇π

)
= 0. (6.2)

Supongamos que k y µ son constantes. Llegamos a la ecuación

∆π = 0. (6.3)

Aśı pues, la ecuación para la presión de un fluido incompresible en un medio
poroso es la ecuación de Laplace, la más clásica de la ecuaciones en derivadas
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parciales. En el caso en que el medio no es homogéneo ni isótropo, si sustituimos
k/µ por K/µ = (aij(x)) queda

∑

i

∂

∂xi

(
aij(x)

∂π

∂xi

)
= 0. (6.4)

que es un caso de ecuación eĺıptica que generaliza la ecuación de Laplace y
cuyo estudio forma parte de los cursos avanzados de EDPs, cf. [GT]. De existir
fuentes o sumideros de fluido de intensidad r = r(x) llegamos a la ecuación más
general ∑

i

∂

∂xi

(
aij(x)

∂π

∂xi

)
= r(x). (6.5)

Si las fuentes o sumideros son puntuales se representan mediante deltas de Dirac.
Esta no es la única dificultad matemática de una teoŕıa aparentemente simple,
como veremos a continuación.

7 Filtración en un dique. Problema de frontera
libre

El ejemplo más t́ıpico de aplicación del modelo precedente sucede cuando
tratamos de describir el proceso de filtración del agua de un embalse a través
de la pared del dique que lo cierra. Se trata evidentemente de un caso de
filtración de un fluido incompresible (el agua) a través de un medio poroso (el
cemento). Para más sencillez tomaremos una geometŕıa simplificada, el “dique
rectangular”, y suponemos un problema bidimensional en variables espaciales
(x, z), es decir ignoramos la anchura del frente del dique que suponemos tan
grande que no afecta esencialmente a los cálculos. El eje x está situado
horizontalmente perpendicular al dique, de forma que la semirrecta x < 0
corresponde al embalse, el segmento 0 < x < a a la pared del dique y la
semirrecta x > a al desagüe exterior que también puede ser otro embalse.
Suponemos además un lecho inferior impermeable horizontal situado en z = 0
y que el dique tiene una altura L > 0. Por último, nos restringimos a describir
el estado estacionario.

La situación es (en primera aproximación) trivial en las dos regiones
(embalses) a ambos lados del dique. Dado que la filtración a través del dique
es muy lenta podemos suponer que la situación fuera del dique es a efectos
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prácticos estacionaria y por tanto la altura del agua es constante

z = H si x < 0, z = h si x > a, (7.1)

donde 0 < h < H ≤ L. Consecuentemente la presión viene dada por la fórmula
hidrostática

p(x, z) + ρgz = ρgH + pa para x < 0, 0 ≤ z ≤ H, (7.2)

p(x, z) + ρgz = ρgh + pa para x > a, 0 ≤ z ≤ h. (7.3)

Podemos suponer que la presión atmosférica pa es constante e incluso igualarla a
cero (desplazando el origen de medición de presiones). Pasemos ahora a describir
la situación en la región no trivial, el dique, para 0 < x < a y 0 < z < L. Al
realizar este estudio es preciso hacer una importante observación: a efectos
hidrodinámicos el dique se compone de dos regiones, una región ocupada por
el fluido (región mojada), que como resulta bastante evidente no será todo el
rectángulo R = [0, a]× [0, L] sino una cierta subregión Ω, y otra región seca, en
donde supondremos con aproximación razonable que rige la presión atmosférica,
p = pa = 0 (pues los poros están llenos de aire). Nuestro interés se circunscribe
pues a la descripción del flujo en la región Ω. La variable a considerar es
π = p + ρgz, que como hemos visto en la sección anterior ha de satisfacer la
ecuación

∆π = 0. (7.4)

De acuerdo con la teoŕıa de la ecuación de Laplace, si conocemos el dominio y
damos datos de contorno suficientes podremos hallar π, y con ella p y u. Ahora
bien, la región Ω puede ser descrita de la forma

Ω = {(x, z) ∈ R : z ≤ φ(x)}. (7.5)

La curva z = φ(x), frontera libre del problema, es una incógnita del problema,
lo mismo que son π, p y u. Nos encontramos pues con un problema de dominio
variable o, por usar la terminoloǵıa usual, un problema de frontera libre.

Procedamos ahora al examen de las condiciones de contorno que determinen
uńıvoca- mente π. En los trozos de frontera fija procedemos de la forma usual e
imponemos condiciones del tipo Dirichlet o Neumann. A través de la separación
de los medios aplicaremos la ley de continuidad de la presión. Aśı, en la pared
vertical izquierda, Γ1 = {x = 0, 0 ≤ z ≤ L}, impondremos la continuidad de
la presión a través del cambio de medio, lo que implica que

π(0, z) = ρgH para 0 ≤ z ≤ H. (7.6)
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Esto también nos dice que φ(0) = H. En la pared derecha, Γ2 = {x = a, 0 ≤
z ≤ L}, tendremos por un razonamiento análogo

π(a, z) = ρgh para 0 ≤ z ≤ h. (7.7)

Por otra parte hemos de prever la posibilidad (que se demuestra correcta) de
que φ(a) > h, es decir que haya una parte de pared externa mojada. En esa
parte, Γ3 = {x = a, h ≤ z ≤ φ(a)}, la presión p es cero de forma que

π(a, z) = ρgz si h ≤ z ≤ φ(a). (7.8)

En el fondo Γ4 = {0 ≤ x ≤ a, z = 0} impondremos condiciones de flujo
deslizante o no penetración, es decir la componente vertical de la velocidad es
nula, w = 0, que por la ley de Darcy lleva a

∂π

∂z
= 0 si 0 ≤ x ≤ a, z = 0. (7.9)

Finalmente, examinamos la frontera libre Γ = {(x, φ(x)}. Dado que la presión
por encima es cero tenemos por la hipótesis de continuidad de la presión

π = ρgφ(x). (7.10)

Condición extra en la frontera libre. Hemos completado aśı un
conjunto suficiente de condiciones de contorno que permite calcular π si Γ es

conocida. Pero hab́ıamos dicho que Γ es desconocida. Necesitamos pues nuevos
datos que determinen Γ. Estos toman la forma de una condición de contorno

extra sobre Γ, que en este caso es la condición de flujo tangencial: u ha de fluir
tangente a la curva z = φ(x), o usando Darcy,

∂π

∂ν
= 0, (7.11)

donde ν es la normal a Γ, en otras palabras −πxφ′(x) + πz = 0. Un
problema de Laplace en que damos a la vez datos de Dirichlet y Neumann
esta sobredeterminado y no tiene en general solución. El hecho crucial es que
existe un único dominio Ω en que tal casualidad se da y este dominio es el que

buscamos.

Teoŕıa. La teoŕıa rigurosa demuestra que el problema (7.4)-(7.11) está bien
propuesto en el marco de las soluciones débiles utilizando como técnica las
desigualdades variacionales introducidas por G. Stampacchia en los años 60, cf.
[KS]. La solución fue obtenida en 1972 por C. Baiocchi, [Ba]. Los principales
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resultados matemáticos pueden consultarse en [F] o [KS]. Diversas cuestiones
de unicidad en geometŕıas generales y para el problema de evolución fueron
resueltas por nuestro colega J. Carrillo, cf. [Ca].

8 Filtraciones en el suelo. Ecuación de
Boussinesq

Modelización. Examinemos ahora la teoŕıa de la filtracion de un ĺıquido (en
el caso t́ıpico agua) a través de un estrato poroso. De nuevo impondremos
hipótesis simplificadoras, a saber: 1) el estrato, de altura H, se asienta sobre un
lecho impermeable horizontal que suponemos es z = 0, 2) ignoramos la variable
transversal y y 3) la masa de agua que se filtra ocupa una región del tipo

Ω = {(x, z) ∈ R : z ≤ h(x, t)}. (8.1)

Este es un modelo de evolución. Se tiene por supuesto 0 ≤ h(x, t) ≤ H y la
frontera libre h es también una incógnita del problema. En estas condiciones
llegamos aún a un sistema de 3 ecuaciones con incógnitas u,w y p en un dominio
variable, innecesariamente complicado: ecuación para la conservación de la masa
de un fluido incompresible más las dos ecuaciones de Euler para la conservación
del impulso en x y z, todo ello junto con las condiciones iniciales y de contorno.

Figura 1.2. Filtración con inyección lateral
El cálculo práctico es mucho más sencillo tras unas simplificaciones que se

adaptan bien a la realidad. Para ello introducimos la hipótesis de pequeña

inclinación, es decir suponemos que h tiene pequeños gradientes, lo que se
traduce en que el flujo tiene velocidad casi horizontal u ∼ (u, 0), de forma
que en la componente vertical de las ecuaciones del impulso

ρ(
duz

dt
+ u · ∇uz) = −∂p

∂z
− ρg,
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se desprecia el término inercial (el primer miembro) e integrando en z se tiene
en primera aproximación p + ρgz = constante. Calculamos esta constante en
la superficie libre z = h(x, t) en que p = 0 (la presión atmosférica) para obtener

p = ρg(h− z). (8.2)

En otras palabras, la presión se determina por la aproximación hidrostática

y nos resulta un gradiente de presiones vertical en primera aproximación. El
lector objetará que este método no es exacto y tendrá razón. Pero, si examina
los resultados computados, habrá de admitir que la aproximación comete errores
mı́nimos a la hora de calcular la altura h(x, t), que es nuestro objetivo, y
simplifica el sistema hasta hacerlo fácilmente integrable. Este dif́ıcil equilibrio
es precisamente el meollo de la modelización. Reescribamos ahora la ley de
conservación de masa. Tomamos una sección S = (x, x + a)× (0, C). Se tiene

m
∂

∂t

∫ x+a

x

∫ h

0

dydx = −
∫

∂S

u · n dl, (8.3)

donde m es la porosidad del medio, fracción de volumen disponible para el paso
del fluido, y u es la velocidad dada por la ley de Darcy

u = −k

µ
∇(p + ρgz). (8.4)

En la superficie lateral derecha u · n ≈ (u, 0) · (1, 0) = u que es −(k/µ)px,
mientras en la izquierda da −u. Utilizando la fórmula para p y diferenciando
en x se tiene

m
∂h

∂t
=

ρgk

µ

∂

∂x

∫ h

0

∂

∂x
h dz. (8.5)

Obtenemos aśı la ecuación de Boussinesq

ht = κ (h2)xx (8.6)

con la constante κ = ρgk/2mµ. Esta ecuación fundamental en el estudio del
fluir de aguas subterráneas fue propuesta por J. Boussinesq en 1903. Es
una variante no lineal de la ecuación del calor. Hemos realizado la proeza de
simplificar el problema consistente en un sistema de ecuaciones planteado en un
dominio variable obteniendo una sola ecuación que determina la frontera libre.
A partir de h calculamos la presión p mediante (8.2) y luego la velocidad u
mediante la ley de Darcy.
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Extensión. La ecuación de Boussinesq se generaliza a varias dimensiones de
espacio como

ht = κ ∆(h2). (8.7)

En dos dimensiones representa el movimiento de una capa de agua sobre un
lecho impermeable horizontal sin la hipótesis de simetŕıa a lo largo del eje z. El
lector es invitado a deducir la ecuación de filtración en este caso.

Cuando existen en el estrato entradas de agua (por recarga, natural o
artificial) o salidas (por bombeo), la ecuación toma la forma

ht = κ ∆(h2) + f, (8.8)

donde la función f(x, z, t) refleja estos efectos, siendo positiva la contribución
de la recarga, negativa la del bombeo, f = R − P . En un contexto idealizado
podemos suponer efectos puntuales, lo que da lugar a masas de Dirac, con la
consiguiente dificultad matemática.

Notas. 1) La hipótesis de pequeña inclinación, con la consiguiente fórmula
hidróstatica para la presión, es atribuida al cient́ıfico francés Dupuit, [Du].
Como hemos visto implica que las ĺıneas equipotenciales son verticales, lo que es
experimentalmente correcto salvo en situaciones extremas. La aproximación de

Dupuit es un útil fundamental en el estudio de los flujos de aguas subterráneas,
pues el sistema original es de dif́ıcil análisis.

2) Nótese el curioso hecho de que hemos encontrado en un problema de filtración
de fluidos el mismo tipo de ecuación del calor no lineal que se utiliza en el
transporte de calor a muy altas temperaturas, [ZR], un contexto totalmente
distinto. De nuevo vamos a encontrar tal modelo con exponente general a
continuación en el estudio de los fluidos compresibles. Una prueba más de
la versatilidad de los modelos matemáticos.

9 Fluido compresible en un medio poroso

Modelización. Utilizamos las leyes de los medios porosos para describir el
flujo de un gas en un medio poroso despreciando la gravedad. Se tienen las
ecuaciones 




∂
∂t (mρ) +∇ · (ρu) = 0,

u = −k

µ
∇p.

(9.1)
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Este es un sistema aún indeterminado. Lo cerramos mediante una hipótesis
termodinámica, que en el caso más simple es una γ-ley para el gas:

p = cργ , γ ≥ 1. (9.2)

Recordemos que γ = 1 para procesos isotermos y γ > 1 para procesos
adiabáticos. En los gases podemos despreciar el término de gravedad. Con
m, k y µ constantes queda:

m
∂ρ

∂t
= −∇ · (ρu) =

kc

µ
∇ · (ρ∇ργ), (9.3)

∂ρ

∂t
=

ckγ

mµ(γ + 1)
∆(ργ+1). (9.4)

Las constantes no influyen, ya que podemos hacerlas desaparecer por cambio de
escala en las variables. Aśı llegamos a

∂ρ

∂t
= ∆(ρm). (9.5)

Se tiene m = γ + 1 > 1. En el caso isotermo γ = 1 de modo que m = 2 y
volvemos a encontrar la ecuación de Boussinesq. En el caso adiabático tenemos
γ ≈ 1.4 de modo que m ≈ 2.4, aún mayor. Desde el punto de vista matemático
no hay ningún inconveniente en tomar un m cualquiera mayor que 1 (algunas
propiedades menos esenciales dependen de si 1 < m < 2, m = 2 ó m > 2). En
general esta ecuación con m > 1 recibe el nombre de ecuación de los medios

porosos, (EMP).

Extensión. El modelo anterior puede generalizarse aún a la llamada ecuación

de filtración

ut = ∆Φ(u), (9.6)

donde Φ es una función real continua y creciente. Recuérdese que la ecuación
es clasificada como de tipo parabólico siempre que Φ′(u) > 0. En general
aparecen funciones Φ que no son estrictamente crecientes e incluso pueden
tener discontinuidades de salto. Aún aśı se mantiene en cierto sentido el tipo
parabólico ya que Φ′(u) ≥ 0, y se dice que la ecuación es degenerada parabólica.

Se propone al lector deducir una ecuación de filtración del tipo (9.6) con un
término suplementario cuando en la derivación anterior: 1) no se desprecia el
término de gravedad, 2) se supone que el gas tiene de ley barotrópica general,
p = p(ρ), y 3) se supone que µ es función de ρ.
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Teoŕıa. El segundo caṕıtulo del presente trabajo está dedicado a exponer los
principales resultados y caracteŕısticas del análisis matemático de esta ecuación,
cuyo caso m = 2 es la ecuación de Boussinesq de la sección precedente.

10 Filtración de dos fluidos inmiscibles. Ecua-
ciones utilizadas en la extracción de petróleo

Los problemas en medios porosos tienen una gran variedad de aplicaciones y
dan lugar a diversos tipos de problemas matemáticos. Veamos a continuación
un modelo multifase de interés en la ingenieŕıa, a saber, el flujo de agua y aceite
en los sedimentos petroĺıferos. Más en general, el modelo se aplica al flujo de
mezclas de dos fluidos inmiscibles, uno que moja y otro que no, a través de un
medio poroso.

Modelización. La situación se puede describir por medio del esquema de

Muskat y Leverett (propuesto por M. Muskat y M.C. Leverett en los años
30), que se basa en las leyes f́ısicas siguientes:

(i) La ley de conservación de masa para las dos fases, que se escribe

∂t(mρ1 s1) + div (ρ1 u1) = 0, ∂t(mρ2 s2) + div (ρ2 u2) = 0, (10.1)

donde los ı́ndices 1 y 2 corresponden respectivamente al agua y al aceite y la
nueva variable si es la saturación de la fase i, i = 1, 2, que se define como el
volumen relativo ocupado por cada fase dentro del volumen de los poros. Se
tiene pues que

s1 + s2 = 1, (10.2)

de modo que podemos tomar s = s1 como incógnita y despejar s2 = 1 − s.
Las ui son las descargas espećıficas (las qi de la Sección 1.4) y m es la
porosidad. Además si suponemos los fluidos aproximadamente incompresibles
podemos cancelar las densidades ρ1, ρ2 de las ecuaciones, que quedan aśı para
m constante

m∂ts + div (u1) = 0, m ∂t(1− s) + div (u2) = 0. (10.3)

(ii) Una ley de Darcy generalizada

u1 = −K

µ1
f1(∇p1 + ρ1 g∇z) , u2 = −K

µ2
f2(∇p2 + ρ2 g∇z) , (10.4)
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donde µi es la viscosidad dinámica, pi la presión, K la permeabilidad absoluta
del medio poroso, fi la permeabilidad relativa.

(iii) La relación de capilaridad entre las presiones

p2 − p1 = pc, pc = γ

√
m

K
J = p0 J , (10.5)

donde γ es la tensión interfacial y J es la presión capilar adimensional. La
capilaridad es un fenómeno importante en la teoŕıa de los fluidos en medios
porosos que tiene aqúı su primera aparición.

Suponemos que el medio es homogéneo y que todos los parámetros son
constantes. En el modelo clásico de Muskat y Leverett de fluidos bifásicos,
cf. [BER], se supone que tales funciones son universales, es decir que son
funciones idénticas de la saturación s para todos los procesos en el mismo medio
poroso.

f1 = f1(s), f2 = f2(s), J = J(s). (10.6)

Tales funciones universales pueden entonces ser halladas mediante experimentos
adecuados, dado que no existe una teoŕıa que deduzca tales funciones de los
principios fundamentales de la f́ısica. Este es un paso fundamental en la
modelización que se da con cierta frecuencia en la ingenieŕıa. Cuando se adopta
tal aproximación al problema es pues de crucial importancia disponer de la
suficiente evidencia experimental sobre las leyes constitutivas postuladas. En
este caso el lector puede consultar tal evidencia en la literatura, cf. [Be], [BER].
Una vez conocidas, el sistema de ecuaciones queda cerrado y permite en principio
hallar las velocidades, presiones y saturación. Por supuesto necesitamos algunos
datos iniciales y de contorno. Aśı se pide la condición inicial para la saturación
del agua

s(x, 0) = s0(x) (10.7)

junto con condiciones de contorno para la saturación y una de las presiones o
componentes normales de las velocidades de filtración

Transformación matemática. Ecuaciones medias. Para simplificar los
cálculos despreciamos los efectos de gravedad. De las ecuaciones (10.3)-(10.5)
se obtiene un sistema de ecuaciones para un fluido ficticio medio que se mueve
con velocidad

u = u1 + u2. (10.8)
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La presión media es definida como

P = p1F (s) + p2(1− F (s))−
∫ 1

s

pc(s)F ′(s) ds, (10.9)

con

F (s) =
f1(s)

f1(s) + µf2(s)
, µ =

µ1

µ2
, (10.10)

en vez de la elección en principio más natural, p̂ = p1 s+p2(1−s). La expresión
(10.9) es complicada pero resulta ser la elección conveniente para continuar el
cálculo. La función de flujo fraccional F (s) es monótona no decreciente y tiene
una forma caracteŕıstica en S con un punto de inflexión, y derivadas con cero
múltiple en s = s∗ y s = s∗, 0 ≤ s∗ < s∗ ≤ 1, F (s∗) = 0, F (s∗) = 1. Entonces
se tiene que

p1 = P +
∫ 1

s

pc(s)F ′(s) ds− pc(s)(1− F (s)),

p2 = P +
∫ 1

s

pc(s)F ′(s) ds + pc(s)F (s).

Llegamos aśı a las ecuaciones para las variables medias. De (10.3) se sigue que
u es incompresible

∇ · u = 0. (10.11)

De (10.4), (10.5) y (10.9) se deriva una “ley media de Darcy”

u = −Kφ(s)∇P, φ(s) =
f1

µ1
+

f2

µ2
. (10.12)

Figura 1.3. Funciones de permeabilidad relativa
y función de Buckley-Leverett t́ıpicas
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A ello se añade la ley de evolución para la saturación que toma la forma

∂t(ms) + div (F (s)u) =
Kp0

µ2
∆Φ(s), (10.13)

especie de ecuación del calor no lineal donde la no linealidad

Φ(s) = −
∫ s

0

F (ξ)f2(ξ)J ′(ξ) dξ (10.14)

es una función monótona no decreciente, idénticamente igual a cero para
0 ≤ s ≤ s∗, que tiene múltiples derivadas nulas en s = s∗ y s = s∗. De
este sistema podemos eliminar u del modo siguiente. De (10.11) y (10.12) se
deduce que

div (Kφ(s)∇P ) = 0. (10.15)

Por otra parte, de (10.12) y (10.13) se tiene que

∂t(ms) = div [
K f1

µ1
∇P ] +

Kp0

µ2
∆Φ(s). (10.16)

Queda pues reducido el problema a resolver el sistema (10.15), (10.16) para P

y s, denominado sistema saturación-presión, problema matemático formidable
que combina ecuaciones de tipo eĺıptico y parabólico degenerados.

Situación ĺımite. Normalizando la función Φ y pasando a variables
adimensionales, de modo que

ϕ(s) =
Φ(s)
Φ(s∗)

, u =
L

T
V, θ =

t

T
, ξ =

x
L

, (10.17)

reducimos el sistema (10.11), (10.13) a la forma

m
∂s

∂θ
+ V · ∇F (s) = ε∆ϕ(s). (10.18)

divV = 0, (10.19)

donde los operadores ∇ y ∆ son expresados via variables adimensionales y el
parámetro adimensional ε está determinado como

ε =
Kp0T

µ2L2
Φ(s∗). (10.20)
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Las estimaciones muestran que ε es un parámetro pequeño lo que da lugar a
capas ĺımite. En el resto del dominio tendremos en el ĺımite ε = 0 una ecuación
hiperbólica de primer orden del tipo

m
∂s

∂θ
+ V · ∇F (s) = 0, (10.21)

como las encontradas en la cinética de gases. Se puede ver entonces (10.15)
como una ecuación regularizada de (10.21) por viscosidad.

Caso de velocidad media nula. En circunstancias especiales se puede
suponer que la velocidad media es nula, como en los flujos que proceden por
embebimiento capilar. Entonces la ecuación (10.16) queda en la forma

∂(ms)
∂t

=
Kp0

µ2
∆Φ(s), (10.22)

que es otra forma de la ecuación de filtración aparecida en la sección anterior.

Referencias: [BER], [CJ], [Ew1], [GMT].

11 Ecuaciones del medio no saturado

Queremos ahora analizar un tipo de flujo bifásico en que podemos
simplificar notablemente el planteamiento matemático dada la diferencia de
comportamiento de los dos medios. Se trata de un problema que se origina
en el estudio del flujo de aguas subterráneas, a saber, la filtración de aguas
en el medio no saturado. El flujo de agua en los acúıferos se suele distribuir
en primera aproximación en dos zonas diferenciadas, una inferior llamada zona

saturada en que el medio poroso está completamente ocupado por el agua y
de cuya descripción nos hemos ocupado, y una superior llamada la zona no

saturada en que coexisten el aire y el agua. Esta última es una zona de gran
importancia para las ciencias aplicadas porque en ella suceden fenómenos f́ısicos,
qúımicos y biológicos de gran interés para la vida.

Modelización. Se desea describir una filtración no estacionaria considerando
al agua como incompresible. Despreciamos los posibles efectos energéticos
debidos a diferencias de temperatura. La coexistencia de ambas fases da lugar
a fenómenos de diferencia de presión en las interfases entre ambos medios, la
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presión capilar, de modo que, como ya hemos visto,

paire − pagua = pc (11.1)

y pc > 0 depende de la curvaturas del menisco formado. Se sigue de ello que
la presión intersticial es menor que la atmosférica. A la hora de describir el
medio se introduce la variable θ, contenido de agua del medio, que es el tanto
por ciento de agua en cada volumen elemental representativo

θ =
Volumen de agua en un VERMP

Volumen total del VERMP
(11.2)

y se relaciona con la saturación de agua por la fórmula

s =
θ − θr

θs − θr
(11.3)

con θs contenido de humedad del medio saturado y θr humedad en saturación
irreductible. A efectos matemáticos la diferencia es inesencial. Evidentemente,
en el medio no saturado 0 < θ < 1. De acuerdo con las hipótesis fundamentales
del medio continuo de que hablamos en la Sección 4 suponemos idealmente que
θ es una función continua definida en todo el medio no saturado. Veamos ahora
el sistema de ecuaciones que rigen los flujos en el medio no saturado. Se tiene
la ley de continuidad

∂θ

∂t
+∇ · q = r, (11.4)

donde r es un posible término de fuente o sumidero. Tenemos además una ley
de Darcy

q = −K(θ)∇H, H = −Φ + z, (11.5)

donde K(θ) es la conductividad hidráulica, H es el potencial total, que es suma
del potencial capilar de succión −Φ y del potencial gravitacional. El sistema se
cierra con una ley de dependencia entre Φ y s llamada curva de retención,

s = F (Φ), (11.6)

derivada del estudio de la influencia de las presiones capilares, que junto con
(11.3) permite relacionar θ y Φ. Aśı se llega a la ecuación de Richards

∂θ(Φ)
∂t

= ∇ · (K(θ(Φ))∇Φ) +
∂

∂z
K(θ(Φ)) + r, (11.7)

que es una generalización de la ecuación de filtración (9.6), la cual se obtiene
cuando se desprecia el término convectivo de gravedad, el término fuente y
escribimos Φ en función de θ:

∂θ

∂t
= ∇ · (K(θ)∇Φ(θ)) = ∇ · (D(θ)∇θ)) = ∆F (θ), (11.8)
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con D(θ) = K(θ)Φ′(θ) y F ′(θ) = D(θ). La formulación más detallada tiene en
cuenta los flujos individuales de la fase ĺıquida y la gaseosa y la deformación
de la matriz sólida. Con respecto al tratamiento de los flujos bifásicos que se
ha expuesto en la sección precedente la ecuación de Richards puede verse como
un ĺımite cuando suponemos que el aire está a presión constante (atmosférica),
p1 = 0.

El concepto de potencial capilar para medios no saturados fue introducido
por Buckingham, f́ısico americano, en 1907. La definición del potencial total
como suma del potencial capilar y del gravitacional se debe a L. Richards,
1931, quien escribió el sistema de ecuaciones.

Referencias: [Be], [G], [R], [Sm].

12 Transporte de contaminantes

Veamos a continuación un sistema simple que describe el transporte de un
contaminante disuelto en agua que fluye a través de un medio poroso (como el
suelo) en régimen saturado. En condiciones estacionarias tenemos las ecuaciones
de conservación de masa y de Darcy para el flujo de agua

∇ · (ρu) = r, u = − K

µ
(∇p + ρ g∇z), (12.1)

donde las notaciones son como en secciones precedentes, con r una fuente o
sumidero de fluido. El transporte de contaminante disuelto en el agua está
gobernado por una ecuación de difusión que escribimos en términos de la variable
c, concentración de contaminante:

∂(θc)
∂t

+∇ · (ρu c)−∇ · (θ D∇c) + β θ c = F (c). (12.2)

Aqúı θ = m ρ con m la porosidad, D es el tensor de dispersión, β es la velocidad
de reacción y F es un término fuente/sumidero. El sistema se resuelve añadiendo
condiciones iniciales y de contorno adecuadas.

Para más detalles ver [Ew2], también [BV]. Estas referencias discuten los
métodos numéricos empleados en la práctica.
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13 Sistemas con interacción flujo-enerǵıa

Como es de rigor, en la mecánica de fluidos compresible las ecuaciones
dinámicas han de ser acopladas con las leyes termodinámicas para obtener un
sistema completo de ecuaciones que describa los flujos cuando la variación de
temperaturas y presiones implica que existe una interacción no despreciable
entre el transporte de masa y el flujo de enerǵıa. Planteamos a continuación un
modelo que describe tal interacción. Tomamos la ley de conservación de masa
usual

∂

∂t
(mρ) +∇ · (ρu) = 0, (13.1)

y la ley de Darcy

u = −k

µ
∇P, (13.2)

y les añadimos la ley de conservación de la enerǵıa

(ρ Cp)
(

∂T

∂t
+ u · ∇T

)
= ∇ · (λ∇T ), (13.3)

donde T (x, t) es el campo de temperaturas; Cp es el calor espećıfico a presión
constante y λ es la conductividad térmica y ambos pueden ser funciones de T .
Finalmente, el sistema se cierra mediante la ley de estado

P = ρR T, (13.4)

donde R es la constante de los gases. Estos modelos son de utilidad
en la industria aeronáutica y espacial para describir el flujo compresible
con transferencia de calor en un medio poroso sometido a presurización y
despresurización. Se supone por mor de la simplicidad que los materiales son
isotrópicos, homogéneos y no deformables y que los gases son ideales.

Existen asimismo modelos incompresibles en que la ley de conservación (13.1)
se escribe ∇ · u = 0 y el acoplamiento entre la ecuación de la enerǵıa y la ley
de Darcy sucede a través de la dependencia de los parámetros, especialmente µ,
respecto a la temperatura, quedando por ejemplo en forma normalizada

µ(T )u = −K (∇p− Ra ρ(T ) ez), (13.5)

donde Ra es el número de Rayleigh de la filtración y ez es el vector unitario
vertical.

Referencia: [BPB].
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14 Ĺımites de validez de la ley de Darcy

La ley de Darcy es una ley experimental y su deducción racional sucede bajo
hipótesis de gran simplificación. Siendo sus aplicaciones muy variadas es natural
que los estudiosos de los fluidos se pregunten por sus ĺımites de validez. Fue O.
Reynolds (1883) quien primero observó que el hecho de que el flujo proceda
en forma ordenada, es decir en forma laminar, depende de la velocidad, más
precisamente de los valores relativos de la velocidad, la viscosidad y el tamaño
medio de los granos, cantidades que se combinan para dar un número de
Reynolds adaptado al flujo en un conducto poroso según la fórmula

Re =
aρu

µ
, (14.1)

siendo a el tamaño medio de los granos y u = |u|. En la realidad se observan
fuertes desviaciones respecto a la dependencia lineal de q respecto a ∇π para
valores de Re desde 100 en adelante, que se suelen explicar por la aparición de
un régimen turbulento. Se han propuesto entonces fórmulas del tipo

∇π = −µ

k
f(Re,m)u (14.2)

en que f ∼ c para Re∼ 0 mientras f ∼ u para Re→∞ (ley cuadrática del flujo
turbulento). Un ejemplo es la llamada ley de Forchheimer

−k

µ
∇p = u +

β k1/2ρ

µ
uu. (14.3)

De hecho las anomaĺıas empiezan para Re del orden de 10 en adelante, zona
de transición entre el flujo laminar y el turbulento. Por el contrario, para Re

menores el flujo es laminar, las fuerzas viscosas predominan y la ley de Darcy
describe perfectamente al flujo. Por último, en el extremo inferior del rango de
números de Reynods, para Re ∼ 0, vuelven a presentarse anomaĺıas en forma
de un gradiente hidráulico mı́nimo por debajo del cual el flujo es prácticamente
nulo. La gráfica de la correspondencia ∇π 7→ u tiene un tramo horizontal
0 ≤ ∇π ≤ a con u = 0.

Referencias: [BER], [Be], [Fl], [V1].

15 Nota cultural

Siendo Darcy un nombre poco común, resulta curioso que exista otro cient́ıfico
muy famoso de nombre análogo (con distinta graf́ıa). Se trata de D’Arcy
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Wentworth Thompson, cuyo libro On Growth and Form, 1917, [DWT] es
una piedra angular de la morfogénesis, estudio de las formas naturales y su
origen. Al contrario de nuestro Darcy de Dijon, D.W.T., escocés, fue académico,
profesor de la Univ. de St Andrews. La teoŕıa de la filtración y la morfogénesis
son áreas de la ciencia en principio alejadas, pero ambas nos pueden servir de
ejemplo de la amplitud de intereses de la matemática actual. Estas disciplinas
estuvieron en su origen bastante lejos del mundo del análisis matemático y han
venido a ser al final del siglo XX objeto de activo interés de la matemática y el
cálculo cient́ıfico. Hace sólo 30 años no exist́ıan aún los métodos matemáticos
necesarios para proceder al estudio eficiente de estos problemas.
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Caṕıtulo 2:

Estudio Matemático de la EMP

Dedicamos este caṕıtulo al estudio matemático de la EMP

ut = ∆(um), m > 1, (0.4)

como modelo del que existe una extensa teoŕıa matemática, que admite
interesantes comparaciones con la bien conocida teoŕıa de ecuación del calor
clásica y donde aparecen en forma muy ilustrativa algunos de los conceptos
matemáticos más interesantes y novedosos de la problemática de fluidos en
medios porosos, como las soluciones generalizadas, las fronteras libres y la
relevancia de los reǵımenes autosemejantes como ĺımites asintóticos.

1 Primeras ideas sobre el análisis matemático.

Tomemos como paradigma el caso más simple, el exponente m = 2, en dimensión
espacial n = 1, para tratar de mostrar los problemas y caracteŕısticas más
importantes. Podemos en este caso volver al problema de Boussinesq y tratar
de hallar la solución u (altura de la frontera libre, y a partir de ella velocidad
y presión). Tras añadir datos iniciales y de contorno convenientes para u, es
de esperar que exista entonces una solución única. De hecho, la ecuación entra
a primera vista dentro de la clasificación usual de las EDPs como ecuación
parábolica por su semejanza con la ecuación clásica del calor, ut = uxx, y
cumple de hecho la condición de parabolicidad en todos los puntos en que u es
positiva, lo que nos da la esperanza de utilizar la teoŕıa de ecuaciones parabólicas

cuasilineales desarrollada en la segunda parte de este siglo, cf. el texto clásico
[LSU]. Lamentablemente, deja de ser parabólica en los puntos en que u = 0,
como el lector observará escribiéndola en la forma equivalente

1
2

∂u

∂t
= u

∂2u

∂x2
+

(
∂u

∂x

)2

. (1.1)

Ello tiene consecuencias no desdeñables. Una de ellas es que no tiene en general
soluciones clásicas, aunque veremos que śı las tiene generalizadas. En realidad la
fórmula (1.1) indica que la ecuación degenera en una ecuación de primer orden.
El hecho de que la ecuación degenerada es (salvo constantes) ut = (ux)2, una
ecuación bien conocida de primer orden que se puede integrar por caracteŕısticas,
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explica la sorprendente propiedad de propagación finita, que se enuncia como
sigue:

“Si el dato inicial h(x, 0) tiene soporte compacto también tiene soporte
compacto la solución, h(x, t), como función de x para todo t > 0 fijo”.

Este soporte crece con el tiempo. Se puede definir en consecuencia una
interfaz o frontera libre Γ ⊂ IR2, que separa los conjuntos {u > 0} (hasta
donde se extiende la masa de agua) y {u = 0} (la región seca). Digamos que
tal propiedad es sorprendente en una ecuación en principio parabólica (pues
es falsa para la ecuación del calor, modelo de tales ecuaciones), pero es bien
natural para el problema f́ısico que tratamos. En realidad la propiedad de
velocidad de propagación infinita de la ecuación clásica del calor es f́ısicamente
un contratiempo en un modelo por otra parte tan bello y eficaz.

El método de análisis que adoptamos es el siguiente: un primer nivel
elemental de estudio, previo a la construcción de una teoŕıa general, consiste
en obtener un número suficiente de soluciones expĺıcitas o casi expĺıcitas. Para
ello se recurre a soluciones de formas especiales. He aqúı los principales tipos
particulares de solución a investigar:

(A) Funciones de una sola variable: u = u(t), u = u(x). Estas últimas se
denominan soluciones estacionarias.

(B) Tipo separación de variables: u = X(x)T (t).

(C) Tipo ondas viajeras : u = f(x− ct), x ∈ IR.

(D) Tipo soluciones autosemejantes: u = t−αf(xt−β).

Posteriormente se selecciona el tipo de problema inicial y/o de contorno que
interesa, se introduce un concepto de solución generalizada motivado por nuestra
experiencia con las soluciones especiales y se establece la existencia y unicidad
de la solución, aśı como su estabilidad. Por último se analizan las propiedades
espećıficas de tales soluciones, especialmente aquellas que tienen un significado
de interés para las aplicaciones.

1 Ondas viajeras. Propiedad de propagación finita

Dejando al lector que investigue la existencia de soluciones de los dos primeros
tipos, veamos con algún detalle la curiosa problemática planteada por las
soluciones en forma de onda viajera

u = f(η), η = x1 − ct ∈ IR. (1.1)
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Este tipo de solución representa un onda que se desplaza en el tiempo
paralelamente a śı misma a lo largo de un eje coordenado, aqúı el x1. El
parámetro c es la velocidad de la onda. Podemos suponer que c 6= 0, pues para
c = 0 hallamos estados estacionarios que son más bien triviales como habrá
comprobado el lector. Además podemos reducir el caso c < 0 al c > 0 por una
simetŕıa en la solución (sustituyendo u(x, t) por u(−x, t) se haya otra solución
de la ecuación que se desplaza en sentido opuesto). Por último señalemos que las
ondas viajeras son uni-dimensionales, es decir se toma como variable espacial
uno de los ejes coordenados, por ejemplo el x1. Es evidente que mediante
una rotación podemos hallar una onda que camine en cualquier dirección n del
espacio IRn. Entonces valdŕıa la fórmula (1.1) con η = x · n− ct.

Poniendo pues c > 0 fijo y sustituyendo la forma (1.1) en la ecuación
ut = ∆um se llega a

(fm)′′ + cf ′ = 0, (1.2)

donde las primas indican derivadas respecto a η. Integrando una vez se tiene

(fm)′ + cf = K, (1.3)

con constante de integración K ∈ IR. Estamos interesados en hallar un onda
que avance contra una región vaćıa, es decir que para η À 0 queremos que
f = f ′ = 0. Esta condición de contorno parece imponer la condición K = 0 con
lo que (1.3) se reduce a

mfm−2f ′ + c = 0, (1.4)

que se puede integrar para obtener

m

m− 1
fm−1 = −c η + K1. (1.5)

• Problemas inesperados. Fracaso del marco clásico. Aparentemente hemos
tenido completo éxito en la tarea de integrar la ecuación, pero este éxito se ve
empañado inmediatamente cuando observamos que la fórmula (1.5) es incapaz
de cumplir nuestra condición de contorno en η = +∞. Más aún, nuestra solución
se hace inevitablemente negativa para todo η grande, lo cual va contra la f́ısica
del problema. Un matemático conservador se verá tentado de arrojar todo el
cálculo por la borda. Por el contrario, una de las ideas motrices de la matemática
aplicada es la idea de que no debemos abandonar sin más un buen cálculo, pues
las dificultades encontradas son la puerta que nos abre el camino a un nuevo
contexto en que podemos salvar lo obtenido y resolver en forma novedosa y útil el
problema planteado. Abordaremos tal incursión en lo desconocido guiados por
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la combinación de la experiencia matemática y la evidencia que proviene de las
aplicaciones que se tienen en mente. Vemos a continuación como se materializa
esta tarea en el caso presente.

La v́ıa de solución es relativamente fácil (una vez hallada). Se denomina
estrategia del problema ĺımite: existe un cálculo próximo al nuestro que tiene
sentido, realicemos este nuevo cálculo y pasemos al ĺımite. Pasar al ĺımite en
modelos aproximados es, junto con la integración por partes, uno de los recursos
clave de la matemática aplicada. En concreto tomamos como condición de
contorno en (1.3)

f(∞) = ε, f ′(∞) = 0, (1.6)

con lo que obtenemos para la constante K el valor K = ε c > 0. Entonces
escribimos (1.3) como

f ′ = c
ε− f

mfm−1
(1.7)

que es una E.D.O. de variables separadas y se puede integrar fácilmente, al
menos gráficamente. Para m = 2 la integración es expĺıcita y da

−cη + K1 = 2
∫

f df

f − ε
= 2 f + 2ε log(f − ε). (1.8)

Podemos poner K1 = 0 sin pérdida de generalidad. Dibuje el lector la gráfica
para convencerse de que hemos obtenido una onda que une los niveles f = ∞
para η = −∞ con f = ε para η = ∞. Podemos pues pasar el ĺımite cuando
ε → 0. El resultado es sorprendente pues no obtenemos (1.5) sino

2 f = (−c η)+ = max{−cη, 0}. (1.9)

Es evidente que este ĺımite tiene sentido f́ısico. Tiene el inconveniente de no
ser una solución de la ecuación (0.4) en el sentido clásico, pues tiene derivada
discontinua en la ĺınea η = 0. Nosotros sostenemos que es una buena solución

y para justificar esta pretensión introduciremos en la sección 3 un concepto de
“solución generalizada” o “solución débil” que se aplica en un contexto general
y permite aceptar en particular la fórmula (1.9). En general para todo m > 1
la solución ĺımite es

m

m− 1
fm−1 = (c(−η) + K1)+, (1.10)

lo cual es un poquito más dif́ıcil de demostrar pero no imposible si se utiliza el
plano de fase adecuadamente. Es de señalar que la función (m/(m− 1))fm−1

coincide en la derivación del modelo de gases en medios porosos (seccion 9)
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con la presión y la función −mfm−2f ′ con la velocidad. Aśı pues, las ondas
viajeras son frentes de velocidad constante c cuando u > 0 y tienen velocidad
nula en la parte vaćıa (donde el valor asignado por nosotros a la velocidad es en
realidad irrelevante). Ello recuerda, y con razón, las soluciones discontinuas de
la dinámica de gases, cf. [CM], [LL].

Analizada la solución geométricamente, se observa que estamos en presencia
de un fenómeno de propagación a velocidad finita y coexisten dos regiones, la
ocupada por el fluido y la vaćıa, separadas por una frontera libre sobre la cual la
solución no es regular. Todas estas propiedades son contrarias a lo que sucede en
la ecuación del calor lineal en que no aparece ninguna frontera libre que separe
una región ocupada de una vaćıa. De hecho todo el espacio está más o menos
ocupado por las soluciones de la ecuación lineal, lo que impide visualizar con
nitidez los frentes de propagación que son de gran interés para el investigador
atento a la aplicación.

ε=0

ε=0.1

ε=0.2

ε=0.4

ε=0.8

η

f
m−1

Figura 2.1. Ondas viajeras con ε > 0 y su ĺımite

2 Soluciones autosemejantes. Solución funda-
mental de Barenblatt

Este tipo de soluciones es de estudio menos trivial. Tienen aún mayor
importancia en la teoŕıa general, en realidad la autosemejanza es una propiedad
de importancia capital en la mecánica de fluidos. Ser autosemejantes quiere
decir que se pueden escribir como soluciones constantes en el tiempo tras un
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cambio de escala (o zoom), como sigue:

u′ = f(x′) con u′ = utα, x′ = xt−β . (2.1)

Los exponentes α y β se llaman exponentes de semejanza. La función f se
llama el perfil. Hay diversos exponentes α y β para los que existen soluciones,
pero queremos buscar la solución fundamental, algo parecido a la solución
fundamental de la ecuación del calor lineal, que es, como todos saben:

U(x, t) = ct−n/2exp
(
−x2

4t

)
. (2.2)

Vemos que esta fórmula es autosemejante y tiene exponentes de semejanza:
α = n/2 , β = 1/2. Para la solución de la EMP los pasos para buscar la solución
son:

• Tomar u autosemejante: U(x, t) = t−αf(η), con η = xt−β y f función
radial.

• Sustituir esta forma en la ecuación. Dado que

Ut = −αt−α−1f(η)+t−α∇f(η)·xt−β−1(−β) = −αt−α−1f(η)−βt−α−1∇f(η)·η,

y
∆(Um) = t−αm∆x(fm)(xt−β) = t−αmt−2β∆η(fm)(η),

la ecuación Ut = ∆Um equivale a

t−α−1(−αf(η)− βη · ∇f(η)) = t−αm−2β∆fm(η). (2.3)

• Eliminar la dependencia del tiempo, para lo que es preciso imponer una
1a relación de exponentes, a saber

α(m− 1) + 2β = 1, (2.4)

lo que permite despejar un exponente (por ejemplo α) en función del otro. Para
el perfil f nos queda una ecuación eĺıptica no lineal:

∆fm + βη · ∇f + αf = 0, (2.5)

que depende aún del paramétro libre (β ó α, uno de los dos).

• Es preciso determinar aún cual es el valor adecuado del exponente libre.
Para ello volvamos a la ecuación del calor clásica, en que m = 1 y la relación
anterior da

β = 1/2, η = x/
√

t. (2.6)
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Vimos más arriba que la solución fundamental corresponde a α = n/2. ¿Cómo
se obtiene esta segunda relación? Observamos primero que en el caso lineal la
solución es la gaussiana, que es la única solución no negativa de la ecuación
del calor autosemejante tal que u → 0 cuando |x| → ∞. Una propiedad más
prometedora es la siguiente: satisface una ley de variación de la enerǵıa como
sigue:

d

dt

∫

B

u dx =
∫

B

ut dx =
∫

B

∆u dx =
∫

∂B

∂u

∂n
dS → 0, (2.7)

cuando r →∞, donde B = Br(0) es la bola de radio r. Entonces, se obtiene

d

dt

∫

IRn

u(x, t) dx = 0.

Esta es una ley de conservación, que quiere decir que la enerǵıa (llamada también
masa) es un invariante del movimiento:

∫
u(x, t) dx = C. (2.8)

Copiamos la misma idea para la EMP:

d

dt

∫

B

u dx =
∫

B

utdx =
∫

B

∆umdx =
∫

∂B

∂um

∂n
dS → 0 (2.9)

cuando r →∞. Lo aplicamos a la solución autosemejante y queda:
∫

U(x, t)dx =
∫

t−αf(xt−β) dx = t−αtβn

∫
f(η)dη = const(t), (2.10)

lo que implica que necesariamente que α = βn. Se obtienen en resumen las
condiciones:

α(m− 1) + 2β = 1, α = βn, (2.11)

que determinan los exponentes:

β =
1

n(m− 1) + 2
, α =

n

n(m− 1) + 2
, (2.12)

y la ecuación del perfil f es siempre (2.5), un problema eĺıptico no lineal.

• Ahora hemos de calcular f resolviendo este problema con datos cero en el
infinito. Se tiene:

1
rn−1

(rn−1(fm)′)′ + βrf ′ + nβf = 0,

es decir,
(rn−1(fm)′)′ + βrnf ′ + nβrn−1f = 0,
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y finalmente,
(rn−1(fm)′ + βrnf)′ = 0.

Esto se llama un cálculo afortunado, pues integrando llegamos a:

rn−1(fm)′ + β(rnf) = C. (2.13)

Dado que queremos f → 0 cuando r →∞ tomamos C = 0, llegando a

(fm)′ + βrf = 0, mfm−2f ′ = −βr, (2.14)

luego
m

m− 1
fm−1 = −β

2
r2 + C, fm−1 = A− β(m− 1)

2m
r2. (2.15)

• Problemas de nuevo. Observamos que fm−1 es una parábola hacia abajo,
lo que nos crea una cierta angustia porque estábamos pensando en soluciones
no negativas. Estamos en la situación que ya hemos afrontado en el estudio
de las ondas viajeras. Históricamente, este ejemplo fue estudiado antes. Aśı
pues, el mundo no se hundirá y buscaremos una salida no estándar. Revisemos
la situación: gracias a la motivación f́ısica hemos detectado que algo iba mal;
recurriendo al análisis aproximado o al cálculo numérico (que permite integrar
la ecuación un poco a las bravas, por diferencias finitas por ejemplo, a partir de
unos datos iniciales adecuados del tipo campana de Gauss con soporte finito)
se observa un resultado de la evolución a largo plazo que coincide con cortar la
parábola al nivel u = 0 y quedarnos con la parte positiva. El precio que pagamos
es el perder el sentido de solución clásica. En la sección siguiente veremos qué es
una solución “generalizada” y comprobaremos que la parábola cortada es una
solución generalizada.

Dando por buena esta propuesta por el momento nuestra función queda

f = (A− b|η|2)
1

m−1
+ , b = β(m− 1)/(2m). (2.16)

Observamos que fm−1 no es C1 en el punto |η| = r0 en que se anula, lo que
implica que la solución no es clásica. Por otra parte, f → 0 cuando η →∞, más
aún la solución tiene soporte compacto. La solución completa de ut = ∆um

queda:

U(x, t) = t−βn

(
A− bx2

t2β

)1/m−1

+

(2.17)

con los valores de β y b antedichos.
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Figura 2.2. Solución fundamental para varios valores de t

Como hemos dicho estas soluciones tienen masa constante en el tiempo:

M =
∫ ∞

0

U dx =
∫ ∞

0

f(η) dη = A
1

m−1+ n
2

∫ ∞

0

(1− bs2)
1

m−1 ds, (2.18)

de donde se deduce la relación entre A y la masa M

CA
n
2 + 1

m−1 = M. (2.19)

Obsérvese además que la masa inicial es una delta de Dirac,

lim
t→0

U(x, t) = Mδ(x), (2.20)

de forma que nuestra solución, denominada en adelante como U(x, t;M),
describe la evolución de una distribución de masa M concentrada en el instante
inicial en un punto (el origen de coordenadas). Por ello recibe el nombre usual en
la literatura de solución de tipo fuente con preferencia al de solución fundamental

propuesto por nosotros. Recibe también el nombre de solución de Barenblatt

en honor al gran cient́ıfico ruso.

Nota histórica. Estas soluciones fueron halladas alrededor de 1950 en Moscú
por Ya. Zel’dovich y A. Kompaneets [ZK] y por G. Barenblatt [B]
independientemente. Este realizó un estudio general y las soluciones suelen ir
asociadas a su nombre. La motivación de Zeldóvich era un problema de f́ısica
del plasma, ¡nada que ver con los medios porosos!
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3 Concepto de solución generalizada

Habrá algunos a quienes preocupe este salto adelante, nada más lógico. Les
recordaremos que sin pagar un precio la respuesta al problema de construir
una solución especial seŕıa: “no hay solución”, una manera de confesar nuestra
incapacidad para comprender el problema. Pero el problema tiene perfecto
sentido en la aplicación práctica de estos modelos de la f́ısica de fluidos, se
trata de la evolución de un frente de onda o de una masa puntual y la
evidencia anaĺıtica aproximada, numérica y experimental apuntan a que las
configuraciones halladas son correctas. La propuesta que se ha hecho es pues
novedosa: admitir soluciones no clásicas, admitir en particular que las parábolas
cortadas son una solución no-clásica admisible f́ısicamente. Tal propuesta
abre un marco conceptual perfectamente razonable y admitido hoy d́ıa por la
comunidad cient́ıfica, a condición de enmarcarse en un contexto general. Por
ello buscamos una teoŕıa más amplia que nos proporcione soluciones para una
extensa clase de datos iniciales y de contorno. Siguiendo a Sóbolev se estudian
soluciones en el sentido de las distribuciones, que estando definidas por ejemplo
en Q = {(x, t) : x ∈ IRn, t ∈ (0,∞), verifican las igualdades siguientes

∫ ∫
uϕt dxdt +

∫ ∫
um∆ϕdxdt = 0 , ∀ϕ ∈ C∞0 Q) (3.1)

correspondientes a verificar la ecuación en sentido débil contra el conjunto de
las funciones test. Dado que el concepto de distribución es muy amplio y no
siempre compatible con las no linealidades presentes, las soluciones se eligen
dentro de un espacio funcional adecuado.

Olga Oleinik (Moscú, 1958) [OKC] y sus colaboradores demuestran que
existe solución única generalizada del tipo débil que es una función continua no
negativa y acotada para el problema de Cauchy en una dimensión de espacio,
con datos inciales u0(x) continuos, acotados, no negativos y tales que (um

0 )x

es acotado. Tal resultado ha sido mejorado por estudios sucesivos y se puede
enunciar aśı un resultado óptimo

Teorema 3.1 Para toda función no negativa u0 ∈ L1
loc(IR

n) tal que

lim
R→∞

1
Rγ

∫

|x|≤R

u0(x) dx = 0, γ = n +
2

m− 1
, (3.2)

existe una única función no negativa u ∈ C([0,∞) : L1
loc(IR

n)) tal que para todo

t > 0 (1 + |x|2)−1/(m−1) u(x, t) es acotado, que la ecuación se verifica en el
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sentido de las distribuciones en IRn × (0,∞) y que

u(·, t) → u0 en L1
loc(IR

n). (3.3)

Resultados aún más generales incluyen el caso en que el ĺımite (3.2) es finito
no nulo y entonces la solución existe solamente durante un tiempo finito, y el
caso en que el dato es una medida de Borel y no una función, siempre bajo
una condición análoga a (3.2), y el resultado de existencia y la propiedades son
análogas. Además, la solución es una función continua de las variables (x, t)
para t > 0. En el caso en que el dato es integrable entonces la solución está
en el espacio natural u ∈ C([0,∞) : L1(IRn)) y es continua y acotada para
t ≥ τ > 0. Estos resultados están expuestos en [A].

Es fácil ver que toda solución clásica seŕıa también generalizada en el sentido
anterior y que las soluciones fundamentales son generalizadas para t ≥ τ > 0
(¡obsérvese que para t → 0 se hacen no acotadas!). Compruébese también que
las ondas viajeras son auténticas soluciones débiles.

Un interesante resultado señala a las soluciones fundamentales de Barenblatt
como los modelos asintóticos de todas las soluciones generalizadas con datos
integrables, lo que justifica el esfuerzo que les hemos dedicado.

Teorema 3.2 Sea u0 ∈ L1(IRn) con u0 ≥ 0 y
∫

u0(x) ds = M > 0. Entonces

para todo p ∈ [1,∞] se tiene

lim
t→∞

tαp‖u(x, t)− U(x, t;M)‖p → 0, αp =
n(p− 1)

p(n(m− 1) + 2)
. (3.4)

La demostración, debida esencialmente a Kamin y Friedman, puede verse
completa en esta forma en [V5]. El resultado es válido incluso para soluciones
de signo cualquiera, cf. [KV]. Para p = ∞ obtenemos convergencia en la
norma uniforme con exponente α = n/(n(m − 1) + 2). La velocidad de
convergencia óptima (para clases de datos algo más restringidas) ha sido
estudiada recientemente por diversos autores, cf. [CT]. Por supuesto, también
se plantea el problema de comportamiento asintótico para dominios acotados,
cf. [AP], [V5], o en dominios exteriores, cf. [QV].

4 La frontera libre

Un resultado importante establecido también por Oleinik y colaboradores
es la propiedad de propagación finita, mencionada en secciones anteriores.
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Problemas matemáticos fundamentales son entonces el determimar las forma
y regularidad de estas fronteras libres y su comportamiento cuando avanza
el tiempo. Resultados clásicos sobre la primera cuestión se deben a Luis A.
Caffarelli y colaboradores.

En cuanto a la cuestión asintótica se tiene que en el problema en todo el
espacio una solución con soporte inicial compacto tiende a ocupar para t →∞
un dominio de tipo esférico cuyo radio se puede estimar como

R(t) ∼ c tσ, (4.1)

con un exponente de expansión dado por σ = 1/(n(m−1)+2) < 1/2 que decrece
con m. La constante c > 0 depende solo de la masa inicial M =

∫
u(x, 0) dx. En

particular vemos que el soporte se simetriza. De hecho la solución se parece cada
vez más a la solución fundamental de Barenblatt también en cuanto al soporte,
cf. [V5]. En dimensión espacial n = 1 tenemos información más precisa.

Teorema 4.1 Sea u0 ≥ 0 una distribución de masa no negativa de soporte

compacto en IR y sean M =
∫

u0(x) dx > 0 la masa total y

x0 =
1
M

∫
xu0(x) dx (4.2)

el centro de masas, los dos invariantes del movimiento. Entonces para todo

t ≥ 1 la solución u(·, t) es positiva en el intervalo comprendido entre las dos

fronteras libres s±(t) y se tiene el desarrollo

s±(t) = x0 ± c(m)M
m−1
m+1 t

1
m+1 + O(t−

m
m+1 ), (4.3)

en que los coeficientes son óptimos.

Este resultado está esencialmente probado en [V3]. Un resultado análogo en
precisión es deconocido aún en varias dimensiones espaciales.

Nota final. Las teoŕıas de regularidad de la solución generalizada y de la
interfaz o frontera libre han sido objeto de investigación de los especialistas hasta
el d́ıa presente. Gran parte de las cuestiones básicas han sido resueltas (¡pero
no todas!). Entre los aspectos más llamativos están las fronteras metaestables,
que se mueven solamente tras un cierto tiempo de espera, y la regularidad
anaĺıtica de las interfaces de soluciones con soporte compacto en una dimensión
espacial, resultado que no es conocido en varias dimensiones. La ecuación
(0.4) y sus generalizaciones han sido estudiadas por numerosos investigadores
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españoles, siendo en particular un tema popular en las universidades madrileñas,
debiéndose los primeros trabajos a I. D́ıaz, que estudió la propiedad de soporte
compacto, cf. [D], a M. Herrero, que estudió la difusión rápida, cf. [H], y al
autor. El lector puede consultar versiones parciales del estado de la cuestión
sobre esta ecuación en [A], [K] y [V4].

El presente relato no contiene información sobre un aspecto crucial de la
investigación desde su punto de vista aplicado, a saber, la implementación
numérica, de la que existe hoy d́ıa amplia experiencia y progreso teórico, en
el marco del estudio de los problemas llamados de difusión no lineal y cambio
de fase. La presencia de una frontera libre proporciona la posibilidad de
utilizar métodos del tipo front tracking. La dificultad numérica de la EMP
no es considerada importante en comparación con otros problemas del área
objeto de este estudio, pero la determinación de la frontera libre en contextos
pluridimensionales, los problemas con tiempo de espera o con enfoque y los
problemas asintóticos ofrecen interesantes tests para los códigos numéricos.
Dejamos este tema para otros escritores más expertosy terminamos estas notas
con una invitación al lector curioso e interesado en este tema en forma de
una serie de propuestas que mezclan los cálculos expĺıcitos con las conclusiones
basadas en la interpretación del modelo. De hecho estos ejercicios abren ĺıneas
de pesquisa que han sido desarrolladas por los investigadores en los últimos
decenios.

Una nueva solución especial. (i) Se demuestra que para todo T > 0 la
función

u(x, t) =
(

cx2

T − t

) 1
m−1

(4.4)

es una solución débil de la ecuación de los medios porosos en el intervalo
temporal 0 ≤ t < T si se escoge adecuadamente la constante c = c(m,n).

(ii) Se demuestra que en n = 1 también la función definida por esta fórmula
para x ≤ 0 y como nula para x > 0 es una solución, con una frontera libre
estacionaria x = 0 mientras la solución existe.
(iii) Obsérvese el comportamiento de tales soluciones cuando t ↗ T . Se trata
del fenómeno de explosión o blow-up.

Casos ĺımite. Se puede estudiar el ĺımite de la ecuación (0.4) cuando m → 1
cuando m → ∞ (a) formalmente en la ecuación, (b) a través de las ondas
viajeras, (c) a través de las demás soluciones expĺıcitas. De ah́ı se deducen
conclusiones acerca de una teoŕıa general para muy gran m o para m ∼ 1.
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Difusión rápida. Es posible considerar procesos de filtración regidos por la
ecuación (0.4) con m < 1. He aqúı algunas cuestiones básicas: estudiar para
que valores de m se tiene aún una teoŕıa similar, investigando la existencia de
soluciones fundamentales del tipo Barenblatt. Explicar por que se habla de
ecuación de difusión rápida. Hallar las ondas viajeras. Señalar con precisión
en base a estas exploraciones los exponentes cŕıticos mc para los que la teoŕıa
cualitativa sufre una alteración esencial. [Respuesta: m = 0 y m = (n − 2)/n,
situaciones distintas para n = 1, 2 o 3].

Ecuación de la presión. Sea

π =
m

m− 1
um−1

la presión normalizada en el modelo de filtración de gases, sección 9. Se obtiene
la llamada ecuación de la presión

πt = (m− 1)ππxx + (πx)2.

Tomando el ĺımite formal m → 1 se llega a una ecuación tipo Burgers.
Compruébese el ĺımite sobre las soluciones expĺıcitas. Para más detalles ver
[AV], [LSV].
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La Matemática Difusa

David Blunkett, ministro británico de Educación y Empleo, acaba
de anunciar (The Times 12- I- 99) una inversión de 55 millones de
libras para reforzar el aprendizaje del cálculo elemental en las escuelas
utilizando las tablas de multiplicar y otros métodos tradicionales de
enseñanza.

¿Qué es lo que está pasando con la enseñanza de las matemáticas para que
un páıs superdesarrollado y con un sistema educativo de primera fila tenga que
invertir más de 13.000 millones de pesetas para que los niños aprendan las tablas
de multiplicar?

Si queremos acercarnos a una explicación que nos haga comprensible esta
paradójica situación, se nos hace imprescindible conocer y analizar la historia
y la evolución de las corrientes pedagógicas que han predominado en el Reino
Unido a lo largo del último tercio de siglo.

En 1967, el Central Advisory Council for Education, conocido como Comité
Plowden por el nombre de su presidenta, Lady Plowden, una antigua magistrada,
urgió a todos los centros de Primaria británicos a adoptar un sistema de
educación “progresista”.

Las teoŕıas educativas del Comité se véıan reforzadas por los estudios
del matemático y psicólogo suizo, Jean Piaget, que sosteńıa la inutilidad
de esforzarse en que un niño diera un paso determinado cuando no estaba
suficientemente maduro para darlo él solo. Estos estudios, llevados al extremo,
condućıan a dejar el aprendizaje al libre albedŕıo del niño.

Por otra parte, en el aspecto sociológico, el comité fue influenciado por uno
de sus miembros, Michael Young, que defend́ıa que el exceso de conocimientos
era un artificio inventado para que determinados grupos sociales aventajaran a
otros.

En Gran Bretaña, al final de la enseñanza primaria se realizaba el examen
llamado “11+”, que decid́ıa el paso de los niños a las Grammar Schools o en
caso de no superarlo, su ingreso en las Secondary Technical Schools o en las
Secondary Modern Schools, de carácter menos académico. Gran parte de la
sociedad británica criticaba esta situación que haćıa depender de un solo examen
y a una edad demasiado temprana, el futuro académico de los escolares. El
Comité se hizo eco de estas protestas y con el argumento de que era mucho más
sencillo para los ricos aprobar este examen, tomó la decisión de suprimirlo. Aśı
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nacieron las llamadas Comprehensive Schools, en las que se ingresaba a los 11
años y en las que se ofrećıa la misma enseñanza para todos los alumnos hasta
los 16 años.

El Comité Plowden desaprobaba las lecciones llamadas magistrales que
se impart́ıan al conjunto de la clase. También rechazaba la formación de
grupos de distintos niveles de rendimiento académico. Propugnaba el fin de
la memorización y preconizaba el aprendizaje a través del descubrimiento.

Los cambios culturales y sociales de aquellos años 60 y los efectos prácticos
de las directrices marcadas por el Comité Plowden hicieron que en los 70 el
progresismo, como ideoloǵıa y como modelo pedagógico, se hubiera convertido
en ortodoxia.

Fue entonces cuando se dejaron óır las primeras voces de protesta. Se
publicaron informes que alertaban sobre un empeoramiento en los resultados
académicos. Este descenso de nivel se achacaba a la supresión de los exámenes
“11+”. Además se culpaba a los métodos progresistas de la creciente indisciplina
en las aulas.

En 1987, en un intento de frenar esta situación, el gobierno de Margaret
Thatcher publicó una nueva Ley de Educación que establećıa nuevos planes de
estudio y exámenes de evaluación (Key Stage) para los escolares a los 7, 11 y 14
años.

La decisión del gobierno de llevar a cabo sus reformas se vio reforzada por un
estudio, publicado en 1991, en el que se revelaba que un proyecto para mejorar
los resultados académicos en la ciudad de Leeds y que hab́ıa costado 26 millones
de dólares se hab́ıa saldado con un descenso de dichos resultados.

El autor del estudio y profesor de la Universidad de Warwick, Robin
Alexander, el responsable de los planes de estudio, Chris Woodhead y el
inspector de institutos de Bachillerato, Jim Rose, constituyeron un grupo de
estudio al que se apodó de los Tres Hombres Sabios. El gobierno les encargó
un informe urgente sobre los resultados de los distintos métodos didácticos que
estaban en vigor. Su informe determinó que los resultados académicos hab́ıan
descendido en los últimos años a causa de unos dogmas más que cuestionables
que imperaban entre los profesores.

Todos esos informes y la extendida convicción en la sociedad británica de
que su sistema escolar no estaba dando los resultados necesarios han influido de
manera capital en el gran giro que el partido laborista de Tony Blair ha dado
a la poĺıtica educativa y en el nombramiento de David Blunkett como Ministro
de Educación en 1997.
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Hasta aqúı, la historia del sistema educativo británico en los últimos años.
Pero contemplar esta historia no es suficiente para comprender la razón por la
que los escolares ingleses no son capaces de multiplicar.

Necesitamos saber cómo las corrientes pedagógicas impulsadas desde los
años sesenta se han ido concretando en una forma determinada de enseñar
matemáticas, y por qué se ha llegado a la dramática situación que intenta ahora
corregir el gobierno de Tony Blair.

La extensión de las corrientes pedagógicas progresistas promovida por
el Comité Plowden coincidió con la introducción de la llamada Matemática
Moderna en las enseñanzas Primaria y Secundaria.

Esta reforma de la enseñanza de las matemáticas, que hizo furor en los páıses
avanzados durante la década de los sesenta y que se introdujo en España con la
Ley General de Educación de 1970, pretend́ıa acelerar y aumentar la preparación
matemática de los jóvenes.

El complicado edificio del álgebra clásica con sus castillos de operaciones con
polinomios en los que aparecen todo tipo de exponentes fue sustituido por la
teoŕıa de conjuntos, por el estudio de las estructuras algebraicas y por el de las
correspondencias y transformaciones, con la idea de que, familiarizándose con
estos conceptos en edades tempranas la formación del futuro matemático seŕıa
más sencilla.

El fracaso de esa llamada Matemática Moderna se debió, entre otras razones,
a la excesiva abstracción de la teoŕıa de conjuntos y a la falta de preparación del
profesorado que se vio forzado a explicar lo que en muchos casos no comprend́ıa.

En Estados Unidos la Matemática Moderna hab́ıa sido promovida desde
los primeros años sesenta por el National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM) y bautizada alĺı con el nombre de The New Math.

Pero en 1973, el conocido matemático norteamericano, Morris Kline publicó
su libro Why Johnny cant’ add: The Failure of the New Math1 y dio el golpe
de gracia a esa moda que, por otra parte, estaba ya siendo seriamente criticada
aunque se hab́ıa implantado en casi todos los sistemas educativos americanos y
europeos.

La introducción de la llamada Matemática Moderna en las Enseñanzas
Primaria y Secundaria empieza a saldarse ya en los años setenta con un fracaso
indiscutible. Pero la experiencia de su implantanción, que hab́ıa sido tan radical,
dejó en herencia un progresismo pedagógico que busca métodos nuevos para
conseguir que las dificultades inherentes a las Matemáticas desaparezcan y éstas

1Editado en España en 1976 con el t́ıtulo “el fracaso de la Matemática Moderna”
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queden al alcance de la mayoŕıa de la población escolar. El último grito en la
materia ha sido un nuevo movimiento, con cuna en California, que se conoce
con los nombres de The New New Math 2, o Fuzzy 3 Math, entre otros.

En un art́ıculo aparecido en The New York Review el 24 de septiembre de
1998, el famoso matemático Martin Gardner llama la atención sobre el fervoroso
apoyo que el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) está dando
a este nuevo movimiento y dice:

Recientemente el NCTM, demostrando haber aprendido poco del fracaso de la
Matemática Moderna, ha emprendido otro movimiento de reforma que promueve
nombres como The New New Math, Fuzzy Math, Standards Math y Rain Forest
Math. Como sucedió en el caso anterior, este movimiento está creando agitación
entre profesores y padres, especialmente en California donde se ha iniciado. Se
ha estimado que en la educación primaria la mitad de los alumnos de Estados
Unidos está aprendiendo con maestros preparados en la llamada matemática
Fuzzy. La nueva moda está muy influida por el multiculturalismo, el ecologismo
y el feminismo.

Entre las caracteŕısticas de la metodoloǵıa propia de esta Nov́ısima
Matemática se pueden señalar:

• La utilización de una jerga peculiar, poco inteligible, en la que abundan
los trabalenguas formados por tópicos propios de la llamada corrección
poĺıtica, tales como “Multiculturalismo”, “igualdad de sexos” (Equity-
Gender), “Etnomatemática” ...

• La sustitución de las explicaciones del profesor por actividades de los
alumnos con el objeto de que descubran las cosas por śı mismos.

• El abandono total de la memorización como método de aprendizaje.

• La eliminación de las demostraciones rigurosas.

• La formación de pequeños grupos en los que el profesor apenas interviene y
se limita a actuar como gúıa silencioso (técnica empleada por los psicólogos
en las terapias de grupo).

• El planteamiento de problemas que se toman de aqúı o de allá, evitando
el orden sistemático. Los alumnos deben buscar respuestas; no se les debe
decir cómo hacerlo. Lo importante es intentarlo, no el resultado.

2Podŕıamos traducirla por Nov́ısima Matemática
3Fuzzy Set es un tipo especial de conjuntos que en matemáticas se ha traducido por

“conjuntos difusos” o también “conjuntos borrosos”

90



• El fomento del uso de calculadoras y de todo tipo de materiales.

• La utilización de extenśısimos libros de texto llenos de fotograf́ıas y dibujos
en color, pero en los que es dif́ıcil reconocer el contenido matemático.

Una evaluación de los estudiantes de 13 y 14 años, realizada por la IEA (The
International Association for the Evaluation of Educational Achievement) en
1995 en la que participaron 45 páıses de todo el mundo y que ha sido conocida
con el nombre de TIMSS (Third International Mathematics and Science Study)
provocó una gran conmoción y revuelo en la sociedad americana ya que Estados
Unidos obtuvo unos resultados muy inferiores a la media internacional y apareció
clasificado entre los últimos puestos.

La polémica sobre el sistema de enseñanza de las matemáticas está en plena
efervescencia. En el estado de California, cuna de la Nov́ısima Matemática, la
primavera del año pasado los once miembros del Departamento de Educación
recomendaron, con 10 votos a favor y una abstención, un amplio regreso a los
aspectos básicos tradicionales en la enseñanza de las matemáticas, fijaron la
edad para aprender las tablas y restringieron el uso de la calculadora, pidiendo
a los maestros que no se utilizara antes de los 12 años.

Los defensores de la Nov́ısima Matemática han reaccionado calificando la
decisión del Departamento de producto de la nostalgia y de contribución al
desastre del páıs.

Pero como, con toda sensatez, añade Martin Gardner en el art́ıculo al que
antes me he referido:

El conflicto es amargo y está lejos de resolverse. Pueden pasar muchos años
antes de que se sepa con claridad cómo seleccionar los aspectos válidos de la
Nov́ısima Matemática, al mismo tiempo que se conservan aspectos importantes
de los viejos métodos de enseñanza.

Los ejemplos de Gran Bretaña y Estados Unidos nos muestran cómo sus
comunidades educativas están debatiendo apasionadamente este asunto y cómo,
en muchos casos, se llega a pronunciar el mismo eslógan: “Recuperemos las
tablas de multiplicar”.

Mientras tanto, ¿qué ha sucedido en España?
Las corrientes pedagógicas progresistas, nos llegaron alrededor de los años

70. El hecho de que surgieran en el seno de la lucha antifranquista dio un
carácter más trascendental a lo que, fuera de nuestro páıs, hab́ıa sido sólo una
nueva tendencia pedagógica. La escuela progresista se convirtió, en la España
de los años posteriores a la muerte de Franco, en la única escuela de pedigŕı
genuinamente democrático.
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La Ley General de Educación de 1970 escolarizó a todos los niños en un
mismo sistema hasta los 14 años. La renovación de los planes de estudio que
se produjo al abrigo de esa Ley incorporó la Matemática Moderna tanto a la
enseñanza primaria como a la secundaria.

Cuando los socialistas llegan al poder, las teoŕıas de Piaget, Young,
Freire, etc. ya hab́ıan arraigado en el mundo escolar español. Entonces, los
pedagogos que se instalan en el Ministerio de Educación vuelven sus ojos a
la Comprehensive School británica y, fascinados por lo que tiene de igualitaria,
deciden implantarla por ley en España. De ah́ı nace la L.O.G.S.E., que escolariza
a los jóvenes hasta los 16 años dentro de un sistema igual para todos.

En el marco de esta Ley los encargados de elaborar el “curŕıculo” de
matemáticas, enterrada hace tiempo la Matemática Moderna, parecen haber
fijado su atención en esa Nov́ısima Matemática anglosajona y en ella haber
inspirado sus decretos y su “hiperprogresista” metodoloǵıa.

Aśı, los representantes de nuestra Nov́ısima Matemática, como los de
la americana New New Math redactaron un “curŕıculo” en una jerga muy
particular, de la que puede ser muestra este trozo que transcribo directamente
del “curŕıculo” oficial:

Las matemáticas han de ser presentadas a alumnos y alumnas como
un conjunto de conocimientos y procedimientos que han evolucionado en el
transcurso del tiempo, y que, con seguridad continuarán evolucionando en el
futuro. En esa presentación han de quedar resaltados los aspectos inductivos
y constructivos del conocimiento matemático, y no sólo los aspectos deductivos
de la organización formalizada que le caracteriza como producto final. En el
aprendizaje de los propios alumnos hay que reforzar el uso del razonamiento
emṕırico inductivo en paralelo con el uso del razonamiento deductivo y de
la abstracción.” (Real Decreto 1345/1991, de 6 de septiembre, por el que se
establece el curŕıculo de la Educación Secundaria Obligatoria, B.O.E. del 13-
IX-91)

Tranquiĺıcese el inocente lector, este presuntuoso lenguaje no oculta secretos
para él desconocidos de la Ciencia Matemática, es sencillamente parte de la
jerga tontivana que, si en un principio arrancó nuestra sonrisa, empieza ya a
helarnos la inteligencia.

Los actuales defensores de esta Nov́ısima Matemática no quieren ni óır
hablar de que el Ministerio de Educación elabore ninguna norma que modifique
uno solo de los aspectos del “curŕıculo” que lograron establecer y la única
reforma que aceptan y propugnan es un incremento del gasto público para seguir
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experimentando su moderńısima metodoloǵıa.
Ante la cŕıtica que, desde muchos ámbitos se hace, en el sentido de que en

la L.O.G.S.E. los contenidos que deben explicar los profesores y aprender los
alumnos están poco definidos, expresan su convencimiento de que lo importante
no es lo que se enseña, sino la forma de hacerlo, ya que de ah́ı nacerá la
actitud que el alumno tome hacia las matemáticas y niegan la facultad de las
administraciones educativas para fijar esos contenidos con una mayor precisión.

El “curŕıculo” oficial encomienda a los profesores la tarea de elaborar sus
programas y fijar los contenidos, atendiendo a las caracteŕısticas de cada
centro. Pero esta previsión no se cumple y son las editoriales las que están
definiendo dichos programas. Algunas, temiendo no acertar con una sola ĺınea
expositiva, han sacado al mercado dos textos con tratamiento y ordenación de
la materia muy diferente. Otras, después de editar los textos de cada curso han
modificado sus contenidos y sacado nuevas ediciones. Se puede asegurar que
entre editoriales, profesores y padres reina un absoluto desconcierto.

Cuando el equipo de Esperanza Aguirre pidió la colaboración de los
estamentos matemáticos para poner un poco de orden en esta caótica
situación, los “fundamentalistas” de la L.O.G.S.E. negaron que existieran
otras necesidades que aquellas que pudieran resolverse con un aumento del
presupuesto.

Además tachan de nostálgicos, elitistas e insolidarios a los que proponen una
revisión cŕıtica de la actual situación en las aulas, y pretenden seguir controlando
para siempre, con la que llaman su renovación permanente, todo el aparato
educativo.

Es importante abandonar posturas sectarias para reconducir con sentido
común la situación y aprovechar la experiencia de americanos y británicos para
evitar a la sociedad un gasto de tiempo y dinero que puede resultar totalmente
inútil.

La escolarización en un sistema único hasta los dieciséis años plantea a los
educadores la doble tarea de elaborar un programa al alcance del ciudadano
medio sin descuidar la formación del futuro cient́ıfico. No parece evidente que
el programa que mejor puede cumplir ambos objetivos es aquel que está más
vaćıo de contenidos.

Por un lado, existe un “cuerpo matemático básico”, que todo ciudadano
ha de conocer. Es pues, obligación de los profesionales de la enseñanza de las
matemáticas definir sus contornos y contenidos y articular una programación
que garantice el acceso de los estudiantes a ellos.
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Y por otra parte, no podemos aceptar que un afán desmedido de
igualitarismo nos haga descuidar la formación de los futuros cient́ıficos,
economistas o ingenieros que necesita nuestra sociedad. Tanto más cuanto
que en los últimos años se viene constatando en nuestras Universidades una
creciente preocupación por el descenso de nivel que presentan los estudiantes
cuando comienzan su carrera universitaria.

Los llamados modernos métodos pedagógicos están basados en la ingenua
creencia de que si se presentan las matemáticas de forma divertida se despertará
entre toda la población juvenil una intensa fascinación por la belleza de esta
ciencia. Hay muchos jóvenes de 15, 16 ó 17 años que se aburren profundamente
en la escuela, ya se les enseñe matemáticas o conocimiento del medio, no son
permeables a ningún tipo de motivación en el aula, viven pendientes de su fin
de semana callejero. Seŕıa absurdo pensar que una presentación menos rigurosa
de las matemáticas pueda atraer a ese sector juvenil.

Es responsabilidad de todos los implicados en la tarea de enseñar buscar
y seleccionar con prudencia lo que de bueno tiene la moderna pedagoǵıa y no
cerrar las puertas de la didáctica matemática a ciertos usos tradicionales que
han demostrado su eficacia durante siglos.

Existen contenidos matemáticos que todos los ciudadanos deben conocer, que
les van a ser necesarios para desenvolverse en su trabajo por poco cualificado
que éste sea. No les privemos de ellos en un afán desmedido de experimentación
metodológica.

Busquemos, al mismo tiempo, la forma de despertar en nuestros futuros
universitarios el interés por esta Ciencia haciendo atractivo su aprendizaje pero
sin disimular sus dificultades y permanezcamos vigilantes para, en ningún caso,
frenar el desarrollo de sus aptitudes naturales.

Alicia Delibes

a.delibes@educ.mec.es
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Sobre las Matemáticas

en la Enseñanza Secundaria

Dentro del debate abierto sobre la reforma de la enseñanza secundaria, y en
particular en nuestro entorno sobre la formación matemática preuniversitaria,
deseo ocuparme únicamente de uno de los aspectos que considero decisivo
en su problemática: la desafortunada homogeneización de los programas de
Matemáticas en las distintas modalidades del bachillerato.

Muchos educadores, y en particular la mayoŕıa de los dedicados a la Didáctica
de las Matemáticas, en su loable intento de hacerlas accesibles a un gran
número de personas, establecen el principio de que todo el mundo puede hacer
matemáticas. Quizá sea cierto, pero es imprescindible añadir que unos más que
otros. Nunca se podrá evitar que existan niños de seis años que multiplican
mentalmente números de tres cifras, mientras que otros no podrán conseguir
lo mismo a lo largo de sus vidas por más esfuerzos que hagamos. Ni que
cuando expliquemos algo en una clase o fuera de ella, incluso algo que no
requiere conocimientos previos, haya personas que se aburren con la profusión
de argumentos porque ya lo han entendido, mientras que otros no lo pueden
entender, sencillamente, porque queda fuera de su alcance.

¿Es algo genético? Probablemente. Mientras que unas personas son capaces
de jugar con los ojos vendados y simultáneamente decenas de partidas de
ajedrez, otros son incapaces de aprender las reglas del juego. En otros campos,
como la música o el dibujo, la existencia de importantes diferencias innatas
se acepta sin discusión, pero en matemáticas no se quiere reconocer. La
consecuencia de que algunos, con la mejor voluntad e intenciones, sostengan que
todo el mundo puede hacer matemáticas es que otros intentan homogeneizar su
enseñanza: los actuales programas de bachillerato son idénticos para los futuros
matemáticos e ingenieros que para los cirujanos, los geólogos o los ecólogos
(modalidad de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud) e incluso para los
que desean hacer un Ciclo Superior de Formación Profesional (modalidad de
Tecnoloǵıa). Mientras a unos se les está causando un grave déficit de formación,
a otros se les está exigiendo por encima de sus posibilidades y de sus necesidades
venideras. La adecuación a la diversidad del alumnado -uno de los principales
objetivos de la reforma- también debeŕıa considerar esta diferencia.

¿No seŕıa posible adaptar mejor los requerimientos de matemáticas en el
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bachillerato a las capacidades y necesidades de los alumnos? En el dominio de
las artes esta situación ha tenido una respuesta adecuada con la creación de una
modalidad del bachillerato. ¿No se podŕıa crear una Modalidad de Ciencias
y Tecnoloǵıa, destinada exclusivamente a aquellos que desean seguir estudios
de Matemáticas, F́ısica o Ingenieŕıas? Esta nueva modalidad podŕıa y debeŕıa
proporcionar una sólida formación matemática, mientras que esta formación se
reduce en lo que queda de las actuales modalidades de Ciencias de la Naturaleza
y de la Salud y de Tecnoloǵıa. No sólo se conseguiŕıa mejorar la formación
matemática de aquellos para quienes es imprescindible, sino también que las
Matemáticas dejasen de ser una odiosa barrera para aquellos que apenas van
a necesitarlas y que -aunque sea poĺıticamente incorrecto decirlo, es necesario
hacerlo- dif́ıcilmente pueden pasar de un cierto nivel.

De hecho no estoy proponiendo nada original, sino algo análogo a lo que
ya ocurre en Francia con el Bachillerato Cient́ıfico (Bac S). Transcribo la
frase de motivación de este bachillerato: para responder al objetivo nacional
de formación de un gran número de ingenieros, investigadores, profesores y
técnicos con una formación cient́ıfica sólida (...), ofreciendo a los alumnos
una formación matemática de calidad. Ellos lo tienen aśı de claro: hay un
colectivo -que identifican ńıtidamente- que requiere una formación matemática
de calidad. Resultado: 6 ó 7 horas semanales de clases de matemáticas a este
colectivo en cada uno de los dos últimos años de bachillerato y muchas menos,
y naturalmente con otro programa mucho más light, a los demás. Aqúı, al
mezclarlos, lo light es para todos. Y luego vienen los fracasos en esos estudios.

Hay dos recelos a esta idea que hay que desmontar. El primero es que
un bachillerato de este tipo, con fuertes exigencias en Matemáticas (y en
F́ısica) ahuyentaŕıa a los alumnos, lo que es totalmente falso como muestra
la experiencia francesa. Alĺı es el bachillerato más solicitado y no permiten
cursarlo a los alumnos que no han demostrado previamente una cierta aptitud o
predisposición a las Matemáticas y a la F́ısica. En otras palabras, en el momento
de inicio de lo que aqúı seŕıan los dos años de bachillerato, a muchos alumnos
les dicen: tú puedes continuar pero sólo si lo haces en otro tipo de bachillerato
y no en el Bac S.

El segundo recelo, que parece consecuencia del anterior, es que tal
bachillerato seŕıa elitista. También es radicalmente falso. A lo sumo nuestros
titulados pueden estar en mejores condiciones de pasar a integrar la clase media,
pero nada más. ¿Desde cuándo son una élite los matemáticos, los f́ısicos o los
ingenieros? ¿A cuántos vemos aparecer en televisión o en los periódicos? ¿A
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cuántos de estos conoce la gente por ser famosos, ricos o poderosos? A lo sumo
alguna persona culta podrá citar a algún arquitecto. Entre todas las Escuelas de
Ingenieŕıa sacan cada año más ingenieros que todas las Facultades de Derecho
y Medicina juntas, y a lo único a lo que pueden aspirar aquellos es a un lugar
de trabajo en el que utilizarán más la cabeza que las manos y en el que a veces
podrán o tendrán que llevar corbata. Nada más.

Sin embargo, con otros muchos estudios que apenas requieren matemáticas
se puede llegar muy lejos. A aquellos a los que en un cierto momento se cierra
un camino, lo que hay que poder decirles es que tienen abiertos otros muchos.
Ahora eso no es aśı porque todos tienen que pasar por el mismo tubo en el
que aparecen las matemáticas como obstáculo. Luego nos extrañamos de que
Catedráticos de Universidad de Derecho o Historia no sepan sumar 1/3 más 1/6,
en vez de verlo como la señal de que no les ha hecho ninguna falta. ¿Por qué
han de tener la misma facilidad que nosotros para ver ese cálculo como trivial?
Y lo peor es que quizás otros, tan válidos como ellos para esos menesteres, se
han quedado en el camino por culpa de las matemáticas que les han exigido
superar.

José Luis Andrés Yebra

matjlay@eupbl.upc.es
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NUEVA REVISTA

QUALITATIVE THEORY OF
DYNAMICAL SYSTEMS

Qualitative Theory of Dynamical Systems publica art́ıculos de gran
calidad sobre la teoŕıa, los métodos y las aplicaciones de los sistemas dinámi-
cos, tanto discretos como continuos (ecuaciones diferenciales ordinarias). Los
art́ıculos sometidos a esta revista serán revisados e informados con cuidado.
Deben ser matemáticamente correctos, originales, no triviales y de interés para
un número considerable de lectores.

Qualitative Theory of Dynamical Systems es la revista del Seminari
de Sistèmes Dinàmics de la Universitat de Lleida. Dos números son editados al
año, constituyendo un único volumen. Los gastos de suscripción para el año 1999
son de 100 Euros (institucional) y 50 Euros (personal). Para más información,
puede consultarse el Web. La correspondencia con los editores puede ser por
correo electrónico.

EDITORES JEFES:

Javier CHAVARRIGA, Departament de Matemàtica, Universitat de
Lleida, chava@eup.udl.es

Jaume LLIBRE, Departament de Matemàtiques, Universitat Autònoma de
Barcelona, jllibre@mat.uab.es

http://www.udl.es/dept/matematica/ssd/qtds

Si desea subscribirse consulte nuestra página web, o bien realize un ingreso
de 100 euros (institucional) o 50 euros (particular) en el siguiente número de
cuenta de “La Caixa”: 2100-2464-61-0200002678, indicando expĺıcitamente en
la orden de pago: subscripción a Qualitative Theory of Dynamical Systems, aśı
como sus datos institucionales o personales para el env́ıo de la revista, junto con
el NIF (institucional) o DNI (personal).
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CONGRESOS

Nombre RSME-2000
Congreso de la Real Sociedad Matemática
Española, Año 2000

Lugar Madrid, Spain
Fecha 27, 28 y 29 de enero del 2000
Organiza Real Sociedad Matemática Española
Colaboran Ministerio de Educación y Ciencia

Universidad Nacional de Educación a Distancia (UNED)
Universidad Autónoma de Madrid (UAM)
Universidad de Alcalá
Consejo Superior de Investigaciones Cient́ıficas
Universidad Rey Juan Carlos
Universidad Carlos III
Universidad Complutense de Madrid
Universidad Politécnica de Madrid
Renfe
Iberia

Información Dr. Carlos Andradas, RSME-2000
Departamento de Algebra, Facultad de Matemáticas
Universidad Complutense
28040 Madrid (Spain)

e-mail rsme 2000@mat.ucm.es
Página Web http://www.mat.ucm.es/rsme2000/

http://rsme.uned.es/rsme2000.html
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Nombre HYP-2000
Eighth International Conference on Hyperbolic
Problems. Theory, Numerics, Applications

Lugar Otto-von-Guericke University, Magdeburg, Germany
Fecha 28 de Febrero al 3 de Marzo del 2000
Información HYP-2000

c/o Institut fuer Analysis und Numerik
Otto-von-Guericke-Universitaet Magdeburg
PSF 4120
D-39016 Magdeburg, (Germany)
Fax: To HYP-2000 at +49-391-67-18073

e-mail hyp2000@mathematik.uni-magdeburg.de
Página Web http://rubens.math.uni-magdeburg.de/ hyp2000
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Nombre NO LINEAL 2000
Las fronteras de la ciencia no lineal para el
próximo milenio
A satellite Activity of the Third
European Congress
of Mathematics (3ECM)

Lugar Palacio de los Condes de Valparáıso
Almagro (Ciudad Real), Spain

Fecha 31 mayo al 3 de junio del 2000
Organiza Dpto. de Matemáticas

E.T.S. Ingenieros Industriales
Universidad de Castilla-La Mancha

Patrocina Sociedad Española de Matemática Aplicada (SEMA)
Universidad de Castilla-La Mancha

Información NO LINEAL 2000
Secretaŕıa del Dpto. Matemáticas
E.T.S. de Ingenieros Industriales
Universidad de Castilla-La Mancha
Avda. de Camilo José Cela, 3
13071 CIUDAD REAL (Spain)

E-mail nolineal@ind-cr.uclm.es
Página Web http://www.uclm.es/cursos/nolineal
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Nombre MTNS 2000
14th International Symposium on Mathematical
Theory of Networks and Systems

Lugar Perpignan, France
Fecha 19-23 de Junio del 2000
Organiza Laboratoire de Théorie des Systèmes, University of Perpignan

Centre de Mathématiques et de Leurs Applications, Cachan
Colaboran Institut National de Recherche en Informatique et

Automatique (INRIA)
European Nonlinear Control Network
Ecole Polytechnique de Zielona Gora
Mairie de Perpignan
Conseil Général des Pyrénées Orientales
Region Languedoc Rousillon

Información MTNS 2000 Secretariat
Systems Theory Laboratory
University of Perpignan
52, Avenue de Villeneuve
F-66860 Perpignan Cedex FRANCE
Teléfono: +33 4 68 66 17 61 Fax: +33 68 66 17 60

E-mail eljai@univ-perp.fr fliess@cmla.ens-cachan.fr
Página Web http://www.univ-perp.fr/mtns2000/
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Nombre 3o CONGRESO EUROPEO DE
MATEMÁTICAS (3ECM)

Lugar Barcelona, Spain
Fecha 10-14 de Julio del 2000
Organiza Sociedad Catalana de Matemáticas (SCM) bajo los

auspicios de la Sociedad Matemática Europea (EMS)
Patrocinadores Generalitat de Catalunya,

Comissionat per a Universitats i Recerca,
Departament d’Ensenyament
Ministerio de Educación y Cultura, S.E.U.I.D.
Fundación Catalana per a la Recerca
Ayuntamiento de Barcelona
Institut d’Estudis Catalans
Universidad de Barcelona
Universidad Autònoma de Barcelona
Universidad Politècnica de Catalunya
Instituto de Estad́ıstica de Catalunya
Unión Matemática International (IMU)
Real Sociedad Matemática Española (RSME)
Sociedad Española de Matemática Aplicada
Fundación Retevisión
Fundación ”la Caixa”, Museo de la Ciencia
Bolsa de Barcelona
Puerto de Barcelona
Fundación Caixa Catalunya
Fundación Banc Sabadell
Fundación Caixa de Sabadell
Fundación Caixa de Manresa
Login Control
Spriger-Verlag

Información Secretaŕıa del Congreso
Societat Catalana de Matemàtiques
Institut d’Estudis Catalans
Carrer del Carme, 47
E-08001 Barcelona

E-mail 3ecm@iec.es
Página Web http://www.iec.es/3ecm/ http://www.si.upc.es/3ecm/
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Nombre WAVES 2000
Fifth International Conference on Mathematical
and Numerical Aspects of Wave Propagation

Lugar Santiago de Compostela, Spain
Fecha 10-14 de Julio del 2000
Organiza Universidad de Santiago de Compostela (Spain)

Institut National de Recherche en Informatique et
en Automatique (INRIA)

Colabora Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM)
Información Secretariat of the Conference Waves2000

Relations Exterieures
INRIA Rocquencourt
Domaine de Voluceau - BP 105
78153 Le Chesnay Cedex - France
Fax: +33 1 39 635638

e-mail symposia@inria.fr
Página Web http://www.usc.es/waves2000
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Nombre I COLLOQUIUM ON LIE THEORY AND
APPLICATIONS
A satellite Activity of the Third European Congress
of Mathematics (3ECM)

Lugar Vigo, Spain
Fecha 17-22 de Julio del 2000
Organiza Dpto. Matemática Aplicada de la Universidad de Vigo
Colabora Universidad de Vigo

Xunta de Galicia
Ministerio de Educación y Cultura
Real Sociedad Matemática Española (RSME)
Sociedad Española de Matemática Aplicada (SEMA)
European Mathematical Society (EMS)

Información Secretaŕıa del Congreso
Dpto. Matemática Aplicada,
E.T.S.I. de Telecomunicación
Universidad de Vigo
36280 VIGO (Spain)
Teléfono: +34 986 812142 +34 986 812445
Fax: +34 986 812116 +34 986 812401

E-mail clieta@dma.uvigo.es
Página Web http://www.dma.uvigo.es/ clieta/index

Nombre E.C.I.T. 2000
European Conference on Iteration Theory

Lugar Murcia , Spain
Fecha 4-9 de Septiembre del 2000
Información Secretaŕıa del Congreso ECIT-2000

Facultad de Matemáticas
Campus de Espinardo
30100 Murcia, Spain
Teléfono: +34 968 364176 Fax: +34 968 364182

E-mail balibrea@fcu.um.es
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Nombre IX ESCUELA DE OTOÑO
HISPANO-FRANCESA SOBRE
SIMULACIÓN EN FÍSICA
E INGENIERÍA

Lugar Laredo (Cantabria) , Spain
Fecha 18-22 de Septiembre del 2000
Organiza Dres. Michel Bernadou, Eduardo Casas Renteŕıa
Cursos Métodos Numéricos en Mecánica de Fluidos
(5 horas) (Dr. Ramón Codina Rovira, Univ. Politécnica de Cataluña)

Les Méthodes Ondelettes: de l’Analyse à la Simulation
(Prof. Albert Cohen, Université Pierre et Marie Curie)
Modelisation Numérique des Structures Élastiques ou
Viscoélastiques en Grandes Deformations.
(Prof. Patrick Le Tallec, Université Paris Dauphine)
Métodos de Elementos de Contorno
(Dr. F. Javier Sayas González, Universidad de Zaragoza)

Información IX Escuela de Otoño Hispano-Francesa
Secretaŕıa “Cursos de Verano de Laredo”
Plaza de la Universidad
C/ Sevilla, 6
39001 Santander, (Cantabria)

E-mail ehf2000@macc.unican.es
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Nombre INTERNATIONAL CONGRESS ON
DIFFERENTIAL GEOMETRY
In Memory of Alfred Gray (1939-1998)

Lugar Bilbao , Spain
Fecha 18-23 de Septiembre del 2000
Organiza Departamento de Matemáticas,

Universidad del Páıs Vasco - Euskal Herriko Univertsitatea
Colaboran Universidad del Páıs Vasco

Bilbao Iniciativas Tuŕısticas
Información Dres. R. Ibáñez y M. Macho-Stadler

Dpto. de Matemáticas, Facultad de Ciencias
Universidad del Pais Vasco
Apartado 644,
48080 Bilbao, Spain
Teléfono: +34 94 6015358 +34 94 6015352 +34 94 6012517
Fax: +34 94 6012516

E-mail Gray@lg.ehu.es
Página Web http://www.ehu.es/Gray
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Nombre ECCOMAS 2000
European Congress on Computational Methods in
Applied Sciences and Engineering

Incorpora VI International Conference on Computational
Plasticity (COMPLAS VI)

Lugar Barcelona, Spain
Fecha 11-14 de Septiembre del 2000
Organiza Sociedad Española de Métodos Numéricos en la

Ingenieŕıa (SEMNI)
Colabora Sociedad Española de Matemática Aplicada (SEMA)
Cooperan International Center for Numerical Methods in

Engineering (CIMNE), Barcelona, Spain
Colaboran Autoritat Portuaria de Barcelona

Commision of European Communities (EC)
Comisió Interdepartamental de Recerca i Innovació
Tecnològica (CIRIT), (Generalitat de Catalunya)
Dirección General de Investigación Cient́ıfica y Técnica,
(Ministerio de Educación y Ciencia, Spain )
Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos,
Canales y Puertos, Barcelona, Spain
Universidad Politécnica de Cataluña (UPC)

Información Secretaŕıa del Congreso
Sociedad Española de Métodos Numéricos (SEMNI)
Edificio C-1, Campus Norte (UPC)
C/ Gran Capitán s/n,
08034 - BARCELONA (Spain)
Teléfono: +34 93 4016487 Fax: +34 93 4016517

E-mail eccomacs2000@etseccpb.upc.es
Página Web http://www.cimne.upc.es/eccomas
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LIBROS

Nonlinear Analysis, Differential Equations and Control.
F.H. Clarke - R.J. Stern - Gert Sabidussi, Ed.

Kluwer Acad. Publ., 1999. 624 págs. ISBN 0-7923-5665-9 y 0-7923-5666-7

Este libro recoge desarrollos muy recientes -aplicados y teóricos- tanto
en análisis no lineal como en no regular. El rango de los temas tratados
vaŕıa desde el análisis teórico (por ej. cálculo no regular infinitesimal) hasta
muy aplicado (por ejemplo, técnicas de estabilización en control, control
estocástico, retroalimentación o “feedback” no lineal, optimización no regular).
Las contribuciones, escritas por autores muy conocidos en el área, son claras y
autocontenidas.

Está dirigido a licenciados, ingenieros e investigadores que necesiten una
introducción a la teoŕıa no lineal, especialmente a los investigadores en teoŕıa
de control y optimización.

Computational Partial Differential Equations. Numerical Methods
and Diffpack Programming.

H.P. Langtangen.

Springer Verlag, 1999. XXIII, 684 páginas. ISBN 3-540-65274-4

Este texto está recomendado a estudiantes e investigadores en ciencias de
la computación que necesiten desarrollar códigos computacionales para resolver
ecuaciones en derivadas parciales.

La exposición está enfocada al cálculo numérico y al “software” de modelos
matemáticos en mecánica de sólidos y fluidos. El libro enseña el método de los
elementos finitos y la base del método de las diferencias finitas desde un punto
de vista computacional, haciendo especial hincapié en el desarrollo de programas
computacionales, usando la libreŕıa numérica Diffpack. Diffpack está explicada
con todo detalle para problemas que incluyen ecuaciones modelos de matemática
aplicada, transferencia de calor, elasticidad y flujos de fluidos viscosos. Todos
los programas-ejemplos, aśı como la libreŕıa Diffpack para su uso con este libro,
están disponibles en internet.
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Functional Analysis and Differential Equations in Abstract Spaces.
S.D. Zaidman

CRC Press LLC (Chapman and Hall), 1999. ISBN 1-584-88011-2

Este volumen proporciona un tratamiento elemental de este tema clásico pero
presentado de forma unificada. El autor ofrece el análisis funcional conectado
con secciones especializadas en ecuaciones diferenciales creando aśı un texto
autocontenido que incluye muchos de los conocimientos necesarios de análisis
funcional, con sus demostraciones totalmente completas. Comenzando con el
análisis funcional básico -espacios de Hilbert y de Banach y los operadores
lineales- el Dr. Zaidman presenta después algunos resultados sobre el pro-
blema de Cauchy abstracto, en forma impĺıcita o expĺıcita y los semigrupos
de operadores asociados, soluciones débiles y ultradébiles, la unicidad del
problema de Cauchy, la unicidad de soluciones ultradébiles acotadas y el buen
planteamiento del problema de Cauchy ultradébil. A continuación presenta
algunos resultados sobre soluciones casiperiódicas y un resultado asintótico
para inecuaciones diferenciales en forma ultradébil. Concebido para inspirar
interés en este campo elegante y en gran crecimiento de las matemáticas, este
volumen presenta el material en un nivel relativamente elemental —requiriendo
un mı́nimo de conocimientos y habilidad— pero con profundidad suficiente
para entender varios aspectos particulares de las ecuaciones diferenciales
operacionales. Muchos resultados de investigación aparecen aqúı por primera
vez en un libro y algunos otros son de hecho publicados por primera vez.

Los investigadores en teoŕıa de ecuaciones diferenciales en espacios
abstractos, semigrupos de operadores, ecuaciones de evolución, aśı como los
investigadores en matemática f́ısica y mecánica cuántica, encontrarán este
trabajo claro y accesible.
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RESÚMENES DE TESIS DOCTORALES

Propiedades de las soluciones de sistemas estacionarios de la

Dinámica de Poblaciones con difusión lineal y no lineal

Doctorando: Antonio Suárez Fernández.
Director/es: Manuel Delgado Delgado.
Defensa: 5 de Julio de 1.999. Universidad de Sevilla.
Calificación: Sobresaliente cum Laude.

Resumen: La Memoria se estructura en tres bloques temáticos: el primero de
ellos, y más extenso, está dedicado al estudio de ecuaciones y sistemas en derivadas
parciales eĺıpticos con difusión no lineal relativos a modelos biológicos. El segundo
trata del modelo simbiótico de Volterra-Lotka con difusión lineal y el tercero al estudio
de ecuaciones cuasilineales.

En el primer bloque se estudian con detalles los sistemas estacionarios de reacción-
difusión de Volterra-Lotka con difusión no lineal que modelan la interacción entre dos
especies de las tres formas clásicas: competición, depredador-presa y simbiosis. Debido
a la difusión no lineal aparecen los llamados “núcleos muertos”, es decir, subconjuntos
del hábitat de las especies donde alguna de ellas no pueden vivir. También se obtienen
resultados de existencia, no existencia y unicidad de las soluciones positivas de dichos
sistemas.

En el segundo bloque se estudia el modelo simbiótico de Volterra-Lotka de difusión
lineal. Este modelo ha recibido mucha menor atención que los de competición y
depredador-presa debido sobre todo a la falta de cotas a priori para altas dimensiones
espaciales. Resultados de existencia, no existencia, unicidad y multiplicidad de
soluciones positivas son dadas.

Para la obtención de los resultados de estos dos bloques se usan métodos del
Análisis no Lineal como son el de sub-supersolución, bifurcación local y global,
reducción de Lyapunov-Schmidt y técnicas algebraicas de la teoŕıa de singularidades.

Elúltimo bloque está dedicado a la aplicación del método de sub-supersolución a
las ecuaciones cuasilineales.
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Problemas de frontera para ecuaciones diferenciales discontin-
uas

Doctorando: Rodrigo López Pouso.
Director/es: Alberto Cabada (Universidad de Santiago) y Eduardo Liz

(Universidad de Vigo).
Defensa: 5 de Julio de 1999. Universidad de Santiago de Compostela..
Calificación: Sobresaliente cum Laude.

Resumen: Esta tesis está dedicada al estudio de cierto tipo de ecuaciones
diferenciales que tienen la particularidad de que pueden presentar discontinuidades.
Dichas ecuaciones están sujetas a distintos tipos de condiciones en la frontera. Es
de resaltar el interés de dichos problemas, no sólo teórico sino tambien aplicado, en
especial en el estudio de distintos sistemas dinámicos no necesariamente continuos en
su evolución. El primer caṕıtulo está dedicado a introducir y recordar una serie de
resultados conocidos que serán usados a lo largo de la memoria. El segundo caṕıtulo
trata distintos aspectos de las ecuaciones diferenciales discontinuas de primer orden,
abordando en primer lugar la existencia de solución para problemas de valor inicial.
A continuación se desarrolla el método de las subsoluciones y sobresoluciones (cuando
las mismas están ordenadas) y el método monótono. Se prueban resultados que
generalizan dicho método monótono y se aborda la cuestión de la existencia de solución
cuando la subsolución y la sobresolución no están ordenadas. Tambien en este caṕıtulo
se consideran sistemas de ecuaciones diferenciales aśı como problemas de frontera de
tipo no lineal. El tercer, yúltimo, caṕıtulo se dedica al estudio de las ecuaciones
de segundo orden y, especialmente, la versión unidimensional del p-Laplaciano. Se
consideran por separado los casos en los que la subsolución y la sobresolución están
en el orden habitual y en el inverso. Se obtienen resultados diversos para el problema
de Neumann y el problema periódico.
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Ecuaciones diferenciales con condiciones de contorno no-
separadas: Generación de semigrupos anaĺıticos

Doctorando: José Maŕıa Gallardo Molina.
Director/es: Xavier Mora Giné.
Defensa: 14 de julio de 1999, Universitat Autònoma de Barcelona.
Calificación: Sobresaliente cum Laude.

Resumen: El objetivo de esta memoria es el estudiar la generación de semigrupos
anaĺıticos de operadores por determinados operadores diferenciales de segundo orden
con condiciones de contorno generales. Concretamente, en el primer caṕıtulo
consideramos el operador diferencial formal l(u) = u′′ + p(x)u′ + q(x)u en el intervalo
(a, b), junto con condiciones de contorno no-separadas de la forma:

B1(u) ≡ a1u(a) + b1u
′(a) + c1u(b) + d1u

′(b) = 0,

B2(u) ≡ a2u(a) + b2u
′(a) + c2u(b) + d2u

′(b) = 0.

Probamos que, para condiciones de contorno Birkhoff-regulares, el operador diferencial
Lu = l(u), D(L) = {u ∈ W 2,p(a, b): B1(u) = B2(u) = 0}, es el generador de un
semigrupo anaĺıtico en Lp(a, b), para 1 ≤ p ≤ ∞. Este resultado se obtiene probando
una cota de la forma ‖(λI −L)−1‖ ≤ M/|λ|, donde λ vaŕıa en un sector adecuado del
plano complejo.

En el segundo caṕıtulo consideramos el caso en que una de las condiciones de
contorno sea integral:

B1(u) ≡ a0u(a) + b0u
′(a) + c0u(b) + d0u

′(b) = 0,

B2(u) ≡
∫ b

a

R(t)u(t) dt +

∫ b

a

S(t)u′(t) dt = 0,

donde R y S son funciones continuas. Aplicando la técnica desarrollada en el
primer caṕıtulo, obtenemos que el operador asociado genera un semigrupo anaĺıtico en
L1(a, b), para un determinado tipo de condiciones de contorno regulares. En el tercer
caṕıtulo se obtienen resultados análogos para el caso de dos condiciones de contorno
integrales.

Porúltimo, dedicamos un caṕıtulo al estudio de una generalización n-dimensional
de los problemas anteriores. Si Ω es un dominio acotado de lRn y Γ es su frontera,
consideramos el problema

l(u) = f en Ω,

∂u

∂ν
= Ru en Γ,

donde l(u) es un operador eĺıptico de segundo orden y R es un operador lineal sobre
H1/2(Γ), definido negativo y acotado en norma L2(Γ). Probamos que el operador
asociado es el generador de un semigrupo anaĺıtico de operadores sobre L2(Ω).

Rectificación: La Tesis Doctoral de Francisco Roca Rodŕıguez, titulada
Métodos topológicos y variacionales en el estudio de problemas
de contorno resonantes con no linealidades periódicas, obtuvo la
calificación de Sobresaliente cum Laude (por unanimidad). En el Anuario 99
aparećıa erróneamente la calificación de “Apto cum Laude”.
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DIRECCIÓN PARA
SUGERENCIAS Y COMENTARIOS

Atenderemos gustosamente cualquier tipo de sugerencia o comentario
sobre el Bolet́ın y el Anuario de S~eMA. Una forma rápida y conve-
niente para hacernos llegar tales sugerencias es el correo electrónico.
Por eso indicamos una vez más nuestra dirección de “e-mail”:

boletin sema@uco.es
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