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FOTO DE PORTADA

Jean Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 1768 — Paris, 1830) fue
educado en el clero pero no tomé sus votos. En lugar de eso estudié
Matematicas y posteriormente las ensené en la Escuela Normal
(1795). También fue profesor en la Escuela Politécnica de Paris desde
1795 hasta 1798, ano en que se unié a la campana de Napoledn
en Egipto, como guia cientifico. Ayudé a establecer las facilidades
educacionales en Egipto y llevaba las exploraciones arqueoldgicas.
Regresé a Francia en 1801, siendo nombrado por Napoledn prefecto
del departamento de Isere y posteriormente (en 1807) barén. En
1816 fue elegido miembro de la Academia de Ciencias y en 1827 de la
Academia Francesa. Publicé “La teoria analitica del calor” en 1822,
estableciendo la ecuacién diferencial parcial que gobierna la difusién
del calor y resolviéndola mediante las ahora denominadas series de
Fourier.
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PRESENTACION

El presente Boletin 17 incluye seis articulos sobre varios temas, que
esperamos resulten de interés para los socios de SEMA. A su vez, confiamos
en que los socios contintien enviando sus aportaciones a los correspondientes
“responsables de secciones” (indicados en la pdgina 3).

También difundimos en este Boletin 17 de SEMA dos noticias recientes. La
primera, el fallecimiento de Philippe Bénilan, de quien nos habla Juan Luis
Véazquez en la pagina 7. La segunda noticia es el nombramiento de nuestro
companero y amigo Jesis Ildefonso Diaz como Editor asociado de la revista
Electronic Journal of Differential Equations (anunciada en la pdgina 121). Por
nuestra parte, le damos una cordial enhorabuena. Por la suya, transmitimos
literalmente su “finalidad de ser 4til a la comunidad de miembros de SEMA”
mediante su “invitacion expresa a todos los miembros de SEMA a que me dirijan
manuscritos para esta joven pero prestigiosa revista.” La direccién electréonica
donde se pueden ver las normas de preparacién de los manuscritos y la lista del
comité asesor es http://ejde.math.swt.edu/editors.html. La direccién de
correo electrénico de Jesus Ildefonso Diaz es ji_diaz@mat.ucm.es y su teléfono
91-394 44 52.

Finalmente, se completa el Boletin con dos secciones habituales: el resumen
de Tesis Doctorales leidas recientemente y el anuncio de dos cursos de
verano (uno en Laredo, comunicado por Enrique Zuazua y otro en Lanzarote,
comunicado por Jesus Ildefonso Diaz). Los también habituales anuncios
de libros y congresos aparecen en el Anuario 2001, que ha sido editado
conjuntamente con el presente Boletin 17.

GRUPO EDITOR

boletin_sema@uco.es






EN MEMORIA DE PHILIPPE BENILAN

El dia 17 de Febrero de 2001 y tras una
larga enfermedad ha muerto en Besangon,
Francia, el Profesor Philippe Bénilan, experto
mundialmente reconocido en el campo de las
ecuaciones en derivadas parciales, el andlisis
funcional y la teoria de semigrupos.

Su pérdida es muy sentida por los muchos
amigos que deja en Espana, entre ellos J.I.
Diaz, J. Carrillo, M.A. Herrero, J. Alvarez
Contreras, G. Diaz, M. Escobedo, J.R.
Esteban, V. Caselles, F. Andreu, J.M. Mazén
y el autor de estas lineas, por citar a algunos

de los que més le conocimos.

Philippe Bénilan permanecera largo tiempo en nuestro recuerdo. En las
épocas dificiles en que las ecuaciones diferenciales empezaban a despuntar en
Espana, él fue un apoyo constante y desinteresado para un grupo de matematicos
de Madrid que nunca olvidaremos su sabiduria, su apoyo y su amistad. El
Congreso Internacional celebrado en Besangon en 1977 fue el primer gran evento
internacional para varios de nosotros y a él acudimos en un viejo coche en un
viaje inolvidable, aunque no muy cémodo. Ninguno de nosotros fue alumno
directo suyo, y sin embargo muchos le debemos bastante de lo que aprendimos
en aquella época. Y los companeros de Valencia y Barcelona han tenido
experiencias no menos positivas. En sus viajes a Espana Ph. Bénilan mostré
siempre interés por el trabajo de la joven generacién, y algunos de nuestros
alumnos aprendieron bastante de lo que saben de sus obras, tal como nos pasé
a los precedentes. La UAM albergé un Coloquio en su honor llamado “Junior
PDE Seminar” que los méas jovenes de Madrid recuerdan bien.

Formado con Choquet y Deny y atraido a las ecuaciones por Brezis, Ph.
Bénilan reunia en su persona la excelencia como matematico, el gusto y el
dominio de los conceptos abstractos del analisis funcional y la pasién por aplicar
estos conceptos a las ecuaciones diferenciales no lineales, todo ello dentro de una
gran humanidad, hecha de trabajo duro, optimismo, generosidad y desinterés.

Como matematico deja una obra de primera linea en temas como la teoria
de semigrupos no lineales, las ecuaciones parabdlicas no lineales llamadas de los
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medios porosos y las leyes de conservacién. Algunos de estos temas se hicieron
populares en los ultimos anos 70 en Espana gracias, en particular, a J. I. Diaz.
En el amplio mundo de la matematica aplicada Bénilan era un matematico
ante todo, pero sus investigaciones interesaban a los expertos en filtracion de
fluidos, extraccién de petréleo y dindmica de gases. Sus resultados tedricos
tienen consecuencias importantes para el tratamiento numérico (teoria de los
esquemas implicitos en tiempo).

A la inventiva de Ph. Bénilan se deben nuevos conceptos de solucién
generalizada, de extenso uso hoy dia por los expertos: buena solucién, solucién
mild, de semigrupos,... asi como la elaboracién de los operadores acretivos de
diversos tipos. Yo he tenido la muy grata experiencia de participar junto con él
y con L. Boccardo, Th. Gallouet, R. Gariepy y M. Pierre en el desarrollo de las
soluciones entrépicas para ecuaciones elipticas no lineales, concepto extendido
a las ecuaciones parabdlicas por F. Andreu, J.M. Mazén y su equipo. La
dltima propuesta en que Ph. Bénilan estaba empenado junto con J. Carrillo
y P. Wittbold condujo a las soluciones entrépicas renormalizadas para leyes de
conservacion. Philippe Bénilan era poco amigo de publicaciones, su gran obra
“Nonlinear Evolution Governed by Accretive Operators”, con Mike G. Crandall
y Agmon Pazy, que sus amigos conocen y estudian en versiones preliminares
desde hace por lo menos 10 anos, estaba prevista para ser publicada este ano.

Una de las més notables virtudes de Philippe como persona era en mi opinién
su nulo chauvinismo; al contrario, su vida es un ejemplo de interés por la
matematica y los matematicos de los mas diversos paises, vecinos y no tan
vecinos a Francia. Aparte de sus alumnos franceses y de su labor organizadora de
congresos y escuelas; tuvo intensas relaciones con Estados Unidos, con Alemania,
con Espana, con el Africa francéfona, donde fue profesor de joven y de donde
proceden muchos de sus alumnos, con América Latina y en los tltimos anos con
Rusia y otros paises del este. Dirigié 22 tesis doctorales més 3 en preparacion.
En 1999 organiz6é una hermosa conferencia en honor de S. N. Kruzhkov, otro
gran matematico que se ha ido tempranamente, y en ella participamos muchos
de los anteriormente citados, y ademéas X. Cabré, A. Dubova. R. Echevarria, E.
Fdez. Cara, J. Lopez Goémez, A. Rodriguez, G. Reyes, J. Soler y L. Vega.

Ph. Bénilan tenia 60 anos de edad, que sus amigos habiamos celebrado en
un congreso en su honor en las montanas del Jura (Journées d’Analyse Non
Linéaire pour les 60 ans de Ph. Bénilan, 27-29 de octubre de 2000). A pesar de
lo avanzado de su enfermedad pudo recibir el tributo de admiracién y trabajo
de casi un centenar de matematicos de todo el mundo, algunos bien conocidos
en Espana como D. Aronson y H. Amann. En reconocimiento de sus méritos
la Universidad Complutense de Madrid le habia conferido el titulo de Doctor
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Honoris Causa que le iba a ser entregado en la presente primavera.

Espana ha perdido un amigo, pero sus matemadticas estan bien vivas y
activas. SEMA se une con este recuerdo al dolor de su mujer Francgoise y toda su
familia, de su universidad, de sus muchos alumnos y amigos y de la comunidad
internacional de Matematica Aplicada. Descanse en paz.

Austin, Texas, 1 de marzo de 2001

JUAN Luis VAzZQUEZ
Ex-presidente de SeMA
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Numeros primos y Criptografia

ADOLFO QUIROS GRACIAN
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD AUTONOMA DE MADRID
28049 MADRID

e-mail: zuazua@eucmax.sim.ucm.es

De vez en cuando aparece en la prensa (New York Times, 20-6-90; El Pais,
28-4-94) una noticia anunciando que un grupo de matemédticos ha conseguido
factorizar un nimero entero como producto de primos. ; Por qué algo que
parece estar al alcance de cualquier escolar merece esta publicidad 7

La respuesta es que en los tltimos anos los problemas de encontrar
numeros primos y factorizar niimeros enteros han sido aplicados con éxito a
la Criptografia.

Para proteger la informacién podemos ocultarla, o transformar el mensaje
de forma que sélo el receptor deseado pueda entenderlos. Supongamos que Ana
(A) desea transmitir a Beatriz (B) un conjunto M de mensajes sin que Cristina
(C) pueda leerlos. A debe construir otro conjunto C de mensajes cifrados y
una funcién inyectiva f que a cada mensaje m de M le haga corresponder un
mensaje cifrado ¢ = f(m) € C. En lugar de transmitir m, A transmitird f(m).
La idea es que B conozca la funcién inversa f~!, de modo que pueda recuperar
m a partir de f(m), pero que C ignore f~1.

Es deseable dotar a los conjuntos M y C de alguna estructura matematica
que haga facil utilizar funciones. Expliquemos céomo cifraba sus mensajes Julio
César, quien utilizaba como conjuntos M y C las letras. Hagamos corresponder
las 26 letras del alfabeto castellano a los nimeros enteros entre 0 y 25, de
manera que A = 0,B =1,C = 2,...,7Z = 25. César sustituia la letra m por
f(m) = m+ 3, de modo que C(= 2) era sustituida por F(=5 =2+ 3). ; Por
quién sustitufa la Y, dado que 24 4+ 3 = 27 es mayor que 25 7 Observemos que
el conjunto de los nimeros entre 0 y 25, que llamaremos Z/26, es el conjunto
de todos los restos que podemos obtener al dividir por 26, e identifiquemos dos
ntmeros si dan el mismo resto al dividirlos por 26. Como 27 = 1 mdéd. 26 (se lee
27 es congruente con 1 mddulo 26 y es la forma de abreviar que dan el mismo
resto al dividir por 26), César sustitufa la Y (= 24) por la B(=1).

13
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Observacién 1: Este proceso de “sumar 37 en Z/26 es facilmente
generalizable. Sea m un numero entero positivo cualquiera. Llamamos Z/n
a los nimeros entre 0 y n — 1, y pensamos en ellos como los n restos que se
pueden obtener al dividir un nimero entero entre n. Podemos ahora definir la
suma médulo n de dos elementos de Z/n como el resto resultante al dividir su
suma habitual por n (el caso n = 12 es la “aritmética del reloj”). Esta suma en

Z/n tiene las mismas propiedades que la suma de niimeros enteros.

Observacion 2: Una vez que sabemos como cifraba César, es muy facil
descifrar: f~!(c) = ¢ — 3 méd. 26. Incluso si César variaba la clave para
cifrar, utilizando las distintas funciones f. definidas por f.(m) =m-+e méd. 26
para cada valor de e en Z/26, el enemigo sélo tenfa que averiguar el e
utilizado en cada mensaje (lo que en este caso es muy sencillo) para conocer
fol(c) = ¢ — e méd. 26.

Con el tiempo, se perfeccionaron los métodos para mantener las
comunicaciones a salvo de personas no deseadas, pero para todos ellos valia
la observacién 2: si uno conoce la clave utilizada para cifrar es “facil” encontrar
la clave para descifrar. Esto plantea al menos dos problemas: i) cada pareja de
corresponsales debe tener su propia clave para cifrar, lo que supone que una red
de N personas necesite N(N — 1)/2 claves distintas; ii) si un nuevo miembro
desea incorporarse a la red debe previamente acordar claves con cada uno de
los N miembros anteriores.

Criptografia de clave publica y firmas digitales

En 1976, Diffie, Hellman y Merkle propusieron un sistema de Criptografia
de clave publica que resolvia estos dos problemas.

Supongamos que tenemos funciones f., dependiendo de una clave para cifrar
e, con la propiedad de que, incluso conociendo e, es imposible en la prdctica
encontrar la correspondiente clave para descifrar, d, que nos permite calcular la
funcién inversa. Tales funciones reciben el nombre de funciones trampa o bien
funciones de un sélo sentido. Con ellas, una red de usuarios puede proteger sus
comunicaciones como sigue.

La usuaria A elige sus claves para cifrar y descifrar, e4 y d4, y lo mismo
hacen todos los demds. Las claves para cifrar e4,ep, ec, etc. se publican (de
ahi el nombre clave piblica) en una guia similar a una guia de teléfonos, pero
cada usuario mantiene secreta su clave para descifrar. Si la usuaria B quiere
enviar un mensaje a A no tiene mas que mirar en la guia la clave publica de A
y enviar fa(mensaje). AhoraA, jy sélo ella ! conoce la clave para descifrar d4
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y puede recuperar el mensaje. Hay que insistir en que C' no puede hacer esto
porque no se puede encontrar d4 a partir del conocimiento de e 4.

Obsérvese que cada usuario necesita una sola clave y para unirse a la red
basta con entrar en contacto con el administrador que edita la guia. Pero
surge un problema nuevo: C puede enviar mensajes a A haciéndose pasar por
B, ya que toda la informacién necesaria para hacerlo es ptblica. Necesitamos
encontrar una forma de firmar los mensajes. Podemos inspirarnos en las firmas
manuscritas para conseguir firmas digitales. Las primeras consisten en el nombre
escrito y rubricado de una manera peculiar que sélo el firmante puede reproducir.

La propuesta de Diffie-Hellman-Merkle también incluye algo que inicamente
conoce el autor: cémo descifrar. Cuando B escribe a A, debe concluir su mensaje
con su firma especial para A, en este caso fa(fp'(Beatriz)). Cuando A recibe el
mensaje y aplica fgl para leerlo obtiene un mensaje comprensible que termina
con algo ilegible, fg 1(Beatriz), la firma de B, de quien se supone que proviene
el mensaje. A no tiene mas que mirar en la guia para encontrar fg y comprobar
que el mensaje lo ha enviado B, ya que sélo ella podia haber producido una
firma que al aplicarle fp nos diese como resultado Beatriz.

El criptosistema RSA

La primera propuesta operativa (y la mds empleada) de un criptosistema de
clave publica la hicieron en 1978 Rivest, Shamir y Adleman y en su honor se
llama criptosistema RSA.

Cuando uno aprende a factorizar un nuimero n en el colegio, el método
empleado suele ser, esencialmente, ir buscando divisores primos de n. Si uno
llega a /n sin encontrar ningin divisor es que m es primo; en otro caso, uno
ha encontado un divisor y debe ahora factorizar el cociente. Pero hay métodos
mucho mas rédpidos que éste para factorizar o comprobar la primalidad de un
namero y, de hecho, estos dos problemas no son equivalentes: es mucho mas
facil decidir si un niimero es primo o compuesto que, sabiendo que es compuesto,
factorizarlo.

En el momento actual, es esencialmente imposible factorizar un nimero de
400 cifras del que se sabe que es producto de dos primos de unas 200 cifras
cada uno. Por el contrario, el mayor primo encontrado (el 1 de junio de 1999)
tiene 2.098.960 cifras, se conocen mds de 5.000 “primos gigantes” (con mds de
10.000 cifras), y resulta rutinario encontrar “primos titdnicos” (con més de 1.000
cifras). Esta diferencia en la dificultad es lo que utiliza el criptosistema RSA
para construir funciones de un sélo sentido.

Para explicar el procedimiento exacto, debemos observar que, igual que
hicimos con la suma, podemos definir el producto médulo n de dos elementos
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de Z/n como el resto resultante al dividir su producto habitual por n. Ejemplo:
5-8 =4 méd. 12. Este producto tiene muchas de las propiedades del producto
de ntiimeros enteros, y en el caso particular de que n = p sea un ntimero primo se
comporta exactamente igual que el producto de niimeros racionales, incluyendo
la posibilidad de dividir por cualquier elemento de Z/p distinto del 0. En el
caso general, uno puede tinicamente dividir por niimeros primos con n.

Se tiene ademas el “Pequenio Teorema de Fermat” (PTF):

Si p es primo y a es un entero cualquiera, entonces a? = a madd. p.

Euler dio una generalizacién que, en el caso particular que nos interesa, dice
lo siguiente:

Sin = pq es producto de dos primos distintos, a un entero cualquiera, y k un

nimero tal que k — 1 es divisible por p— 1 y por g — 1, entonces a* = a mdd. n.

Estamos ahora en condiciones de explicar cémo funciona el criptosistema
RSA. La usuaria A (y todos los deméds por su cuenta) busca al azar dos
nimeros primos grandes, pa y g4, y Un numero e4 que sea primo con pg — 1
y con g4 — 1. Por tanto, A puede encontrar otro nimero d4 tal que eads =
1 méd. (pa—1)(ga—1). Por tltimo, A calcula ng = paga. Todo esto es “f4cil”
de hacer. Ahora A puede tirar a la basura ps y g4 y publicar su clave publica
para cifrar, el par (n4,e4), mientras mantiene secreta su clave para descifrar
(TLA, dA).

Los conjuntos M y C de mensajes sin cifrar y cifrados que utiliza A
son ambos Z/na (se pueden traducir los mensajes escritos en castellano a
este lenguaje sin mas que dividirlos en grupos grandes de letras y ver cada
grupo como un ndmero de varias cifras escrito en base 26). La funcién
para cifrar es fa(m) = m°® mdd. ny mientras la funcién para descifrar es
fgl(c) = ¢% méd. ny. El Teorema de Euler garantiza que estas funciones
son inversa una de la otra.

., Por qué es este sistema de clave publica ? Porque la tnica forma de
encontrar la clave para descifrar d4 a partir del conocimiento de n4 y e4 es ser
capaz de encontrar la factorizaciéon ng = paqa, lo que, como ya hemos dicho,
es muy dificil.

Primalidad

El PTF permite encontrar primos sin mucho esfuerzo. Dado un nimero n
podemos elegir al azar otro niimero a entre 2 y n—1 y comprobar (es ficil) sia y
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n tienen un divisor comun. Si es asi, hemos encontrado un factor no trivial de n
y hemos acabado. En otro caso, si n fuese primo, por el PTF y dividiendo por a
deberfamos tener ¢! = 1 méd. n. Si esto, que de nuevo es facil de calcular, es
falso, n es necesariamente compuesto. Si se satisface a”~! = 1 méd. n, podemos
elegir un a distinto y volver a probar. Por desgracia existen algunos ntimeros
compuestos, llamados nimeros de Carmichael, que actiian como si fuesen primos
desde el punto de vista del PTF, por lo que es muy dificil detectarlos de esta
manera: habria que encontrar un a que no fuese primo con n, y éstos son escasos.

A mediados de los anos 70, Rabin y Miller observaron que si n es primo y
n—1 = s2" con s impar, debemos tener un poco mas que el PTF: debe cumplirse
que a® = +1 méd. n o que a2 = —1méd. n para algin 0 < t < n. No hay
“nimeros de Carmichael” para este “test” de Rabin-Miller y, si n es compuesto,
el “test” debe fallar para al menos tres cuartas partes de los posibles a. Asi
pues, si repetimos el “test” para k valores de a elegidos al azar y n siempre
parece ser primo, la probabilidad de que n sea compuesto es menor que 1/4F.
Podemos asi comprobar que n es compuesto o estar prdcticamente sequros de
que n es primo y tenemos un buen test probabilistico de primalidad.

Una vez que estamos casi seguros de que n es primo hay métodos (ideados
en los afios 80) que, con los ordenadores actuales, permiten demostrar en un
tiempo razonable la primalidad de nimeros de hasta 1.000 cifras.

Factorizacién

Llegamos por fin al problema de cémo factorizar un numero del que uno
de los “tests” anteriores nos ha dicho que es compuesto. A finales de los 60,
Brillhart y Morrison recuperan una antigua idea:

2 = 4?2 mdd. n, es decir, tales

Si tuviéramos dos numeros x e y tales que x
que n divida a * —y? = (v + y)(x — y), pero con x # 4y mdd. n, podriamos
asequrar que el mdzimo comun divisor den y T —y es un factor no trivial de

n.

Para encontrar x e y, empezamos por buscar muchos ntimeros z, tales que,
poniendo 22 = t, méd. n, estos t, se puedan descomponer como producto
de primos pequenos. Si tenemos suficientes x,, podemos asegurar que un
producto de algunos de los ¢, va a ser un cuadrado que jugara el papel de
y? y el correspondiente producto de los 22 serd z2. Brillhart y Morrison
dieron un método, llamado de la fraccion continua, que buscaba que los ¢,
fuesen pequenos y, con él, encontraron la factorizaciéon del nimero de Fermat

Fr; = 22" 4 1=2128 ¢ 1, de 39 cifras.
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En 1981, Pomerance sugiere que, para encontrar x, tales que 2 méd. n
factorice como producto de primos pequenos, no hace falta factorizar
penosamente los t.. El proceso que ided tiene similitudes con la criba de
Eratéstenes y se conoce como criba cuadrdtica (QS). Es el mejor método
conocido para factorizar nimeros arbitrarios del tamafio que se puede manejar
actualmente en un ordenador.

En 1986, H-W. Lenstra crea un método totalmente nuevo que empleaba
herramientas nunca utilizadas anteriormente para factorizar, las curvas elipticas,
lo que abrié nuevas vias para atacar el problema.

En octubre de 1988, A.K.Lenstra y Manesse utilizan la criba cuadratica para
ser los primeros que consiguen factorizar un nimero de 100 cifras sin utilizar
propiedades especiales de éste.

También en 1988, Pollard tiene una nueva idea, que mejora junto a

2 = y? méd. n; pero, |

H.W. Lenstra en el ano siguiente: queremos tener x
por qué limitarse a trabajar con nimeros enteros ? Trabajando con conjuntos
de nimeros mas grandes que los racionales, los cuerpos de numeros algebraicos,
crean un nuevo método, la criba en cuerpos de nimeros (NFS), especialmente
1til para ntimeros de la forma a® 4+ 1 con a pequeno.

La criba en cuerpos de nimeros se hizo famosa en junio de 1990, cuando
A K. Lenstra y Manasse consiguieron factorizar el numero de Fermat Fy =
22" 41 = 2512 4 1, de 155 cifras. Esta factorizacion se consiguié aplicando
ingeniosamente una propiedad de los métodos de criba: se pueden buscar
factores en varios intervalos simultaneamente. Utilizando la red de correo
electronico reclutaron voluntarios en todo el mundo y encargaron a cada uno de
ellos que fuese buscando soluciones en distintos intervalos.

En abril de 1994 un equipo encabezado por A.K. Lenstra consiguid,
utilizando la criba cuadrética, con la ayuda de mas de 600 voluntarios y tras 8
meses de trabajo que supusieron aproximadamente 5.000 mips-anos de célculo,
factorizar RSA-129.

Este nimero, de 129 cifras como su nombre indica, fue propuesto por Rivest,
Shamir y Adleman, lo que explica el resto del nombre, como un reto para
los “factorizadores”. Lo publicé Martin Gardner en su columna de Scientific
American en agosto de 1977, y ofreci6 un premio de 100 ddlares a quien
encontrase los dos primos en que se descompone, algo que Gardner pensaba
que requeriria millones de anos. Pero sélo fueron necesarios 17 anos, mejoras en
los ordenadores y en las comunicaciones y, sobre todo, algunas brillantes ideas
matematicas.

Hay toda una coleccién de nimeros RSA para factorizar, que constituyen
el “Reto RSA”, o “RSA Challenge” en su versién original. Cada uno es un
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producto de dos primos, buscados para que descomponer el correspondiente
nimero RSA sea especialmente dificil.

Conclusion

Por supuesto uno puede factorizar nimeros cada vez mas grandes. Entre los
ntmeros notables factorizados estdn RSA-130 (abril de 1996, NFS) y RSA-155,
la primera clave RSA de 512 bits (agosto de 1999, NFS); el “record” para la
NFS (especial) es un niimero de 211 cifras (abril de 1999).

Pero esto no pone intrinsicamente en peligro el criptosistema RSA, ya que,
mientras los métodos de factorizacién sigan requiriendo un tiempo sensiblemente
superior al que se necesita para buscar nimeros primos de tamano comparable,
siempre se podran contrarrestar las mejoras en los métodos y en las maquinas,
utilizando ndmeros primos mas grandes. Con los métodos y ordenadores
actuales, dos primos de alrededor de 200 cifras cada uno nos dan total seguridad.

Fl riesgo para RSA es que no se sabe si factorizar requiere realmente un
tiempo grande, o simplemente no sabemos hacerlo mejor. FEs posible que,
en el futuro, una nueva y brillante idea, procedente quizas de las zonas més
tedricas de la teoria de nimeros o la geometria algebraica, permita factorizar
casi tan facilmente como se encuentran nimeros primos. Si eso sucediese, el
criptosistema RSA pasaria a la historia como una brillante idea que habria
quedado obsoleta.

De hecho, muy recientemente ha surgido un método revolucionario de
factorizacién, basado en cambiar radicalmente el tipo de ordenador utilizado.
Peter Shor ha demostrado que seria facil factorizar si uno dispusiese de un
ordenador cudntico. Pero, de momento, sélo se sabe cémo construir un
ordenador cudntico con siete g-bits (que es como se llaman los “bits” cudnticos)
mientras que, para factorizar un nimero grande, seria necesario uno con varios
miles de g¢-bits. El desarrollo de tal aparato supondria la jubilacién de RSA,
para ser quiza sustituido por la Criptografia Cudntica, pero eso es otra historia.
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1 ;Qué son los conjuntos difusos y por qué se
usan?

1.1 Distintos tipos de incertidumbre

Para ilustrar situaciones donde se usan conjuntos difusos, diferencidndolas de
sucesos probables y de hechos precisos, comencemos considerando las siguientes
frases (que forman tres grupos, con tres frases cada uno):

(1a) Si el lado de un cuadrado mide 1 metro, su diagonal mide /2 metros
(longitud que contiene decimales aunque se exprese en milimetros o en

micras o en nanémetros o .. .)

(1Ib) Los alumnos de 6°A han estado corriendo en la pista de atletismo durante
media hora. El que méas ha corrido ha completado 18 vueltas, frente a las
12 vueltas dadas por el que menos ha corrido. Por tanto, al menos en un
instante durante el recorrido, el primero ha ido un 50% més rdpido que el
segundo.

(1c) Si nos sirven un café que esta a 60°C, lo que resulta muy caliente ya que
tenemos intencién de tomarlo cuanto mas frio mejor, entonces es preferible
esperar 5 minutos y después bajar su temperatura en 5°C (al anadirle
aztcar) a empezar bajando su temperatura en 5°C (aniadiéndole el aztcar)
y después esperar cinco minutos para tomarlo.

(2a) A la hora de arriesgar en distintos juegos en un casino, es preferible apostar
por que salgan menos de 8 puntos al tirar dos dados a apostar por que
salga cara al lanzar una moneda.

23
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(2b) Considerando la cantidad de planetas cuya composicién quimica y
temperatura es similar a la de la Tierra, debe haber del orden de cientos
de miles en los que haya vida.

(2¢) Con el procedimiento de fecundacién in vitro seguido, es casi seguro que
naceran dos ninas.

(3a) La mayorfa de los jévenes son arriesgados, mientras que casi todos los

viejos son cautos en sus acciones.

(3b) La “a mintscula” manuscrita se suele parecer mucho a una “o minuiscula”
unida a una “i miniscula (sin punto)”, a diferencia de la “a mintscula”
tipografica que se parece mas bien a una “e mintuscula boca abajo”.

(3¢c) Los buenos empresarios suelen hacer un total de inversiones ligeramente
inferior a la cantidad de beneficios obtenidos.

El primer grupo de frases maneja conceptos precisos y cantidades exactas.
Su veracidad se puede demostrar matemédticamente (usando para la primera
frase el Teorema de Pitdgoras y la reduccién al absurdo tras igualar /2 a una
fraccién, para la segunda el Teorema del valor medio generalizado de Cauchy
y para la tercera las ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes de aplicar
la “ley de Newton de enfriamiento”). Por tanto, no requiere confirmacién
mediante experimentos (dado que dicha “ley del enfriamiento” ha sido ya
suficientemente contrastada con la realidad) ni aprobacién mediante votaciones
(aunque resultara “irracional” a los griegos el no poder medir la diagonal del
cuadrado con ningin divisor de la unidad de medida).

La veracidad de las tres frases siguientes (que forman el segundo grupo)
es relativa, al depender de fendémenos aleatorios cuyo comportamiento es
incierto. La imposibilidad de controlar todos los movimientos tras el lan-
zamiento de una moneda o un dado (unida a la “sospecha” de que un ca-
sino use monedas y dados trucados para asegurarse beneficio) obligarfa a
experimentar, realizando suficientes lanzamientos, para estimar el valor de las
correspondientes probabilidades y asf afirmar o negar lo enunciado (la afirmacién
es mas inmediata si descartamos tal “sospecha” y aplicamos el “principio de la
razon insuficiente” de Laplace). Respecto a la existencia o no de vida extra-
terrestre, y el niimero de planetas donde se presenta, las limitaciones de nuestro
conocimiento nos motivan a efectuar estimaciones también en términos de
probabilidades, basdndonos en principios tedricos (fisicos, quimicos y biolégicos)
que suplen la imposible experimentaciéon. La incertidumbre del resultado es
obvia y se constata con las diferentes opiniones expresadas por los expertos (de
manera que un debate y exposicién de resultados por un buen ntmero de ellos
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servirfa para aclarar en lo posible la cuestién). Respecto a la frase (2c¢), habria
que ver (tanto tedrica como préacticamente) cémo funciona el hipotético método
de fecundacién in vitro, estimando las probabilidades de formacién de embriones
portadores de cromosomas XX o XY.

Alguien que se decidiera a apostar bastante dinero jugando muchas veces en
el aludido casino o que se quisiera someter al supuesto método de fecundacién, le
darfa bastante importancia a las correspondientes probabilidades (de igual forma
que las Companias de seguros se preocupan de estimar con suficiente precision
las probabilidades de accidentes y siniestros). Cualquier cientifico que se precie,
deberfa justificar concienzudamente cualquier afirmacion relativa a la vida en el
Universo. En general, hay muchos fenémenos que no podemos determinar con
precision y exactitud, porque presentan un comportamiento aleatorio. Entonces
los describimos mediante su distribucién de probabilidad, resultanto esenciales
los valores que toma tal distribucién.

Finalmente, consideremos las frases (3a), (3b) y (3c) del tercer grupo. En
ellas se afirma la diferente actitud de jovenes y viejos ante el riesgo, se describe
la forma usual que presenta la “a minuscula” escrita a mano y la desigualdad
“inversiones < beneficios” (préxima a una igualdad) que suelen aplicar los
“buenos” empresarios. No se trata de afirmaciones precisas e inequivocas,
sino que presentan bastantes ambigiiedades: ;cuan arriesgadas considera a las
personas de 35 afios?, jy a las de 55 anos?, ;jcomo de grande es la parte de la “4”
que intersecta a la “o0” para formar una “a”?, jse verifica la “ligera desigualdad”
enunciada cuando se deja de invertir el 7% de los beneficios?, jy cuando se deja
de invertir el 15%7, jqué caracteristicas ha de tener un empresario para ser
considerado “bueno”?, etc.

Pero observemos que estas incertidumbres son debidas a la imprecision y
ambigliedad de los términos usados y no a su aleatoriedad. Podemos creer
la frase (3a) afirmada por un psicélogo, la (3b) por un perito caligrafo y
la (3c) por un economista, sin tener la impresién de que nos ofrecen una
informacién insuficiente (mientras que para admitir las frases (2a), (2b) y
(2¢) se requieren mdas datos). Al hablar de los jovenes, de los viejos, de una
vocal manuscrita o de una “aproximacion por defecto”, no nos planteamos
necesariamente la necesidad de efectuar un experimento estadistico o buscar
mayores justificaciones tedricas para precisar los conceptos tratados en términos
de probabilidades. La juventud o la ancianidad de una persona, la lectura de una
letra manuscrita o la aproximaciéon de dos nimeros no se determinan mediante
experimentos aleatorios, aunque tampoco queden definidas de forma exacta. Los
conjuntos de personas jévenes, personas viejas, letras “a” manuscritas, nimeros
algo inferiores a 2000, nimeros aproximadamente iguales a 28, etcétera, son
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ejemplos de “conjuntos difusos”.

Los distintos tipos de incertidumbre antes diferenciados con detalle, cuya
formalizacién matematica aparece en la Seccién 4, se pueden resumir como
sigue. Cuando hablamos de un objeto definido con total precisidn nos referimos
a un elemento aislado (por ejemplo, el niimero 2). También podemos determinar
un elemento de forma nitida pero imprecisa, afirmando su pertenencia a cierto
conjunto (por ejemplo, diciendo que se trata de un nidmero entero par).
Otros dos tipos de incertidumbre que pueden aparecer en la determinacion
de un elemento son la aleatoriedad y la vaguedad (o borrosidad). La primera
se tiene cuando el elemento estd determinado mediante una distribucion de
probabilidad (por ejemplo, cuando hablamos del nimero que resultard al tirar
un dado) mientras que la segunda corresponde a un elemento determinado por
su pertenencia a un conjunto difuso (por ejemplo, al hablar de un niimero entero
pequeno).

La ensenanza obligatoria tradicional insistia casi exclusivamente en el
conocimiento de leyes exactas y deterministas, que producen un comportamiento
univoco y preciso de los sistemas a los que se aplican (de manera que los alumnos
sélo podian percibir situaciones inciertas en la “vida real” experimentada fuera
de las aulas). En particular, los problemas de Matemadticas siempre admitian
solucién unica, que se debia encontrar con una expresién exacta. La actual era
de la informacién, al deber tratar estadisticamente grandes masas de datos (a
veces incompletos y/o contradictorios), da mayor importancia a la aleatoriedad
y al reconocimiento de situaciones ambiguas. También el concepto de conjunto
difuso ha llegado al d&mbito escolar, hablandosele a los alumnos de términos
vagos y plantedndoseles problemas con varias soluciones y/o con soluciones
que pueden expresarse tanto de forma aproximada como difusa. La “ley del
péndulo” que rige en muchos comportamientos sociales motiva la alternancia de
criterios extremos. Asi, podemos pasar de una ensenanza excesivamente rigida
y estatica a otra que borre por completo el orden, la precisiéon y la exactitud.
Esa es la tendencia en la ensenanza de las Matemaéticas propugnada por la
“New New Math” o “Fuzzy Math” y descrita por Alicia Delibes en [31]. Mi
desacuerdo con el cardcter excesivamente exagerado de esa tendencia es el que
ha motivado la aparicién tanto de [63] en el Boletin n° 16 de S€ MA como
del presente articulo. En ambos quiero expresar la conveniencia y necesidad
de impartir una ensenanza “equilibrada” a los alumnos (que, en el caso de
las Matematicas, debe mantener un alto porcentaje de precisién, nitidez y
exactitud), asi como describir los aspectos fundamentales de la Matemdtica
Difusa que han desarrollado matemadticos e ingenieros (y que es ajena a la “New
New Math” o “Fuzzy Math”).
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1.2 Conjuntos difusos: origen y desarrollo

La primera persona que dio un tratamiento matematico al concepto de conjunto
difuso (en base a los motivos descritos en [63]) fue Lotfi A. Zadeh en 1965 [178].
Para ello admitié que cada elemento x pueda pertenecer a un conjunto difuso
A con cierto grado pa(z) € [0,1] (tratdndose, en particular, de un conjunto
ordinario o “nitido”, cuando todos sus elementos tienen grados de pertenencia
xa(z) € {0,1}). Asi, el conjunto difuso A viene determinado por su funcién
de pertenencia p 4 (tratdndose de la funcién caracteristica y 4 en el caso de un
conjunto ordinario). Por ejemplo, para determinar el conjunto J de los jévenes,
podemos usar una funcién de pertenencia que a la edad de 20 anos le asigne
el valor 1;(20) = 1, a la de 80 afios el valor p;(80) = 0, pero admitiendo
también valores intermedios como pueden ser u;(25) = 0.9, ©;(35) = 0.3,
etcétera. En cambio, el conjunto nitido F de las personas en edad de esco-
larizacién obligatoria viene determinado actualmente por la funcién:

1, 6<z<16
pe(r) = xe() = 0 resto

Zadeh determiné las operaciones a realizar con estas “funciones de
pertenencia” en distintas aplicaciones de los conjuntos difusos (sus principales
ideas estdn recogidas en los libros [92, 176]). Considerando su diferencia con
las “distribuciones de probabilidad”, son distintas las operaciones a realizar
con ambas en contextos similares. Asi, el manejo de conjuntos difusos origind
la denominada Teoria de la Posibilidad [38, 181], en cierto modo paralela a
la Teoria de la Probabilidad. También a diferencia de lo que ocurre con una
distribucién de probabilidad, en el caso de las funciones de pertenencia no tiene
demasiada importancia el valor concreto que toma en cada elemento (siempre
que no se altere de forma brusca). Por ejemplo, se aplican las mismas ideas,
obteniéndose resultados similares si definimos p;(25) = 0.8, us(35) = 0.2,
etcétera. Esto queda patente en algunas de las més importantes aplicaciones
de los conjuntos difusos como son los sistemas expertos y los controladores
difusos [56, 120, 135, 169, 182]. En ambos casos se usan silogismos de la Ldgica
Difusa cuya efectividad radica en la deduccién de conclusiones difusas a partir
de premisas también difusas, sin que importe demasiado el tipo de funciones de
pertenencia (triangulares, gaussianas, etc.) usadas para describir tales conjuntos
difusos. No obstante, la determinacién y significado de los grados de pertenencia
ha sido objeto de estudio [41, 137, 170].

Los métodos propuestos por Zadeh han resultado efectivos en el desarrollo de
software aplicado a diversas tareas. Asi, atendiendo al cardcter difuso de la frase
(3b) anterior y similares, el reconocimiento automdtico de caracteres escritos a
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mano se puede informatizar mejor usando modelos difusos que usando otros
métodos. En general, la Teoria de Conjuntos Difusos ha resultado muy util en
el Reconocimiento de Formas y Patrones. También ha tenido un gran desarrollo
la Teoria de la Decision y la Programacion Matemdtica en ambiente difuso, por
motivos andlogos relacionados con la frase (3c¢). Por ejemplo, supongamos que
queremos maximizar la funcién objetivo f(z,y,z) sujeta a varias restricciones,
entre las que figura 3z + y + 8z < 8000. Entonces tiene sentido “difuminar”
estas restricciones en el sentido de admitir que “casi se cumplan” (sin tener que
verificarse con exactitud) si con ello conseguimos valores mucho mayores de f
(vgr., no importarfa tomar 3x; +y; +8z; = 8002 si esto permite alcanzar el valor
f(z1,y1,21) = 50 mientras que respetando exactamente todas las restricciones
sélo podemos alcanzar el valor méximo f(x,y,z) = 30).

Esta “aplicabilidad” de la Teoria de Conjuntos Difusos a situaciones reales
que no siguen criterios rigidos, puede explicar su rapida expansién. Asi, a partir
del articulo inicial de Zadeh de 1965 [178] han surgido multiples publicaciones,
no sélo de aplicacién a otras disciplinas (brevemente consideradas en la seccién
3), sino también relativas a aspectos mateméaticos. Estos aspectos son los que
mas interesan aqui y se tratan en la seccién 2.

La mayoria de los articulos referentes al uso de los conjuntos difusos
en Matematicas fueron publicados inicialmente en la revista Journal of
Mathematical Analysis and Applications. FEn 1978, la International Fuzzy
Systems Association comenzé a editar la revista Fuzzy Sets and Systems,
que ha servido para difundir multitud de aportaciones sobre los conjuntos
difusos. También especializada en este tema aparecié en 1979 la revista
BUSEFAL (BUlletin pour les Sous Ensembles Flous et leurs AppLications).
Mas especificamente, sobre la denominada Matemdtica Difusa, aparecid
en 1993 la revista The Journal of Fuzzy Mathematics (editada por el
International Fuzzy Mathematics Institute). Entre otras revistas que han
publicado articulos sobre conjuntos difusos y sus aplicaciones cabe destacar
IJUFKS (International Journal of Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-based
Systems), IJAR (International Journal of Approzimate Reasoning), Mathware
€ Soft Computing, Information Sciences'y Stochastica (esta dltima es la tnica
entre las citadas que ha dejado de publicarse; se edité entre 1976 y 1987).

También se han publicado multitud de libros sobre conjuntos difusos. Entre
los pioneros cabe destacar dos de 1975 y uno de 1980. Se trata, respectivamente
de Kaufmann [84], Negoita y Ralescu [133] y Dubois y Prade [34]. Entre los
més recientes, destaco otros tres (desde el punto de vista de las Matemadticas):
Dubois y Prade [42], Hohle y Rodabaugh [67] y Lowen [117]. Parte de las
publicaciones efectuadas corresponden a ponencias y comunicaciones realizadas
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en Congresos especificos, que se convocan a nivel mundial (IFSA, FUZZIEFEE,
IPMU, ...), continental (EUSFLAT y EUFIT en Europa) y nacional (ESTYLF
en Espafia).!

Esta extensa proliferacién de publicaciones sobre el tema indica tanto su gran
desarrollo como la dificultad de realizar una recopilacién y sintesis exhaustiva.
En lo que sigue me limito a esbozar algunas ideas fundamentales, indicando
referencias bibliograficas para el lector interesado e insistiendo sobre todo en la
definicién de los distintos conceptos. Aunque versen sobre “conceptos difusos”,
se trata de definiciones precisas, susceptibles de un tratamiento matematico cuyo
desarrollo justifica la denominacién de “Matemdtica Difusa”. De esta manera
ratifico su diferencia con la “New New Math” o “Fuzzy Math” descrita en [31] y
comentada en [63]. Asimismo, expreso mi deseo de que el uso de los conjuntos
difusos en las distintas disciplinas (especialmente en la Pedagogia) sirva para
“aclarar” situaciones antes inabordables o confusas y no para “confundir” lo
que antes estaba claro, difumindndolo innecesariamente.

2 Los conjuntos difusos en las Matematicas

2.1 Conjuntos y aplicaciones

Como se ha indicado antes, cada subconjunto difuso (o borroso) A del
conjunto X viene determinado por su funcién de pertenencia 4 : X — [0, 1],
con la que se puede identificar (asi, en lo sucesivo, hablaremos también del
conjunto difuso p4, o simplemente ). Se dice que este subconjunto difuso es
normal cuando 3z € X tal que pa(z) = 1.

Las definiciones béasicas sobre operaciones conjuntistas y relaciones binarias
se deben a Zadeh [178, 179]. Siendo A y B dos subconjuntos difusos del conjunto
X, con funciones de pertenencia respectivas a4 v pp, la unién AU B y la
intersecciéon A N B tienen las siguientes funciones de pertenencia (Va € X):

paon (@) = max{pa(@), pp(@)},  pans(e) = min{pa@), pp(@)}. (1)

Para efectuar una unién (resp. interseccién) infinita se sustituye “maz” por
“sup” (resp. “min” por “inf”). Se dice que A estd incluido en B cuando
pa < pp. Con estas operaciones, el conjunto F(X) = [0,1]¥ de partes difusas de
X tiene estructura de reticulo distributivo, aunque no admite un complemento
que lo convierta en algebra de Boole. Interesa definir, no obstante, el pseu-
docomplementario A’ de A, dado por: pa := 1 — ps. Con esta definicién

La Teoria de Conjuntos Difusos fue introducida en Espaifia sobre 1975 por Enric Trillas,
Francisco Azorin y Alfredo Deano. El primer ESTYLF se celebré en 1991, organizado por el
entonces denominado “grupo de Razonamiento Aproximado” de la Universidad de Granada.
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resultan ser validas las leyes de De Morgan y la propiedad involutiva, pero deja
de cumplirse el “principio del tercero excluido”.

Si A es un subconjunto difuso del conjunto X y C' lo es del conjunto Y,
teniendo funciones de pertenencia respectivas p 4 y o, el producto cartesiano
AxC e F(X xY) tiene la siguiente funcién de pertenencia (V(z,y) € X xY):

praxc(,y) = min{pua(z), po(y)}- (2)

Se denomina relacién binaria difusa en el conjunto X a cualquier
subconjunto difuso p de X x X. Entre las diversas propiedades consideradas
para tal p, destacan las definiciones siguientes:

e p es reflexiva cuando verifica que Vo € X, p(x,x) = 1.

e p es simétrica cuando verifica que Vz,y € X, p(z,y) = p(y, x).

e p es antisimétrica cuando verifica que

Ve #y e X, [plz,y) # ply,x) 6 p(z,y) = ply,z) = 0.

e p es perfectamente antisimétrica cuando verifica que

Vr,y € X, [p(x,y) >0 e y#x = py,z)=0].
e p es [min-]transitiva cuando verifica que
Ve,y € X, p(x,y) > sup {min(p(z, 2), p(z,y)) : z € X }.

La relacién binaria difusa p se llama relacion de similitud cuando es
reflexiva, simétrica y transitiva, denomindndose disimilitud al pseudocomple-
mentario de una similitud. Se dice que p es un preorden difuso cuando
cumple las propiedades reflexiva y transitiva y que es un orden parcial
difuso [perfecto] cuando es reflexiva, perfectamente antisimétrica y transitiva.
Un orden total (o lineal) difuso es un orden parcial difuso que verifica:
Ve#yeX, [plz,y) >0 6 ply,x) > 0].

Dada la aplicacién f : X — Y, el denominado Principio de extensién
de Zadeh proporciona las siguientes extensiones f : F(X) — F(Y), f~':
F(Y) — F(X):

topay(y) == sup{pa(x) : f(r) = y},Vy € Y (siendo supf := 0), (3)

pp-1(B) == pB o f. (4)

La definicién mas usada de aplicaciéon o funcién difusa ¢ de X a Y es la
que asigna a cada elemento de X un subconjunto difuso de Y (englobando a las
funciones multivaluadas, que asignan a cada elemento de X un subconjunto
de Y'). Tener una aplicacién difusa ¢ : X — F(Y) equivale a considerar una
relacién difusa entre ambos conjuntos p € F(X x Y'), igualadas por la ecuacidn:

p(z,y) == p()(y).
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Algunas de las definiciones anteriores se han generalizado usando las t-
normas y t-conormas introducidas por Schweizer y Sklar [156, 157] en el estudio
de los espacios métricos probabilisticos. Se denomina t-norma o norma
triangular (resp. t-conorma o s-norma) a cualquier operacién interna en
[0, 1] que sea conmutativa, asociativa, creciente en cada una de sus variables y
que admita al 1 (resp. al 0) como elemento neutro. A cada t-norma T se le

asocia su t-conorma dual L (y viceversa) mediante la ecuacién
alf:=1-[1-a)T(1-75)], VYo,B€]0,1].

Entonces se generalizan (1), (2) y la transitividad de una relacién binaria difusa
definiendo, respectivamente:
o paup(a) = pa(x)Lus(@),  panp(e) = pale)Tus(@).
o paxc(zy) = pa(x)Tuc(y).
e pes T-transitiva cuando verifica que:
Ve,y € X, p(x,y) > sup{p(x,2)Tp(z,y): z € X}.

El pseudocomplemento usual también se generaliza sustituyendo la funcién
f(a) =1 — a por las denominadas funciones de negacién que son funciones
decrecientes biyectivas e involutivas de [0,1] en si mismo. La Ldgica Difusa
ofrece un marco apropiado donde interpretar las t-normas, t-conormas y
funciones de negacién [3, 4, 36, 43, 168, 169, 174], que sirven de conectivos
légicos para la conjuncién, disyuncion y negacion, respectivamente, cuando se
consideran valores de verdad pertenecientes al intervalo [0, 1].

Otro tipo de generalizacién bastante usado consiste en sustituir el intervalo
unidad [0,1] por un reticulo arbitrario L, en la definicién de funcién de
pertenencia. Se tienen asi los denominados conjuntos L-difusos, introducidos
por Goguen [51]. Su unién e interseccién resulta de extender a LX,
respectivamente, las operaciones sup e inf de L.

Nota:  Aunque su uso estd menos extendido, también se han definido
algunas “variantes” del concepto de conjunto difuso como los Conjuntos
Difusos Intuicionistas [7], los Conjuntos Difusos Intervalo-valorados [123], o
los Conguntos Difusos “Nonstandard” [136].

2.2 Estructuras algebraicas y topologicas

Supongamos ahora que * : X x X — X : (z,y) — z * y es una operacién
(o ley de composicién) interna en el conjunto X, que A € F(X) tiene funcién
de pertenencia g4 y que T es una t-norma. FEntonces se dice que A es un
subgrupoide difuso (o que es cerrado para x) con la t-norma T si verifica
que: pa(zxy) > pa(x)Tpaly), Vr,y € X. Si (X,*) es un grupo (siendo
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e el elemento neutro y Z el simétrico de ), se dice que A es un subgrupo
difuso si, ademds de ser cerrado para =, verifica que: pa(Z) > pa(z), Vr €
X. Estas definiciones se deben a Anthony y Sherwood [5] y generalizan la
definicién original de Rosenfeld [151], que usaba la t-norma min. Al estudiar
las propiedades de estos subgrupos difusos, Abu Osman [1] ve la conveniencia
de anadir la condicién pa(e) = 1.

Si (X, +, ) un espacio vectorial sobre el cuerpo K, se dice que A € F(X) es
un subespacio vectorial difuso de X (con la t-norma T) si cumple que:

pala-z+b-y) > pa(@)Tpaly), Va,be K, Va,yeX.

A esta definicién, debida a Katsaras y Liu [83] para el caso T = min, y a Das
[27] para el caso general, también anade Abu-Osman [1] la condicién p(0) = 1.

Procedimientos andlogos se usan para definir subanillos e ideales difusos
[100, 109, 159], subcuerpos difusos [13, 128], subdlgebras difusas [1, 55], etcétera.

La interseccién arbitraria de subgrupoides difusos (resp. subgrupos difusos,
subespacios vectoriales difusos, ...) es también un subgrupoide difuso (resp.
subgrupo difuso, subespacio vectorial difuso, ...). La imagen y la preimagen
homomoérfica de todo subgrupoide (resp. subgrupo) difuso es también un
subgrupoide (resp. subgrupo) difuso. La imagen y la preimagen mediante una
aplicacién lineal de todo subespacio vectorial difuso es también un subespacio
vectorial difuso.

En el estudio de los distintos aspectos considerados hasta ahora (operaciones
conjuntistas, aplicaciones, relaciones binarias y estructuras algebraicas), la
idea fundamental consiste en extender definiciones, propiedades y teoremas del
conjunto de partes P(X) al conjunto de partes difusas F(X), considerando
subconjuntos difusos ademas de subconjuntos ordinarios, pero manteniendo los
resultados clésicos si nos restringimos a P(X). La situacién varfa al considerar
estructuras topoldgicas difusas. Ahi se parte de la definicién de espacio
topoldgico mediante abiertos, pero admitiendo que entre dichos abiertos puede
haber subconjuntos difusos, lo que hace que la topologia difusa originada
sea distinta a una topologia usual. No obstante, como es légico, en las
distintas definiciones y métodos introducidos se siguen los criterios conocidos.
Concretemos algo més algunos aspectos elementales en este sentido.

Se denomina topologia difusa-Chang [23] en el conjunto X a cualquier
familia ¥ C F(X) que sea cerrada para la interseccién finita y la unién arbitraria
y que contenga al conjunto vacio y al total. Una topologia difusa-Lowen
[111] es cualquier topologia difusa-Chang que contenga, ademés, al conjunto
{axx : a € [0,1]} de todas las funciones constantes. Lowen justifica, sobre
todo en [118], esta hipdtesis adicional aniadida a la definicién original de Chang.
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Al igual que en la Topologia Clésica, se denominan abiertos (resp. cerrados)
a los elementos de la topologfa (resp. a sus pseudocomplementarios) y se llama
espacio topolégico difuso-Chang (resp difuso-Lowen) a la pareja (X,7),
siendo 7" una topologia difusa-Chang (resp. difusa-Lowen) en X.

Se puede generar una topologia difusa, tanto en el sentido de Chang como
en el de Lowen, a partir de cualquier familia de subconjuntos difusos tomada
como subbase (o como base), sin mds que anadir las funciones constantes
requeridas, las intersecciones finitas (las cuales ya estardn incluidas en el caso de
una base) y las uniones arbitrarias de elementos cualesquiera de la familia. Asf,
partiendo de los espacios topoldgicos difusos (X1,71) y (X2,7%), se construye
la topologia difusa producto [175] en X; x X, engendrada por la base

{pr x po 1 € 11, 2 € 1o}

Dado cualquier espacio topoldgico (X,7), tiene interés la topologia difu-
sa-Lowen que admite como base al conjunto de funciones continuas de X en
[0,1] (para la topologia usual de [0,1] y la topologia 7 de X). Se dice que esta
topologfa difusa-Lowen es la inducida (o generada) por 7. Los abiertos de
esta topologfa difusa w(7) son todas las funciones semicontinuas inferiormente
(s.c.i.). En particular, la inducida por la topologia usual de R, es denominada
topologia difusa usual de R (por lo que sus abiertos son las funciones s.c.i.
de R en [0, 1]).

Una funcién entre dos espacios topolégicos difusos es continua-difusa
cuando la imagen inversa (segin el Principio de extensién de Zadeh (4)) de
cualquier subconjunto difuso abierto es también un abierto. Lo que equivale a
que la imagen inversa de cualquier subconjunto difuso cerrado sea también un
cerrado. Un homeomorfismo-difuso es toda aplicaciéon biyectiva entre dos
espacios topolégicos difusos tal que tanto ella como su inversa sean continuas-
difusas. La composicién de funciones continuas-difusas (resp. homeomorfismos-
difusos) es otra funcién continua-difusa (resp. homeomorfismo-difuso). Por otro
lado, f : (X1,771) — (X2,72) es continua sii f : (X1,w(71)) — (Xo,w(72)) es
continua-difusa.

Ademas de los diversos aspectos propios del estudio de espacios topoldgicos,
también se han estudiado estructuras relacionadas, como los espacios métricos
difusos [6, 76], los espacios uniformes difusos [69, 113], etc.

Supongamos ahora que (X,+,) es un espacio vectorial real. La topologia
difusa-Lowen 7" en X se dice que es una topologia difusa lineal (o que (X, 7))
es un espacio vectorial topolégico difuso) [80] si la suma + y el producto
- son aplicaciones continuas-difusas, considerando las topologias producto res-
pectivas en X X X y en R x X (R con la topologia difusa usual). De forma
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similar se definen los grupos topolégicos difusos [44]. Dada una topologia
T en X, Katsaras [81] demuestra que (X,7) es un espacio vectorial topoldgico
si y solamente si (X,w(7)) es un espacio vectorial topolégico difuso. Un caso
interesante de espacio vectorial topoldgico difuso es el de un espacio normado
difuso, que puede definirse siguiendo tres enfoques equivalentes (Hohle [66],
Morsi [127] y Katsaras [81]).

2.3 Numeros y funciones reales

Para completar las ideas fundamentales contenidas en esta seccidn, pasamos
ahora del marco general proporcionado por las estructuras algebraicas y
topoldgicas al caso particular de la recta real R. Por ntimero difuso (sin
més especificaciones) se suele entender un “ntimero real difuso”, que es un
subconjunto difuso de IR sujeto a una serie de restricciones. Hay distintas
versiones de este concepto, que cambian tales restricciones. La més usual, debida
a Zadeh [180], consiste en exigir que la funcién de pertenencia se anule fuera
de un intervalo acotado, valga uno en un punto (o en un intervalo, habldndose
también de intervalo difuso), sea creciente a la izquierda y decreciente a la
derecha de ese punto (o intervalo) y sea semicontinua superiormente (s. c. s.).
Dentro de este tipo, en las aplicaciones se suelen usar funciones de pertenencia
con una forma concreta, originando por ejemplo los m-numeros, los s-z-niume-
ros, los nimeros difusos L-R, trapezoidales, triangulares, etc. (ver, por ejemplo,
[88]). En cambio, en el estudio de la Topologia Difusa, suele usarse otro tipo
de numeros difusos definidos por Gantner, Steinlage y Warren [47] y Lowen
[114] (a partir del “intervalo unidad difuso” introducido por Hutton [68]), cuya
funcién de pertenencia es decreciente, s.c.s., con supremo igual a 1 e infimo
igual a 0. Manejar este tipo de numeros difusos equivale a manejar funciones de
distribucién de probabilidad, como hacen Hohle [65] y Dubois y Prade [37]. Para
establecer mas relaciones y comparaciones entre los distintos tipos de nimeros
difusos me remito a [59, 61].

Cualquiera sea el tipo de numeros difusos usado, y tanto en trabajos tedricos
como aplicados, la aritmética efectuada consiste en la aplicacién del Principio de
Extensién de Zadeh (3), lo que supone una extensién del Andlisis de Intervalos
de Moore [124, 125]. En cambio, respecto a la ordenacién de nimeros difusos
no hay tal unanimidad, habiendo surgido diversos métodos. Los fundamentales
pueden consultarse en [14, 52, 53].

En el estudio de funciones difusas reales, suele exigirse que la imagen de
cada elemento sea un “numero difuso”, en vez de ser un subconjunto difuso

arbitrario de R. Con estas funciones se realiza el estudio de la derivacion e
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integracion difusas [35, 50, 146, 184] ...

Nota: Partiendo de las ideas fundamentales anteriores, los conjuntos
difusos se emplean también en otras ramas de las Matematicas como las
Ecuaciones Diferenciales [73, 74, 158], la Interpolacidn y Aprozimacion [45,
116, 75], el Andlisis Complejo [17, 18, 19], la Geometria [98, 99, 143], etcétera

3 Interés de la “Matematica Difusa”

El desarrollo de los conceptos considerados en la seccion anterior obedece en
gran medida a la necesidad de fundamentar teéricamente aplicaciones practicas
de los conjuntos difusos. Por ejemplo, la construccién de similitudes, junto a
otros tipos de clasificaciones difusas, tiene gran utilidad en el Reconocimiento
de Formas y Patrones [10, 11, 12, 85]. Los distintos tipos de 6rdenes difusos
tienen importancia en los modelos de Decisidn en ambiente difuso [64, 140,
161, 162, 171]. Las relaciones binarias difusas también son ttiles en otras dreas
como la teoria de grafos y sus aplicaciones [22, 152, 177], la representacién
del conocimiento mediante bases de datos relacionales [16, 144, 183], el control
de sistemas [15, 58, 120, 135], etc. Los espacios vectoriales difusos tienen
utilidad en la Programacién Lineal Difusa [28, 29, 30, 172]. Los numeros
difusos aparecen en innumerables aplicaciones (de las que proviene su variedad
de definiciones). En particular, las operaciones y convergencia de nimeros
difusos y de funciones difusas resultan fundamentales en la Fstadistica y la
Investigacion Operativa, cuando en vez de datos exactos se manejan variables
aleatorias difusas [90, 101, 147, 150, 162] ...

La mayoria de tales aplicaciones précticas estan relacionadas con el actual
desarrollo de la Informdtica y sus ramas (como el Andlisis de Imdgenes
[25, 105, 142, 153], los Sistemas Expertos [56, 182, 183], las Redes Neuronales
[57, 106, 163] o los Algoritmos Genéticos [78, 79, 155], ademds de las antes
citadas). No obstante, el concepto de conjunto difuso ha sido usado también
en otras disciplinas como la Teoria de Sistemas [49, 93, 131, 132], la Biologia
[48, 103, 104], la Fisica y la Quémica [2, 20, 122], la Economia [24, 72, 87], la
Medicina [77, 139, 154], la Lingtiistica [71, 119, 141], la Psicologia [94, 95, 96],
la Sociologia [110, 130, 138], la Geografia [46, 54, 121], la Pedagogia [33, 70, 86],
etcétera.

Ya sea motivado por su aplicacién préctica, o se trate de un mero desarrollo
tedrico, la nocién de conjunto difuso se ha introducido en las diversas ramas
de las Matemdticas extendiendo muchos conceptos y teoremas cldsicos, hasta
constituir la denominada “Matematica Difusa”. Se trata de una extension
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heterogénea y diversificada, no exenta de ciertas incongruencias [89], pero sin
llegar a la confusion propia de la “New New Math”, a la que considero totalmente
ajena.

La diversidad de planteamientos que aparece a veces al tratar un tema en la
Matematica Difusa, se suele considerar como apropiada entre los ingenieros o los
matematicos aplicados, quienes cuentan asi con mayor variedad de herramientas
para adaptar a su problema de aplicacién concreto (por ejemplo, para efectuar
la interseccién de conjuntos difusos, se cuenta con toda la gama proporcionada
por las t-normas). Sin embargo, desde un punto de vista mds tedrico, interesa
formular métodos generales que engloben diversos procedimientos especificos.
En este sentido destaca la “representacion por a-cortes” propuesta por Negoita
y Ralescu [134, 148, 149] (entre otros métodos unificadores que conectan
desarrollos dispersos de la Matemdtica Difusa). Para cada valor de a € [0, 1], se
denomina a-corte del conjunto difuso p al conjunto [nitido] ul® := p=[a, 1]. De
esta manera obtenemos toda una familia de conjuntos usuales que representa a
w. Esto permite ver la extensién de algunos conceptos matematicos a conjuntos
difusos como su uso ordinario sobre una familia de conjuntos (por ejemplo,
usando la t-norma min, un subespacio vectorial difuso puede tratarse como
una familia de subespacios vectoriales usuales). No obstante, al operar con
tales familias de a-cortes, se pueden obtener nuevas familias que no sean
a-cortes de ningin conjunto difuso (lo cual puede ocurrir, por ejemplo, al
hallar imdgenes mediante alguna aplicacién). Eso es debido a que con tales
operaciones se pueden perder ciertas condiciones que caracterizan las familias de
a-cortes, quedando asi restringida la potencialidad del método. Concretamente,
las condiciones necesarias y suficientes para que una familia de subconjuntos
{¥(a)}aepo,1) coincida con la familia de a-cortes de algiin subconjunto difuso
del conjunto X, son las dos siguientes (establecidas en el Teorema de Negoita-
Ralescu [133] y simplificadas en [60]):

(1) $(0) = X.

(i) Va € (0,1],  ¢(a) ={v(B): B €0, a)}.

El problema que resulta al manejar operaciones con las que no se conservan
estas condiciones puede resolverse en algunos casos usando los denominados a-
cortes fuertes, definidos por p(®) = p~Y(a, 1] y caracterizados por estas dos
condiciones:

(1) (1) = 0.

(i@’) Ve €[0,1),  p(a) = U{(B) : B € (a, 1]}

El uso de ambos tipos de a-cortes queda englobado por los denominados
conjuntos graduales, definidos como familias decrecientes de subconjuntos:
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la familia {¢(a)}acjo,1) €s un conjunto gradual si verifica que Vo, €
[0,1], [a< B = ¢¥(a) 2 (B)]. Con esta definicién se rebajan las condiciones
anteriores (ya que es implicada tanto por (ii) como por (ii’)), lo permite
aumentar la eficacia de la “linea unificadora” propuesta por Ralescu, mediante
la representacion por conjuntos graduales [59, 60].

El paso del tiempo actuara como criba, constituyendo el mejor juez indicador
del interés y utilidad de los distintos aspectos de la “Matemdtica Difusa”. Entre
los informaticos e ingenieros, las espectaculares aportaciones del control difuso
han supuesto un enorme auge de la “Ldgica Difusa”. Parece ser que este
auge ha alcanzado ya su maximo, examinandose actualmente sus limitaciones y
perspectivas [9, 21, 126]. Ahora bien, desde el punto de vista de la Matemdtica
Pura, ;qué interés tiene la Matemdtica Difusa? Hasta ahora, que yo sepa,
los desarrollos originados por la introduccién de los conjuntos difusos no han
resuelto problemas matematicos planteados con anterioridad a este concepto.
En opinién de Lowen [115], para alcanzar resultados de mayor interés se debe
avanzar en el estudio de conceptos “propiamente difusos”, mas que limitarse a
extender conceptos clasicos al caso difuso. En mi modesta opinién, deberiamos
“trasladar” las técnicas (méas que los conceptos) empleadas en la Ldgica Difusa
del control difuso a las Matemdticas, para abordar problemas que requieren
una solucién aproximada mediante procedimientos distintos a los normalmente
usados en el Andlisis Numérico. Puede que de esa forma si se consigan resultados
de mayor utilidad que una mera “extension tedrica”.

Independientemente del interés o utilidad de la Matemdtica Difusa, es
importante definir formalmente el tipo de incertidumbre (denominado vaguedad
o borrosidad) que obliga a manejar el concepto de conjunto difuso, tanto en las
Matematicas como fuera de ellas. Esta cuestion se trata en la seccién siguiente.

4 Modelos matematicos de la incertidumbre

La probabilidad se ha usado durante mucho tiempo como la tunica forma de
incertidumbre. A ello han contribuido, entre otros factores, tanto su aplicacion
en varios campos (vgr. la Mecdnica Estadistica y la Mecdnica Cudntica) co-
mo el desarrollo matematico que le sirve de fundamento, mediante la Teoria
de la Medida, a partir de la definicién axiomdtica de Kolmogorov [97]: una
probabilidad en el conjunto finito? X es una aplicacién p del conjunto P(X)
de partes de X en el intervalo unidad [0,1] tal que p(X) = 1 y ademds es

2Para X infinito se considera una o-dlgebra A C P(X), definiéndose p : A — [0,1] con
p(X) =1 y ampliando lg aditividad (&) a cualquier familia numerable {An },,en de elementos
disjuntos de A: P i An = 52 p(An).
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aditiva:
VA,B C X, [ANB=0 = p(AUB) =p(A) + p(B)]. (5)

Este amplio, fructifero y exclusivo uso de la probabilidad, junto con el
usual rechazo a nuevas ideas (desde el establecimiento de cualquier pensamiento
arraigado, que tiende a englobar todo el conocimiento) explican que, en los
comienzos de la Teoria de Conjuntos Difusos, algunos autores estimaran que el
concepto de conjunto difuso era superfluo. Estos autores sostenian que todas
las situaciones tratadas mediante conjuntos difusos se podian manejar usando
solamente probabilidades [107, 108, 129, 167]. Aunque ya se distingue mds
claramente el uso de ambos conceptos, continia teniendo interés la relacion
entre probabilidad y borrosidad [40, 62, 166].

Por otro lado, la propagacién de probabilidades mediante aplicaciones
multivaluadas originé la denominada Teoria de la Fvidencia, debida a
Dempster [32] y Shafer [160]. Aqui, la “masa de probabilidad” no se
reparte necesariamente entre elementos individuales, sino entre subconjuntos
(denominados elementos focales). Por ejemplo, si la dnica informacién disponi-
ble al lanzar un dado es que ha salido un nimero par, la probabilidad 1 se le
asigna al subconjunto {2,4,6} en su totalidad, sin repartir la probabilidad 1/3
a cada nimero en concreto (como se harfa al aplicar el “principio de la razén
insuficiente” de Laplace). De esta forma, ademés de la aleatoriedad, surge la
imprecision y la ambigiliedad en la determinacién del resultado obtenido al lanzar
el dado.

En definitiva, la consideracién de distintos tipos de incertidumbre
(recopilados en [91] y comentados en la Subseccién 1.1) obliga a establecer
claramente la diferenciacion entre ellos. A pesar de las primeras polémicas
aludidas, en la actualidad hay una clasificacién precisa de los distintos tipos de
informacién incierta sobre un conjunto finito (para conjuntos infinitos surgen
dificultades [145] que mantienen adin abierta esta cuestién). Tal clasificacién
contiene, ademas de las probabilidades, las medidas de creenciay de plausibilidad
manejadas en la Teoria de la Fvidencia, las denominadas medidas de posibilidad
y de necesidad asociadas a conjuntos difusos (introducidas por Zadeh [181]) y las
capacidades de Choquet [26], entre otros tipos especificos de medidas; todas ellas
englobadas bajo el concepto general de medida difusa debido a Sugeno [164]. La
clasificacién completa puede consultarse en la terna de articulos [8, 102, 173].
Veamos aqui solamente algunos aspectos elementales, manejando un universo
de discurso finito X = {z1,22,...,z,} y la o-dlgebra A = P(X). En tal caso,
la probabilidad p estd determinada por su distribucién de probabilidad,
obtenida de subconjuntos unitarios: p; := p({z;}), Vi = 1,2,...,n. En efecto,
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la aditividad (5) permite afirmar que p(A) = > , ,pi, VA € P(X), debiendo
ser en particular Y .., p; = 1. Relajando la aditividad (5) se obtiene la definicién
de medida difusa g sobre X, que es cualquier aplicacién P(X) — [0,1] que
sea creciente (A C B = ¢g(A) < ¢g(B)) y que tome los dos valores siguientes:
g(®) = 0, g(X) = 1. 2 Dada cualquier medida difusa g sobre X, su medida
dual es la medida difusa ¢, definida como sigue: ¢’(4) :=1—g(4’), VA C X.
(siendo A’ el complementario de A). Es inmediato comprobar que ¢’ = g,

por lo que toda medida difusa puede estudiarse junto a su dual; denominandose
g autodual en caso de ser ¢ = g. Observemos que toda probabilidad es una
medida difusa autodual.

La medida difusa II se dice que es una posibilidad en X 4 [181] cuando
cumple que:

VA, BeP(X), I(AUB) = max{II(A),[I(B)}. (6)

Al igual que con las probabilidades, la definicién anterior permite determinar
IT por su distribucién de posibilidad: w; = I({z;}), Vi = 1,2,...,n;
debiendo ser II(A) = max{m; : z; € A}, VA € P(X) y, en particular,
max{7my, 7o, ..., Ty} = L.

La medida dual N de toda posibilidad II se denomina necesidad y viene
caracterizada por el cumplimiento de:

VA, BeP(X), N(ANDB)=min{N(A), N(B)}. (7)

En la Teoria de la Fvidencia se denomina conjunto aleatorio o asignacion
béasica de probabilidad (ABP) sobre X a cualquier aplicaciéon m : P(X) —
[0, 1] que verifique las dos condiciones siguientes: m(0) = 0, >- 4cp(x)m(A) =
1. Se trata por tanto de una distribucién de probabilidad en P(X)\{0}. Los
elementos focales de m son los subconjuntos B de X tales que m(B) > 0.
Asociada a la ABP m se considera la pareja de medidas difusas duales creencia
Bel y plausibilidad P, definidas por (VA C X):

Bel(A):= Y m(B), PI(A):= > m(B) (8)

BCA BNA#£(D

3Para X infinito se define g sobre una o-algebra A C P(X), afiadiendo las dos condiciones
siguientes: s
e Ay CACA3C...=> g X A, = lim g(Ap).
n—oo
.A12A22A32...:>g ?:11471 = lim g(An)
n—oo
4Si consideramos X infinito, entonces en las definiciones que siguen de posibilidad y
necesidad se toma la unién y la interseccién, respectivamente, de cualquier familia numerable

de subconjuntos, sustituyendo “maz” por “sup” tanto en (6) como en la determinacién de IT1(A)
mediante la distribucion de posibilidad y sustituyendo “min” por “inf” en (7).
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A partir de la funcién Bel, se puede calcular la inica ABP m de la que es
medida de creencia, mediante (VA C X):

m(4) = 3 (~1)4\BI Bei(B),

BCA

donde |S| denota el cardinal del subconjunto S. Por tanto, podemos obtener las
tres funciones m, Bel y Pl una vez conocida cualquiera de ellas, denominandose
evidencia a la informacion que aportan.

La probabilidad corresponde al caso particular en que todos los elementos
focales de m son unitarios: p; = m({x;}), Vi = 1,2,...,n. Para esta “evidencia
probabilistica” se cumple que p = Bel = PI.

La posibilidad corresponde al caso particular en que los elementos focales
forman una cadena respecto a la inclusion de conjuntos, hablandose entonces
de una “evidencia consonante” o de una “evidencia posibilistica”: w; =
Yeeam(A), ¥i=1,2,... ,n. Entonces Bel = N y Pl =1L

Veamos con mas detalle cémo el caso particular de evidencias consonantes
corresponde a una posibilidad, lo que a su vez proporcionard una representacion
de cada subconjunto difuso normal, cuando se identifica éste con la distribucién
de posibilidad asociada. Para ello, ademéas de identificar cada subconjunto
difuso con su funcién de pertenencia g, usamos subconjuntos difusos normales
(debiendo cumplirse por tanto la igualdad max{u(z;) : 1 < i < n} =1)y
reordenamos los subindices asignados a cada elemento de X de manera que los
elementos focales de la ABP consonante m formen parte de la siguiente cadena
de subconjuntos:

{xl} C {(El,.’EQ} C {(El,fEQ,.’Eg} c...C {.’El,l'z,. . ,(Enfl} c X.

Miés especificamente, tendremos (Vi = 1,...,n): m({x1,za,...,2;}) = my,
siendo m; >0, >, m; = 1.

Entonces la plausibilidad asociada a m es una posibilidad, determinada por
la siguiente distribucién: m; = m; + m;y+1 + ...+ m,. La cual constituye el
subconjunto difuso normal p: X — [0,1] : z; — 7;.

Reciprocamente, a cualquier conjunto difuso normal p € F(X) determinado
por grados de pertenencia que decrecen con el subindice i : p(z;) = m;, Vi, con
l=m >my>...>m, >0, sele asocia la ABP consonante siguiente:

m({$1,$27...,1'i}):71'1'7’/Ti+1, con my41 = 0.

El paso de m consonante a p normal y viceversa es biyectivo. Lo cual permite
interpretar al conjunto difuso p como una distribucién de posibilidad sobre los
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elementos de X, identificando la posibilidad asignada al elemento z; con su
grado de pertenencia: m; = pu(w;). °

Atendiendo a estos conceptos y teorias, quedan superadas las polémicas entre
los partidarios de las probabilidades y los conjuntos difusos, pudiendo decirse
por ejemplo que “la determinacién de un conjunto difuso normal, que equivale
a una distribuciéon de posibilidad, corresponde a observaciones imprecisas
pero consonantes”, mientras que “la determinacién de una distribucién de
probabilidad corresponde a observaciones precisas pero disjuntas”. De esta
forma, la probabilidad y la posibilidad aportan herramientas complementarias
en la descripcion y modelacién de fendmenos no deterministas, herramientas que
pueden aparecer por separado o conjuntamente (como en los sucesos difusos o
las probabilidades lingiiisticas) [39], pero que no entran en conflicto ni suponen
alternativas antagonicas.
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1 Introduccion

Vivimos en un mundo donde, casi insconcientemente, estamos de uno u otro
modo involucrados con los fluidos. El simple hecho de abrir un grifo en casa
para obtener un chorro de agua, o la previsién del tiempo para el dia si-
guiente en la television son ejemplos de ello. El nivel de aplicabilidad de
los fluidos es précticamente ilimitado. En aerodindmica (célculo del flujo en
torno a objetos en el seno del fluido: ciclista, coche, camién, avién, submarino,
edificios, puentes, etc., en sus distintos regimenes: subsoénico, transoénico,
supersénico e hipersénico; localizacion de las ondas de choque; diseno de
perfiles aerodindmicos, que permitan mejorar la sustentacién y minorar la
resistencia, etc.); en los estudios sobre la propulsién y la combustién (flujos
reactivos; sedimentacién); en meteorologia (prondstico a corto y medio plazo
del tiempo; previsién y localizacion de grandes tormentas, ciclones, huracanes;
comportamiento y estudio de tornados; previsién de posibles catastrofes
naturales); en oceanografia (cédlculo de grandes masas ocednicas; flujos a través
de estrechos; aguas someras: golfos, lagos o mares; interaccién atmosfera-
océano; acoplamiento con fenémenos biolégicos, etc.); en ingenierfa civil
(canales, tuberfas, oleoductos, gasoductos, etc.; cdlculo de fluidos-estructuras:
presas, puentes, rascacielos, etc.); en ecologia y medio-ambiente (evolucién de
contaminantes, emisarios submarinos, polos industriales, etc.); en actstica,;
en magnetohidrodindmica (recursos energéticos; aleacién de metales en la
siderurgia); en astronomia (galaxias, estrellas y nuestro sol); en el estudio de los
fluidos corporales, particularmente la corriente sanguinea. Los estudios sobre
fluidos también se aplican a otros campos de origen diverso, como la extraccién
de petrdleo o el anélisis del trafico en cruces de carreteras en hora punta.

o1
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No es de extranar, por tanto, que gobiernos y grandes empresas, destinen
grandes sumas de dinero y recursos humanos para la investigacién de estos
temas. Una gran parte de estos fondos estan destinados a estudiar y desarrollar
métodos numeéricos sofisticados y programas de ordenador, con objeto de realizar
distintos ensayos numéricos; ello permitird, por un lado, comparar los datos
disponibles obtenidos experimentalmente o con otros esquemas numéricos, y
por otro, mostrar la validez y grado de aplicabilidad de los métodos empleados.
La revolucién que estamos viviendo en el mundo de la informatica nos permite
usar esquemas numéricos que antes estaban desechados (por la cantidad de
incégnitas involucradas y el tiempo de célculo a invertir); la potencia de los
ordenadores y la memoria secundaria han crecido de tal manera que hoy existen
cédigos numéricos que calculan (con ciertas limitaciones) el flujo en torno a un
avién completo. Esto era impensable hace menos de quince afios. Sin embargo, a
pesar de estas mejoras, todavia estamos muy lejos de llegar a resultados del todo
concluyentes; tal es el caso del cdlculo de flujos turbulentos (ya sean producidos
al paso de aviones, trenes, submarinos, o de origen natural, como en la atmosfera

o en los océanos).

1.1  ;Qué es un fluido?

La mecéanica de medios continuos es la rama de la fisica que estudia los mo-
vimientos, deformaciones y tensiones en el seno de los medios continuos. El
concepto de medio continuo hay que entenderlo como aquél estado de la materia,
deformable o no, considerado desde un punto de vista macroscépico. Esto
significa que las distintas magnitudes fisicas (densidad, velocidades, presion,
temperatura, etc.) pueden ser interpretadas como funciones de (z,t), donde x
es la variable espacial y t la temporal, y siendo en realidad el valor asignado en
(z,t) un valor promediado.

La mecéanica de fluidos forma parte de la mecéanica de los medios continuos
y estudia el comportamiento de los fluidos en reposo o movimiento. Asi que
habria que empezar por definir qué se entiende por fluido. Se puede dar un
primer intento de definicién diciendo que un fluido es cualquier estado de la
materia que no sea sélido; sin embargo, resulta poco elegante esta definicion,
pues no dice exactamente lo que es un fluido, sino lo que no es. La mayoria
de nosotros identifica los fluidos como los liquidos y los gases; pero con esta
clasificacién estamos renunciando a otros estados intermedios o distintos de la
materia que no estdn ahi contemplados (por ejemplo, la llama de un fuego cons-
tituye el cuarto estado de la materia: el plasma, y también se puede considerar

como un fluido). En la obra de Duvaut [25] se encuentra la siguiente definicién®

I Es posible que esta definicién sea elegante, pero es indudable que en una primera lectura
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Definicién 1 Un medio continuo es un fluido si

(i) es isdtropo, y

(ii) el tensor de esfuerzos es una funcion del tensor de las velocidades de
deformacion (o = f(Vu+ Vul)).

Un medio se dice isétropo si sus propiedades son las mismas en todas las
direcciones. Naturalmente, existen muchos sélidos que son isétropos, asi que
la diferencia fundamental entre sélido y fluido estriba en la segunda propiedad.
Esta propiedad traduce el hecho de cémo un fluido responde ante la presencia
de una fuerza: éste se deformara continuamente, sin apenas ofrecer resistencia,
mientras la fuerza esté presente, y no recuperard su configuracién inicial una
vez haya desaparecido ésta.

Es logico suponer que el tensor de esfuerzos no se vea afectado por cambios
de sistemas de referencia; esta suposicién natural, junto con la definicién 1, dan
la estructura de o. En efecto, en dimensién N = 3 (si N = 2, entonces f = 0)
se tiene ([25]):

1
o=—pl+7, 7=fl+ fiD+ foD? D= §(Vu—|- vu®) 1)

y las funciones fy, f1 y f2 s6lo dependen de los invariantes de D (traza, traza
de la adjunta y determinante) y, posiblemente, de la densidad y temperatura.
En la ecuacién (1), el tensor 7 se denomina tensor de tensiones. El tensor de
esfuerzos o permite calcular las fuerzas internas (tensiones) producidas en el
seno del fluido: V-0 (V- es el operador divergencia); éstas puedes ser de dos
tipos: (a) fuerzas de presion, —Vp, debidas a la accién directa y normal del resto
del medio, y (b) las fuerzas de viscosidad, V - 7, debidas al propio rozamiento

entre las particulas en movimiento.

1.2 Las ecuaciones de Navier-Stokes

La mecéanica de fluidos estd basada en cinco principios fundamentales de la
fisica: (i) la conservacién de la masa, (ii) la conservacién de la cantidad de
movimiento (segunda ley de Newton), (iii) la conservacién del momento angular,
(iv) la conservacién de la energia, y (v) la segunda ley de la termodindmica. Los
cuatro primeros son principios generales validos tanto para fluidos como para
solidos. El quinto se usa, si el fluido es un gas, para obtener una ley de estado (es
decir, una expresion algebraica entre algunas de las incégnitas que intervienen
en el proceso: presion, densidad, temperatura, etc.). El comportamiento de un
fluido esta gobernado por un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que se

sorprenda a cualquiera, a menos que se posean algunos conocimientos basicos sobre mecdnica
de medios continuos.
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obtienen, por un lado, de alguno o todos los principios anteriores, por otro, de
la definicién 1. La derivacion de las ecuaciones puede encontrarse por ejemplo
en [2, 25, 32, 39, 52]. Las ecuaciones vienen dadas por?

pi+ V- (up) =0 (2)
(pu)+V - (pucu) = V-0 = pf (3)
|uf® Jul?
p T—Fe +V-q|p 7—&-6 +plup=V-(tu) = V-qg+pfu (4)
it
donde p es la densidad masa, u = (u1,...,ux)? el campo de velocidades, f un

campo de fuerzas exteriores (gravedad, Coriolis, electromagnética) conocidas, e
la energia interna (en un gas ideal, e es proporcional a la temperatura), p la
presién dindmica, o y 7 (y p) como en (1) (aqui se suponen conocidas las f;) y q
es el flujo de calor (por ejemplo ¢ = —kVe, k > 0 es un coeficiente de difusion).

La ecuacién (2) es la conservacién de la masa (una ecuacién), (3) es
la conservacién de la cantidad de movimiento (N ecuaciones) y (4) es la
conservacién de la energfa (una ecuacién), lo que hace un total de N + 2
ecuaciones. Sin embargo, contamos con N + 3 incégnitas. Para poder cerrar el
problema, se necesita una ley de estado (por ejemplo, para un gas ideal se tiene
la relacién p = Cpe, C' > 0).

Evidentemente, el sistema (2)-(4) constituye un sistema acoplado muy
complicado que incluye términos no lineales. Es natural buscar simplificaciones
a este sistema, sin que ello vaya acompanado de una gran pérdida de generalidad.
En una primera aproximacioén, podemos postular que la dependencia de 7, como
funcién de Vu+VuT sea lineal. En tal caso, se puede probar que necesariamente
es ([25])

7= AV - ul + pu(Vu + Vul) (5)

los coeficientes A y p se denominan coeficientes de viscosidad de Lamé (en
general, dependen de la densidad y la temperatura). La aproximacién (5) es
valida para una gran cantidad de fluidos (el agua o el aire, por ejemplo) y
fue observada por primera vez por Newton; por tal motivo, estos fluidos se
denominan newtonianos; por contra, si la relacién entre 7 y Vu + Vul no es
lineal, el fluido se dice que es no newtoniano; ejemplos de fluidos no newtonianos
son la grasa, la sangre, la miel, el asfalto, etc.

Por otro lado, la ley de Stokes relaciona A y p mediante A\ = —2u/N, siendo
N la dimensién del espacio (los experimentos muestran que A 4+ 2u/N es muy
pequeno para la mayorfa de los fluidos). Asi obtenemos la expresion final para

2La notacién usada es v,y = Ov/0t, (u ® v);j; = u;v;.
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2
T:—NMV%J-F,U(VU‘*‘V“T) (6)

Por consiguiente, si el fluido es incompresible (V -« = 0), y la viscosidad

dindmica, 4, es constante, obtenemos el sistema®

pi+ V- (up)=0
p(ug+ (u-Vu) — pAu+Vp =pf (7)
Vou=0

y se denomina ecuaciones de Navier-Stokes con densidad variable. Nétese como
en este sistema no aparece e, pues el resto de variables estan desacopladas de
ella. La viscosidad dindmica p mide la resistencia del fluido a cambiar de forma
en respuesta a una fuerza. Si ademaés el fluido es homogéneo (p = p(t)) entonces
pr+ V. -(up) =ps+ (V-u)p+uVp =p; =0, luego la densidad tampoco
depende del tiempo. En consecuencia, p = pg, y es una caracteristica del fluido
que puede ser determinada aparte y, por tanto, un valor conocido. Poniendo
v = p/po (viscosidad cinemética) y p en lugar de p/py (presién cinemédtica),
llegamos finalmente a las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos newtonianos,
viscosos, incompresibles y homogéneos.

{u,t+(u~V)u—uAu+Vp=f (8)
V-u=0

4. ingeniero francés, y Stokes®, matemadtico

asi llamadas en honor a Navier
irlandés. Por extension, las ecuaciones (2)-(4) se denominan ecuaciones de
Navier-Stokes compresibles.

Para la derivacién de (8) se ha supuesto la incompresibilidad del fluido, lo

que conlleva a una simplificacién enorme de nuestro sistema inical (2)-(4). La

3El término (u- V)u significa [(u-V)u]; = uVu,, y se denomina t§gnino de conveccién o de
transporte. En general, si ¢ es una funcién escalar, se pone uV¢ = ;\1:1 u;0¢/0x;, e indica
que ¢ es transportada por el campo u. Asi pues, (u - V)u significa que u es transportada por
s{ misma; no se trata de un término que provenga de una aproximacién o postulado, sino que
forma parte de la expresién inicial de la aceleracién de las particulas medida a través de las
trayectorias.

4CLAUDE Louts MARIE HENRI NavIER (Dijon 1785 - Paris 1836). Ingeniero especialista
en la construcciéon de puentes y carreteras. Trabajé en diversos temas de la matemética
aplicada (ingenierfa, elasticidad y mecanica de fluidos) y realizé diversas contribuciones sobre
las series de Fourier y su aplicacién a la resolucién de problemas fisicos. En 1822, basdndose
en un modelo molecular, modificé las ecuaciones de Euler (fluidos ideales) obteniendo asi por
primera vez las ecuaciones que hoy se llaman de Navier-Stokes.

5GEORGE GABRIEL STOKES, sir y primer baronet (Skreen, Irlanda 1819 - Cambrigde,
Inglaterra 1903). Fisico y matemadtico, destacado por sus estudios sobre los fluidos viscosos,
particularmente por la ley de viscosidad que lleva su nombre, y por la conocida férmula del
analisis, que también lleva su nombre. En 1842 y 1843 publicé sus trabajos sobre el movimiento
de flujos estacionarios y del equilibrio y movimiento de sélidos eldsticos. Sus trabajos sobre
viscosidad le permitié dar una justificacién satisfactoria de las ecuaciones de Navier-Stokes
con el enfoque actual de la mecénica de medios continuos.
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cuestién que se presenta ahora es si la suposicién V - u = 0 es restrictiva o no.
En principio, cualquiera identifica los liquidos como fluidos incompresibles, y
los gases como compresibles; sin embargo, la verdad es que, en la naturaleza,
todos los fluidos son compresibles. No obstante, los efectos de compresibilidad
sblo empiezan a notarse si la velocidad es suficientemente alta: para ndmero
de Mach® M > 0’3 (el niimero de Mach es el cociente entre la velocidad del
flujo u y la velocidad del sonido en el seno del fluido ¢). Esto significa que,
incluso para un gas, si la velocidad es moderada, la aproximacién V - u = 0 es
extraordinariamente precisa.

Desde un punto de vista matemaético, cada uno de los sistemas que aqui
se exponen, (2)-(4), (7) u (8), deben ser acompanados de sus respectivas
condiciones iniciales y de contorno, con objeto de que éstos estén bien planteados
(en el sentido de que admitan solucidn y, si es posible, que ésta sea dnica). En
este sentido, las ecuaciones de Navier-Stokes (8), que es el sistema mds sencillo
de los que aqui han sido presentados, aun escritas bajo una exquisita sencillez,
esconden uno de los problemas mas intricados y complicados del panorama
actual de la matematica aplicada. La resolucién completa de este sistema, en
dimension N = 3, es hoy dia un problema abierto; y esto a pesar de que un
gran numero de investigadores en todo el mundo, de los mas diversos ambitos
cientificos, dedican enormes esfuerzos en avanzar y desvelar los secretos que
encierra este sistema. El interés que suscita este problema justifica que un gran
nimero de revistas cientificas se dediquen casi exclusivamente a este tema. Por
todo ello, constituye todo un desafio para el proximo siglo, mas aun cuando
ha sido catalogado por el Clay Mathematics Institute (una entidad privada sin
animo de lucro) como uno de los siete problemas del milenio cuya resolucién es
digna de ser premiada’.

2 Algunos resultados sobre las ecuaciones de
Navier-Stokes

Se describen en esta seccién algunos resultados conocidos sobre el sistema (8).
Estos resultados pueden encontrarse, por ejemplo, en [30, 44, 50, 75, 76]. Para
el anédlisis de algunos modelos con densidad variable o, mas generalmente,
compresibles, puede consultarse [52, 53] junto con la amplia bibliografia que
se referencia en estas obras.

SERNST MACH (Chirlitz-Turas, Moravia, Imperio austriaco 1838 - Haar, Alemania 1916).
Ingeniero austriaco y filésofo. Establecié principios fundamentales en 6ptica, mecénica y
dindmica de ondas (fluidos a velocidad supersénica, 1887). En 1928, J. Ackeret sugirié por
primera vez la denominacién del nimero de Mach (M = u/c).

"El premio asciende a un millén de délares (consultar la pagina www.claymath.org).
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2.1 Formulacién matematica y niimero de Reynolds

El problema de evolucion de Navier-Stokes para fluidos newtonianos,
incompresibles, viscosos y homogéneos consiste en hallar una funcién vectorial
u: Q% (0,T) — RY (campo de velocidades) y una funcién escalar p: Qx (0,7
R (presién cinemética) solucién del sistema

ur+(u-Vu—vAu+Vp=f enQx(0,7)

V-ou=0 en Q x (0,7) ()
ul,_g = Uo en )
u=0 sobre 92 x (0,T)

donde © C RY es un abierto, acotado y conexo, con frontera 95 lipschitziana (Q
es el dominio ocupado por el fluido; también se puede plantear el problema en
dominios no acotados, en cuyo caso, se impone a % un comportamiento asintético
para |z| — 400), T' > 0 es el instante final de observacién, v > 0 la viscosidad
cinemética y f:Q x (0,T) — RY un campo de fuerzas exteriores. Se trata de
un problema no lineal debido a la presencia del término de conveccién (u - V)u;
ésta es la dificultad principal del problema. La condicién de contorno u = 0
sobre 92 x (0,T) es poco realista; en la practica se consideran condiciones més
generales, ya sean de Dirichlet no homogéneas u = ¢g, de Neumann du/dn = gy,
de Fourier ogu+010u/0n = g2, mixtas u otras. Para simplificar la presentacion,
se ha tomado la condicién de Dirichlet homogénea u = 0.

Inicialmente, las ecuaciones del sistema (9) estdn escritas en sus
correspondientes magnitudes: u posee dimensiones de velocidad ([u] = L/T),
p de presién por densidad de masa ([p] = L2?/T?), etc. En la prictica es
conveniente eliminar las dimensiones de las magnitudes fisicas que intervienen
en el problema, lo que conduce a la aparicién de un importante parametro,
el nimero de Reynolds® (Re), que mide la razén de los érdenes de magnitud
entre las fuerzas convectivas (u,; + (u.V)u) y las fuerzas de viscosidad (—vAu).
Sean L una longitud caracteristica del dominio  (su didmetro, por ejemplo)
y U una velocidad caracteristica (definida, por ejemplo, a partir de ug). Con
estas cantidades se construye una escala de tiempo T = L/U. Efectuando ahora
el cambio de variables v = w/U, z = x/L, t = t/T se tiene que u, z y t
son cantidades ‘adimensionales’. El sistema (9) escrito en las nuevas variables

80SBORNE REYNOLDS (Belfast 1842 - Watchet 1912, Somerset, Inglaterra). Matemadtico
irlandés cuyos trabajos iniciales trataron temas de magnetismo y electricidad y més tarde
hidrdulica e hidrodindmica. Formulé la teoria de la lubricacién (1886) y realizé las primeras
investigaciones sistemdticas entre los regimenes laminar y turbulento, descubriendo la ley de
semejanza que lleva su nombre (1889). Esta ley establece que, para una situacién dada, el salto
de uno a otro régimen siempre ocurre aproximadamente para el mismo nimero de Reynolds.
La denominacién del nimero de Reynolds (Re) fue propuesta en 1908 por Sommerfeld.
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adopta la forma

w,+ (u-Vu+Vp—#50u=f
V-u=0

ulyg = U

u=0

donde p = p/U?, f = fL/U? wy, = uo/U (naturalmente, el dominio Q2 y
T también deben ser dilatados o comprimidos convenientemente). Se define
el nimero de Reynolds como Re = LU/v. Notese que Re es una cantidad
adimensional; se trata, por tanto, de un valor caracteristico para cada problema.
En efecto, si 21 y Qs son dos dominios con geometrias semejantes y las
respectivas velocidades caracteristicas Uy, Uy v las viscosidades vy, v, son tales
que LU /v; = LyUs /s, entonces los campos de velocidades adimensionales u,
y U, cumplen la misma ecuacién en el mismo abierto, y, en consecuencia, u,
puede ser obtenida a partir de u, mediante un simple cambio de variables. Este
aspecto es de gran importancia en el diseno de modelos experimentales: serd
suficiente trabajar con geometrias reducidas (modelos fisicos a escala); piénsese,
por ejemplo, en la utilidad de este principio para la determinaciéon o diseno
de aviones. Obsérvese que es incorrecto decir que si v es pequeno, entonces
los efectos viscosos son irrelevantes (dado que no se estan considerando las
otras dimensiones del problema). En otras palabras, considerar v pequefio no
posee fisicamente significado si L y U no han sido fijados. Por el contrario, el
comportamiento del flujo depende del orden de magnitud de 1/Re, como serd
puesto en evidencia mas adelante. Se supondra de aqui en adelante que en el
sistema (9) han sido previamente eliminadas las dimensiones de las variables (es
decir L=0(1) y U= 0O(1)) con lo que v es el inverso del nimero de Reynolds.

También se puede plantear el problema estacionario de Navier-Stokes: dada
f:Q— RN hallar u: Q — RY y p: Q — R tales que

(u-Vu—vAu+Vp=f enf)
V-ou=0 en € (10)
w=0 sobre 02

Nétese que estacionario no significa estético (fluido en reposo) sino que tanto u
como p son independientes del tiempo.

2.2 Marco funcional de las ecuaciones de Navier-Stokes

Desde el punto de vista matemético, los sistemas (9) y (10) son problemas bien
planteados, en el sentido de que, al menos en dimensién N = 2, existe solucién
lnica bajo ciertas hipétesis sobre los datos. Esto tambén es cierto en dimension
N = 3 en el caso estacionario, pero la situacion es méas compleja en el problema
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de evolucién, pues las hipétesis sobre los datos deben ser mas exigentes para
garantizar la existencia y unicidad de solucién, al menos en lo que respecta a
soluciones locales en tiempo. El andlisis tedrico de estos sistemas exige el uso
de herramientas sofisticadas del anélisis funcional. A tal objeto, se introducen
los siguientes espacios y operadores (29, 30, 33, 75, 76]):

D) = {p € C(Q) /sop ¢ es un compacto de N},

V={veD Q)" /V-v=0enQ},
L) ={ve L*Q)/ [qv=0}, HY(Q)={velL*Q)/VveL*Q)N},
H™(Q)={ve H" Q) /Vve H" 1 (Q)"}, m > 2 entero,

H3(Q) = D(Q)H @ _ {ve H' () /v = 0 sobre 99},
v=y"®

 r2/0\N
H=y"

={ve H}(QN /V-v=0en Q},
={vel? QY /V-v=0enQ, v-n =0 sobre N},

n es el vector normal, unitario y exterior a 2. Los espacios L3(f), H}(Q),
H™(Q), HY(Q), V y H son espacios de Hilbert. P: L2(Q)" +— H es la proyeccién
ortogonal entre estos espacios. A:V N H2(Q)N — H, Au= —PAu;

D(A) =V H*Q)N ={ve Hi(ON nH*(Q)Y /V-v=0en Q},

(u,v) = /qu, lu| = (u,u)?,  blu,v,w) = /(u - V)ow,

Q

N

Ou; Ov,

a(u,v) = /QVu Vo = Z (axj , 8;1) |u| = a(u,u)? norma en HZ(Q)V,
ij=1

V'’ designa el dual de V' y (-,-) el producto de dualidad. Este marco permite
introducir la formulacién variacional de (10), a saber ([75, 76])

Hallar uw € V' tal que
(11)

va(u,v) + b(u,u,v) = (f,v),Yv € V

Para el problema de evolucién (9) es coveniente introducir también los espacios
de Banach L?(0,7; X), donde 1 < p < 400 y X es un espacio de Banach ([10]):

LP(0,T; X) = {v:[0,T] — X medibles / [ [[u]|% < 400}, 1 <p < +o0

L>(0,T; X) = {v:]0,T] — X medibles / supese ||v||x < +o0}.
t€[0,T]
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La formulacién variacional de (9) viene dada por

Hallar v € L%(0,T;V) tal que

d
2, 0) + walu, ) + blu, u,0) = (f,0), Y0 €V, (12)
u(0) = uo

La derivacién % se entiende en el sentido de las distribuciones de (0,7"). Por

otro lado, la regularidad u € L2(0,T;V) no es suficiente para dar sentido a
la condicién inicial u(0) = wp; sin embargo, los resultados que a continuacién
se enuncian afirman que, para elecciones adecuadas de f y ug, toda funcién
de u € L*(0,T;V) que ademés cumpla la ecuacién diferencial de (12), es
igual casi por doquier a una funcién continua definida en [0,7], lo que darfa
sentido a la condicién inicial. Los problemas (10) y (11) (resp. (9) y (12))
son equivalentes entre si en el sentido siguiente: si (u,p) es solucién de (10)
(resp. (9)) suficientemente regular, entonces u es solucién de (11) (resp. (12));
reciprocamente, si u es solucién de (11) (resp. (12)), entonces, se puede probar
la existencia de p (en cierto espacio) de manera que (u,p) es solucién de (10)
(resp. 9) en el sentido de las distribuciones. La recuperacién de p a partir

de (11) (resp. (12)) es una consecuencia de un resultado, nada elemental, debido
a G. de Rham ([72, 73]).

2.3 Algunos resultados clasicos

En el andlisis que sigue, siempre se supondra que v > 0. Para el problema
estacionario (11) se tiene el siguiente resultado ([33, 44, 75, 76]):

Teorema 1 Sean N <3 y f € V', entonces el problema (11) admite al menos

una solucion uw € V. Si f € H entonces toda solucion pertenece a D(A). Si,

C(fj Ifllv: <1, siendo ¢(Q) una constante que sdlo

ademds, v y f son tales que
depende de Q, entonces el problema (11) tiene una dnica solucion.

En este caso, se puede probar que cada solucién u tiene asociada una tinica
p € L§(Q).

Los teoremas que se enuncian a continuacién resumen los resultados mas
conocidos sobre el problema de evolucién (12), y son debidos, principalmente,
a Leray ([46, 47, 48]), Hopf ([41]), Ladyzhenskaya ([44]), Lions ([50]), Prodi
con Lions y Foias ([26, 51]) y Serrin ([70]). En estos resultados se distingue
entre soluciones débiles y fuertes, dependiendo de la regularidad requerida a la

solucién.

Teorema 2 Sean N < 3, f € L*(0,T; V') yug € H; entonces el problema (12)
admite una solucion u € L*(0,T;V) N L>®(0,T; H) (solucién débil). Ademds,
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st N =2, u es tnica y u € C([0,T); H), % € L2(0,T;V"); si N = 3, entonces
u es débilmente continua de [0, T) en H (es decir, t — (u(t),v) es continua en
(0,7, Vv € H) y 9% € L¥3(0,T; V).

Si los datos son mas regulares, podemos deducir también més regularidad para

las soluciones:

Teorema 3 Sean N =2, f € L*(0,T; H) y up € V; entonces existe una tnica
u € L%(0,T; D(A)) N L>(0,T;V) solucion de (12) (solucion fuerte). Ademds,
ue C([0,T;V) y & € L2(0,T; H).

Sean N =3, f € L*(0,T;H) y ugp € V; entonces existe, T* = T*(up) <
T, de manera que, sobre [0,T*], existe una tnica u € L*(0,T*%; D(A)) N
C([0,T*); V), §4 € L?(0,T*; H) solucién de (12) con T sustituido por T*.

Se observa que el andlisis de la existencia y unicidad de soluciones es bien distinto
dependiendo de la dimension de que se trate; en efecto, si bien en N = 2 la
situacién es satisfactoria, el tridimensional estd incompleto: no sabemos si la
solucién débil es tnica, o qué condicién més habria que anadir para que lo
fuera (véase [54] y las referencias que alli se enumeran); tampoco se sabe si una
solucion fuerte existe para cualquier instante de tiempo. Un acercamiento a esta
cuestién nos la ofrece el siguiente teorema debido a Fursikov ([28, 76]).

Teorema 4 Sean N = 3 y ug € V; entonces existe un conjunto F C
L?(0,T;H), denso en L9(0,T;V"), ¥q € [1,4/3), tal que para cada f € F, el
problema (12) con datos f y ug posee una tinica solucion u € L?(0,T; D(A)) N
L>(0,T;V) (solucidn fuerte).

La solucién fuerte, en N = 3 (en su intervalo de definicién) es tnica en la
clase de las soluciones débiles ([70, 75]). Desde el punto de vista matemadtico,
estas diferencias tan notables entre los casos N = 2 y N = 3 se deben
principalmente a la merma de regularidad de los elementos de los espacios de
Sobolev H™()) a medida que N crece, y a la pérdida de compacidad entre
ciertos espacios funcionales que intervienen en dicho anélisis. En efecto, es el
tratamiento del término no lineal (u-V)u el que exige un cuidado especial, sobre
todo en lo que se refiere al proceso de paso al limite de dicho término, asi como la
regularidad resultante de éste; este ultimo aspecto queda patente al observar los
distintos espacios funcionales donde pertenece la derivada temporal Cé—’t‘. Otro
aspecto importante, relacionado con lo anterior, lo constituye la denominada
identidad de energia

SO +vllu®)|® = (f(t),u(t)) en (0,T),
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que es satisfecha por toda solucién fuerte (si N = 3 hay que sustituir 7' por
T*; si N = 2, la identidad también es vélida para las soluciones débiles). Sin
embargo, en el caso tridimensional, lo tinico que se conoce es que existe una
solucién débil que cumple la desigualdad de energfa - |u(t)> + v|u(t)|* <
(f(t),u(t)) en (0,T), y no se sabe si cualquier solucién débil la cumple o incluso
si dicha desigualdad es en realidad una igualdad.

Supéngase que f € L>(0,T;H), ug € V y sea N = 2; si u es solucién débil,
entonces por la unicidad, w también es solucién fuerte. Por otro lado, bajo la
misma condicién y N = 3 se puede afirmar lo mismo en (0, 7*); en tal caso, para
deducir que u es solucién fuerte en todo (0,7T) se deberd exigir un poco més de
regularidad a dicha solucién (por ejemplo, toda solucién débil que pertenezca a
L*(0,T;V) es solucién fuerte).

También es posible deducir mds regularidad de la(s) solucién(es) si los datos
f v uo son mas regulares ([75]). Si f es analitica en tiempo, se deduce una
dependencia analitica con respecto de ¢ de las soluciones fuertes ([75]).

Teorema 5 Sean ug € V y f € C°°(0,4+00; H) analitica en un entorno de
(0,00). Si N = 2, la unica solucion fuerte de (12) es analitica en tiempo,
t € (0,400) — D(A), en un entorno de (0,+00) C C. Si N = 3, la dnica
solucion fuerte de (12) es analitica en tiempo, t € (0,T*) — D(A), en un
entorno de (0,7*) C C.

Este resultado es interesante a la hora de la resolucién numérica de (12), al
menos en lo que se refiere a la aproximacién en tiempo (por ejemplo, con un
método de diferencias finitas).

En el caso f € H (es decir, f no depende de t) aparece una cuestién
interesante: jcudl es el comportamiento de wu(t) cuando ¢t — +oo? Si
lim; ,4oou(t) = @, jes w solucién del problema estacionario de Navier-
Stokes (11)7 Se sabe que la respuesta es afirmativa si, por ejemplo, v es
suficientemente grande o f es suficientemente pequeno ([76]).

2.4 Sistema dinamico de dimensién infinita

Otro posible enfoque para estudiar el comportamiento de las soluciones para
t — +oo consiste en formular las ecuaciones de Navier-Stokes como un sistema
dindmico de dimensién infinita (se supone f independiente de t):

d
T =Fy, t>0 (13)
y(0) = vo

donde F,:G C E — FE y E un espacio de Hilbert. A partir de aqui se
pueden estudiar diversas propiedades de las soluciones, dependiendo del valor
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de v: solucién estacionaria tnica y estable; soluciones estacionarias multiples,
cada una con sus respectivos dominios de atraccién; bifurcacion de Hopf,
existencia de soluciones periédicas y quasiperiddicas; turbulencia; atractores
extrafos, etc. ([66]). En [27] se prueba que los atractores de las ecuaciones de
Navier-Stokes muestran que el comportamiento asintético de las soluciones, para
t — +00, es de dimensién finita, a pesar de que el sistema (13) sea de dimensién
infinita. Este resultado es valido para N = 2, mientras que para N = 3 lo es
si las soluciones mantienen la regularidad en tiempo. De hecho, en N = 2, el
sistema (13) admite un atractor cuya dimensién de Haussdorf se encuentra entre
los valores Cv=%/3 y Cv=2 ([20, 67, 68]). En el caso tridimensional, el atractor
posee una dimensién de Haussdorf del orden de v~9/% ([20]). Estos resultados
pueden servir para estimar una cota superior del nimero de puntos que hacen
falta para calcular numéricamente la solucién.

2.5 Comportamiento cuando v — 0

Otra cuestién interesante, objeto de incesantes estudios, es el andlisis del
comportamiento de u y p cuando v — 0 (es decir, para grandes ntmeros de
Reynolds). Esta cuestion estd relacionada con la generacién de capas limites y
flujos turbulentos. En la secciéon que sigue se describe un poco mas el fenémeno
de la turbulencia, asi como su posible tratamiento. Nétese que el paso al limite
v — 0 es delicado, puesto que se pasa de una ecuacién diferencial de orden dos a
otra de orden uno, lo que significa que algunas condiciones de contorno pueden
cambiar (o incluso desaparecer).

Es natural pensar que al hacer v — 0, las correspondientes soluciones
converjan (en algun sentido) a una solucién del problema incompresible de
Euler (v = 0, fluido ideal). En algunas situaciones, se ha podido dar
respuesta afirmativa a esta cuestién (jpero las condiciones de contorno han de
ser modificadas convenientemente!): por ejemplo, en el caso Q = R3, hay que
imponer cierto comportamiento de u(x,t) para |z| — +oo ([43, 74]). También
es posible deducir conclusiones afirmativas para 2 = R? x Ry ([1]). En el caso
general de un abierto cualquiera, esta cuestiéon no ha podido ser resuelta en su
totalidad ([40]).

El caso maés interesante se produce al analizar el flujo en torno a un objeto
(coche, avién, submarino, etc.); es de esperar que cuanto m&s pequefio sea v,
més van a dominar los efectos inerciales sobre los viscosos: |(u-V)u| > [vAul|, y
esto justificaria la aproximacién mediante las ecuaciones de Euler. Sin embargo,
debido a la presencia de la viscosidad (v > 0) y por pequenia que ésta sea, el
campo de velocidades es nulo sobre la pared sélida del obstdculo, mientras
que ‘muy cerca’ del mismo, digamos a una distancia 6 > 0, el campo de
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velocidades es del mismo orden que las velocidades del flujo en la entrada; se
estima que § = O(v!/ 2), lo que significa que sobre una franja de grosor § en
torno al obstaculo se producen grandes gradientes de velocidades, lo que obliga
a que no se desprecie el término de difusion —vAw en las ecuaciones. Esta
franja, donde los efectos viscosos dominan sobre los inerciales se denomina capa
limite ([11, 69]), concepto que fue acuiiado por Prandtl.” En el caso del flujo en
torno a un avion de linea a velocidad de crucero, el grosor de la capa limite se
reduce a una fracciéon de milimetro.

3 Turbulencia

En la seccion anterior ha quedado de manifiesto cémo influye el pardmetro v en
la resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes. Observamos de manera general
que cuanto mas pequefio es v (numero de Reynolds grande) mds compleja
y cadtica se puede comportar la solucion. Desafortunadamente, los casos
interesantes que se producen en la practica son tales que el nimero de Reynolds
es bastante elevado (tabla 1). Este incoveniente tiene graves repercusiones a la
hora de la resolucién numérica del problema. En efecto, supongamos que (9) se
aproxima en espacio por un método de elementos finitos (con funciones afines
a trozos); en [4] se demuestra que si uy es la solucién aproximada obtenida por
tal método, entonces

1/2 o 1/2
/ lu(a, t) — up(z,t)* dedt < h*= / |(u- V)ul? dzdt
Qx(0,T) Qx(0,T)

v
(14)
Se puede encontrar una estimacién de la integral del segundo miembro mediante

un andlisis dimensional, obteniéndose

/ (u- V)u|? dzdt = O (V—1/2)
Qx(0,T)

Esto muestra que [u — un|qox(0,7) € pequeno si el didmetro de la triangulacién
h es menor que v%/% (asintéticamente se debe tener h = o (1/5/ 8)). Tomemos
por ejemplo Q = (0,1)3; con K nodos en cada direccién se tendrd h = 1/K,
y la triangulacién constard de K3 puntos. Por tanto, el niimero de incégnitas
del problema aproximado serd del orden de 4K (en cada iteracién en tiempo).

9Lupwic PRANDTL (Freising, Alemania 1875 - Gotinga 1953). Profesor de mecinica en
las universidades de Hanover y Gotinga. En 1904 introdujo el concepto de capa limite
(Grenzschicht). Demostré que los efectos viscosos se concentran en una fina capa que rodea
al cuerpo inmerso en el fluido, mientras que el resto del flujo puede ser considerado como
un fluido ideal; esta idea le llevé a una simplificaciéon de las ecuaciones, dando lugar a las
ecuaciones de Prandtl de la capa limite.
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U L v Re
espermatozoide 104 104 10~ 1072
cometa, 1 1 015x107% 667 x 10*
coche 22 3 015x107% 4’40 x 10°
avién de linea 250 60 0’15 x 10~* 10°
avién supersénico 600 20 0’15 x 10~* 800 x 108
submarino 11 50 1076 5’50 x 108

Tabla 1: Estimaciones de algunos numeros de Reynolds. La velocidad esté
expresada en metros por segundo, la longitud en metros.

Con la capacidad de los ordenadores actuales permitiria tomar K del orden de
220. Teniendo en cuenta que Re < K®/°, se tiene que la simulacién numérica
de (9) mediante un método de elementos finitos s6lo serd posible para valores
de Re inferiores a 5600. La conclusién precedente puede ser generalizada a
situaciones més generales, independientemente del método numérico utilizado.
Es decir, en la actualidad, cualquier simulaciéon numérica de (9) de forma directa
solo sera significativa para nimeros de Reynolds no excesivamente altos. ;Cuél
es la explicacién fisica de estos despropédsitos? la razén es simple: se sabe
que, cuando Re tiende a infinito ( v — 0), la solucién de (9) es cada vez mds
oscilante en tiempo y en espacio, de manera que las oscilaciones més pequenas
de u se realizan a distancias del orden de /4 ([60]); cualquier intento de
simulacién numérica de (9) exigirfa, al menos tedricamente, una triangulacién
de Q de tamano h = O (1/3/ 4); ello permitiria representar al torbellino mas
pequeno sobre dicha triangulacién. Parece pues conveniente admitir que un
calculo completo para flujos con grandes nimeros de Reynolds es imposible en
la actualidad.

Como consecuencia de estos resultados, se nos presenta un fenémeno que en
mecanica de fluidos se conoce con el nombre de turbulencia. Se podria decir que
la turbulencia es el estado desordenado que presenta el campo de velocidades de
un flujo como consecuencia de que el niimero de Reynolds que le caracteriza toma
valores suficientemente grandes. Ejemplos de flujos turbulentos lo constituyen
las capas limites atmosféricas, las corrientes marinas, la fotosfera solar, de las
estrellas, nebulosas, etc., el chorro de un reactor, las capas limites en las alas
de los aviones, las estelas de los barcos, coches, submarinos, etc., el flujo en el
cauce de un rio, etc.
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3.1 Modelado de la turbulencia

En la préctica, la gran mayoria de los flujos de interés se encuentra en régimen
turbulento, poseyendo nimeros de Reynolds por encima de 10° (tabla 1).
Puesto que estos flujos no pueden ser calculados directamente se hace necesario
desarrollar modelos alternativos que permitan extraer la informacién suficiente.
En general, no es necesario conocer todos los detalles del flujo; el interés se centra
fundamentalmente en ciertas cantidades de cardcter macroscépico. Por ejemplo,
en el estudio aerodinamico de vehiculos tales como aviones, trenes o coches,
basta determinar tan sélo propiedades como la presion media sobre la superficie
del vehiculo o la descripcion de los principales torbellinos préximos a la estela,
etc. Este hecho conduce al modelado y simulacion de la turbulencia: se trata de
encontrar ecuaciones que deberan regir estas cantidades medias. Los modelos
existentes comparten la misma idea inicial: la descomposicién del campo de
velocidades en dos partes; la primera, llamada campo medio de velocidades, es la
que nos va a interesar conocer, y describe las grandes estructuras (portadoras de
la energia cinética del campo); la segunda, llamada campo fluctuante, describe
las pequenas estructuras (los remolinos més pequefios, que no quedan registrados
en una simulacién numérica directa). Esta descomposicién se generaliza a todas
las demds variables (presion, temperatura, densidad, etc.); mateméaticamente se
escribe u = w+u', p=p+p’ donde (@, D) es el campo medio de velocidades y la
presién media y (v, p’) la parte fluctuante o perturbacién turbulenta. La media
puede ser definida de varias formas; en cada caso se deberd tomar la definicion
que mejor se adapte al problema.

3.2 El problema del cierre de Reynolds

El problema que se presenta a continuacién es el de hallar unas ecuaciones
para las nuevas variables w y p. Para ello, se promedian las ecuaciones de
Navier-Stokes (se suponen ciertas propiedades a la media, como por ejemplo
que conmute con la derivacién) obteniéndose

(15)

Uy + (WV)u+Vp—vAu=-V- (W eu)+f
V-u=0

El sistema (15) se denomina ecuaciones de Reynolds; el problema que ahora
se presenta, conocido como el problema del cierre, consiste en relacionar el
tensor de Reynolds R = v ® v/ con el flujo medio w. Existen numerosas
aproximaciones que cada modelo de turbulencia trata de explicitar; estas
aproximaciones estan basadas en diversas hipdtesis fisicas, andlisis dimensional,

6rdenes de magnitud y resultados experimentales. En todos los casos, la
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aproximacién que se haga del tensor de Reynolds dependerd del problema que
se esté considerando.

3.3 Algunos modelos de turbulencia y problemas mate-
maticos que se derivan de ellos

El primer autor en atacar el problema del cierre fue Boussinesq que, en 1877,
introdujo el concepto de viscosidad turbulenta (viscosidad debida a la presencia
de estructuras turbulentas); el modelo obtenido se basa en la hipétesis de que
el tensor de Reynolds actiia como un tensor de viscosidad y, en consecuencia,
debe ser proporcional al gradiente de la velocidad media. El coeficiente de
proporcionalidad, representado por Vi, se denomina viscosidad turbulenta.
Por consiguiente, la aproximacion de Boussinesq es

W BW =M + v (1) (VT + Va©) (16)

A diferencia del coeficiente de viscosidad cinemdtica v, que es un parametro
caracteristico del fluido considerado, el coeficiente viu, no lo es, y su valor
varia en espacio y tiempo. En consecuencia, el problema no ha quedado cerrado
todavia, pues sera necesario obtener una expresion para la viscosidad turbulenta
Veurb (7, 1) (al tomar divergencia en (16) el factor AI es absorbido por el gradiente
de la presién). Por esta razén, el modelo de Boussinesq no constituye en si mismo
un modelo de turbulencia; no obstante, proporciona una idea de partida para
la construccién de modelos.

Los modelos con cero ecuaciones ([45]) proponen una expresién algebraica de
la viscosidad turbulenta en términos de la velocidad media, o de sus derivadas.
En [63] se ha tomado vy, = 11|V + V! |, v1 > 0 constante; en este trabajo
se realiza un andlisis completo de dicho modelo, incluyendo un tratamiento
especial de la capa limite al considerar condiciones de contorno no lineales sobre
la frontera sélida (leyes de pared).

Los modelos con una ecuacién expresan la viscosidad turbulenta en funcién
de una nueva variable que debe ser calculada como solucién de una ecuacion
de transporte-difusion acoplada a las ecuaciones de Reynolds. En 1942,
Kolmogérov y posteriormente, en 1945, Prandtl ([45]) propusieron la siguiente
expresion para la viscosidad turbulenta viu,p, = lm\/E donde [, es la longitud de
1u’12 + u’22 + ug2.

mezcla y k el promedio de la energia cinética turbulenta k = 3
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La ecuacién para k se obtiene a partir de la de Navier-Stokes:

3
ko +0Vk=—u@u :Vi— Y [ai- (lm;+zm;)]
J

j=1

3 2 (o o 3 I\ 2
2? (11— 9% (ujufy) 1 oul;  Ouj

i,7=1 i,j=1

(17)

Esta expresion constituye la ecuacién exacta para k; pero ésta no podré ser
utilizada ‘a priori’ pues las correlaciones turbulentas que aparecen en el segundo
miembro son desconocidas. Serd necesario, por tanto, modelar esta ecuacion.
Por otro lado, hard falta una expresién para l,, ([45]). En [49] se estudia el
siguiente modelo con una ecuacién, basado en (17), (se pone (u,p) en lugar de
(@, p))

ur+ (u-Vu+Vp—V- ((v+ voun(k)Vu) = f

V-u=0 (18)

ki+ (u-V)k =V (V4 v (k) VE) = v (k)| Vau|? — k372

(junto con condiciones iniciales y de contorno apropiadas) y se prueba la exis-
tencia de solucién (u, p, k) en ciertos espacios funcionales. Desde un punto de
vista matemadtico, el sistema (18) contiene varias dificultades (términos no linea-
les, sistema acoplado, segundo miembro en L'). Asimismo, se pueden encontrar
versiones mds generales de este sistema en [17, 18]. En [34] se estudia una
versién general de la ecuaciéon de k, pero considerandola desacoplada de u, a
saber: Dadas f € LY(Q) (Q = Q x (0,T)) yu € L*(Q), V-u=0,u-n=0
sobre 9Q x (0,T) y ko € L'(2), hallar k solucién de

ki+uVk—V - [ (k)VE] + g(k) = va(k)f, enQ,
k=0 sobre 9Q x (0,7T), (19)
k= ko en Q,

mientras que en [35] se analiza la versién estacionaria de este problema. La
técnica de resolucién de estos problemas exige la combinacion adecuada de herra-
mientas y nuevos conceptos del analisis funcional que han sido desarrollados en
los ultimos anos por diversos autores: soluciones renormalizadas ([5, 6, 24]),
estimaciones de Boccardo-Gallouét ([7]), compacidad ([71]), etc.

En los modelos de turbulencia con dos ecuaciones, la ecuacién de Reynolds
se encuentra acoplada a dos ecuaciones de transporte-difusién. El més familiar
y estudiado entre estos modelos es el conocido modelo k-¢, debido a Launder y
Jones ([45, 59]). Mediante un argumento basado en andlisis dimensional, este
modelo expresa la viscosidad turbulenta en funcién de dos magnituides escalares:
la energia cinética turbulenta k, y la tasa de disipacién de la energia cinética
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2 .
turbulenta € = %|Vu’ + vu'T|7, y se pone vy, = c1k?/e. Las ecuaciones para

k y e se deducen de manera exacta a partir de (9). La ecuacién para k estd
escrita en (17). Evidentemente, el problema no quedaréd cerrado, puesto que
estas ecuaciones contienen a su vez términos de cierre. Las ecuaciones para k y
¢ pueden ser modeladas como sigue ([23, 45]):

k2
ki+uVk=R:Vu—ec+V- {<u+c1€> Vk] (20)

2 2
er+uVe = %Cgk (Va+va’) : (Vu + va') - 63% +V- [(V + C4k€) Va]

(21)
Aqui R es el tensor de Reynolds, y c1, co, ¢3, ¢4, son constantes del modelo
que pueden ser obtenidas a partir de consideraciones matematicas o experi-
mentales ([19]). Por sus aplicaciones industriales, el modelo k-¢ ha sido y
es objeto de muchos estudios. El modelado k-¢ dado en (20)-(21) no es el
unico que existe; otras versiones del modelo han sido propuestas con el fin
de adaptarlos mejor a las més diversas situaciones (presencia o no de paredes
sélidas, turbulencia con nimeros de Reynolds pequeios, etc.). Este modelo
tiene también adaptaciones para el caso compresible ([57, 58]). Desde el punto
de vista matemadtico, el sistema u-k-¢ contiene enormes dificultades tedricas y
hasta ahora no existe ningtn resultado de existencia o unicidad de solucién para
este modelo (en [8] se resuelve el sistema para k y ¢, suponiendo que u entra
como dato, y es suficientemente regular). Mohammadi constaté en diversas
simulaciones numéricas ([59]) que el modelo mostraba un comportamiento
inestable, en el sentido de que k se hacia negativo al tiempo que € tomaba
valores arbitrariamente grandes. Para evitar estas inestabilidades, propuso el
cambio de variables 6 = k®c® y ¢ = k7 ([57]) donde los parametros o, 3, vy §
se eligen de manera que ¢ ¢ +uVe < 0. Una posible eleccién es o = 1, § = —1,
v = -3y d = —2lo que dio lugar a un nuevo modelo con dos ecuaciones: el
modelo -p. Las ecuaciones para 6 y ¢ se deducen de las de k y €. Al despreciar
los términos de derivadas superiores, este modelo es de la forma siguiente:

ur+(u-Vu—V-(A41(6,9)Vu)+Vp=f, V-u=0, en(@

0+ uVl—V - (A2(0,0)V0) =1 — 02|Vul?, en
1

o +uVe—V-(A3(0,0)Ve) = —¢ <9Vu|2 + 9—H‘) , en @

u(z,0) =uo(z), 0(x,0)="6b(z), ¢(z,0)=po(z), en
u(z,t) =0, O(z,t)=a, ¢(z,t)=0, sobre 92 x (0, 7).

Se puede encontrar en [34, 36, 37| el andlisis tedrico del modelo 0-¢, con algunos
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resultados de existencia de solucién, tanto para el caso estacionario como para
el de evolucién.
En [31] se estudia el siguiente problema

f, en Q,

{ uVe — V - [(By 4 Baa())Ve] + g(x,¢) (22)
€ , sobre 0f).

Il
o)

donde u € L2(Q)N, f € LY(Q), B1,B2 € L®(Q)N*N y son uniformemente
definidas positivas, g: 2 x R — R es una funcién de Caratheodory, a: (0, +00) +—
R es continua, a(s) > 0, Vs > 0y li%g a(s) = +00, y € > 0 es una constante.
El problema (22) constituye la ecusacién estacionaria de e, supuesto que tanto
u como k entran como datos. Este tipo de problemas surgen, por ejemplo,
en la resoluciéon numérica del modelo completo u-k-c. Notese ahora que a la
dificultad de la poca regularidad de los datos v y f, se anade ademaés la singu-
laridad del coeficiente de difusién a(s) en s = 0; consecuentemente, el término
a(e)Ve es una indeterminacién sobre el conjunto {¢ = 0}, que podria tener
medida estrictamente positiva.

En los tultimos anos, otros modelos de turbulencia han sido estudiados.
Por ejemplo los modelos de transporte del tensor de Reynolds (que proponen
una ecuacion de transporte-difusiéon para cada una de las componentes del
tensor simétrico de Reynolds, resultando un modelo con seis ecuaciones). Los
modelos obtenidos por técnicas de la homogeneizacion periddica estan basados
en los métodos asintéticos, inicialmente introducidos en el estudio de los
materiales compuestos ([3, 42]); la primera idea de aplicarlos en el modelado
de la turbulencia fue de McLaughlin, Papanicolaou y Pironneau ([55, 56])
originando los modelos denominados MPP de turbulencia; estos modelos
suponen esencialmente tres hipétesis de partida: (i) separacién de escalas entre
las grandes y pequetias estructuras, (ii) la turbulencia ya sido generada, lo que
se traduce en condiciones iniciales muy oscilantes, y (iii) desarrollos asintéticos
para el campo de velocidades y la presién. Sin necesidad de anadir ninguna otra
hipétesis fisica, se deduce finalmente un modelo de turbulencia para el campo
medio de velocidades u, la energia cinética turbulenta k, la helicidad h, y las
coordenadas lagrangianas inversas a ([12, 15, 62]). La propiedad mds remarcable
de los modelos MPP es que, al menos tedricamente, son cerrados, en el sentido de
que el tensor de Reynolds (y otros mds que aparecen) puede ser calculado como
funcién de (k,h, VaVaT) ([13, 15]) a través de la resolucién de un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales con condiciones de contorno periédicas ([61]).
Diversas extensiones del modelo MPP han sido estudiadas desde entonces:
para flujos compresibles ([21]), inclusién de capas limites turbulentas ([22]),
derivaciéon de modelos k-e-MPP, incompresibles ([9]) o compresibles ([14]).
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Otros estudios han indicado la conexién entre los modelos k-¢ y MPP ([16]).

En conclusién, no existe una técnica universal que permita tratar los flujos
en régimen turbulento; los modelos de turbulencia conducen a sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales no lineales, acoplados y, a veces, con términos
singulares; los modelos clasicos no han podido ser abordados desde un punto de
vista tedrico, aunque si ha sido posible estudiar algunos modelos que derivan de
éstos.

4 Simulacion numérica en mecanica de fluidos

Sélo se conocen algunas soluciones analiticas de las ecuaciones de Navier-Stokes,
pero en casos muy particulares ([39]); la expresién de estas soluciones suministra
una informacién valiosisima. Desgraciadamente, en general no se dispone de la
expresion analitica de la solucién, con lo que, practicamente sélo nos quedan tres
opciones: (i) realizar mediciones experimentales, (ii) reproducir el experimento
en el laboratorio, y (iii) calcular la solucién de forma aproximada, mediante
algin algoritmo numérico. Cuando es posible, se utilizan las tres opciones
simultdneamente, no renunciando a la informaciéon que cada una de ellas ofrezca.
La simulaciéon numérica ha demostrado ser una herramienta valiosisima en todas
las ciencias experimentales; en lo que se refiere a los fluidos, a veces es la tnica
con la que el ingeniero puede contar, ante la imposibilidad de reproducir el
experimento en el laboratorio con las suficientes garantias de fiabilidad y de no
disponer de los suficientes datos experimentales.

La aproximacién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes exige la
combinacion adecuada de algoritmos sofisticados; éstos incluyen: el método
de los elementos finitos, el método de los volimenes finitos, descomposicién de
dominios, métodos espectrales, transformada rdpida de Fourier, el método de las
diferencias finitas (Euler, Runge-Kutta, pasos fraccionarios, etc.) explicitos o
implicitos, método de las caracteristicas, métodos de optimizacién, minimos
cuadrados, control éptimo, gradiente conjugado y sus variantes, toda clase
de algoritmos eficientes para la resolucién de grandes sistemas de ecuaciones
lineales (métodos directos e iterativos), etc. La lista detallada seria interminable;
téngase en cuenta que cada ano aparecen métodos numéricos nuevos, m&s
robustos y eficientes con aplicaciones diversas. La bibliografia sobre estos
métodos es muy extensa (por ejemplo [33, 38, 65, 77] y las referencias de estas
obras).

Si el flujo es laminar (nimero de Reynolds pequertio), éste puede ser calculado
mediante una simulacién directa, aproximando las ecuaciones de Navier-Stokes.
Por el contrario, como se ha puesto de manifiesto en la seccién anterior, si el
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Figura 1: El dominio € y su frontera referenciada: 992 = I'y UTs UT's U Iy,
[y =T5UTy.

flujo es turbulento, sera necesario aproximar las ecuaciones de un modelo de
turbulencia. La eleccién de un modelo y de un esquema numérico no siempre
es tarea facil, y estd sujeta a discusién. En general, la aproximacién de un
problema de evolucién, como (9), exige una discretizacién en espacio (lo que
lleva a aproximar el dominio §2, por ejemplo mediante una triangulaciéon con
vistas a aplicar un método de elementos o volimenes finitos, lo cual permite a
su vez aproximar el espacio V), y otra en tiempo (seleccionando una particién
del intervalo de integracién [0,T] y aplicando un método de diferencias finitas,
caracterfsticas, paso fraccionario, etc.). La eleccién de la aproximacién en
espacio esta influenciada por la propia geometria del dominio €2 y por las
condiciones de contorno sobre las incégnitas. Por ejemplo, si el dominio es
un cubo y las condiciones de contorno son periddicas, podemos aproximar por
series de Fourier y hacer uso de la transformada rapida de Fourier. Sin embargo,
los casos que se presentan en la practica se corresponden con dominios con
geometrias complejas (exterior de un avién, helicéptero, coche, etc., el océano
y mares con su batimetria, etc.) y, por esta razon, se prefiere el método de los
elementos finitos; este método es capaz, ademds, de incorporar condiciones de
contorno muy generales de modo sencillo.

Como ejemplo ilustrativo, se considera el siguiente modelo bidimensional con

una ecuacion

ur+ (u-Vu+Vp—V- ((v+ (k) (Vu+ Vul)) = f, en Qp
V-u=0, en Qp
kit (- V)k — V- (v + 0 (k) VE) = 289y 1 vl |2 - BLEE o
(23)
donde ([59)) Qr = Q x (0,7), v(k) = cillk|'/?, | = Xc;3/4, x = 041y
c1 = 009, y Q es el dominio representado en la figura 1. Con este ensayo

se pretende analizar el comportamiento de un fluido en una cavidad, partiendo
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de que el fluido entra a través de la frontera I'; y sale por I'; con velocidades
prefijadas; las fronteras 'y y T's son artificiales. Las condiciones de contorno
para u = (u1,u2)’ y k son

ok
o = 0 sobre 1"; Ul
uy = 0 sobre I'1, 0’15 sobre 'y, (y — 1)y +0.15 sobre I's U Ty, us = 0 sobre 09).

k=10"%sobre I'; UT, UTy,

Como condicién inicial, se ha elegido kj;—o = ko = 1072 en todo €, mientras que
ujt—o = Uo, donde ug (figura 2) es la tinica solucién del problema estacionario
de Stokes

=V - (v + v (ko))Vug) + Vpo =0, en Q

V-u=0, en )
= (ug,uz)T sobre 0f.

La resolucién numérica de este problema, ha sido llevada a cabo mediante el
método de las caracteristicas para la discretizacién en tiempo y el método de
los elementos finitos para la discretizacién en espacio. Este tipo de esquemas
es muy usado para el tratamiento numérico del término de transporte en los
problemas que provienen de la mecénica de fluidos ([59, 65]). La idea bdsica del
método de las caracteristicas es hacer que la parte convectiva coincida con la
derivada total; asi

Du

{ua (- V) (28) = D (2,8) = =X, 67), Do

donde X(z,t;7), es la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria:
dX (z,t;7) _ U(X(:E,t;T),T) si X(I,t;T) € Qv
dr 0 si no, (24)
X(@,t;t) =,
ello justifica la siguiente aproximacién

n+1 n+1 _on(yn
wg (2, ") + (u(a, ") - Vu(z, ") = Du(%i ) L v (@) Attb (X" ())

donde At es el paso de tiempo elegido, t" = nAt el n-ésimo nivel de tiempo,
u™,k™ la velocidad aproximada y la energia cinética aproximada respectivamente
en el tiempo t" y X" es la funcién que hace corresponder a cada punto
x el punto Y (z,t"t1;¢"). Segtin la ecuacién diferencial (24), x(x,t" ;")
representa la posicién en el tiempo t"™ de la particula que se encontrard en
el punto x en el instante t"T1. Se propone entonces el siguiente esquema para
la semidiscretizacién en tiempo de (23):
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n+1

1. Conocida k", calcular ™1, p como la tnica solucion del problema

L = (o (k)(Var 4 VT 4 v
=7 o™
V-urtl =0
2. Conocido u™*?, hallar k"' solucién de
(& + 52 et = 9 (0 )T

_ Vt(kn) n+1 n+17T|2 1 1.n n+1 n

Por tanto, en cada iteracion en tiempo, hay que resolver problemas del tipo

/Q(1/—|—1/t(k))(Vu—|—VuT)(VU+VUT)—|—Alt/ﬂuvz/ﬂ<f+A1tu)v (25)

/Q (v + 14 () VAV +/Q (Alt n ”l;(j)) N

:/ Vt(k)\Vu—l—VuTF\Il—/uV]_c\Il
Q 4 Q

(26)

El problema (25) es del tipo de Stokes estacionario ([33]), mientras que el andlisis
tedrico de (26) puede consultarse en [34, 35]. Para resolver estos problemas, se
hace uso del método de los elementos finitos; a tal objeto se introducen los
espacios discretos

Qn = {an € L*(Q) / anj € P1(Q),VQ € T1}
Vi = {on € (C°())? / vhjoa = 0, vnjg € Q2(Q), VQ € Ty,
Jo (V-vp)an =0, Vg, € Qn}

K = {kn € C°(Q) [ knjoa = 0, knjg € Q2(Q), VQ € T3}
donde T}, es una malla de © constituida por rectdngulos (denotados por @,
figura 2), P1(Q) es el espacio vectorial de los polinomios generados por {1, z, y}
definidos en @ y Q2(Q) es el espacio vectorial de los polinomios generados
por {1,z,y, 2% y?, zy, %y, vy?, 2%y?} definidos en Q. Finalmente, los problemas
aproximados se escriben de la siguiente manera:
Hallar up € Vi, kn € K tales que

_ 1
/ (v + v (kn)) (Vun + Vul ) (Vo + Vol ) + A / s
Q Q

= /Q <fh + Altﬂh> Up, YUp, € Vi,
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Se han realizado dos ensayos, correspondientes a niimeros de Reynolds Re = 103
y Re = 108, respectivamente (Re = v~!). Cuando el ntimero de Reynolds es
103, los resultados son comparables con los ensayos realizados por Mohammadi
en [57, 59], ademds se observa en este caso que los efectos viscosos son
importantes. Para Re = 10° los efectos viscosos son dominados por los efectos
inerciales como se observa en las graficas del campo de velocidades (figura 3) y de
las lineas de corriente (figura 4). Obsérvese, asimismo, la generaciéon de pequenas
estructuras cerca de las esquinas de la cavidad. El nimero de Reynolds también
afecta directamente al paso de tiempo que hay que considerar, y al nimero de
iteraciones en tiempo necesarias para llegar a una aproximacion aceptable del
estado estacionario.

Cuanto méas pequeno sea el didmetro de la triangulacién h, mejor se aproxi-
ma el espacio V; evidentemente, existe una cota inferior de los h permitidos,
y esta cota estd impuesta por meras limitaciones informaticas: el ordenador
destinado a ejecutar el algoritmo en cuestién posee una capacidad de memoria y
una velocidad de procesamiento limitados. Si h fuera excesivamente pequeno, el
nimero de incégnitas del problema discreto seria tan elevado que rapidamente
la memoria del ordenador se desbordaria; ademads, también hay que tener en
cuenta la velocidad de calculo: en la mayoria de los casos, se necesitan los
resultados en un plazo de pocas horas, y muchos programas podrian ejecutarse
durantes meses y afios antes de dar el resultado definitivo (piénsese en el cdlculo
para la previsién del tiempo: seria totalmente inaceptable que el pronéstico de
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Figura 3: Campo de velocidades para Re = 103 (izquierda) y Re = 10
(derecha).

Figura 4: Lineas de corrientes (trayectorias) para Re = 10 (izquierda) y
Re = 10° (derecha).

un dfa para otro exigiera dos dias de cdlculo). La revolucién tecnoldgica que
estamos viviendo parece no poner limites a las capacidades de los ordenadores,
tanto de memoria como de velocidad de procesamiento; esto significa que la
cota inferior de h cada vez es mds pequena, lo que viene acompanado de una
sensible mejora de los resultados numéricos. En esta mejoria, no sélo interviene
el algoritmo numérico en cuestion, o el ordenador que lo ejecuta, sino que cada
vez se disponen de mas medios de toda indole suministrando datos mas fiables
(teledeteccién, ldser, radiometria, técnicas acusticas, etc.); toda esta tecnologia
puede proporcionar, entre otras cosas, las condiciones iniciales y de contorno
necesarias para la resolucién numérica del problema considerado.

Hace menos de veinte de afos, el calculo numérico del flujo en torno a
un aviéon completo, con resultados fiables y en un plazo razonable de tiempo,
era una ilusién; hace unos diez, se empezaron a realizar los primeros ensayos
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numéricos, que involucraban del orden de dos o tres millones de incégnitas. Hoy
dia, se pueden manipular triangulaciones con mas de veinticuatro millones de
vértices, que generan sistemas de ecuaciones con més de ciento veinte millones
de incognitas en cada iteracion de tiempo. A pesar de este panorama alentador
en el que la potencia actual de los ordenadores permite acercarnos un poco
mas en el conocimiento de flujos complejos, el estudio completo de los flujos
turbulentos es todavia imposible y constituye un reto en todos los sentidos para
las generaciones futuras.
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En este articulo, presentamos varios resultados recientes relaciona-
dos con las ecuaciones de Stokes y de Navier-Stokes y también con las
ecuaciones que describen el comportamiento de una clase de fluidos
no Newtonianos. Asimismo, indicamos algunas cuestiones abiertas

de interés.

1 Soluciones débiles-renormalizadas

El primer tema que abordamos se refiere al uso del concepto de solucion
renormalizada para la resolucién de algunos problemas en derivadas parciales

no lineales no escalares.

Las soluciones renormalizadas aparecen, por ejemplo, en el andlisis de

ecuaciones elipticas no lineales del tipo
—Au+V - -®(u)=f (1)

(completadas con condiciones de contorno adecuadas), consideradas en un
abierto acotado Q de RY, cuando ® es una funcién para la cual tan sélo se
sabe que es continua y/o f = f(x) es un segundo miembro para el cual tan sélo

sabemos que estd en L'(12).

En el planteamiento de este problema, aparecen enseguida dos dificultades.
En efecto, a menos que u esté acotada, ®(u) no tiene por qué ser localmente
integrable. Puesto que no podemos en principio interpretar ®(u) como una
distribucién, tenemos que preguntarnos qué sentido tiene V- ®(u). En segundo
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lugar, como f sélo estd en L(Q), no es licito usar u como funcién “test”, de
modo que no somos capaces de obtener las estimaciones débiles habituales para
U.

Cualquiera de estas dos razones induce a introducir un nuevo concepto de
solucion, que es el siguiente:

Diremos que u es una solucion renormalizada de (1) si

u € LY(Q), Tu(u) € HY(Q) VM >0,

1
lim f/ |Vul>dz =0
o N Jn<|ul<on

y, para toda funcién h € W1 (R) de soporte compacto, se verifica
la igualdad

{ —V - (h(u)Vu) + I (u)| Vul? 2)

+ V- (h(u)®(u)) — b (u)®(u)Vu = f h(u)

en el sentido de las distribuciones.

Aqui Ty es la funcién truncante definida por Ty (s) = ssis € [-K, K|y
T (s) = Ksign(s) fuera de [-K, K].

Puede comprobarse que ahora, puesto que h es de soporte compacto,
podemos sustituir en (2) u por Ths(u) para M suficientemente grande. Esto
hace que cada sumando de (2) tenga sentido. Por ejemplo, el segundo sumando
puede ser escrito en la forma

B! (Tar (u)) [V T ()|
y pertenece a L(Q).

Obsérvese que lo que se ha hecho para conseguir (2) equivale a multiplicar
la ecuacién de partida por la funcién “test” ¢h(u), donde ¢ € D(Q) y
h € W12 (R) es de soporte compacto.

Las soluciones renormalizadas parecen haber sido introducidas por
R. DiPerna y P.L. Lions en [19], en el contexto de las ecuaciones de Boltzmann.
En relacién con la resolucién de problemas elipticos para ecuaciones como (1),
han sido utilizadas por P.L. Lions y F. Murat, cf. [25]. También se puede
consultar la referencia [6] (aqui aparecen bajo el nombre de soluciones de
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entropia y una apariencia diferente) y los articulos [9] y [10], donde previamente
se habian introducido y analizado conceptos similares.

Para problemas de evolucién, véanse las referencias [7] y [8] y las que se
citan alli. Nuestro interés por las soluciones renormalizadas nacié a raiz de
unas conferencias impartidas por F. Murat en 1992 en la Universidad de Sevilla
que dieron lugar a la redaccién del trabajo [25].

Una cuestién de gran interés (y aparentemente también de gran dificultad),
que carece en la actualidad de respuesta satisfactoria, consiste en generalizar el
concepto de solucién renormalizada al caso de un sistema. Més generalmente, se
desconoce realmente el marco adecuado en el que debe ser resuelto (por ejemplo)
el sistema eliptico

—Au; + V- ®'(u) = [ 1<i<m, (3)
donde las ®* : R™ — R son (s6lo) continuas y las fi € L*(£).

No obstante, seremos capaces de indicar a continuacién de qué modo puede
ser usado el concepto de soluciéon renormalizada en el marco de ciertos sistemas
de ecuaciones en derivadas parciales particulares.

La idea principal consistird en permitir que algunas componentes de la
solucién resuelvan algunas de las ecuaciones en un sentido renormalizado y
que, por el contrario, otras resuelvan la ecuaciones restantes en el sentido
débil habitual. Esta idea parece haber sido utilizada por primera vez por
R. Lewandowski en [23]. También se puede consultar el trabajo [5], de
J. Baranger y A. Mikelié¢.

En [14], se analiza un sistema para un modelo “académico” de tipo reaccidn-
difusion. Este sistema podria ser utilizado para describir la difusién de un
contaminante en un medio que ocupa los puntos de un abierto Q2 ¢ RY (N = 2
6 N = 3), con u = u(z) la concentracién del contaminante y v = v(z) la
temperatura del medio:

—Au—-V-(B0)X'(u)=f en (2,
—Av=V-(f(v)X(u) =g enf, (4)
u=0, v=0 sobre 0.

En (4), X : RY — R es una funcién acotada y de clase O, i.e.

X e (C' )N n(CYmR)N, (5)
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0B es una funcién cuyas derivadas segundas estdn esencialmente acotadas, i.e.

B e WH*(R) (6)

frge H'(Q). (7)

Obsérvese que no hemos impuesto restricciones al crecimiento de X’. De
acuerdo con ello, encontramos para u una de las dos dificultades que hemos
explicado antes: parece l6gico buscar u y v en el espacio H (), ya que f y g
pertenecen a H~1(Q). Pero entonces V - (3(v)X’(u)) puede no tener sentido.
Por este motivo, buscaremos un par {u,v} tal que u es solucién de la primera
ecuacion en sentido renormalizado y v es solucién de la segunda en el sentido

débil habitual.

A continuacién, enunciaremos el resultado de existencia obtenido, que

aprovecharemos para indicar qué es una solucion debil-renormalizada:

Ezistenu y v, conu,v € H} (), tales que la seqgunda ecuacién de (4)
se verifica en sentido distribucional o débil y la primera se verifica
en el sentido siguiente:

=V - (h(w)Vu) + Vu - Vh(u) = V - (B(v)h(u) X' (u))
+B) X" (u) - Vh(u) = fh(u) enD'(Q) (8)
Vh € WH(R) de soporte compacto.

La demostracién estd detallada en [14]. La idea principal consiste en plantear
problemas aproximados adecuados, truncando X con T,. para después pasar
al limite cuando ¢ — 0. Hemos de tener en cuenta que la presencia de la
no linealidad obliga a demostrar convergencia fuerte de las soluciones de los
problemas aproximados. No basta con la convergencia débil. Esto complica la
demostracion.

Los resultados de los que hablaremos a continuacién se refieren a sistemas
con origen en Mecéanica de Fluidos, relacionados con las ecuaciones de Navier-
Stokes, que fueron el objeto de estudio de la Tesis Doctoral [13]. Presentaremos
versiones simplificadas del problema tanto en el caso estacionario como en el

caso de evolucién:
—vAu—V - (k®'(Vu)) + (u-V)u+Vp=f,
V-u=0, (9)
~V - (u(k)Vk + B(k)) + u- Vk = v|Vul]? + k®'(Vu) : Vu,
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Ou — vAu — V- (k@' (Vu)) + (u-V)u+Vp=f,
V-u=0, (10)
Ok — V- (u(k)Vk + B(k)) + u- Vk = v|Vu|? + k& (Vu) : Vu.

En estos sistemas, los datos del problema son las funciones D — ®(D),
k +— (k) y k — B(k), el abierto Q C RY, la constante v > 0 y la funcién
f. La incégnita es la terna {u,p, k}. En el caso de (9), se busca una solucidn
débil-renormalizada definida para x €  que cumpla condiciones de contorno
apropiadas. Por el contrario, en el caso de (10), fijado un tiempo final T > 0,
buscaremos una solucién definida para (z,t) € £ x (0,T") que habra de verificar
adecuadas condiciones de contorno y condiciones iniciales para t = 0.

En pocas palabras, esto significard que pediremos a las dos primeras
ecuaciones de (9) 6 (10) que se cumplan en el sentido habitual y que pediremos
ademds que la tercera ecuacién sea satisfecha en un sentido similar a (8).

Las dificultades que presentan estos sistemas son de indole diversa. En
primer lugar, las dificultades habituales en un sistema de Navier-Stokes, es
decir, la presencia del término de transporte (u - V)u (que es no lineal) y la
condicién de incompresibilidad V - v = 0. En segundo lugar, las funciones p y
B carecen de hipdtesis de crecimiento y, para el término de produccion

v|Vul? + k®'(Vu) : Vu,

s6lo cabe esperar la pertenencia a L'(€ x (0,T)). Son las dos razones que nos
hacen recurrir al concepto de renormalizacién. Pero hay otra dificultad adicional
y es el paso al limite en el tensor —V - (k®'(Vu)) en los problemas aproximados.
Por ello, se hace también necesario imponer hipdtesis que permitan utilizar
argumentos de monotonia.

Con objeto de comprender mejor estos problemas, veamos de qué manera
surgen y cémo conducen a estas ecuaciones.

Una de las posibles motivaciones tiene su origen en el modelado de la
Turbulencia. Sean U = U(x,t) y P = P(x,t) respectivamente el campo
de velocidades y la presién de un fluido viscoso incompresible en régimen
turbulento. Entonces el par {U, P} debe satisfacer las ecuaciones de Navier-
Stokes

U —vAU+ (U-V)U+VP=F, V.U =0. (11)

Debido a las grandes fluctuaciones que puede sufrir el campo de velocidades,
se debe renunciar a su calculo directo. Se necesita “promediar” en algtn sentido.
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Denotaremos u y p las correspondientes variables promediadas y pondremos
w=U, p= P. Entonces

U=u+, P=p+7y, (12)

donde u' y p’ son las correspondientes perturbaciones debidas al cardcter
turbulento del flujo.

Es usual reemplazar la bisqueda de una solucién {U, P} de (11) por la
busqueda de w y p. Por tanto, interesa averiguar cuales son las ecuaciones
satisfechas por estas variables. Cuando se “promedia” en tiempo, i.e. cuando u
y p estan dadas por las igualdades

T T
u(z) = %/0 U(z,t)dt, p(z)= %/0 P(z,t)dt,

tras algunos célculos, se llega a que
—V-(wDu+R)+ (u-V)u+Vp=f, V-u=0. (13)

Cuando se “promedia” en algin otro sentido, usando alguna otra técnica que
permita escribir igualdades como (12), las ecuaciones encontradas son

Ou—V - -wWDu+R)+ (u-V)u+Vp=f, V-u=0. (14)

Aqui, f es el promedio de los esfuerzos exteriores que actian sobre las particulas
del fluido, i.e. f = F y R es el llamado tensor de Reynolds, que se obtiene a
partir del término no lineal (u - V)u como sigue:

R= {Rij}, con Rij = —’UJ;U/

L
Como en (13) y (14) aparecen las incégnitas )} , es necesario hacer hipdtesis

de modelado adicionales que relacionen R con u y permitan cerrar el sistema.

En el caso de los modelos con una ecuacion, es habitual imponer la siguiente
hipétesis de tipo Boussinesg, cf. [22]:

R=vy Du, donde v = G(k) (una relacién algebraica). (15)

En (15), k es la energia cinética turbulenta, i.e.

1
k= —|u|?.
2

El problema podra quedar cerrado considerando (13) é (14) junto con (15) y
una ecuacion adicional para k.
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Sin embargo, cuando se intenta deducir una ecuacién para k, nuevamente
encontramos términos en los que aparecen las perturbaciones turbulentas u} (y
k'). Més precisamente, en el caso del sistema (13), se llega a la ecuacién

V- (vWk+ (= + F))) +u-Vk=R: Du—5[Du?,  (16)

donde Du = 1(Vu + Vu'). Cuando el sistema satisfecho por u y p es (14),
obtenemos

Ok — V- (VV/C + (=0 + k’)u/)) +u-Vk=R:Du—Z[DW.  (17)

Por tanto, es necesario aproximar algunos de los términos de (16) y de (17).
Esto se consigue introduciendo nuevas hipétesis:

e Naturalmente, se usa de nuevo (15) para aproximar R : Du.

e Para el término de disipacién §|Dw’|?, hoy dia se acepta casi siempre la
misma aproximacién: Una constante positiva por k3/2.

e En cambio, la aproximacién del término m ha sido realizada
por varios autores de diferentes maneras. En la mayoria de los trabajos,
este término es aproximado por un campo de la forma cvrVk, donde
c es una constante positiva que suele determinarse en base a valores
experimentales, véanse por ejemplo [26], [29] y sus referencias. En otros
casos, se aproxima por un vector B(k) o, mds generalmente, por un vector
de la forma cvrVk + B(k), cf. [11].

Por simplicidad, hemos eliminado en (9) y (10) los dltimos sumandos de (13)
y (14), porque no conducen a dificultades de envergadura en su tratamiento.
También, hemos sustituido Du = %(Vu + Vu') por Vu por la misma razoén.

Asf pues, queda claro que sistemas como (9) 6 (10) pueden ser usados para
describir el comportamiento de ciertos fluidos turbulentos. Otra motivacién
para este tipo de problemas puede encontrarse en la Mecdnica de Fluidos no
Newtoniana (cf. por ejemplo [28]). En este caso, el par {u,p} proporciona el
campo de velocidades y la presion reales del fluido y & es la temperatura. Aqui,
se estd admitiendo que el tensor de esfuerzos tangenciales 7 depende de Vu y k
en la forma siguiente:

7 =vVu+ k® (Vu).

En los articulos [15], [16] y [17], aparecen los principales resultados que hemos
obtenido sobre este tema. Mds precisamente, en [15] presentamos la existencia
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de solucién débil-renormalizada de (9) cuando N = 2 y cuando N = 3. Vemos
que, si por ejemplo B = 0, la solucién encontrada es de hecho una solucion débil
(en el sentido habitual). En estas condiciones, podemos probar unicidad cuando
v es suficientemente grande.

En [16], se muestran variantes y generalizaciones de la situacién anterior.
Asi, es posible demostrar existencia de solucién débil-renormalizada para
sistemas que contienen términos mds complicados que k®'(Vu) y u(k)VEk.
También probamos en [16] existencia y unicidad de solucién débil para B no
necesariamente nula, pero sometida a ciertas condiciones de crecimiento, con

/|| zz-1 suficientemente pequena.

El caso de evolucién, en contra de lo que pueda parecer a primera vista, no
es una mera generalizacion del caso anterior. En primer lugar, indicaremos que
solo podemos conseguir existencia de solucién cuando N = 2 ya que, cuando
N = 3, no se sabe acotar uniformemente las aproximaciones 0;u® en el espacio
adecuado. Esto se debe a la presencia del término de transporte (u-V)u (sf seria
posible probar la existencia de solucién en ausencia de este término, i.e. para
sistemas similares a (10) de tipo Stokes).

En segundo lugar, mencionemos que, para pasar al limite, es necesario probar
la convergencia fuerte de las funciones truncadas Ths (k) para cada M > 0. En
el caso estacionario, se puede usar un argumento debido a P. L. Lions y F. Murat
y recogido en [25] que ahora no funciona. Se utiliza pues un argumento diferente,
esencialmente debido a D. Blanchard y H. Redwane que es notablemente més
complicado, cf. [8].

Por dltimo, la condicién inicial no se puede comprobar a través de los
mecanismos habituales. Hace falta recurrir a un resultado de compacidad
especifico, que se debe a J. Simon. Véanse [13], [16] y [17] para algunos
resultados adicionales (entre otros, un resultado de existencia de solucién débil-

renormalizada para turbulencia tridimensional con flujo medio bidimensional).
Permanecen abiertas, entre otras, las siguientes cuestiones:
e La unicidad de solucién débil-renormalizada.

e Las demostraciones que hacemos se basan en todos los casos por
acotaciones que necesitan la hipdtesis

p = po > 0.
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Seria interesante encontrar resultados similares para funciones p positivas

arbitrarias (por ejemplo, u(k) = (k1)%, con o > 0).

e Aplicar estas técnicas a modelos de turbulencia con mas de una ecuacién
como, por ejemplo, el conocido modelo k — €.

e La existencia de solucién débil-renormalizada de (10) cuando N = 3, por
ejemplo, con condiciones de Diricihlet homogéneas para u y condiciones
iniciales para u y k. Posiblemente, en este caso, lo adecuado es re-escribir
el sistema, o mas precisamente la tercera ecuacién, introduciendo la nueva
variable e = L|u[? + k (la energfa cinética total promediada). Pero esta
via debe ser explorada con detalle.

2 El efecto de la rugosidad en un fluido laminar
con condiciones de tipo Fourier

Consideramos a continuacién un fluido cuya velocidad u® y presion p® verifican
una ecuacién de Stokes en el dominio O, periédico en =’ = (x1,x2), limitado
superiormente por una pared R. que soporta asperezas de pequeno tamano € e
inferiormente por una pared plana P. Suponemos que el sistema de referencia
es fijo respecto de R., de manera que esta pared estd en reposo y P se mueve
con velocidad constante g = (g1, g2, 0).

El caso en el que las particulas del fluido se adhieren a las paredes
(condiciones de no deslizamiento) ha sido estudiado en [1] y [2] para fluidos
gobernados por las ecuaciones de Stokes y en [3] para fluidos de Navier-Stokes.
Para la ecuacién de Laplace con condiciones de Fourier y/o condiciones de
Neumann, se dan resultados andlogos en [12], [27] y [30].

En [4], hemos considerado un fluido de Stokes con condiciones de tipo Fourier
sobre las paredes:
oc-n+ku®=0 sobre R.. (18)

Aqui, o, es el tensor de esfuerzos, i.e.
1
oe = —p°Ild. +vDu®, con Duf = §(Vu5 + (Vuf)h). (19)

Por otra parte, k es el coeficiente de friccion (una constante positiva) y n = n(x)
es vector normal unitario en x € 02, dirigido hacia el exterior.

Estas condiciones son vélidas cuando permitimos que el fluido, de algin
modo, pueda penetrar las paredes del dominio. Seria m&s realista imponer
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condiciones de deslizamiento, que son incompatibles con los efectos de porosidad

y toman la forma
u®-n=0, (e - M)tang + ku® =0 sobre R, (20)

donde (0: - n)tang denota la componente tangencial de o - n. Sin embargo, esta
situacién conduce a dificultades que, por el momento, no sabemos resolver.

Debido a la periodicidad de O, realizaremos el andlisis de las ecuaciones en
un dominio acotado €. que, por traslaciones, genera todo O,.

Maés precisamente, pongamos
Q. ={(2,23) € R*:0<a; <, i=12 0<x3< re(2’) },

donde 7.(z') = r(a’)(1 + en(a’,2'/e)) para algunas funciones periédicas y
Lipschitz-continuas r = r(z') y n = n(2’,3’). Pongamos también

R.=00:N{z3=r.(z")}, P=00N{x3=0}.
Entonces la velocidad u® y la presion p® del fluido verifican
—vAuf + Vp® =0, V-uf=0 en .,
o--n+ku®=0 sobre R.,
(21)
oe -n+k(u® —g) =0 sobre P,
{u®,p} periddica en 2/, de perfodo (¢1,¢5),

donde v > 0 es la viscosidad del fluido.

La influencia de la rugosidad viene medida por el arrastre (resistencia al
avance del fluido) asociado a R, que se define como

T5:79~/ Us'ndF:g'/ ku® dT. (22)

Es decir, T: es la proyeccién de la componente normal de los esfuerzos ejercidos
por el fluido sobre R, en la direccién —g.

Después de demostrar la existencia y unicidad de solucién de (21), la cuestién
interesante consiste en averiguar qué ocurre con u®, p* y 1. cuando € — 0.

Cuando se consideran condiciones de Dirichlet sobre R. y P, el efecto de
la rugosidad es despreciable. En otras palabras, la velocidad, la presiéon y el
arrastre asociados a R. convergen a los que corresponden a un fluido que se
mueve en un dominio andlogo sin asperezas.
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En nuestro caso, en presencia de condiciones de Fourier, el campo de
velocidades y la presién correspondientes a un dominio sin asperezas estan
determinados por el sistema

—vAu+ Vp =0, V-u=0 en (),
oc-n+ku=0 sobre R,
(23)
o-n+k(u—g)=0 sobre P,
{u,p} periddica en z’, de perfodo (¢1,¢s).

Aqui, hemos introducido la notacién

Q={(2,z3) eR3>:0<a; <, i=12; 0<uwxz<r(z)}

R=00N{z3=r(2")}.

Sin embargo, en nuestra situacién, u®, p° y 1. convergen, en un sentido
apropiado, respectivamente a u®, p® y Ty. El par {u”, p°} estd determinado por
ser solucién del problema limite o problema homogeneizado

—vAug + Vp® =0, V-u9=0 en,

o n+ K(2')u® =0 sobre R, (24)
24

0% n+k(u—g)=0 sobre P,

{u® p°} periddica en 2/, de perfodo (£1,¢3),

donde 0% = —p°Id. + vDu y Ty es el arrastre asociado:

To=—-g- /RUO ‘nds=g- /RK(:C’)uO(QJ’,r(x’)) dr(z').

En (24), el coeficiente de friccién homogeneizado K es diferente de k. En
realidad, se trata de k multiplicado por un coeficiente amplificador que varia
con 7’ y estd relacionado con la geometria de la rugosidad. Se puede probar
rigurosamente que, en el caso particular en que R. viene dado por un plano con
asperezas, i.e. r(z’) = f3 y n es independiente de z’, Tj es estrictamente mayor
que el arrastre T asociado a la solucién de (23). Este fendmeno (semicontinuidad
inferior de T, respecto de ¢) estd de acuerdo con la experiencia.

Las cuestiones que quedan pendientes en este tema son las siguientes:

e Como ya hemos mencionado, se ha de estudiar el caso en que las
condiciones de contorno son como en (20). En esta situacién, somos
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capaces de hallar la solucién al problema andlogo a (21) e incluso obtener
estimaciones uniformes para las funciones u® y p° en los espacios de
energia habituales. Pero, por el momento, no estd claro del todo hacia
qué funciones convergen.

e En el caso particular de una placa, parece factible obtener expresiones
asintéticas de w®, p° y 1. de tipo Saint-Venant, con errores
exponencialmente pequenos. Pero esto queda atn por hacer con detalle.

3 Flujos de Poiseuille en un dominio cilindrico
para fluidos viscoelasticos de tipo Oldroyd

Existe una multitud de fluidos de gran interés practico que pueden ser modelados
por las ecuaciones de Navier-Stokes. Estos son llamados fluidos Newtonianos
(el agua, el aire). Sin embargo, algunas experiencias demuestran que existen
fluidos de otro tipo que no pueden ser modelados mediante dichas ecuaciones.
Son los llamados fluidos no Newtonianos (las tintas, los detergentes liquidos, los

champus, la sangre, etc.).

La descripciéon matematica del comportamiento dindmico de un fluido se
hace utilizando las siguientes ecuaciones en derivadas parciales, que se obtienen
a partir de las leyes de conservacién de la masa y la cantidad de movimiento:

Oop+V-(pu)=0 (ecuacién de continuidad),
O(pu) +V - (pu@u) =V -0+ pf (ecuacién de movimiento).

Aqui, p es la densidad del fluido, u es el campo de velocidades, o es el tensor
de esfuerzos y f es un dato que determina los esfuerzos exteriores que actian
sobre el fluido. Supondremos en esta seccién que estamos en presencia de un
fluido incompresible y homogéneo. Mas precisamente, supondremos que p = 1
v que se verifica la condicién de incompresibilidad:

V-u=0.

Obviamente, el sistema formado por las ecuaciones anteriores no es suficiente
para describir el comportamiento del movimiento del fluido, puesto que tenemos
mds incégnitas que ecuaciones. Para completar la descripcién (ademéds de afiadir
condiciones iniciales y de contorno apropiadas), necesitamos relacionar el tensor
o con las otras variables, es decir, imponer una ley constitutiva para o. Segun

sea la naturaleza del fluido, asi serd la ley constitutiva que determine o.
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El tensor de esfuerzos o suele descomponerse en la forma
oc=-pld+o*,

donde p es la presion y o* es el tensor de esfuerzos tangenciales. En el caso de
un fluido Newtoniano, se supone que ¢* depende linealmente de las derivadas
parciales espaciales de las u;. Esto es de hecho lo que hemos impuesto en (19).
Mas generalmente, si es posible modelar el fluido con una ley en virtud de la cual
0" puede escribirse “explicitamente” en términos de Vu, se dice que el fluido
es quasi-Newtoniano. Ya hemos visto ejemplos de modelos para fluidos quasi-
Newtonianos, (9) é (10) pueden ser considerados como tales. No obstante, en
otras ocasiones la unica ley aceptable es una nueva ecuacién para ¢* acoplada
con las leyes de conservacién. Esto ocurre, por ejemplo, con los fluidos de tipo
Oldroyd.

El modelo diferencial de tipo Oldroyd sirve para describir el comportamiento
de ciertos fluidos que poseen propiedades en parte caracteristicas de los
materiales elasticos y, en parte, de los fluidos viscosos; por ello, estos fluidos
son llamados wviscoeldsticos. Estos fluidos poseen memoria, lo cual significa
“grosso modo” que los esfuerzos que unas particulas ejercen sobre otras en un
determinado instante ¢ dependen no solo del estado mecanico en ¢, sino también
de lo ocurrido anteriormente.

En el modelo de Oldroyd, la ley constitutiva es
c* =2vDu + T,

donde (de nuevo) v es el coeficiente de viscosidad y 7 es el tensor de esfuerzos
eldsticos, que estd determinado por Du a través de la ecuacién no escalar

T+ (u- V)T + g(Vu,7) + ar = 2bDu,

donde
g(Vu,7)=7-W(u) —W(u) -7 —a(Du-7+7- Du).

(Vu — Vu) es eltensor de

Aqui, a y b son constantes positivas, W(u) = %

vorticidad y o € [—1,1].

La mayor dificultad que presenta el andlisis de las ecuaciones resultantes es
que, salvo en el caso particular en que o = 0, no se conoce hoy dia una “energia”
que permita obtener estimaciones “a priori” de las soluciones en sus espacios
naturales. Asi, en general tan sélo se saben probar resultados de existencia
locales en tiempo, cf. [20] y [21]. Recientemente, P.L. Lions y N. Masmoudi
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han conseguido probar la existencia de solucién global en tiempo cuando o = 0,
cf. [24].

Nos ceniremos aqui a una clase particular de movimiento paralelo donde
no aprece esta dificultad. Concretamente, abordamos el estudio del flujo de
Poiseuille para un fluido viscoelastico de tipo Oldroyd en el cilindro

Q0,R) ={(r,p,2): 0<r <R, 0< <27, z€ R}

Imponiendo simetria axial, se puede llegar mediante una serie de
simplificaciones [20], a que la velocidad del fluido v en la direccién z y ciertas
combinaciones lineales o1 y o9 de las componentes del tensor de esfuerzos
verifican el siguiente sistema en el abierto (0, R) x (0,T):

1 1
atv - N;(Tvr)r = ;(TO—Q)T‘ + fa (25)
0io1 +aocy = boav,, (26)
0i00 +aocy = cv. — 010y (27)

Ahora, v, 01 y o2 son funciones del tiempo t y del radio r de la seccién
del cilindro. La derivada respecto de r se ha denotado con el subindice
correspondiente; u, a, b y ¢ son constantes positivas dadas.

En [20], se han resuelto estas ecuaciones en el abierto
{(rt):0<Ri<r<Ry, 0<t<T},

completadas con condiciones condiciones de contorno de tipo Dirichlet para v
sobre r = Ry y r = Rs y condiciones iniciales para v, o1 y 02. Esto corresponde
al flujo de Poiseuille de un fluido entre dos cilindros concéntricos.

En un reciente trabajo, se ha llevado a cabo una extensiéon de algunos
resultados de [20] al caso en que hay un unico cilindro. Aqui encontramos
dos dificultades. Por un lado, puesto que r puede hacerse cero, no podemos
acotar superiormente 7! (los coeficientes degeneran cuando r — 0). Por otro
lado, no esta claro qué condicién de contorno debemos imponer para r = 0.

Llevando a cabo la formulacién variacional en espacios de Sobolev con peso
adecuado, somos capaces de demostrar existencia y unicidad de solucion débil
global en tiempo de (25)—(27). La ecuacién (25) se verifica en sentido variacional,
mientras que (26) y (27) lo hacen puntualmente c.p.d. Probamos también que,
cuando los datos son mds regulares, la solucién es fuerte, es decir, (25) se verifica
también puntualmente c.p.d. Todos estos resultados aparecen en [18].
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En cuanto a las cuestiones que quedan pendientes en relacién con este tema,

indicaremos las siguientes:

e En primer lugar, se ha de plantear el caso més general posible de un flujo
de Oldroyd con simetria axial, i.e. con una velocidad que depende, ademas,
de la altura del cilindro: v = v(¢; 7, 2).

e En segundo lugar, cabe preguntarse si los argumentos que hemos utilizado
son aplicables a otros fluidos visco-eldsticos (generalizaciones de los
modelos de Oldroyd, Giesekus, Phan Thien-Tanner, etc.).
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1. INTRODUCCION.

;Cudl es el objeto de la Matematica? ;La Matematica es una Ciencia abstracta
o aplicada, o ambas cosas? Si es que se pudiese hablar de Matematica Pura
y Matematica Aplicada, ;Cémo se distingue una de otra? Sin duda, estas son
cuestiones de las llamadas, en términos matematicos, “indecidibles”, que han
animado en no pocas ocasiones las charlas de café de los matematicos y de todos
aquellos que se interesan por las cuestiones cientificas. Serfa suficiente leer con
un minimo de reflexién algin buen tratado de Historia de la Matemadtica (por
ejemplo [24]), para darse cuenta de que, muchas veces, el origen del conocimiento
matematico se encuentra en el intento de explicar fendmenos concretos de la
Naturaleza. En otras numerosas ocasiones, los matematicos han inventado
nuevos problemas, a partir de otros més sencillos que ya habian sido resueltos.
Por ejemplo, hablando sobre el tema de los métodos de Fourier, la curiosidad
cientifica por explicar fendmenos de tipo vibratorio (como el problema de la
cuerda vibrante) o de difusién del calor, fue lo que motivé a D. Bernouilli y a J.
Fourier a crear lo que se llamé posteriormente la teoria de Series de Fourier, que
ha tenido una gran influencia en el desarrollo de muchos temas abstractos, como
la Teoria de Conjuntos, la Teoria de Integracion y Medida, Operadores definidos
en espacios de dimensién infinita, etc. ([9], [19]). Reciprocamente, la creacién
de la teoria abstracta de espacios normados y de Hilbert de dimensién infinita
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y, en general, el desarrollo del Andlisis Funcional y de métodos abstractos y
generales en Analisis, ha permitido ver con mucha maés claridad cuiles son las
verdaderas y tremendas posibilidades de aplicacién de los métodos de Fourier
en problemas concretos, de gran interés en las aplicaciones, pero aparentemente
muy distintos ([7], [20], [35], [41], [46]).

Debe ponerse también de manifiesto que el abanico de aplicaciones de la
Matematica tuvo una tremenda expansion a partir de mediados del siglo XX,
lo que ha llevado consigo la creacién, entre otros hechos, de diversas Sociedades
de Matemaética Aplicada, como la nuestra, donde aquellos mateméticos cuya
motivaciéon principal para el estudio de nuevos problemas son las posibles
aplicaciones de sus resultados, han encontrado el ambiente y apoyo adecuados
para el desarrollo de su labor. El esfuerzo desarrollado por tales entidades, en
el sentido de intentar mostrar de cara a la sociedad en general la utilidad de la
Matematica, esta teniendo un efecto importante en orden a poner de manifiesto
la importancia y caracter imprescindible de la Matematica en el conocimiento
cientifico ([4], [6]). Ahora bien, no cabe ninguna duda de que el verdadero
matematico es basicamente vocacional, y que, aunque el estudio de un problema
concreto motive su interés, una vez que ha comenzado a tratarlo se interesara por
todos aquellos aspectos del mismo que despierten su curiosidad, sin preocuparle
lo mas minimo las posibles aplicaciones.

En este trabajo vamos a hablar de Dindmica de Poblaciones y Teoria de Control
Optimo, dos campos de gran interés en la investigacién matemética actual
([8]). Desde los trabajos pioneros de V. Volterra ([45]) y A.J. Lotka ([34],
en Dindmica de Poblaciones se han planteado numerosos interrogantes que
han exigido la elaboraciéon de modelos mateméaticos adecuados para intentar
darles una explicacién, lo que ha motivado la creacién y desarrollo de técnicas
matemdticas abstractas, de interés general ([39], [40]). También, la Teorfa
de Control ()ptimo, nacida en los anos cincuenta del siglo XX y que estuvo
motivada por el estudio de problemas en Industria e Ingenieria, ha contribuido,
por una parte a mostrar la gran utilidad de la Matematica en procesos de
optimizacién, y por otra al enorme desarrollo de los métodos abstractos del
Analisis Funcional no Lineal y de aproximacién numérica([5], [28], [31]).

De manera mas precisa, en este articulo describimos algunos problemas
concretos que surgen en Dinamica de Poblaciones y que originan el estudio
de un problema de Control Optimo para sistemas de ecuaciones en derivadas
parciales de tipo eliptico no lineales. Nuestro sistema es un modelo para el
estudio de las situaciones de equilibrio de la evolucién en el tiempo de dos
subpoblaciones de una misma especie que conviven en una region dada, formadas
respectivamente por jovenes y adultos. Suponiendo que tenemos la posibilidad
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de cosechar, en alguna proporcién variable, parte de las subpoblaciones dadas y
consecuentemente, influir en el crecimiento de las mismas, se trataria de estudiar
cémo ha de hacerse la citada cosecha para tener un rendimiento maximo como
producto de la venta.

Como veremos, el uso de diversos resultados tedricos, desarrollados para
ecuaciones en derivadas parciales de tipo eliptico (el principio del mdximo-
minimo, el método de soluciones superiores e inferiores, la teoria abstracta de
existencia, unicidad y regularidad de soluciones para el caso lineal, etc.), asi
como el uso de técnicas de Andlisis Funcional lineal y no lineal (teorfa espectral
de operadores compactos y autoadjuntos en espacios de Hilbert, operadores
convexos en espacios de Banach ordenados, teoremas de punto fijo en dimensién
infinita, etc.), hacen posible un estudio adecuado del problema planteado.

En el apartado segundo de este trabajo presentamos detalladamente cudl es el
problema a tratar y describimos el modelo matematico que se ha elaborado para
su estudio. En los dos siguientes llevamos a cabo su anélisis y control 6ptimo.
Las demostraciones detalladas de los resultados novedosos que aqui se exponen
pueden verse en [15].

2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA Y MODELIZACION DEL MISMO.

En esta seccién presentamos el problema a considerar y deducimos un modelo
para su estudio. Obviamente la discusién es informal, y no establecemos
hipotesis precisas cuando, por ejemplo, derivemos o integremos una funcion.
Ello se hara en las dos secciones siguientes.

Supongamos que dos subpoblaciones de una misma especie, por ejemplo
adultos y jovenes, habitan en una region D del espacio y que cada una de
estas subpoblaciones influye, de una forma concreta que determinaremos més
adelante, en el crecimiento de la otra. Representemos por u(z,t) y v(z,t),
respectivamente, las densidades de las poblaciones de adultos y jovenes en el
punto x de D y en el tiempo ¢. Sea 2 un subconjunto arbitrario de D.
Asumamos, por el momento y por hacer la discusién mas simple, que el indice
de crecimiento de la poblacién u en 2, respecto del tiempo t es proporcional al
flujo de u a través de la frontera de €2. Entonces, puesto que la poblacién total
de adultos en €, para el tiempo t, viene dada por la expresién fQ u(z,t) dx (o
una proporcional a ella), se tendria

% /Qu(x,t) dx = /Qaat u(z,t) doe = 7/89 < p(s,t),n(s) > ds (2.1)

donde 0f) es la frontera topoldgica de €2, la integral que aparece en la parte
derecha de la relacién anterior es una integral de superficie y n(s) es el vector
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normal exterior a la superficie 92 en el punto s. Por su parte, la funcién
o representa el flujo de la poblacién u. La expresién anterior es una ley de
conservacion, expresada en forma integral. Es muy conveniente pasar a una
forma diferencial, por ser ésta mas tratable desde el punto de vista matematico.
(132], [43)).

Usando el Teorema de la divergencia, podemos expresar la integral de superficie

anterior como una integral de volumen, mediante la expresién

/ < (s, t),n(s) > ds z/ divg p(x,t) dz
o0 Q

donde div, @(z,t) es la divergencia, respecto de la variable z, del flujo ¢. En
suma, se tiene

Como 2 es arbitrario, si u; expresa la derivada parcial de u respecto de la
variable t, llegamos a la ecuacién

w(x,t) + divg @(z,t) =0, Ve € D, ¥i>0, (2.2)

que es una ley de conservacion dada por una Ecuacion en Derivadas Parciales.
Las leyes de conservacién, tanto en forma integral, como en forma diferencial
juegan un papel fundamental en la explicacion de numerosos fendémenos
naturales (ver ([32], [33], [43] y sobre todo [42]).
Es logico pensar que en la mayoria de la situaciones hay una relacién entre u y
. En el caso mas simple posible, la llamada ley del fisidlogo Fick relaciona, de
manera proporcional, el flujo de poblacién desde las partes con més densidad
a las de menos, con la tasa de variacién de la poblacién respecto de la variable
espacial © (véase [10] para més detalles). Matemdticamente, esto se expresa
como

o(x,t) = —a Vyu(z,t) (2.3)

donde V, u(x,t) es el vector gradiente de u, respecto de z y « es una constante
de proporcionalidad que depende de la situacién particular tratada.
Sustituyendo (2.3) en (2.2), obtendriamos la llamada Ecuacién de la Difusién
(lineal)

ug(x,t) — aAzu(x,t) =0,

donde A, es el operador Laplaciano, respecto de z.

Recordemos que en la deduccién de la ecuacién anterior, habiamos supuesto,
momentaneamente, que el indice de crecimiento de la poblaciéon u, respecto
del tiempo t es proporcional al flujo de u a través de la frontera de . En
nuestro problema, esto es un poco més complicado. Dicho indice depende
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no sélo del flujo de poblacién a través de la frontera de €2, sino también de
otros factores, que pueden deberse a la misma subpoblacién u, a v (puesto que
ambas subpoblaciones se influyen mutuamente en su crecimiento) e incluso a
condiciones ambientales que varian en general con el tiempo ¢ y con la variable
espacial  ([40]). Si estas ideas se incorporan en la relacién (2.1), obtendriamos
al final una ecuacién del tipo

ug(x,t) — aAyu(x,t) = fx,t,u,v).

Un razonamiento andlogo permite concluir que la funcién v verifica una ecuacion
de la forma
ve(x,t) — BAzv(x,t) = g(z,t,u,v).

A modo de resumen, en la deduccién de las ecuaciones anteriores, hemos aplicado
dos tipos de leyes fundamentales: una ley de conservacion, aplicada al indice de
crecimiento de la poblacién y la ley de Fick, que relaciona, de manera lineal,
el flujo de la poblacién con el indice de variacién de la misma respecto de la
variable espacial.

Las funciones f y g pueden ser de forma muy diversa, puesto que ello depende
de los factores que se tengan en cuenta. Obviamente, si se tienen en cuenta
mas factores el modelo serd més realista, pero puede ocurrir que dicho modelo
sea intratable desde el punto de vista matemaético. Esto es un problema que se
plantea siempre en el tema de la modelizaciéon matematica ([17], [22], [29], [30],
[39], [40]). En nuestro caso y concentrdndonos en la poblacion u, suponemos
ademds de lo ya dicho, que sobre el crecimiento de la misma influye:

1. De manera positiva y propocional, la poblacién v (recordemos que u y v
representan, respectivamente, las subpoblaciones de adultos y jévenes, de
una unica especie) puesto que lo usual es que los jévenes se transformen
en adultos.

2. De manera negativa, la competicién, entre los individuos de la misma
subpoblacién u por el alimento.

3. De manera negativa la competicion por el alimento derivada de la
interaccion entre las subpoblaciones u y v.

Si suponemos, ademds, que se cosecha parte de la subpoblaciéon u, con objeto
de mejorar quizas la calidad de la misma, y obtener mas beneficio en la venta
posterior, llegamos a una ecuacién de la forma

ug(x, t)—alu(z, t) = a(z, t)v(z, t)—c(x, t)u(z, t)—e(x, t)u(z, t) (u(z, t)+o(x, t))
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donde los coeficientes, a,c y e reflejan, respectivamente la tasa de individuos
jovenes que llegan a ser adultos, la proporcién de cosecha de u y la competicion
por el alimento, tanto de los individuos de la supoblacién u consigo mismos,
como del resultado de la interaccién con los individuos de la subpoblacién v.
Realizando consideraciones andlogas sobre v, llegarfamos a un sistema de
ecuaciones de la forma
u(z,t) — alyu(z,t) = a(z, t)v(z, t) — c(z, t)u(z, t) — e(z, t)u(x, t)(u(z, t) + v(z,t)),
ve(z,t) — BAv(z,t) = b(z, t)u(z,t) — d(z, t)v(z, t) — f(z, t)v(z, t)(u(z,t) + v(z,1)).
que es un sistema de Ecuaciones en Derivadas Parciales no lineales del tipo
reaccién-difusion ([32], [33], [43)]).
Un caso de particular interés es aquél en el que los coeficientes que aparecen
en el sistema anterior no dependen del tiempo t. Entonces, las soluciones de
equilibrio son de especial importancia. En primer lugar, porque en Dindmica
de Poblaciones esto se puede interpretar como que los individuos de las
dos subpoblaciones llegan a convivir en una cierta armonia y su numero se
mantiene invariante respecto del tiempo. En segundo lugar, suele ocurrir que
las soluciones del problema de evolucién tienden, cuando el tiempo diverge
positivamente, a alguna solucién de equilibrio ([43]). En nuestro caso, el
problema estacionario correspondiente es
—alu(z) = a(z)v(r) — c(@)u(z) — e(r)u(z)(u(z) + v(z)),
—BAv(x) = b(z)u(x) — d(z)v(z) — f(z)v(z)(u(z) + v(z)).

Al ser el sistema anterior un sistema de tipo eliptico, parece l6gico considerar
un problema de contorno asociado. Podemos suponer, por ejemplo, que en
la frontera de un determinado dominio €2, no hay individuos ni de w ni de v.
Llegamos asf al problema

—aAu(z) = a(x)v(z) — c(z)u(z) — e(x)u(z)(u(z) + v(z)), z € Q,

—BAv(x) = b(z)u(z) — d(z)v(z) — f(z)v(z)(u(z) +v(z)), z € Q, (2.4)

u(z) =v(z) =0, x € ON.

Como ya hemos mencionado, los coeficientes ¢ y d hacen el papel de control.
Bajo condiciones que seran establecidas de manera precisa en la proxima seccion,
veremos que, para cada par de funciones (¢, d), en un cierto espacio de controles,
el sistema anterior tiene un tnico estado de coexistencia (uc,q, vc,q) (una solucién
con ambas componentes no negativas y no triviales). Si vendemos el producto
obtenido, tendremos un beneficio J(c,d), que vendrda dado por un funcional
que dependerd, en general, de ¢,d,ucq ¥ veq. Una expresiéon que ha sido
utilizada por diversos autores, en problemas similares de control y que expresa
la diferencia entre el beneficio obtenido y el coste del control es

J(e,d) = /Q [uea(z)e(z) — A (z) + pvea(z)d(z) — d*(z)] dx (2.5)
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donde A\ y p son constantes positivas ([3], [14], [26], [27]). En definitiva,
obtenemos el problema de control éptimo

—aBu(z) = a(@)o(z) — c(@)u(z) — e(z)ulz) (u(z) + o(z)), 7 €0, (c,d) € A
—BAv(z) = b(z)u(x) — d(z)v(z) — f(x)v(z)(u(z) +v(z)), = € Q, (¢d) € A,
u(z) =v(z) =0, x € 09,

J(g,h) = max J(c,d),

(c,d)eA

J(c,d) = [, [Mica(z)c(x) — () + pve,a(x)d(x) — d*(z)] dx
(2.6)
donde A es el espacio de controles.
Este problema de control (ver [25] para el correspondiente problema de
evolucién) serd estudiado en las dos secciones que siguen, bajo restricciones
adecuadas sobre €2, los coeficientes a,b,c,d,e y f, y el conjunto A.

3. ANALISIS DEL MODELO.

Por simplicidad en los razonamientos y exposicién, trataremos con un caso
particular de (2.4) donde a = 3 = 1 y las funciones e y f son constantes:
—Au(w) = a(@)v(x) — c@)u(@) — eu()(u(x) + v(@)), T € L,
—Av(z) = b(z)u(z) — d(z)v(x) — fo(z)(u(z) +v(z)), = € Q, (3.1)
u(z) =v(z) =0, z € 09,
En esta secciéon nos ocupamos del problema de la existencia y posible unicidad de
estados de coexistencia de (3.1). Para ello, en adelante suponemos el siguiente
conjunto de hipotesis

Q es un dominio acotado y regular de R",

HI b e de 12(Q), e f € R,

donde LE(Q) = {g € L=(Q2) : g > 0}.
Una solucién (débil) de (3.1) es cualquier par de funciones (u,v) € HE(Q) N
L°(Q2) (HL(Q) es el espacio de Sobolev usual), que verifican

/ Vu(z)Ve(z) de = / [a(z)v(z) — c(z)u(z) — eu(z)(u(x) + v(z))]p(z) dx,
Q Q

/ Vo(a)Velz) dr = / b@)uz) — d()o(@) — fo(@)(u(z) +o(@)e() de,
Q Q

para cualquier » € Hg (). Es conocido que cualquier solucién débil (u,v) de
(3.1) pertenece al espacio de Hélder C1%(Q) x C1:2(Q) para todo a € (0,1)
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([18]). Un estado de coexistencia de (3.1) es una solucién del mismo tal que
ambas componentes son no negativas y no triviales.

El Teorema que sigue (probado detalladamente en [15]), proporciona bajo
hipétesis amplias y razonables, desde el punto de vista de la interpretacion
biolégica de (3.1), la existencia y unicidad de estados de coexistencia de (3.1).
Respecto de la notacién utilizada, para cada funcién ¢ € L (), p1(q) es el
valor propio principal del problema de valores propios

—Au+qu=pu, en §,
u =0, en 0.

También, q y g denotan, respectivamente, el infimo esencial y supremo esencial
de g en Q.

TEOREMA 3.1. Sean §; > 0, i = 1,2, niimeros positivos dados. Supongamos
[H1] y

[H2]  ab>pi(61)pi(d2), a<a(l+T), b<b(1+T71),

donde I' = g.
be

Entonces, para cada (c,d) € Cs, x Cs, (Cs5, x Cs, = {(p,q) € L>®°(Q) x L®(Q) :
0<p<d, 0<q<d}), existe un tinico estado de coexistencia (u,v) de (3.1).

) a b
Ademads, (u,v) € [0, E]LOC(Q) x [0, ?]LOO(Q),

NoTa.Observemos que las hipétesis que establecemos son por una parte que la
cantidad a b sea mas grande que una constante positiva que depende de §1, do y
Q; por otra, ambas constantes, @ y b, deben ser, respectivamente, mas pequefias
que otras dos constantes positivas que dependen de a,b,ey f.

Principales ideas de la demostracién.
La existencia de estados de coexistencia estd basada en el método de soluciones
superiores e inferiores para sistemas de ecuaciones de tipo eliptico. De hecho,
si ¢1(0) es la funcién propia positiva asociada a p1(0) tal que [[p1][z= @) = 1,
las funciones

ue = v71(0), ' ==, v, =7901(0), V' =

b

o lle

~ |l

constituyen un sistema de soluciones superiores-inferiores para (3.1), donde

,01(52) <rv < 4

b p1(01)
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y T es un numero real positivo suficientemente pequeno. En efecto, es sencillo
comprobar que dichas funciones satisfacen

—Au* > a(z)v(z) — c(z)u* — eu* (u* +v) (3.2)
para cada v € [vy, v*],
—Au, < a(z)v(z) — e(z)u, — eus (us + v) (3.3)
para cada v € [v,, v*],
—Av* > b(z)u — d(z)v* — fo*(u+v") (3.4)
para cada u € [u,, u*], and
—Av, < b(x)u — d(x)ve — fo.(u+vy) (3.5)

para cada u € [, u*].
Las relaciones (3.2)-(3.5) y el Teorema 2.3 de [12] permiten concluir, mediante
la aplicacién del Teorema del punto fijo de Schauder, que (3.1) tiene al menos
un estado de coexistencia (u,v) que pertenece al producto de intervalos (en
L () x L™(82)) [us, u*] X [vs, v*] (véase también [23] para el caso de soluciones
clésicas).
La demostracién de la unicidad de estados de coexistencia de (3.1) es bastante
mas delicada y curiosa. Béasicamente consiste en establecer una equivalencia,
via el estudio de cada ecuacién de (3.1) por separado, entre el conjunto de
los estados de coexistencia de (3.1) y los puntos fijos de un operador que, en
un adecuado subconjunto de un espacio de Banach ordenado, es estrictamente
convexo. Vamos a tratar de exponerlo de manera relativamente sencilla.
En primer lugar, para cada v € C'(Q) (funciones continuas en Q), con 0 < v < %,
el problema (escalar) de contorno

—Au = a(z)v — c(z)u — eu(u +v), en £,

u =0, en JN. (3.6)

tiene una tnica solucién débil no negativa P(v), que por teoria de regularidad
pertenece al espacio C1?(Q), V a € (0,1). De hecho, puede comprobarse
facilmente que las funciones u, = 0, u* = % son, respectivamente, una
solucién inferior y una solucién superior para (3.6). Entonces, podemos aplicar
el Teorema 1 de [13] (ver también [1] para el caso clasico), para concluir la
existencia de funciones w, < w* que son, respectivamente, solucién maximal y
solucién minimal de (3.6) en el intervalo [u., u*]. Ahora bien, una comprobacién

elemental prueba que

—A(w* —wy) + ev(w* —w,) <0.
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Por tanto, el principio del méaximo implica w* < w, y consecuentemente
w* = w,. Es conocido ([1]) que esto implica la unicidad de soluciones de (3.6) en
el intervalo [uy, u*]. Pero observemos que en lugar de u*, podemos tomar como
solucién superior de (3.6) cualquier constante positiva suficientemente grande.
Ademsds, por teoria de regularidad, cualquier solucién débil de (3.6) que sea no
negativa debe estar acotada. Estos razonamientos permiten concluir, dada la
funcién continua v en el intervalo [0, %], la unicidad de soluciones no negativas
de (3.6). Recordemos que notamos por P(v) a dicha solucién.

Diferentes aplicaciones del principio del maximo implican, ademads, que v =
0 Plv)=0yquesiv#0yte(0,1), entonces P(tv) —tP(v) > 0 en . La
demostracion de esta tltima desigualdad se basa en el hecho de que la funcién
tP(v) es una subsolucién estricta de (3.6) para la funcién tv (en lugar de v).
Finalmente, puede probarse que P es un operador mondtono; es decir, vo > v
implica P(ve) > P(v1).

Resultados andlogos pueden obtenerse para la segunda ecuacién del sistema
(3.1). Tenemos asi definido un operador @Q(u), con propiedades andlogas al
operador P(v). Aqui, Q(u) representa, para cada funcién u € C(Q) tal que
0<u< Z, la tnica solucién débil no negativa del problema

—Av =b(x)u —d(z)v — fo(u+v), en £,
v=0, en 0f.

Ahora puede probarse la unicidad de estados de coexistencia de (3.1) en el
b

intervalo [0, %] x [0, ?] Para ello, observemos que si (u,v) es un estado de

b

coexistencia de (3.1) tal que 0 < u < =, 0 < v < =, entonces u = P(v)

y v = Q(u). Por tanto (QP)(v) = v. Reciprocamente, si v € C(Q) \ {0},

SIS

~

b
satisface 0 < v < =,y (QP)(v) = v, entonces el par (P(v),v) es un estado de

f
coexistencia para (3.1). Finalmente, si v; € C(Q)\ {0}, 0 < v; < % son tales
que (QP)(v;) = v;, © = 1,2, se sigue, del principio del méximo fuerte que existe
un numero positivo s tal que v1 > svy en ). Ademads, si s es cualquier nimero
positivo tal que v; > svg en €, debe existir € > 0 satisfaciendo v > (s + €)vo
en  (Lemma 5.3 de [2]). Si ahora definimos so = sup {s > 0: v; > svg en 2}
y fuese sg < 1, se tendria

v1 = (QP)(v1) > (QP)(sov2) > Q(s0P(v2)) > so(QP)(v2) = sovz, en Q,

que contradice la definicién de sg. Por tanto, s > 1 y v; > vs en Q. Es claro
que analogamente puede probarse que v; < vs.
La ultima parte de la demostracion de la unicidad de estados de coexistencia



A. CANADA Sistemas Elipticos en Dindmica de Poblaciones 111

para (3.1), consiste en probar que, curiosamente, cualquier estado de

. . . a
coexistencia (u,v) de 3.1) verifica 0 < v < =, 0 < v < =. Para ello se usan
e

f

ideas similares a las ya comentadas (véase [15]).

4. CONTROL DEL MODELO.

En la seccién anterior hemos realizado un andlisis del modelo que, al menos
desde el punto de vista tedrico, puede considerarse satisfactorio. Ahora bien,
como ya hemos dicho, y debido a la interpretacién bioldgica de (3.1), nuestro
interés es que los coeficientes ¢ y d hagan el papel de control con el objetivo de
conseguir un beneficio maximo. Esto es lo que llevamos a cabo en esta seccion.
Dadas las constantes positivas d; y d2, nuestro espacio de controles admisibles

va a Ser
A=Cs, xCs, = {(c;d) € L®(Q) x L®(Q) :0<¢<3,,0<d< b}

Bajo las hipétesis [H1] y [H2], en la seccién anterior hemos probado que cada par
de funciones (¢,d) € A, el sistema (3.1) tiene un unico estado de coexistencia
(te,d, Ve,a). Nuestro objetivo ahora es maximizar, en el espacio de controles A
definido anteriormente, el funcional

J(e,d) = /Q [Nuc,g(z)e(z) — () + pvea(z)d(z) — d*(z)] da

donde A y p son constantes positivas dadas. Posteriormente, trataremos de
caracterizar los controles 6ptimos en términos de un sistema de optimalidad.
En toda esta seccién asumimos las hipétesis [H1] y [H2].

La existencia de max J puede probarse sin ninguna dificultad. En efecto,
puesto que tanto los controles admisibles como las soluciones de (3.1) estdn
uniformemente acotados, independientemente de (¢,d) € A, si {(gn,hn)} es
cualquier sucesién maximizante, es decir, verificando

lim J(gn,hn) = sup J(g,h)
n—oo (g,h)6051X052
y (tn,vy) es el unico estado de coexistencia de (3.1) para (¢,d) = (gn, hn),

entonces existe alguna subsucesién, denotada por simplicidad también como
(gn, hn), tal que

(gnshn) — (g%, h*), débilmente en L2(2) x L2(),
(tn,vn) — (u,v), fuertemente en HE(Q) x HE ().

Puede probarse entonces facilmente que (u, v) es el inico estado de coexistencia
de (3.1) asociado con (g*,h*). Por tltimo, usando el hecho de que la norma
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en L?(Q2) es inferiormente semicontinua con respecto a la convergencia débil en
L?(€), y la definicién de J, tenemos

J(g*,h*) > lim J(gn, hy) = sup J(g,h).
n—0o0 (g9,h)€C5, XCs,

Esto es, (¢*, h*) maximiza J en Cs, x Cs,.

En orden a obtener un sistema de optimalidad que caracterice los controles
optimos y permita obtener propiedades adicionales de los mismos, asi como
su posible aproximacién numérica, es necesario estudiar previamente las
propiedades de diferenciabilidad de las soluciones de (3.1) con respecto a los
controles. FEsto exige para un control dado (¢,d) € Cs, x Cs, v (g,h) €
L>(Q) x L>(Q) tal que (¢,d) + B(g, h) € Cs, x Cs, para > 0 suficientemente
pequeno, un estudio preciso de los cocientes

_uﬁ—u _’Ug—v

gﬁ_ ﬂ , Mg ,6 5

donde (u,v) es el tnico estado de coexistencia de (3.1) para (¢,d) y (ug,vg) el

unico estado de coexistencia de (3.1) para (¢ + 8g,d + Sh). Como es usual en
los problemas de control 6ptimo, la propiedad clave que hay que demostrar
es que las funciones £g,7mg estdn acotadas, independientemente de 3. Esto
puede llevarse a cabo usando un resultado sumamente interesante de Sweers
([44], Teorema 1.1) sobre unicidad de soluciones de ciertos sistemas elipticos.
Concretamente, puede probarse que (£3,73) — (€,1) en H}(Q) x H (), cuando
B — 0%, donde (£, 7) es la tnica solucién del sistema lineal

—Af+ [c+e(2u+v))€ — (a — eu)n = —gu, en €,
—An+[d+ f(u+2v)]n— (b— fv)€ = —hv, en Q,
&E=n=0, en 09.

Con la ayuda de este resultado, usando algunas propiedades de los operadores
lineales y compactos en espacios de Banach, y razonamientos usuales en teoria
de control (véase [15] para los detalles), puede probarse que si se verifican las
hipétesis [H1] y [H2] y las constantes A y p son suficientemente pequenas,
entonces cualquier control éptimo (¢,d) € Cs, x Cs, puede expresarse en la

forma

A %
c=gu(l =77, d=Ju(l-s)",
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donde (u,v,r, s) satisface el sistema de optimalidad
Ao + 2
—Au:v(a—eu)—gu (1—=7r)" —eu”,
—Av =u(b— fv) — %uQ(l —8)T — fo?,
A +
(b— fv)s= gu(l —r)T,

—Ar + Bu(l —r)T +e(u+ v)} r—

(a —eu)r = gv(l -5t

= > >|=

—As+ [%v(l -5t + flu+ 21})} s —

u>0,v>0en Qu=v=r=s5=0, en I

El sistema de optimalidad anterior puede usarse para deducir algunas
propiedades cualitativas y cuantitativas de los controles éptimos. Por ejemplo,
tales controles 6ptimos deben pertenecer al espacio C(Q2) x C(2). Ademaés,
usando ideas similares a las de [3] y [14], puede probarse que el control éptimo
es unico si las constantes A\ y p son suficientemente pequenas. Aqui, la idea
bésica es demostrar que el operador

T:Cs5 xCs, — Cs, x Cs,

definido como

T(c,d) = <;\u(1 —7), gvu - s)> :

donde (u, v) es el tinico estado de coexistencia de (3.1) y (r, s) es la tinica solucién
del sistema adjunto

—Ar +[c+e(2u+v)r — %(b — fv)s=c¢, en Q,

—As+[d+ f(u+ 2v)]s — é(a —eu)r =d, en Q,
I
r=s=0, en 01,

es contrictil. Ademads, en este caso es posible definir, a partir del método de
soluciones superiores e inferiores para sistemas de ecuaciones, una sucesién de
funciones que aproximan a tal control éptimo ([14]), aunque de manera muy
tedrica. De hecho, el tratamiento numérico de los problemas de control como el
que aqui hemos tratado estd atin por hacer (véanse, para problemas con algunas
similitudes, [36], [37] ¥ [38])-
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5. NOTAS FINALES.

El uso de métodos de Control Optimo en Dindmica de Poblaciones origina
muchas cuestiones en la investigacién actual. Por ejemplo, si nos centramos en
el tipo de problemas que aqui hemos presentado, seria interesante el estudio de
modelos como (2.6) con hipGtesis més generales que las que hemos considerado.
Por concretar més, podriamos considerar espacios de controles mas amplios
como L$°(2) x L(2) o L>®(Q) x L>*(Q), donde el espacio de controles
admisibles no es necesariamente acotado. También parece 16gico admitir que las
funciones a y b no tengan necesariamente signo positivo en el dominio €2, puesto
que, por ejemplo refiriéndonos a la funcién a, en algunas partes de {2 puede
ser beneficioso para los adultos la presencia de jévenes (ya que suponemos que
estos se transforman en adultos), pero en otras puede ser perjudicial (debido,
por ejemplo, a la competicién por el alimento). En estas generalizaciones, el
primer problema serio que se plantea es el de las posibles cotas a priori de los
estados de coexistencia para el sistema considerado.

Quizés una reflexién vendria bien aqui: si el problema que estudiamos modela
alguna situacion concreta de otras Ciencias, como Biologia, Economia, Fisica,
etc., es facil proponer nuevos problemas de investigacién. Basta repasar
cuidadosamente las hipdtesis y circunstancias bajo las que ha sido posible
deducir el modelo, para tener nuevas cuestiones. No se trata de generalizar
por generalizar, sino de considerar hipdtesis mas generales que son de interés
teniendo en cuenta la interpretacién del modelo.

La ley de Fick (2.3), que hemos usado en la deduccién de nuestro modelo,
asegura que el flujo de poblacién es directamente proporcional, de manera
negativa, al gradiente de la poblacién respecto de la variable espacial. Esta
ley se cumple en muchas situaciones; sin embargo, en otras es necesario
suponer hipétesis mas complicadas sobre el flujo, y su relacién con el gradiente
de poblacién. Por ejemplo, puede ser ¢(x,t) = —D(z)V,u(z,t) o incluso
podemos considerar casos donde la difusién no sea necesariamente lineal como

o(z,t) = —|Veu(z, t)[P~2Vu(z, t), con p > 1 ([11], [16], [21], [40]).

La modelizacién matematica y simulacion numérica estan teniendo una
importancia creciente en Biologia y por supuesto en otras muchas disciplinas. Es
indiscutible en el ambiente cientifico la importancia de la Matematica en orden a
la interpretacién de datos y a la explicacion de numerosos fenémenos naturales.
Ahora bien, actualmente tambien existe una cierta tendencia a no considerar
de interés la llamada Matematica Pura. ;Qué podria yo haber contado en este
trabajo sin el método abstracto y general de soluciones superiores e inferiores, sin
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la teoria de existencia y unicidad de ecuaciones lineales elipticas en espacios de
Sobolev, sin el Anélisis Convexo? ;Cudl seria la utilidad de la Matematica actual
sin todas las técnicas y teorias abstractas desarrolladas por los matematicos a lo
largo de los siglos para dar explicacion simplemente a cuestiones teéricas? ;Qué
seria de las técnicas de aproximacién y simulacién numérica sin el soporte tedrico
adecuado? ;Cuadl seria el papel actual de la Matematica en las aplicaciones sin
la teoria abstracta de los espacios de dimensién infinita, el calculo diferencial
e integral para funciones abstractas, los métodos generales del Célculo de
Variaciones, etc.?” No olvidemos tampoco el papel fundamental y a veces
definitivo jugado por otras Ciencias y por los fenémenos naturales en la creacion
y desarrollo de la Matematica. Como se ve, acabo como comencé. Ya dije que
estas cuestiones eran “indecidibles” (al menos para mi). Pero por favor, no
demos a conocer lo que es la Matemdatica de manera mutilada e incorrecta,
sin referencia a las motivaciones (siempre que ello sea posible) y a sus posibles
aplicaciones. Quizas no convendria hablar de Matemaética Pura o Aplicada, sino

simplemente de Matematica en toda su extension.
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El objetivo de esta comunicacién es exponer algunos de los resultados de
la investigacién que he realizado, gracias a los cuales obtuve el Premio SEMA
al joven investigador en su edicién de 2000. He querido incluir en el titulo el
término Runge-Kutta porque es el elemento unificador de todos mis trabajos,
incluidos los méas recientes.

Mi investigacién se ha desarrollado en el campo de la integracién numérica
de ecuaciones diferenciales, dentro de lo que se ha llamado posteriormente
integracion geométrica. Mas precisamente se ha centrado en el estudio de
métodos simplécticos para la integracién numérica de sistemas Hamiltonianos
de ecuaciones diferenciales ordinarias, sin duda, la familia de integradores
geométricos més estudiada.

A partir de 1993, fecha en que visité el Departamento de Matematica
Aplicada y Fisica Teédrica de la Universidad de Cambridge, inicié una segunda
linea de investigacién, también dentro de la integracién geométrica, orientada
hacia el estudio de métodos numeéricos para integrar los llamados flujos
isoespectrales.

Mas recientemente, y en colaboracién con otros miembros del Departamento
de Matematica Aplicada y Computacién de la Universidad de Valladolid,
he comenzado a interesarme por cuestiones relacionadas con la integracion
temporal de las ecuaciones diferenciales ordinarias que surgen tras la
discretizacién espacial de ecuaciones en derivadas parciales de evolucién.

El indice de los temas que voy a tratar es el siguiente:

1. Integracion simpléctica de sistemas Hamiltonianos
1.1 Caracterizacion de métodos de tipo Runge-Kutta simplécticos

1.2 Condiciones de orden para métodos de tipo Runge-Kutta simplécti-
cos

119
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1.3 Desarrollo de métodos simplécticos de paso variable
1.4 Desarrollo de métodos simplécticos de orden alto

1.2 Propagacién del error en la integracion simpléctica

2. Integracion numérica de flujos isoespectrales
2.1 Desarrollo de métodos isoespectrales

2.2 Propagacién del error en la integracién con métodos isoespectrales

3. Incursiones en la integracién temporal de EDPs de evolucién

3.1 Métodos linealmente implicitos para ecuaciones de conveccion-

reaccién-difusion

3.2 Reduccién de orden para problemas de valores iniciales y en la
frontera

1 Integracion simpléctica de sistemas Hamilto-
nianos

Los sistemas Hamiltonianos estan relacionados con numerosas ramas de
las matemédticas y tienen muchos campos de aplicacién (mecdnica clésica,
estadistica y cuantica, &ptica, astronomia, dindmica molecular, fisica de
plasmas, etc.). Recordemos que si  es un dominio en el espacio orientado R
de los puntos (p,q) = (p1,---,Pd,q1,---,94) y H = H(p,q) es una funcién real,
suficientemente regular definida en €2, el sistema Hamiltoniano de ecuaciones
diferenciales con Hamiltoniano H esta dado por

dt 8(]7,7 dt (c)pl7 !

. (1.1)

El entero d es el numero de grados de libertad y €2 el espacio de las fases. Es
bien conocido que dichos sistemas tienen muchas propiedades que no poseen
otras ecuaciones diferenciales. Todas estas propiedades son consecuencia del
hecho de que el flujo de un sistema Hamiltoniano preserva la estructura
simpléctica del espacio de las fases [4]. Cuando un sistema Hamiltoniano es
integrado numéricamente, el flujo exacto es reemplazado por una aproximacion.
Para la mayor parte de los integradores convencionales esta aproximacion
no es simpléctica y, por tanto, la solucién numérica que generan no posee
las propiedades caracteristicas de la solucién exacta. Los integradores sim-
plécticos son métodos numéricos especialmente disenados para la simulacién
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de sistemas Hamiltonianos y por definicién reemplazan el flujo exacto por
una aproximaciéon simpléctica. Hasta hace no muchos anos los sistemas
Hamiltonian! os eran integrados numéricamente con métodos convencionales,
no especificamente construidos para preservar las ‘propiedades Hamiltonia-
nas’. En los tltimos quince anos han aparecido multitud de publicaciones
relacionadas con la integracién simpléctica y se ha constituido asi un campo
de conocimiento bien definido. Los primeros integradores simplécticos que
aparecieron en la literatura estaban basados en funciones generatrices [28] y
requerian derivadas de orden alto de la funcién Hamiltoniana. Esto les hacia,
por un lado, de dificil programacién para Hamiltonianos generales y, por otro,
de implementacién sumamente cara. En 1988 F. M. Lasagni, J. M. Sanz-Serna
e Y. B. Suris descubrieron (independientemente) que existen métodos Runge-
Kutta simplécticos [38, 44, 50]. Este descubrimiento fue importante pues en este
tipo de métodos no son necesarias nada méas que las derivadas primeras de! 1
Hamiltoniano aunque, como contrapartida, se necesitan varias ! evaluaciones
de estas derivadas en cada paso. Hay que notar que los métodos Runge-
Kutta simplécticos son necesariamente implicitos y, por tanto, costosos [44].
Para obtener métodos simplécticos y explicitos andlogos a los Runge-Kutta es

necesario restringir la atencién a ciertas familias de sistemas Hamiltonianos.

1.1 Caracterizacion de métodos de tipo Runge-Kutta sim-
plécticos

En muchas aplicaciones, la funcién Hamiltoniana tiene la forma

1
H=H(p,q) = ngM“p + V(a), (1.2)

donde M es una matriz constante simétrica e invertible y V' una funcién de
d variables. En Mecénica, q representa las coordenadas Lagrangianas, p los
correspondientes momentos, M es la matriz de masas, T' = (1/2)p? M ~!p es la
energia cinética, V la energia potencial y H la energia total. Cuando la funcién
Hamiltoniana esta dada por (1.2), las ecuaciones del movimiento (1.1) se pueden
escribir como el sistema d-dimensional de segundo orden

d’*q

Y
dt?

— —VV(q), (13)

donde V denota gradiente. Aunque (1.3) se puede reescribir como un sistema
Hamiltoniano de primer orden y ser integrado numéricamente con un método
Runge-Kutta simpléctico, es mas conveniente utilizar métodos especificos para
problemas de segundo orden [35] que ademads, en el contexto de la integracién
simpléctica, pueden aportar la ventaja de ser explicitos. Se eligieron los métodos
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Runge-Kutta-Nystrom [35] para la integracién de (1.3) y en [17] presentamos
una demostracion rigurosa de la necesidad de las condiciones suficientes de
canonicidad para métodos Runge-Kutta-Nystrom formuladas por Suris [51].
Este trabajo [17] se enmarca dentro de una linea de investigacién que se habia
iniciado anos antes en el Departamento de Matematica Aplicada y Computacién
de la Universidad de Valladolid, donde previamente se habian establecido
las condiciones de canonicid! ad para métodos Runge-Kutta y Runge-Kutta
particionados respectivimente [44, 1]. En esta misma linea se puede incluir
también [22], articulo en el que presentamos condiciones necesarias y suficientes
para que una B-serie corresponda a un método simpléctico. Una B-serie es
una serie formal en la que cada término de la serie aparece asociado a un arbol
con raiz. Ejemplos de B-series son el desarrollo del flujo exacto de (1.1) y el
desarrollo de la solucién numérica de (1.1) que se obtiene con un método Runge-
Kutta o con un método Runge-Kutta multiderivada. Cuando las condiciones
de canonicidad de [22] se aplican al caso particular de la B-serie generada por
un método Runge-Kutta se recuperan las ya conocidas condiciones para que
un método Runge-Kutta sea simpléctico [38, 44, 50]. Otra consecuencia de
los resultados probados en [22] es la no existencia de métodos Runge-! Kutta
multiderivada simplécticos [36].

1.2 Condiciones de orden para métodos de tipo Runge-
Kutta simplécticos

Es bien conocido que las condiciones que deben satisfacer los coeficientes de
un método de tipo Runge-Kutta para tener un orden dado se obtienen compa-
rando los desarrollos de Taylor del método numérico y de la solucién exacta.
Estas condiciones se pueden escribir de manera sistematica utilizando teoria de
grafos, mds precisamente, distintos tipos de drboles con rafz (drboles con raiz
para métodos Runge-Kutta, arboles bicolor con raiz para métodos Runge-Kutta
particionados, arboles especiales de Nystrom con raiz para métodos Runge-
Kutta-Nystrom, etc.).

Cuando se consideran métodos de tipo Runge-Kutta simplécticos, los
coeficientes del método deben satisfacer ademas las correspondientes condiciones
de canonicidad. En [46] sus autores probaron que, como consecuencia de estas
ligaduras entre los coeficientes, para métodos Runge-Kutta simplécticos algunas
condiciones de orden son redundantes. Consideraciones similares se probaron
en [1] para métodos Runge-Kutta particionados simplécticos. En [17] probamos
que las condiciones que deben satisfacer los coeficientes de un método Runge-
Kutta-Nystrom para ser simpléctico actian como hipdtesis simplificadoras en
las condiciones de orden, es decir, pueden usarse para reducir el nimero de
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condiciones (no lineales) que hay que imponer a los coeficientes del método para
asegurar un orden dado. Lo que se concluye es que para métodos Runge-Kutta-
Nystrom simplécticos hay que imponer una condicién de orden por cada arbol
es! pecial de Nystrom en lugar de una condicién de orden por cada drbol especial
de Nystrom con raiz [35]. Se presentaron ademds en [17] funciones generatrices
para el nimero de condiciones de orden independientes para métodos Runge-
Kutta-Nystrom generales y simplécticos. En el caso particular de métodos
explicitos estos resultados se mejoraron unos anos mas tarde. Un método Runge-
Kutta particionado (RKP) simpléctico y explicito puede interpretarse como un
ejemplo de método obtenido por composicién [39]. Por tanto, el orden de este
tipo de métodos puede estudiarse mediante las habituales condiciones de orden
[6], o bien, utilizando el formalismo de Lie [39, 47]. Sin embargo, el nimero
de condiciones de orden presentado en [39] para métodos RKP simplécticos
explicitos era menor que el encontrado en [1] para métodos RKP simplécticos
generales. En [10] investigamos las condiciones de orden para métodos RKP
simplécticos explicitos utilizando las clasicas condiciones de orden asociadas a los
arboles bicolor y obtuvimos el mismo nimero de condiciones de orden que en [39]
con el formalismo de Lie. El cardcter ! explicito del método actia reduciendo
aun mas el numero de condiciones de orden independientes que hay que imponer
sobre los coeficientes del método. En el caso de métodos Runge-Kutta-Nystrom
simplécticos explicitos se efectud un andlisis similar y se mejoraron los resultados
presentados por McLachlan en [39] utilizando el formalismo de Lie.

1.3 Desarrollo de métodos simplécticos de paso variable

Tras la publicacién de las condiciones de canonicidad para los métodos de tipo
Runge-Kutta, se comprobé que algunas familias bien conocidas de métodos
Runge-Kutta eran simplécticas. Tal es el caso de los métodos de Gauss [44],
de algunos métodos de Lobatto y de algunos métodos de Radau. También se
desarrollaron algunos métodos simplécticos nuevos (ver [47] y las referencias que
allf se citan), aunque todos ellos fueron implementados tinicamente con paso fijo.

En [20] (ver también [18], [19]) construimos un par encajado de métodos
Runge-Kutta-Nystrom explicitos de érdenes 3 y 4. El método de orden
4 es simpléctico, no se deriva de ningin método Runge-Kutta particionado
previamente conocido y se construyd para que minimizase los coeficientes del
término dominante del desarrollo del error local, siguiendo las ideas apuntadas
por Dormand, El-Mikkawy y Prince en la construcciéon de métodos Runge-
Kutta-Nystrom convencionales [26]. La construccién del método de orden 3
también se hizo utilizando técnicas de optimizacién propuestas en [26]. El par
encajado de [20] es el primer algoritmo simpléctico de paso variable construido
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en la literatura.

Para estudiar la eficiencia del nuevo cédigo, fue utilizado para la integracion
de diversos sistemas Hamiltonianos, aunque los resultados obtenidos no fueron
tan satisfactorios como se esperaba (ver Seccién 1.5 para una explicacién
més detallada). De los experimentos numéricos incluidos en [20] se concluye
que el método simpléctico implementado con paso variable presenta un
comportamiento més parecido al de cdédigos de paso variable convencionales
que al de la implementacion con paso fijo del propio integrador simpléctico. Es
mas, mientras la implementacién con paso variable del método Runge-Kutta-
Nystrom propuesto en [26] aventaja al correspondiente c6digo con paso fijo, para
el método simpléctico es el método implementado con paso fijo el que produce
mejores resultados. No obstante, el método Runge-Kutta-Nystrom simpléctico
de [20] implementado con paso fijo llega a ser més eficiente que el cl odigo no
simpléctico de [26] implementado con paso variable, para tiempos de integracién
largos.

El problema de la integracién simpléctica con paso variable sin perder
el buen comportamiento de los integradores simplécticos de paso fijo fue un
problema abierto durante algunos afios. En 1997 Hairer [34] y Reich [42]
propusieron independientemente una solucién a este problema basada en la
utilizacién de transformaciones de Poincaré. Mas precisamente, el sistema
Hamiltoniano original es transformado en un nuevo sistema Hamiltoniano de
modo que integrar el sistema transformado con un método simpléctico con paso
fijo es equivalente a integrar con paso variable el sistema original.

En [15] hicimos un estudio comparativo de distintas técnicas que combinan
integradores geométricos (simplécticos o reversibles) con la utilizacién de paso
variable. Se concluye que es posible desarrollar cédigos simplécticos de paso
variable que para problemas Hamiltonianos sean competitivos con software
estandar.

Como los métodos simplécticos que se pueden combinar con las técnicas de
paso variable antes mencionadas tienen que ser necesariamente implicitos, es
importante que la resolucién de las ecuaciones no lineales que surgen al aplicar
un método Runge-Kutta implicito sea eficiente. En este sentido han aparecido
recientemente en la literatura nuevas estrategias para elegir el iterante inicial que
reducen el nimero de iteraciones necesarias en la resolucién de las ecuaciones
no lineales que definen las etapas [?, 37, 43]. Continuando en esta linea, en [7]
proponemos nuevos algoritmos inicializadores de orden alto que utilizados con
el método de Gauss de orden 4 hacen del correspondiente cédigo simpléctico de
paso variable un integrador competitivo para sistemas Hamiltonianos. Ademads,
los algoritmos que se proponen en [7], aunque se han desarrollado en el contexto



M. P. CALvo Métodos de tipo Runge-Kutta 125

de la integracion simpléctica de sistemas Hamiltonianos son también vélidos
para combinar con métodos Runge-Kutta implicitos generales.

1.4 Desarrollo de métodos simplécticos de orden alto

A pesar de que la implementacién con paso variable del método Runge-Kutta-
Nystrom simpléctico de [20] no resulté tan eficiente como se esperaba, los
experimentos de [20] revelaron que en la integracién a largo plazo de sistemas
Hamiltonianos de la forma (1.3) la implementacién con paso fijo de dicho método
es mas eficiente que el cédigo no simpléctico optimizado de paso variable del
mismo orden de [26].

En [21] nos propusimos construir un método Runge-Kutta-Nystrom sim-
pléctico y explicito de orden 8 y compararlo con cédigos Runge-Kutta-Nystrom
no simplécticos de paso variable del mismo orden [27]. Hasta ese momento se
disponia en la literatura de algiin método simpléctico de orden seis [40] y de
tres integradores simplécticos explicitos de orden ocho construidos por Yoshida
en [53], utilizando el formalismo de Lie.

En [21] probamos en primer lugar que las bien conocidas hipdtesis
simplificadoras para métodos Runge-Kutta-Nystrom [35] son compatibles con
las condiciones de canonicidad, dando lugar a integradores que se pueden
interpretar como métodos de composicién [21, 47]. Para estos métodos el nimero
de condiciones de orden independientes que deben satisfacer sus coeficientes
es menor que para métodos Runge-Kutta-Nystrom simplécticos méas generales.
Construimos en [21] un método Runge-Kutta-Nystrom simpléctico explicito de
orden 7, que compuesto con su adjunto da lugar a un método Runge-Kutta-
Nystrom simpléctico, simétrico y explicito de orden 8. La construccién de
dicho método se hizo atendiendo a los criterios de optimizacién propuestos
en [26, 27], de modo que las constantes de error del nuevo método resultaron
considerablemente menores que las de los métodos de Yoshida (! ver [21] y
[47]). El método asi construido se manifesté mds eficiente que los integradores
simplécticos de [53], pero no es competitivo con el cédigo estdndar de paso
variable de [27]. La principal razén de la ineficiencia de los integradores
simplécticos de orden 8 es el alto nimero de etapas (y, por consiguiente, de
evaluaciones de funcién ) que requieren para que se satisfagan las condiciones
de canonicidad.

1.5 Propagacion del error en la integracion simpléctica

Ya se ha mencionado en la Seccién 1.3 que mientras para los integradores
convencionales la utilizacién de paso variable supone una mejora para el método,
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para los integradores simplécticos el ir de paso variable a paso fijo se traduce
en una pérdida de eficiencia. En este seccién comentamos con un poco mas de
detalle los resultados que obtuvimos en este sentido y que estan recogidos en
20] y [9].

En [20] se estudia por primera vez el efecto de utilizar paso variable en
combinacién con integradores simplécticos y se da una justificacion rigurosa de
un conjunto de fenémenos observados en los experimentos numéricos, algunos de
ellos ya observados previamente en la literatura. Més precisamente, se integro
el problema de Kepler con condiciones iniciales correspondientes a érbitas 27-
periédicas de distintas excentricidades. Se utilizaron métodos Runge-Kutta-
Nystrom de orden 4, uno simpléctico y el otro no simpléctico y ambos se
implementaron tanto con paso fijo como con paso variable. Demostramos que
para métodos de orden p, salvo términos O(h?P), el error después de integrar
durante N periodos crece, en general, cuadraticamente con N. Ademds, los
términos cuadraticos en N aparecen en la direccién tangente a la solucién, lo cual
corresponde a un error de fase a lo largo de la trayectoria. Como consecuenci!
a, el error en la energia tras integrar durante N periodos es, salvo términos
O(h?P), N veces el error en la energfa después del primer periodo.

En el caso de que el método sea simpléctico y se implemente con paso fijo, los
términos que crecen cuadraticamente con N son en sf mismos O(h?P), de donde
se deduce que, salvo términos O(h?P), el error después de integrar durante N
periodos crece sélo linealmente con N y que el error en la energia se mantiene
acotado (también salvo términos O(h?P)). El analisis realizado se basa en
interpretar formalmente la solucién numérica calculada con un método de paso
fijo como la solucién exacta de una ecuacién diferencial perturbada [32, 33|
(andlisis regresivo). Si la ecuacién de partida es Hamiltoniana y el integrador
utilizado es un método simpléctico de paso fijo, la ecuacién perturbada también
es Hamiltoniana [45, 33]. Desgraciadamente, para pasos variables no es vdlido
el mismo argumento.

Las conclusiones de [20] son véalidas no sélo para el problema de Kepler, sino
para cualquier oscilador no lineal con un grado de libertad.

En [9] probamos que para problemas con soluciones periédicas y para
sistemas integrables, el error cuando se integra con métodos simplécticos de
paso fijo o con métodos simétricos de paso fijo o paso variable reversible [49]
crece sélo linealmente con el tiempo, frente al crecimiento cuadratico observado
para integradores convencionales. De nuevo, la herramienta utilizada en las

demostraciones es el andlisis regresivo de los errores [45, 33].
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2 Integraciéon numérica de flujos isoespectrales

Los flujos isoespectrales surgen en ciertos modelos utilizados en dinamica
molecular y también estdn relacionados con diversos problemas de Algebra
Lineal Numérica (ver [23] y los ejemplos alli descritos). La forma general de
un flujo isoespectral es una ecuacién diferencial matricial

L'(t) = [B(L(t)), L(1)], t=0, (2.4)

donde L(0) es una matriz real d x d, B(L) es una funcién matricial de L y
[-, -] denota el conmutador de dos matrices. La eleccién de la matriz B(L)
caracteriza la dindmica del flujo L(t). En muchas aplicaciones el dato inicial
L(0) es una matriz simétrica y B(L) es antisimétrica, lo que hace que la
solucién de (2.4) sea simétrica para todo t > 0. La propiedad que caracteriza
a los flujos isoespectrales es que los autovalores de la matriz solucién L(t) son
independientes del tiempo ¢ [29, 52]. Cuando un flujo isoespectral se integra
numéricamente con un método convencional no es cierto, en general, que los
autovalores de la soluciéon numérica se mantengan constantes. Un integrador
numérico se llama isoespectral cuando al integrar sistemas diferenciales de
la forma (2.4), los autovalores de las aproximaciones numéricas que genera
coinciden con los autovalores del dato il nicial L(0). En [12] probamos, en
primer lugar, que los métodos Runge-Kutta no son isoespectrales para d > 2.
Es cierto que cualquier método Runge-Kutta preserva los invariantes lineales de
la solucién y que los métodos Runge-Kutta simplécticos conservan ademas los
invariantes cuadraticos [24, 44, 47]. Los métodos Runge-Kutta simplécticos son,
por tanto, isoespectrales para d < 2. Sin embargo, para d > 2, la conservacién
de los autovalores de la solucién implica la conservacion de ciertos invariantes
ctibicos [52] que no son preservados por los métodos Runge-Kutta [12].

El hecho de que los autovalores de la solucién de (2.4) sean constantes es
crucial, sobre todo en problemas procedentes de Algebra Lineal Numérica. Ello
motivo el que nos plantedsemos la construccion de métodos isoespectrales para
la integracién numérica de (2.4).

2.1 Desarrollo de métodos isoespectrales

Flaschka probé en [29] que la solucién del problema (2.4) estd relacionada con
la solucién de los sistemas diferenciales lineales

U'(t) = B(L(t))U(t), con L(t) = U(t)LO)YU(t), t>0 (2.5)

V/(t) = —V(£)B(L(t)), con L(t) = VX)LV (L), t>D0. (2.6)
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La condicién inicial es en ambos casos la matriz identidad, lo que hace que
V(t) = U~L¢).

Los métodos isoespectrales que proponemos en [12] y [14] estdn basados
en definir las aproximaciones al flujo isoespectral utilizando la contrapartida
discreta del formalismo de Flaschka (2.5). Notese que si L es una matriz
simétrica y B(L) es antisimétrica (supuestos frecuentes en las aplicaciones),
la solucién de (2.5) es ortogonal y U~1(¢) puede ser reemplazada por U7 (t),
con las consiguientes ventajas desde el punto de vista numérico. Similares
consideraciones son véalidas para la solucién de (2.6).

En [12] proponemos un procedimiento general para la obtencién de
integradores isoespectrales de orden arbitrariamente alto. La idea es integrar
(2.5) con un método unitario, es decir, que preserve el cardcter ortogonal de la
solucién. La versién discreta de (2.5) genera aproximaciones a la solucién de
(2.4) que, ademds de ser simétricas si L(0) lo es, van siendo ortogonalmente
semejantes al dato inicial y, por tanto, comparten sus autovalores. Como
integradores unitarios se eligieron los métodos de Gauss combinados con
interpolacién de Hermite para aproximar las matrices B(L(t)) en los niveles
de tiempo en los que son necesarias. En [12] probamos que la interpolacién
utilizada no afecta al orden del integrador temporal. El precio que hay que
pagar es que los esquemas resultantes son necesariamente implicitos.

En [14] presentamos una alternativa que evita el uso de integradores
implicitos. En lugar de resolver (2.5) con un método unitario, utilizamos un
método arbitrario pero para que las aproximaciones a la solucién de (2.4) sigan
siendo semejantes es necesario calcular en cada paso la inversa de una matriz
d x d. La utilizacién de métodos no unitarios para la integracién de (2.5) supone
la pérdida de simetria de la soluciéon numérica aunque la solucién exacta sea
simétrica. Se pudo conseguir, sin embargo, que dicha falta de simetria no se
manifieste (por tener orden superior al del integrador temporal) al ir alternando
un paso en la integracién numérica de (2.5) con un paso en la integracién de la
ecuacién adjunta (2.6). Dado el caracter lineal de (2.5) y (2.6), se pensé en la
utilizacién de métodos de Taylor para integrar (2.5! ) y (2.6).

En [11] se caracterizan los flujos ortogonales y se estudia el efecto de utilizar
métodos Runge-Kutta para su integraciéon numérica. Como la conservacion de
la ortogonalidad es equivalente a la preservacién de un invariante cuadratico,
se concluye que los métodos simplécticos son los candidatos adecuados para la
integracién de flujos ortogonales. Se estudia también el efecto de considerar la
ecuacion adjunta de un flujo ortogonal y como es posible utilizar integradores
no unitarios alternando la integracién numérica de (2.5) con la de (2.6) para
que no se manifieste (por tener orden superior al del integrador temporal) la no
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ortogonalidad de la solucién numérica. Estas ideas fueron la base de los métodos
isoespectrales semiexplicitos de [14].

2.2 Propagacion del error en la integracion con métodos
isoespectrales

Los métodos isoespectrales propuestos en [12] fueron utilizados para integrar
las ecuaciones de la red de Toda [52]. En los experimentos numéricos incluidos
en [12] se observa al representar graficamente la evolucién del error con el
tiempo que dicho error parece decrecer exponencialmente cuando se utiliza un
método isoespectral de segundo orden mientras que se mantiene casi constante
cuando se utiliza la regla implicita del punto medio (integrador unitario pero no
isoespectral). En los experimentos de [13] se obtienen la mismas conclusiones
para métodos de orden mds alto. En [13] profundizamos en el estudio de la
dindmica de la solucién exacta de la red de Toda [25] (convergencia exponencial
hacia la matriz diagonal de autovalores) y demostramos que se tiene el mismo
comportamiento para las soluciones generadas con integradores numéricos de un
paso, ya sean métodos Runge-Kutta o integradores isoes! pectrales construidos
mediante el formalismo de Flaschka. El diferente comportamiento observado es
debido unicamente a que el primer integrador es isoespectral mientras que el
segundo no lo es. Més precisamente, lo que probamos es que la matriz diagonal
hacia la que converge la solucién numérica no es la misma en ambos casos.
Mientras para métodos isoespectrales dicha matriz diagonal es la matriz de
autovalores hacia la que también converge la solucién exacta, para integradores
convencionales de orden p los elementos diagonales de la matriz limite son
s6lo aproximaciones de orden p a los autovalores exactos de la matriz inicial.
Por tanto, si se esta interesado en que los autovalores de la solucién numérica
coincidan con los de la matriz inicial, es preciso recurrir a métodos isoespectrales

aunque sean mas costosos.

3 Incursiones en la integracion temporal de
EDPs de evolucion

3.1 Meétodos linealmente implicitos para ecuaciones de
conveccidon-reaccion-difusion

Cuando una ecuacién en derivadas parciales de evolucién es discretizada en
espacio, es preciso integrar numéricamente el sistema de ecuaciones diferencia-
les ordinarias resultante. Es bien conocida la ineficiencia de los integradores
explicitos para estos fines, dado el cardcter rigido de los sistemas diferenciales
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que se obtienen. Por otra parte, si se utilizan métodos implicitos hay que
resolver las ecuaciones no lineales para lo cual es preciso disponer de buenas
aproximaciones de la matriz jacobiana. En el contexto de métodos espectrales,
las habituales aproximaciones lineales a la matriz jacobiana no siempre producen
los resultados esperados [30].

En [8] superamos estas dificultades proponiendo la utilizacién de métodos
Runge-Kutta linealmente implicitos para la integracion temporal de las
ecuaciones semidiscretas que aparecen tras la discretizaciéon espacial de
ecuaciones de conveccién-reaccion-difusién. La idea, ya utilizada antes por otros
autores [5], es combinar un método Runge-Kutta implicito para la integracién
de la parte lineal de la ecuaciéon con un método Runge-Kutta explicito para
tratar los términos no lineales de la misma. Estudiamos las propiedades de
estabilidad de los nuevos métodos, dando una extension adecuada del concepto
de L-estabilidad. Construimos dos métodos Runge-Kutta linealmente implicitos
de paso variable de 6rdenes 3 y 4 respectivamente. Aunque esta clase de métodos
ya habfa sido considerada [5], no exist{an implementaciones de paso variable en
la literatura. Ademds, los métodos propuestos en ! [8] tienen propiedades
de estabilidad méas adecuadas a los problemas que se quieren resolver que los
esquemas del mismo tipo ya existentes. Los métodos propuestos se utilizaron
para la integracién de la ecuacién de Burgers con distintos valores del parametro
de difusién y también para integrar una ecuacién de reaccién-difusién en un
dominio bidimensional. Las propiedades de estabilidad de los nuevos métodos
los hacen competitivos frente a unas férmulas BDF de orden y paso variables.

3.2 Reduccién de orden para problemas de valores
iniciales y en la frontera

Otro de los problemas que surge en la integracién temporal de las ecuaciones
diferenciales ordinarias obtenidas tras la discretizaciéon espacial de ecuaciones
en derivadas parciales de evolucién es el de la reduccién de orden cuando se
utilizan métodos Runge-Kutta. Es bien conocido que al integrar problemas
de valores iniciales y en la frontera con un método Runge-Kutta de orden p,
el orden de convergencia estd gobernado no por el orden clasico del método
Runge-Kutta, sino por el llamado orden de las etapas. El problema de la
reduccién de orden ha sido estudiado por diversos autores [2, 3, 41, 48] que han
sugerido diferentes soluciones. En [16] proponemos una nueva estrategia para
evitar la reduccion de orden de los métodos Runge-Kutta cuando se utilizan
para integrar numéricamente problemas lineales, auténomos, no homogéneos de
valores iniciales y en la frontera. La idea bésica es la siguiente. La solucién
del probl! ema original se descompone en suma de dos términos, uno de ellos
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computable en funcién de los datos del problema y el otro, solucién de un
problema de valores iniciales adecuado que no se ve afectado por la reduccién de
orden. La estrategia propuesta se puede aplicar tanto al problema semidiscreto
como al totalmente discreto, consiguiendo con ello el orden completo tanto
en espacio como en tiempo. Ademaés, puede combinarse con discretizaciones
espaciales convencionales (diferencias finitas o elementos finitos), a diferencia
de lo que sucede con otros enfoques aparecidos previamente en la literatura.
Presentamos también en [16] resultados numéricos que ponen de manifiesto
que con la estrategia propuesta se puede recuperar el orden clasico del método
Runge-Kutta.
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RESUMENES DE TESIS DOCTORALES

Titulo: CONDICIONES DE OPTIMALIDAD EN
PROGRAMACION MULTIOBJETIVO.
Doctorando: Bienvenido Jiménez Martin.
Director/es: Vicente Novo Sanjurjo.
Defensa: 4 de Diciembre de 2000, UNED.
Calificacién: Sobresaliente cum Laude (por unanimidad).

Resumen: Se estudian problemas de optimizacién multiobjetivos,
fundamentalmente, entre espacios de dimensién finita. Se introducen las nociones
de eficiencia estricta (o minimo estricto) y superestricta de orden m para este tipo
de problemas y se establecen condiciones necesarias y suficientes por medio de
la derivada de Studniarski. Cuando las funciones son dos veces diferenciables se
proporcionan condiciones necesarias de segundo orden de minimo de Pareto local
débil y condiciones suficientes de primer y segundo orden de minimo estricto, tanto
en forma primal, utilizando los conjuntos tangentes de primer y segundo orden,
como en forma dual, mediante reglas de multiplicadores cuando el conjunto factible
esta definido por restricciones de desigualdad y de igualdad. Para establecer las
condiciones suficientes se introduce la nocién de funcién soporte.

Se introducen dos nociones de eficiencia propia tipo Borwein y se analizan sus
relaciones con otras dos ya existentes y con la eficiencia estricta.

Se estudian varias generalizaciones de los teoremas de alternativas cldsicos y
se proporciona una expresiéon del cono tangente (o contingente) a un conjunto
intersecciéon de un convexo con otro definido por restricciones de igualdad
diferenciables y de desigualdad derivables Hadamard mediante el cono linealizado.
También se proporciona una expresién del cono normal.

Se establecen condiciones necesarias y suficientes de minimo de Pareto cuando
la funcién objetivo y las restricciones de desigualdad son derivables Dini (al menos)
o bien localmente lipschitzinas mediante reglas de multiplicadores en términos de
las subdiferenciales de Dini en el primer caso y de Clarke en el segundo caso.

Por dltimo se introducen, analizan y clasifican cualificaciones de restricciones
en las que intervienen las funciones objetivo y se obtienen bajo las mas débiles
nuevas condiciones necesarias de minimo de Pareto de modo que los multiplicadores
asociados a las funciones objetivo son todos positivos.
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Titulo: PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO (GOBERNADOS POR
ECUACIONES SEMILINEALES CON RESTRICCIONES DE
T1PO INTEGRAL SOBRE EL GRADIENTE DEL ESTADO.
Doctorando: Mariano Mateos Alberdi.
Director/es: Eduardo Casas Renterfa.
Defensa: 26 de Junio de 2000, Universidad de Cantabria.
Calificacion: Sobresaliente cum Laude.

Resumen: La tesis versa sobre el estudio de distintos problemas de control
optimo.

En la primera parte se estudian las ecuaciones que aparecen en los problemas
de control estudiados. En el Capitulo 2 hacemos un estudio sobre regularidad para
ecuaciones lineales. Estos resultados serdn aplicados mas tarde para establecer la
regularidad tanto del estado como del estado adjunto. En el Capitulo 3 estudiamos
las ecuaciones de estado que gobiernan los problemas de control. Mostramos las
relaciones de continuidad y diferenciabilidad que hay entre el control y el estado.
También hacemos un andlisis de la sensitividad del estado respecto a perturbaciones
difusas del control.

La segunda parte constituye el nicleo central de la memoria. En ella estudiamos
condiciones de optimalidad, tanto necesarias como suficientes, para los problemas de
control. En el Capitulo 4 exponemos propiedades de los funcionales que aparecen en
los problemas de control: el funcional objetivo y las restricciones. Estudiamos bajo
que condiciones son diferenciables y, en vistas a probar un Principio de Pontryagin,
damos resultados de sensitividad respecto a perturbaciones difusas del control. En
el Capitulo 5 exponemos el Principio de Pontryagin. En el Capitulo 6 introducimos
condiciones de optimalidad de primer y segundo orden. Por (ltimo, en el Capitulo
7 introducimos un nuevo tipo de condiciones de segundo orden en las que se ve
involucrado el Hamiltoniano.

Se va intercalando en cada capitulo el caso eliptico y el parabdlico.

En la tercera parte se realiza el andlisis numérico de problemas con restricciones
puntuales sobre el estado. Para ello en el Capitulo 8 se describen de manera
detallada resultados de convergencia uniforme para la discretizacién de ecuaciones
elipticas semilineales. Por dltimo en el Capitulo 9 se discretiza el problema de
control y se investiga de que manera los problemas discretizados convergen hacia el
problema continuo.
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