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FOTO DE PORTADA

John von Neumann nacié el 28 de diciembre de 1903 en Budapest
(Hungria), con el nombre original Jdnos von Neumann. Comenzé su
educacion en el “Gymnasium” Luterano en 1911. En 1923 ingresa
en la Universidad de Berlin para estudiar Quimica, después de que
Theodore von Karmaén, a instancias de su padre, intentara persuadirlo
para que se dedicara a los negocios. Realizd numerosas aportaciones
en distintas dreas de las matemadticas. Seria casi imposible dar una
idea aproximada de la cantidad de condecoraciones y premios que le
fueron otorgados. En 1938 la American Mathematical Society, de la
que posteriormente fue Presidente, le condecoré con el Premio Bocher
por su trabajo Almost periodic functions and groups. Fue miembro de
numerosas academias entre las que se incluyen la Academia Nacional
de Ciencias Exactas (Lima, Perti), la Academia Nazionale dei Lincei
(Roma, Italia) y la American Academy of Arts and Sciences (USA).
Asimismo recibi6 la Medalla al Mérito in 1947 y la Medalla por la
Libertad en 1956. Ese mismo ano recibi6 el Premio Conmemorativo
Albert Einstein y el Premio Enrico Fermi. Murié el 8 de Febrero de
1957.
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PRESENTACION

El inexorable acontecer del destino nos obliga a comenzar el Boletin de
SEMA, una vez mads, con notas necrolégicas. Como muestra de que siguen en
nuestro recuerdo tanto Jacques-Louis Lions como Jeannine Saint Jean Paulin,
se incluyen las lineas que sobre ellos han escrito, respectivamente, Antonio Valle
y Juan Casado.

Respecto a los seis articulos que contiene este Boletin 18, hay cuatro
sobre temas variados (polinomios ortogonales, Toeplitz, cdlculo de variaciones e
ideales difusos) y dos que se encuadran en la habitual seccién sobre “Educacion
Matemdatica” comenzada en el Boletin 14. Agradecemos su colaboracién a los
autores, tanto de éste como de otros Boletines. En particular, pedimos disculpas
a los autores del articulo “Andlisis Tedrico de Varias Cuestiones con Origen en
Mecdnica de Fluidos”, publicado en el Boletin 17. Un lamentable error en la
compilacién dio lugar a que no apareciera como autor del mismo nuestro anterior
Presidente, Enrique Fernandez Cara.

Esperamos que, a pesar de nuestros errores, tanto los socios de SEMA como
otros colegas continten enviando sus aportaciones a los distintos “responsables
de secciones”. A este respecto, indicamos que la secciéon de “Educacidn
Matemdtica” corre a cargo de Alicia Delibes y Soledad Rodriguez. En el
presente Boletin se incluyen los anuncios de libros y la relacion de nuevos
socios, preparados por los correspondientes responsables. También aparecen
dos restiimenes de Tesis Doctorales leidas recientemente (enviadas por los nuevos
doctores), asi como anuncios de revistas y de Cursos de Verano. Sobre estos
dos tultimos apartados queremos hacer sendas aclaraciones. Primera, el hecho
de que en la pagina 141 del Boletin 17 se anunciaba una revista, aunque por una
errata en la presentacion se referenciaba la pagina 121. Segunda, la eliminacién,
tanto en este Boletin como en otros, de los anuncios de aquellos Cursos cuya
fecha es anterior a la prevista para la aparicién del mismo.

Para mayor claridad, reflejamos a continuacion las dos erratas antes
mencionadas:



Presentacién 6

FE DE ERRATAS DEL BOLETIN 17

Pagina | Renglén | Donde dice \ Debe decir

5 9 pagina 121 pagina 141

83 3 BrAaNcA CLIMENT BLANCA CLIMENT Y
ENRIQUE FERNANDEZ CARA

83 8 blanca@numer.us.es | blanca@numer.us.es y
cara@numer.us.es

GRUPO EDITOR
boletin_sema@uco.es



INFORME DEL PRESIDENTE

Es obligado comenzar estas palabras recordando al Profesor Jacques-Louis
Lions quien, como ya todos sabéis, falleci6 el dia 17 de mayo. Siendo una
pérdida muy dolorosa para su familia, representa también una pérdida enorme
para la Matemaética, especialmente para la Matematica Aplicada, y en particular
para la Matematica Espanola, puesto que él siempre se volcé con nuestro pais.
Hemos pedido al Profesor Valle, primer discipulo espanol del Profesor Lions, que
nos escriba unas lineas sobre esta persona que fue tan admirada por nosotros.
En préximos nimeros del boletin iremos publicando articulos en los que se
analice la obra matemaética del Profesor Lions. FEn el nimero anterior del
boletin, nuestro ex-presidente Juan Luis Vazquez nos recordaba al Profesor
Philippe Bénilan, después fallecié la Profesora Jeannine Saint Jean Paulin y
Juan Casado asumié esta vez la tarea de escribir para nuestro boletin unas
lineas en su memoria. Una profunda tristeza nos embarga al ver como van
desapareciendo estos companeros y maestros. Sin embargo, siempre estaran
en nuestra memoria y nos sentiremos deudores de su legado, utilizando los
teoremas que ellos demostraron, las técnicas que inventaron y todo aquello
que nos ensenaron. Somos herederos de la obra que ellos desarrollaron a lo
largo de una vida de dedicacién a la ciencia. Aunque para el gran publico
su desaparicién pueda pasar desapercibida, al menos nosotros, si valoramos la
herencia matemética que nos han legado en su justa medida.

Precisamente gracias al aprovechamiento de este legado, los matematicos
espanoles nos hemos situado, al final del siglo XX, entre los diez paises del mundo
con mayor producciéon matemética. En el préximo niimero de nuestro boletin se
presentara un informe que el CEAMM2000 encargé a Carlos Andradas y Enrique
Zuazua, en cuanto que representantes de RSME y SEMA, respectivamente.
Ellos, con la ayuda de Gema Villacidn, contratada a través de una Accién
Especial de la Secretaria de Estado de Educacién, Universidades, Investigacién
y Desarrollo, han elaborado un informe que evidencia el desarrollo de la
Matemaética en nuestro pais.

Una excelente noticia por la que todos debemos felicitarnos es la decisién
del Comité de la Unién Matemédtica Internacional (IMU) para que Espana sea
la sede durante el ano 2006 del Congreso Mundial de Matematicas, decisién que
nos debe llenar de orgullo por lo que ello significa de reconocimiento de nuestro
trabajo y por cuanto que habia otros paises aspirantes a dicha organizacién
que también reunfan una experiencia organizativa y nivel matemadatico muy
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alto. Aunque esta decision debe ser ratificada en Shanghai en agosto de 2002,
con ocasién del Congreso Mundial a celebrar en China, es conocido que estas
decisiones del Comité nunca han sido modificadas.

Por otro lado, como probablemente ya sabréis, el Centro de Informacién
y Documentacién Cientifica (CINDOC), dependiente del Consejo Superior de
Investigaciones Cientificas, esta elaborando una base de datos de matematicos
espafioles. Aquellos que estéis interesados en inscribiros (y no lo hayais hecho
todavia), podéis acceder a dicha base de datos en la direccién

http://www.cindoc.csic.es/investigacion/matematicas-intro.html

Los matemaéticos que figuren en esta base seran posteriormente incluidos
en el World Directory of Mathematicians que elabora la Unién Matematica
Internacional.

Permitidme terminar con un recordatorio. A finales de septiembre tenemos
una cita en Salamanca, para participar en nuestro Congreso de Matemética
Aplicada. En su trascurso, celebraremos la Asamblea anual de nuestra sociedad
y haremos entrega de los premios SEMA al Joven Investigadory al mejor articulo
de Divulgacion de la Matemdtica Aplicada, como empieza ya a ser costumbre.
La masiva participacion que se espera nos augura muy buenas expectativas para
el futuro.

Entretanto, os deseo un buen verano y un merecido descanso.

Eduardo Casas
Presidente de SEMA
eduardo.casas@unican.es



EN MEMORIA DE JACQUES-LOUIS LIONS

Jacques-Louis LIONS, in Memoriam
iHa muerto Jacques-Louis LIONS!

El pasado 17 de mayo fallecio
en Paris a la edad de 73
anos el Profesor Jacques-Louis
LIONS, tras meses de duro en-
frentamiento con una cruel en-
fermedad, dejando un ultimo
testimonio de su temple que,
ya muy avanzado su deterioro
fisico, le impedia rendirse ante

la adversidad y aceptar la im-

(Fotografia cedida por Magnum-Martine Franck)

posibilidad de seguir llevando
a cabo el trabajo habitual con la capacidad y el nivel de autoexigencia que a sus
numerosos discipulos y colaboradores nos era bien conocido aunque sin dejar
por ello de admirarnos.

Con toda seguridad, tan luctuosa noticia habra de producir una profunda
impresién incluso en quienes han seguido los altibajos de la inesperada
degradacion de su estado de salud desde el verano del pasado ano y de su
dramatica lucha final. Y es que, su actividad desbordante, su enorme vitalidad
y su optimismo, hacen mas dificilmente asimilable el hecho de su desaparicién

fisica.

Cualquier descripcién que pretendiera reflejar con un minimo de fidelidad
la personalidad —a la vez tan sencilla como rica en matices— de Jacques-Louis
LIONS, habria de tener en cuenta las varias facetas que, en ella, se superponian:
el Hombre, el Maestro, el Cientifico, el Responsable de grandes Centros de
Investigacion y el Asesor Cientifico de importantes organismos o empresas,
aspectos que, en esta ocasion, sélo cabe comentar muy superficialmente.

Nacido en Grasse (Departamento de los Alpes Maritimos) el 2 de mayo de
1928, cursé sus estudios secundarios en el Liceo de Niza, tras los cuales fue
alumno de la Escuela Normal Superior de Paris —un centro de formacién de
élites cientificas— entre 1947 y 50. Investigador en el C.N.R.S. de 1951 a 54,
defendi6 su tesis de estado con gran brillantez. Fue profesor en las universidades
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de Nancy de 1954 a 62 y Paris de 1962 a 73, antes de ejercer la docencia en la
Escuela Politécnica Superior y en el College de France, la institucién del méximo
prestigio académico en el pais vecino, donde desempend hasta su jubilacién en
1998 la catedra de “Analisis Matematico de Sistemas y de su Control”. También
en 1973, a los 45 afios, fue designado miembro de la Academia de Ciencias que,
posteriormente, entre 1996 y 98, presidio.

En los anos 50, en pleno auge del movimiento bourbakista, influido por
las ideas de von Neumann sobre las posibilidades entonces incipientes de los
ordenadores y convencido de que la Ciencia debe contribuir a la resolucién de
los problemas cotidianos, se empezo a interesar por el origen de muchos de éstos
para ocuparse, a continuacién, de su modelado matematico y de su resolucién
tanto tedrica como algoritmica, comprendiendo hasta qué punto las aportaciones
del mundo real podian vivificar la Matematica. Cincuenta anos después y a la
vista del proceso de transformaciéon que la Informética ha propiciado, bien se
puede decir que hizo gala de una intuicién cuasi-profética. Hasta el final estuvo
convencido de que los ordenadores cambiarian todos los esquemas.

Matematico de renombre universal, Jacques-Louis LIONS consagrd sus
trabajos al Analisis Matematico y Numérico de las Ecuaciones en derivadas
parciales, al Control de sistemas regidos por dichas ecuaciones y, en breve, al
tratamiento matematico, numérico e informatico de los fendmenos y procesos de
las Ciencias Aplicadas, desde el ambito aeroespacial al medio ambiente pasando
por los materiales compuestos, la energia o la economia. Fue él quien, en frase
feliz, otorg6 al Anélisis Numérico sus credenciales de nobleza.

El avance de sus trabajos y la puesta a punto de los adecuados ttiles
matematicos, originé importantes aportaciones tedricas, asimismo de gran
calado. Ahi estdn para dar fe de ello, la Teoria de interpolacion de espacios
funcionales, las inecuaciones variacionales y casi-variacionales y tantas otras.

Impresiona el gran nimero de articulos publicados en todas las revistas de
prestigio, asi como la extensa relacion de textos, algunos traducidos a lenguas
tales como ruso, chino o japonés, que se han convertido en clasicos de la
Literatura matemaética y punto de referencia obligado para quien se dedica al
vasto dominio de las Ecuaciones en derivadas parciales o quiere iniciarse en éste.

Premios de la mayor importancia, nombramientos como miembro de
Academias de Ciencias, entre las cuales la Real Academia Espafiola de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales, doctorado Honoris Causa por innumerables
universidades, entre las cuales cuatro espafiolas: Complutense y Politécnica de
Madrid, Santiago de Compostela y Malaga donde tuve el honor de apadrinarle,

avalan su inmenso prestigio.



En Memoria de Jacques-Louis Lions 11

Su paso por importantes organismos franceses de investigacién tales como
el INRIA o posteriormente el CNES, dejé una huella indeleble por el impulso
que logré dar a las siempre dificiles relaciones entre cientificos e industriales,
mediante la creaciéon de adecuados equipos interdisciplinarios y puso de relieve
su talante siempre proclive al didlogo, muy lejos de cualquier veleidad de
aislamiento insolidario.

El asesoramiento de grandes empresas u organismos como “Electricité de
France”, “Dassault Aviation”, “Gaz de France” , “Pechiney”, “France Telecom”
o la “Météorologie Nationale”, constituyen otro dato relevante de su actividad
que, desde la perspectiva politica en la més noble acepcién del término, fue
reconocida con la Legion de Honor y otras altisimas distinciones. El actual
Presidente de la Academia Francesa de Ciencias y ex-ministro de investigacion
Hubert Curien, refleja la actuaciéon de Jacques-Louis LIONS en esta vertiente
mas proxima al mundo de la Politica y la Economia, con estas palabras:
“Desprendia una autoridad natural, que constituia un triunfo en las grandes
instancias internacionales. No era un hombre de diktat, sino de contacto, de
discusién y, a continuacion, de decision”.

No podria omitirse, ni invocando razones de brevedad, una referencia a su
Magisterio. También en este sentido, Jacques-Louis LIONS revelé desde el inicio
de su actividad universitaria, una personalidad excepcional. Su natural simpatia
y su cordial acogida lograban siempre eliminar las barreras. Es atipico, al menos
en Matematicas, el nimero de tesis doctorales dirigidas o el de trabajos por él
tutelados.

En lo que a nuestro pais se refiere, un lejano dia de 1963, gracias a la
inspirada intervencién de nuestro querido Maestro Alberto Dou, se inicié una
relacion cientifica con Jacques-Louis LIONS que, a lo largo de tantos anos, no ha
cesado de producir frutos. Tuvimos desde entonces —en momentos dificiles para
Espana no lo olvidemos— su apoyo incondicional y su respaldo moral gracias a
los cuales se pudo llegar a formar aqui una destacada seccién de la escuela por él
creada. Un colectivo de jovenes profesores e investigadores, discipulos directos
o indirectos suyos en tercera o cuarta generacién, encuadrados en al menos una
docena de universidades espanolas, atestiguan con su produccién cientifica la
veracidad de la afirmacién anterior.

Jacques-Louis LIONS participé en numerosas actividades organizadas en
Espafia en los tltimos 30 afios; congresos, escuelas hispano-francesas, jornadas,
etc, lo tuvieron como invitado especial, respaldando asi con su presencia un
desarrollo en el dominio de las Ecuaciones en derivadas parciales y del Analisis

Numérico, que él seguia con atencién complaciéndose en referirse al mismo cada
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vez que se le presentaba la ocasién de hacerlo, como buen conocedor del esfuerzo
que habia supuesto llegar a una situacién tan satisfactoria, partiendo de muy
bajos niveles iniciales.

Seria de estricta justicia que, por la Administracién, se reconociesen de forma
adecuada, la deuda que los matematicos espanoles tenemos contraida con él y
tal vez SEMA pudiese tomar la iniciativa al respecto.

; Qué decir de la persona?. Es dificil mejorar la semblanza que, interpretando
el sentir de un numerosisimo grupo de colegas y antiguos discipulos, hizo de
él E. Magenes con ocasién del homenaje que se le tributé en la Sorbonne al
cumplir los 60 anos:“Irradiando inteligencia, de una gentileza y amabilidad
extremas, Jacques-Louis LIONS estd siempre dispuesto a escuchar a los demsés,
consiguiendo que sus interlocutores se sientan cémodos. Optimista a todo
trance, sabe enfrentarse con humor a las dificultades. Es el hombre que ha sabido
resistir fantasticas proposiciones de lugares prestigiosos, de importantes recursos
y de puestos elevadisimos . ..Si mucho ha recibido, ello se debe a que ha sabido
proporcionar a los demas, los medios para su propia realizacién cientifica”.

iCuantas pequenas anécdotas y cuantos inspirados comentarios sobre el papel
de la Matematica en el progreso humano, pero también sobre los mas variados
aspectos de la vida, con el humor, la agudeza y la visién de futuro que le
caracterizaban, guardaremos entre nuestros més preciados recuerdos quienes
tuvimos el privilegio de tratarlo!. Quizés esa idiosincrasia explique como una
relacién inicial discipulo-maestro, se haya transformado siempre con el paso del
tiempo, en otra de amistad y afecto profundos, tenida desde luego de admiracién
por nuestra parte.

La apertura de las actividades organizadas con motivo de “2000, Ano
Internacional de las Matematicas” idea que, en gran medida, él habia
patrocinado, conté con su presencia y participacién que una vez mas evidencid
como la profundidad no es incompatible con la amenidad, en la sesién
multitudinaria celebrada en el Congreso de los Diputados. Fue para la mayorfia,
la dltima ocasién de oirlo y constatar la claridad de sus ideas. Después se
produjo una iltima visita a Espana, ya con problemas de salud que sin embargo
no parecian alarmantes, con motivo de ECCOMAS celebrado en Barcelona en
septiembre de 2000 y sélo algunos companeros, especialmente J. I. Diaz que
trabajaba con él en una reedicién ampliada de su obra “El planeta Tierra”,
han mantenido contacto posterior, hasta que por desgracia las circunstancias lo
truncaron.

Amable como siempre y pese a su saturada agenda de actividades, encontro,
a nuestro requerimiento, unas fechas en noviembre de 2000 para venir de nuevo
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a Malaga y clausurar las actividades aqui organizadas con motivo del Ano
Internacional de las Matematicas. Cuando la situacién aconsejé retrasar su
visita, se hablé de la posibilidad de aplazarla hasta principios del presente ano
lo que no parecia presentar ningin problema...“salvo que tendremos un ano
mas” escribfa. El 5 de febrero recibi su tultimo mensaje, respuesta a uno mio
interesandome por la evoluciéon de su salud del que me siento autorizado a
reproducir estas palabras,:“...la salud marcha asi-asi, estoy en plena batalla,
ya veremos,. . . pero la moral es buena”.

Estoy seguro de que a los muchos que mucho le debemos, su recuerdo nos
acompanara siempre. Hemos perdido un extraordinario cientifico, pero también

un gran amigo y un ser humano excepcional.

Sé que interpreto el sentimiento de los socios de SEMA expresando, desde
estas lineas, nuestro mas sentido pésame de modo especialisimo a su esposa y
companera inseparable Andrée LIONS, a su hijo el gran matematico Pierre-
Louis LIONS, a su nieto Dorian y a toda su familia. jOjald nuestra solidaridad
pueda mitigar su dolor en estos dificiles momentos!.

Descanse en paz

Malaga, 1 de junio de 2001
A. VALLE SANCHEZ






EN MEMORIA DE JEANNINE SAINT JEAN PAULIN

Me dirijo a vosotros para comunicaros el fallecimiento de la Profesora
Jeannine Saint Jean Paulin, el dia 3 de Mayo del 2001, tras haber luchado
con infatigable entereza contra una larga enfermedad.

Nacida en Algiers (Argelia) en el ano 1947, fue antigua alumna de “L’Ecole
Normale Supérieure de Jeunes Filles” y realizé su Tesis Doctoral con el también
recientemente desaparecido Profesor Jacques Louis Lions, entrando maés tarde
a formar parte del “Centre National de Recherche Scientifique”. Jeannine
estuvo siempre estrechamente ligada al “Laboratoire d’Analyse Numérique de
I’Université de Paris VI” y de ese modo establecié estrechos contactos con un
gran nimero de matemdticos espanoles. En la actualidad y desde 1988 era
Catedrética del Departamento de Matematicas de la Universidad de Metz en
Francia, del cual era directora. Las Matemaéticas en Metz deben sin duda mucho
a la labor realizada por Jeannine en estos anos.

Sus trabajos en la teoria de Ecuaciones en Derivadas Parciales y, maés
concretamente, en el campo de la homogeneizacién, relacionados siempre con el
estudio de problemas fisicos, principalmente en mecanica de medios continuos,
gozan de un amplio reconocimiento internacional. Jeannine se caracterizé
siempre por su espiritu abierto y liberal, y colaboré con un amplio grupo de
matematicos de todas las procedencias. A pesar del problema que plantea
realizar una lista en la cual siempre faltan nombres importantes y que por su
extension no podemos presentar de forma exhaustiva, referencio por ejemplo a
D. Cioranescu, C. Conca, P. Donato, I.A. Ene, R. Kauffmann, S. Kesavan, M.L.
Mascarenhas, G.P. Panasenko, M. Vanninathan,... La colaboracién de Jeannine
con Doina Cioranescu fue particularmente estrecha y fructifera, dando lugar a
una veintena larga de trabajos, varios de los cuales son de referencia obligada,
tal es el caso de “Homogenization in open sets with holes” (J. Math. Anal.
Appl., 1979), en el cual obtienen de forma rigurosa, el limite de una sucesién
de problemas de Dirichlet en dominios perforados periédicos con condiciones
de Neumann. Este trabajo, en el que se introducen ideas fundamentales para
resolver este tipo de problemas, ha sido base de multitud de articulos posteriores
realizados por autores de todo el mundo. Es preciso referenciar también sus
diversos estudios sobre el complejo comportamiento asintético de estructuras
reticuladas periédicas, en que intervienen varias escalas, que se ha visto
culminado con el libro “Homogenization of reticulated structures”(Springer,
1999). En los dltimos afios Jeannine realizé contribuciones decisivas también

15



En Memoria de Jeannine Saint Jean Paulin 16

en el area de controlabilidad y estabilizacién de ecuaciones de evolucion en
presencia de pardametros singulares.

Durante la década de los 90, Jeannine contribuyé de manera decisiva en
el desarrollo de la Matematica Aplicada en Rumania, a través de proyectos
europeos coordinados mayormente desde Paris por Doina Cioranescu. En
los ultimos anos Jeannine se convirtié en una incansable colaboradora de la
matematica chilena y se hizo con el dominio de la lengua espanola.

Quiera este breve recordatorio servir como muestra del pesar de la Sociedad
Espanola de Matematica Aplicada por su temprana pérdida. Descanse en paz.

JuaN CasaDO Diaz
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1 Introduccion

En este breve articulo vamos a intentar dar una vision de los polinomios
ortogonales: entes matematicos de gran sencillez y con un sinntimero de
aplicaciones tanto en Mateméticas (ecuaciones diferenciales, combinatoria,
teoria de numeros, algebra computacional, funciones Theta, aproximacién
racional, teorfa de grupos, etc) como en Fisica o Ingenierfa (fisica cudntica,
ecuaciones de Schrédinger, entropias de Shannon, osciladores, compresion de la
informacién, etc).

Aunque no es nuestro objetivo presentar nuevos teoremas, para situarnos en

el contexto vamos a comenzar dando una de las definiciones més sencillas de
familia de polinomios ortogonales.
Definicién: Dada una sucesion de polinomios (Py,),, con grado P, = n, diremos
que es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a una medida p st
se cumple que: fR P ()P (x)dp(x) = 6pmKn, n, m =0,1,2,..., donde d,.m
es el simbolo de Kronecker (0pm =1 sin=m y 0 sin#m).

Cuando la medida p es positiva entonces, K, > 0 para todo n, en cuyo
caso se dice que la familia de polinomios es definida positiva, y a d, = VK,
se le denomina norma del polinomio P,. Ejemplos de dichas familias son
los conocidos polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite que introduciremos
en el préoximo apartado. Un caso de especial interés es cuando la medida es
absolutamente continua, es decir, cuando existe una funcién continua p (no
necesariamente positiva) tal que du(z) = p(z)dz. En este caso la funcién p se
denomina funcién peso.

Para mayor claridad vamos a dividir nuestra exposicion en distintos
apartados. Comenzaremos dando una breve introduccién histérica para a con-
tinuacion pasar a describir dos de los aspectos mas llamativos relacionados con

19
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estos objetos matematicos: el nacimiento de la teoria general y los teoremas
de caracterizaciéon. También veremos dos grandes subclases de polinomios
ortogonales: los g—polinomios y los polinomios matriciales. Culminaremos
presentanto un breve apartado con algunas de las aplicaciones més significativas
de los polinomios ortogonales asi como la descripcion de algunos textos clasicos
sobre el tema.

2 Breve introducciéon historica

2.1 Las familias clasicas

Los polinomios ortogonales corresponden a una pequena parte de una gran
familia de funciones especiales. Su historia se remonta al siglo XVIII y
estd estrechamente relacionada con la resolucion de problemas de inmediata
aplicacién practica. Uno de estos problemas estaba relacionado con la, por
entonces reciente, teoria de la gravedad de Newton. Era bien conocido en el
siglo XVIII que la fuerza de atraccién entre dos cuerpos podia ser determinada
a partir de la funcidn potencial V(x,y, z). Ademds, la misma era facil de calcular
conociendo la distribucién de masa —digamos su densidad p— en el interior del
cuerpo mediante la férmula:

Vi) = [ [ [ 22 agaac )

donde r = \/(z —&)2 + (y — n)2 + (z — {)? y, por tanto, calculando la integral
es posible encontrar la funcién V. Esto, sin embargo, es complicado ya que

es necesario conocer a priori la distribucién de masa de los cuerpos, la cual
es, en general, desconocida. Si a esto unimos el hecho de que el calculo
directo de la integral (1) suele ser muy engorroso —pues se trata de una integral
triple que hay que integrar en un volumen acotado pero con forma arbitraria—.
Otra posibilidad era resolver la ecuacidn del potencial

ara puntos exteriores al cuerpo: 2% + 2y =+ PV _
p p POt iz Oy2 522 — Y-
Esta nocién del potencial y su relacién con las fuerzas

fue tratado por distintos mateméticos de la talla de
Daniel Bernoulli, Euler y Lagrange.

Uno de los problemas mé&s atractivos surgidos
en esos anos fue el de la atraccion de un cuerpo
por una esfera. Este problema interes6 a Adrien—
Marie Legendre (1752-1833). Este, en un articulo de
1782 titulado Sur lattraction des sphéroides (aunque

Adrien M. Legendre

publicado en 1785), probé un teorema muy interesante
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que establece que, si se conoce el valor de la fuerza de atraccién de un cuerpo
de revolucién en un punto exterior situado en su eje, entonces se conoce en
todo punto exterior. Asi redujo el problema al estudio de la componente radial
P(r,0,0), cuya expresion es

P(r,0,0) /// (r—r')cosy ~r'?sin0'df’d¢’ dr’
—2rr' cosy +12)2

donde cosy = cosf cos + senfsend’ cosd’. Ademéas probd que el integrando

. . . /
de ésta se podfa expresar mediante una serie de potencias de ~- de la forma

1 7,,/2 7,/4
{1 + 3P (cos 'y) + 5P4(cos ’y)— +. }

Las funciones Ps, Py, ... son funciones racionales enteras —polinomios— de cos,
que hoy se conocen como polinomios de Legendre.

Dos anos mas tarde en 1784, Legendre dedujo algunas de las propiedades de
las funciones Pa, (x) como la ortogonalidad:

1

1
/0' Pgn(x)PQm(x)d.T = (;mnm,

donde §,,, es el simbolo de Kronecker. Habia nacido la primera familia
de polinomios ortogonales de la historia. En ese mismo trabajo, Legendre
probé que los ceros de P, eran reales, distintos entre si, simétricos respecto
al origen y menores, en valor absoluto que 1. En su cuarto articulo sobre el
tema (escrito en 1790, aunque publicado tres anos més tarde) introdujo los
polinomios de grado impar, asi como los hoy llamados polinomios asociados de
Legendre P(x) que se expresan a través de los polinomios P, de la forma

PT(Lm)(a:) =(1-z%)% dmdi?;fw), y que son soluciones de la ecuacién de Laplace en
coordenadas esféricas tras aplicar el método de separaciéon de variables.
Los polinomios de Legendre fueron considerados

también por Pierre-Simon Laplace (1749-1827) quien .

en 1782 introdujo las funciones esféricas —que estan 3 .
directamente relacionadas con los polinomios de
Legendre— y demostré varios resultados relativos a
ellas. También es destacable otro resultado publicado
en 1826 —Mémoire sur [lattraction des spheroides
(Corresp. sur I'Ecole Royale Polytech. III, 361-

385)— por el francés Olinde Rodrigues (1794-1851). Se

trata de una férmula para expresar los polinomios de Charles Hermite
n 2 n
Legendre, P,(z) = 27}”1%7 conocida hoy dia

como formula de Rodrigues.
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La siguiente familia, en orden de aparicién, fue la de los polinomios de
Hermite H,, llamados asi{ en honor a Charles Hermite (1822-1901) quien los
estudié junto con el caso de varias variables en su ensayo Sur un nouveau
développement en série des fonctions (C. R. Acad. Sci. Paris, I) en 1864 (ver
(Euvres, Gauthier-Villars, 1908, Tome II, 293-308), aunque al parecer el primero
en considerarlos fue Laplace en 1810 en su Mécanique céleste donde los utilizd
en problemas de teoria de las probabilidades. En este caso la ortogonalidad se
expresa respecto a la funcién e soportada en la recta real.

Luego el ruso Pafnuti Lvovich Chebyshev (1821-1894) realizé un estudio
detallado de los mismos en 1859 —véase su articulo Sur le développement des
fonctions a une seule variable (Oeuvres, Tom I, 501-508, Chelsea Pub. Co.)—.

La préxima familia, conocida como polinomios de
rﬁ Laguerre L&, deben su nombre a Edmond Nicolés
“ = e Laguerre (1834-1886). Estos polinomios ya eran

parcialmente conocidos por Niels Henrik Abel (1802-
\ 1829) y Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), aunque es

ﬂ nuevamente Chebyshev el primero en realizar un estudio
! -

o

detallado de los mismos en 1859 en el trabajo antes

citado y que continué el matematico ruso Konstantin

Nicolas Laguerre ~ Aleksandrovich Posse (1847-1928) en 1873. El caso

general para o > —1 fue estudiado por Yulian Vasilevich

Sojotkin (1842-1827) en 1873, y no es hasta 1879 que Laguerre los introduce

—caso particular a« = 0— cuando estudiaba la integral fzoo e 2~ dx, mediante

su desarrollo en fracciones continuas. En particular, Laguerre, en su memoria

Sur Vintégrale [~ # (Bull. Soc. Math. France, VII, 1879) (ver (Evres,

Gauthier-Villars, 1898, 428-437), prueba, entre otras cosas, la relacién entre la
integral f;o %wdx, y la fraccién continua:

/ Ldl‘ — € 1 = eim ¢m(x) ,
T+3—---

donde los denominadores L,,(z) son las soluciones polindmicas de la ecuacién
diferencial de Laguerre xzy” + (z + 1)y’ — my = 0, m = 0,1,2,..., que no son
més que los hoy conocidos polinomios clasicos de Laguerre.

En este trabajo Laguerre también demostré que los ceros de los L, eran
reales y simples y ademads, probé la propiedad de ortogonalidad que satisfacian
dichos polinomios:

AmeﬂLm@ﬂm@MmzémMMY.
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Anos mas tarde, en 1880, otro estudiante de Chebyshev, Nikolai Yakovlevich
Sonin (1849-1915) continda el estudio comenzado por Sojotkin sobre los
polinomios con o > —1. Es quiza por ello que en algunos sitios a los polinomios
L& (x) se les denomina polinomios de Laguerre-Sonin.

Antes de pasar a nuestra ultima familia cldsica debemos hacer una breve
incursion en la teoria de las ecuaciones diferenciales de segundo orden. El estudio
de las funciones especiales que surgen como soluciones en serie de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales fue desarrollado por Carl Friederich Gauss
(1777-1855) en su famoso ensayo de 1813 Disquisitiones generales circa seriem
infinitam ..., (Werke, IT (1876), 123-162) sobre funciones hipergeométricas. —
las cuales, a su vez, fueron introducidas por Leonhard Euler (1707-1783) en
1769-. En este ensayo Gauss no hizo uso de la ecuacién diferencial que si
utilizé més tarde en material inédito —Disquisitiones generales circa seriem
infinitam..., (Werke, IIT (1876), 207-229)—. Alli introdujo la ecuacién diferencial
(1 —2)y" +[y— (a+ B+ Dz]y’ — afy = 0, cuya solucién es

ala+1)-8(B+1)
124+ 1) 2. (2)

F(a,B;7ylz) =1+ ?:f-ﬁ-ﬁ-

Gauss reconocié que, para ciertos valores de «, 'y
v, la serie incluia, entre otras, casi todas las funciones
elementales. Por ejemplo: (1 + 2)* = F(—a,b;b|—2),
log(142) = 2F(1,1;2}=), etc. También Gauss establecié
la convergencia de la serie e introdujo la notacién
F(a,b;c|z) que convive todavia con la notacién moderna
2F1( a,cb |m) Otro trabajo importante de Gauss fue su
Methodus nova integrali um valores per approrimationen
inveniendi, (Werke III, 163-196) donde demuestra una
féormula de cuadraturas para el célculo aproximado (y

Carl F. Gauss

eficiente) de integrales que constituye una de las aplicaciones mas importantes
de los polinomios ortogonales. En concreto, Gauss “recuperd” los ceros de los
polinomios de Legendre cuando buscaba dénde deberian estar los del polinomio
de interpolacién (de Lagrange) para obtener la mayor precisién posible al
integrar entre 0 y 1, aunque no utilizé6 la ortogonalidad de los polinomios
(hecho que probablemente desconocia) sino la funcién hipergeométrica o Fy. La
construccién de la féormula de cuadraturas, tal y como la conocemos hoy usando
la ortogonalidad, se debe a nuestro préximo personaje, Karl Gustav Jacob
Jacobi —Uever Gauss’ neve Methode die werthe der Integrale ndherungsweise
zu finden J. Reine Angew. Math., 1 (1826) 301-308- (1804-1851), otro de los
grandes matematicos del siglo XIX.
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Jacobi fue uno de los méas grandes matemaéticos del
siglo XIX y no sélo por sus aportaciones puramente
tedricas, sino por su interés por resolver dificiles
problemas de inmediata aplicacién practica —las famosas
ecuaciones de Hamilton y Jacobi de la Mecéanica, o sus
trabajos en Mecanica de Fluidos, por ejemplo—. Es
notable su célebre frase: “FEl senor Fourier opina que

_ la finalidad de las matemdticas consiste en su utilidad
Karl Jacobi publica y en la explicacion de los fenomenos naturales;

pero un filosofo como €l deberia haber sabido que la
finalidad tnica de la ciencia es rendir honor al espiritu humano y que, por
ello, una cuestion de numeros vale tanto como una cuestion sobre el sistema
del mundo, que quiza dié comienzo a esa absurda batalla de hoy dia sobre la
prioridad de la Matematica “platénica” basada en la idea de que la Matemdtica
debe ser independiente de toda utilidad inmediata de la Matematica aplicada de
Fourier.

Fiel a esa idea platénica, Jacobi introduce una nueva familia que generaliza
los polinomios de Legendre a partir de la funcién hipergeométrica de Gauss,
sin importarle sus posibles aplicaciones —recordemos que las familias anteriores
habian aparecido de uno u otro modo relacionadas con aplicaciones fisicas o
matematicas—. Asi, en su articulo péstumo de 1859, Untersunshungen tber die
Differentialgleichung de hypergeometrischen Reihe (J. Reine Angew. Math. 56
149-165), definié la familia de polinomios

r 1 — 1-—
R e R ]

T(a+Dn! 21 a+1 2

para la que demostro, entre otras, una propiedad de ortogonalidad en el intervalo
[—1, 1] con respecto a la funcién peso p(z) = (1—2)*(1+2)?, a > -1, 8> —1,
0 sea,

200 (n+ a+ 1)I(n+ B+ 1)
2n+a+B+1)0(n+a+ 8+ 1)n!’

1
[ PP @) s = b
-1
donde T'(x) denota la funcién Gamma de Euler. Es facil comprobar (ver, por
ejemplo, [12, 40, 42]) que tanto los polinomios de Laguerre como los de Hermite
también se pueden escribir como una funcién hipergeométrica no de Gauss, sino
de las funciones hipergeométricas generalizadas ,F.

Para culminar este apartado mencionaremos que una generalizacién de la
serie hipergeométrica de Gauss (2) fue realizada por Eduard Heine (1821-1881)
en 1846-1847. En sus ensayos Uber die Reihe... (J. Reine Angew. Math. 32
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(1846), 210-212) y Untersuchungen tber die Reihe... (J. Reine Angew. Math.
34 (1847), 285-328), Heine introduce la serie

1-¢)(1-¢")  (1-¢)0-¢*"HA-g)1-¢"") ,
b (I-q)(1—q) o T-ql-@—q)1—q*) ~ A

que obviamente se transforma en (2) cuando ¢ — 1y se conoce como la serie de

Heine 2¢1. Generalizaciones de la serie de Heine han servido para introducir y
estudiar otras familias de polinomios: los g-polinomios a los que nos referiremos

mas adelante.

2.2 Las familias clasicas discretas

Ademas de las familias anteriores, conocidas como familias cldsicas continuas
(va que satisfacen una ecuacién diferencial), existen otras denominadas
comunmente familias “discretas” ya que su ortogonalidad viene dada mediante
sumas, o bien son solucién de una ecuaciéon en diferencias. El caso més
sencillo lo constituyen los polinomios de Chebyshev discretos introducidos por
Chebyshev en 1858 en un breve trabajo titulado Sur une nouvelle série (Oeuvres,
Tom I, 381-384, Chelsea Pub. Co.), y que luego ampli6 en su ensayo Sur
Uinterpolation des valeurs équidistantes (Oeuvres, Tom II, 219-242, Chelsea
Pub. Co.) de 1875, cuyo principal objetivo era construir buenas tablas de
fuego para la artilleria rusa. Siguiendo las ideas expuestas por Chebyshev, M.
P. Kravchuk introdujo en 1929 una nueva familia: los polinomios de Kravchuk.
La idea es la siguiente: interpolar una funcién cuando a los valores dados de
la funcién se les asignan unos pesos de acuerdo con alguna ley determinada
de probabilidad. En otras palabras, sean zg,x1,...,zy diferentes valores
de la variable independiente de una funcién f(z) y sean yo,y1,...,yn los
correspondientes valores de la funcién. Se quiere encontrar los coeficientes A,,
del desarrollo y ~ AgPy(x) + ...+ ApPi(z), (k < N) determinados por la
condicion

N—-1
Z p(xi)ys — AoPo(x;) — - - - — ApPr(z))> = minimo, x441 = x; + 1,
i=0
y donde P,, es un polinomio de grado m determinado por la condicién de
ortogonalidad y normalizacién (polinomios ortonormales)

N-—1 0 k:<m N-—1
}jpm-)Pk(xi)Pm(wi):{ SRS e >0 Y pla =1 (3)
i=0 =0

En el caso p(z) = 1, = 0,1,...N — 1 (distribucién uniforme), este
problema conduce a los polinomios discretos de Chebyshev, mientras que el
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caso p(x) = (”71)(?;%?;'("7w)p$q"’1*$, z = 0,1,2,...,N — 1 (distribucién

binomial) conduce a los polinomios de Kravchuk. Otros casos corresponden a

las distribuciones de Poisson p(z) = Z—T, x=0,1,2,... (polinomios de Charlier),

F(WNTZ')JB!’ x=0,1,2,... (polinomios de Meixner) y de Pdlya

o hipergeométrica p(x) = F(NJF?&\QI;()QTJCH), x=1,2,...,N — 1 (polinomios

de Pascal p(x) =

de Hahn, de los cuales los de Chebyshev son un caso particular). Estas cuatro
familias constituyen lo que hoy conocemos como polinomios clasicos discretos.

Aunque el método descrito nos permite obtener todas las familias de
polinomios discretos no todas se descubrieron de esa manera. Como ejemplo
mostraremos cémo aparecieron los polinomios de Meixner a partir de las
funciones generatrices, muy utiles en la teoria de probabilidades. Por funcion
generatriz de la sucesién de polinomios (P,), se entiende una funcién F de
dos variables que se puede representar mediante una serie formal infinita de
la forma F(z,w) = Y .°;a,Py(z)w™, donde la sucesion (an), es conocida.
J. Meixner, en un articulo publicado en el J. London Math. Soc. (vol
9 pp. 6-13) en 1934, considerd el problema de la determinacién de todos
los sistemas de polinomios ortogonales cuyas funciones generatrices tuvieran
la forma A(w)e*@®) = 5" f (p)w", A(w) = 327 auw”, y Glw) =
Yoo gnw™, donde ag # 0, g1 # 0y f, son polinomios de grado n con
coeficientes principales y (n!)"Lagg} —el coeficiente principal de un polinomio es
el coeficiente de la mayor potencia del mismo, o sea, a,, si p,(z) = apz™ + - - —
Meixner probé que a la sucesién (P, ), le corresponde una funcién generatriz
anterior si y s6lo si los polinomios (P, ), satisfacen una relacién de recurrencia de
la forma P,41(z) = [t—(dn+ f)]Pn(x) —n(gn+h)P,—1(x), n # 0, donde g # 0,
g+ h > 0. Ademds demostré que existian cinco clases distintas de polinomios
ortogonales con una funcién generatriz definida como antes, tres conocidas: los
polinomios de Hermite, los polinomios de Laguerre y los polinomios de Charlier
—introducidos inicialmente por C.V.L. Charlier en 1905-1906 en su articulo en
el Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik. (vol. 2(20) pag. 35) al estudiar
ciertos problemas relacionados con mediciones astronomicas—, y dos nuevas: los
ya mencionados polinomios de Meixner y los polinomios de Meixner de segunda
especie, ortogonales respecto a una funcién peso compleja.

3 Teoria general. Stieltjes y Chebyshev

Como hemos visto en la seccién anterior, los polinomios ortogonales estan
estrechamente relacionados con las ecuaciones diferenciales y teoria de apro-
ximacién (en particular por su relacién con las fracciones continuas). Esta
conexién, y en especial la segunda, conducen al nacimiento, en la segunda mitad
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del siglo XIX, de la teoria general sobre polinomios ortogonales.

Veamos, en primer lugar, la relacién entre los polinomios ortogonales y la
teoria de las fracciones continuas. Comenzaremos con los trabajos de Thomas
Jan Stieltjes Jr. (1856-1894). Stieltjes, en su famoso ensayo Recherches sur les
fractions continues (Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse, 8 (1894) 1-122, 9 (1895)
1-47) publicado péstumamente en dos partes en 1894 y 1895, desarrollf la teoria
general de las S-fracciones definidas por

1

ci1z + i
co + 1
c3z 4 - T
Con +

Con+1Z +

con la condicién ¢ > 0 (k = 1,2,...). Stieltjes probé que haciendo el cambio
aj = 1/ci,by = =1/(c1c2) v ai, = 1/(can—163,02041), bn = —1/(c2ncant1) —
1/(cant1Cant2), n = 1,2,..., esta fraccién se transformaba en una de las
fracciones continuas de Jacobi y, ademas, que si ay = 0, para todo k > n + 1,
entonces la expresién anterior se transformaba en una funcién racional f,(2)
de la forma f,(z) = a—llpi‘;i(lz()z)
5117)1 (%) son soluciones de la relacién de recurrencia a tres términos

, donde los polinomios denominadores p,(z) y los

numeradores p.
2rn(2) = aps1rns1(2) + bprn(2) + anrn—1(2), n>0,

con las condiciones iniciales:

r_1(z) =0,10(2) =1 y r_1(2) = 1,70(2) =0,

respectivamente. A partir de la relacién de recurren-
cia y para el caso de las J-fracciones, Stieltjes demostré
que existia un funcional £, lineal y positivo, tal que,
L(pnpm) = 0 para n # m, lo cual se puede interpre-

tar como una versién primitiva del famoso teorema de
Thomas Stieltjes ~ Favard demostrado antes por O. Perron (1929), A. Wint-
ner (1929) y M. H. Stone (1932), J. Sherman (1935) y L.

P. Natanson (1935) indistintamente que asegura lo siguiente:

Teorema: (Favard 1935 [20]) Supongamos que una sucesion de polinomios
(pn)n satisface una relacién de recurrencia a tres términos de la formas:

2pn(2) = ang1Pnt1(2) + bppn(2) + anpn-1(2), n>0,
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con agy1 >0 yb, e R (k=0,1,2,...) y las condiciones iniciales p_1(z) =0 y
po(z) = 1. Entonces, dichos polinomios p,, son ortonormales en L*(), siendo
a cierta medida positiva sobre la recta Teal, o sea, existe una funcién real no
decreciente o con un numero infinito de puntos de crecimiento efectivo tal que,
para todo n,m = 0,1,2, ... se tiene que:

o0
| pu@pm(@)dala) = b,
—o00
donde, como antes, Oy es el simbolo de Kronecker.

Ademés demostré que tales polinomios tenian ceros con unas propiedades
muy interesantes: todos eran reales y simples, y los ceros de p,, entrelazaban
(1)

n—1
El Recherches de Stieltjes no sélo constituy6 un trabajo esencial en la teoria

con los ceros de p y con los de p,_1.

de fraciones continuas sino que representé el primer trabajo dedicado a la
naciente teoria general de polinomios ortogonales. Adem4s de ello, en él Stieltjes
introduce lo que se conoce actualmente como problema de momentos (dada una
sucesion (g )y, encontrar una medida p(z) tal que pp = [ z™dp(x)) asi como
una extensién de la integral de Riemann —la integral de Riemann-Stieltjes— que
le permitié un tratamiento més general de la ortogonalidad.

Ademéds de los trabajos de Stieltjes debemos
destacar también los del matemético ruso Pafnuti
Lvovich Chebyshev. Chebyshev estudié un ingente
ntmero de problemas relacionados con los polinomios
ortogonales — ya comentamos sus trabajos donde
estudia los polinomios de Hermite y Laguerre y la
introduccién de la primera familia discreta—, llegando
a ellos al tratar de resolver problemas aplicados. Por

ejemplo, sus investigaciones en 1854 sobre algunos
mecanismos que transformaban la energia de rotacién Pafnuti Chebyshev
en energia de traslacion le llevaron al problema de

mejor aproximacion. Asi, en su memoria Théorie des mécanismes connus sous
le nom de parallélogrammes (Oeuvres, Tomo I, Chelsea Pub. Co. 111-145),
Chebyshev planteé el problema de encontrar la mejor aproximacién polinémica
uniforme de una funcién continua f, o sea, dada la funcién continua f definida en
cierto intervalo (a,b), encontrar dentro del conjunto P, de todos los polinomios
de grado a lo sumo n el polinomio p, de grado n tal que el maximo de
|f(z) = pn(z)| sea minimo en dicho intervalo. De esa manera introdujo los hoy
conocidos polinomios de Chebyshev de primera especie T,,(x) que son la solucién
al problema extremal de encontrar los polinomios ménicos p, (z) = z™+- - - tales
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que max |p,(z)| en el intervalo [—1, 1] sea minimo, encontrando la solucién

1 1

Juin - max Ipn ()| = TSR () = 5

= oni cos(n arcos x).
Estos polinomios forman un sistema ortogonal con respecto a la funciéon peso
p(x) = 1/3/1 — 22 y coinciden con los polinomios de Jacobi Pn_%’_%.

Debemos destacar que Chebyshev obtuvo numerosos resultados sobre los
polinomios ortogonales. FEn 1859, desde diferentes consideraciones, estudid
otros sistemas de polinomios ortogonales como los de Hermite y Laguerre. Sin
embargo, él no los introdujo a partir de la relacion de ortogonalidad sino a partir

del desarrollo en serie de potencias para las fracciones continuas de la forma

fb p(x)dz )

P Chebyshev también estudié el problema de momentos y férmulas

de cuadratura e introdujo la primera familia de polinomios discretos: los ya
mencionados polinomios discretos de Chebyshev.

Por estas razones, tanto a Stieltjes como a Chebyshev se les considera los
padres de la teoria de polinomios ortogonales que estaba por llegar a principios
del siglo XX, y que se consolidé en 1939 con la aparicién de la monografia
Orthogonal Polynomials de Gabor Szegé [42]. En esta excelente monografia,
aparte de presentar una teoria general sobre polinomios ortogonales, se incluyen
gran cantidad de resultados sobre las familias cldsicas y se inicia la teorfa de
Szegd de polinomios sobre la circunferencia unidad.

4 Los teoremas de caracterizacion

Consideremos ahora uno de los problemas mas importantes en la teoria de los
polinomios ortogonales: los teoremas que nos indican cudles son las principales
propiedades que los caracterizan. En el apartado anterior nos encontramos con
uno de los resultados més generales: El Teorema de Favard. Aqui trataremos
los teoremas de caracterizacién relacionados con las familias clasicas.

La primera caracterizacién que consideraremos fue obtenida por S. Bochner
[13] quien probdé que los tnicos polinomios ortogonales que satisfacian una
ecuacién diferencial del tipo:

d2

Epn(x) + T(I)ipn(fﬂ) + A Pp(z) =0, (4)

o(x) .
donde o y 7 son polinomios de grado a lo sumo 2 y exactamente 1,
respectivamente, y A, es una constante, eran los polinomios clasicos, o sea,
los polinomios de Jacobi (o(x) = (1 — 2?)), Laguerre (o(x) = z) y Hermite
(o(z) = 1) —estas tres familias de polinomios son ortogonales con respecto a
una funcién peso definida en R (ver Tabla 1)- y, aparentemente, una nueva



R. ALVAREZ Los polinomios ortogonales: historia y aplicaciones 30

familia cuando o(z) = 2%

Estos ultimos, denominados polinomios de Bessel,
a diferencia de las tres familias anteriores no corresponden a un caso definido
positivo, es decir la medida de ortogonalidad no es positiva. Aunque estos
polinomios habian sido considerados por muchos mateméticos (e.g. Burchnall
y Chaundy en 1931 [14]), fueron H. L. Krall y O. Frink quienes los presentaron
formalmente en 1949 en su articulo A new class of orthogonal polynomials
(Trans. Amer. Math. Soc. 65) [33] y les dieron el nombre por su relacién
con las funciones de Bessel. En ese magnifico trabajo estudiaron un sinnimero
de propiedades y probaron la ortogonalidad respecto a una funcién peso en
la circunferencia unidad T. Sin embargo no encontraron ninguna funcién
“peso” (necesariamente signada) sobre la recta real. El problema fue finalmente
resuelto por A. Durdn en 1990 en [17] donde se desarrolla un método general para
encontrar explicitamente funciones muy regulares con momentos dados; como
aplicacién encontré las primeras medidas signadas sobre R y (0, +00) respecto

a las cuales los polinomios de Bessel eran ortogonales.

Tabla 1: Los polinomios ortogonales clasicos.

SPO funcién P, o(z) funcién peso Intervalo de
ortogonalidad
Laguerre olz) == x%e " [0, 00)
Hermite olz)=1 e’ (—00,00)
Jacobi o) =1-22 (1—z)*(1+x)? [—1,1]
Bessel o(x) = 2® 20+l Pﬁio % T

Otra caracterizacién, la mas antigua, se debe a Sonin quien, en 1887, probé
que los tinicos polinomios ortogonales que satisfacian la propiedad de que sus
derivadas P; también eran ortogonales eran los polinomios de Jacobi, Laguerre
y Hermite. Esta propiedad fue redescubierta W. Hahn en 1935 quien también
recuperé los polinomios de Bessel no considerados por Sonin —el caso Bessel
también fue estudiado por H.L.Krall [31]-
Hahn probé un resultado més general que contenia al anterior: si la sucesion de

Dos anos més tarde, el mismo

polinomios ortogonales (P, ), era tal que la sucesién de sus k—ésimas derivadas
(Py(lk))n, para cierto k € N, también era ortogonal, entonces (P,), era alguna
de las sucesiones de polinomios ortogonales clésicos.

La tercera caracterizacion fue propuesta por F. Tricomi [43] quien conjeturd
y parcialmente demostré (para mds detalle ver [1, 12]) que sélo los polinomios

ortogonales clasicos se podian expresar en términos de una férmula tipo
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Rodrigues:

B, d" n _
s @) @], n=012,. (5)

Pp(x) =
donde p es una funcién no negativa en cierto intervalo y o es un polinomio
independiente de n. La demostracion rigurosa de este resultado fue dada por
Cryer en 1969 [15], aunque ya E. H. Hildebrandt en 1931 [27] tenfa varios
resultados en esa direccién. Otra caracterizacién consiste en que los tnicos
polinomios ortogonales respecto a una funcién peso p solucién de la ecuacién

diferencial de Pearson
[p(z)o(z)] = 7(x)p(z), gradoo <2, gradoT =1,

eran los cldsicos (Jacobi, Laguerre y Hermite), que fue probada por Hildebrandt
en 1931 [27]. El caso discreto fue considerado por primera vez también por E.
H. Hildebrandt [27] en 1931 y fue resuelto completamente por P. Lesky [34]
en 1962. Precisamente esta ultima caracterizacién traducida al espacio dual de
los funcionales permitié a F. Marcellan y sus colaboradores obtener una forma
unificada de probar todas las caracterizaciones asi como varias completamente
nuevas, no sélo para los polinomios clésicos [36], sino para el caso “discreto”
[21] (Hahn, Meixner, etc.). Una revisién de los teoremas de caracterizacién la
podemos encontrar en diversos trabajos, por ejemplo, en [1, 10, 12, 36]).

Una extensién de los polinomios clasicos se debe a H.L. Krall quien, en
1938, estudio el problema de la determinacién de soluciones polinémicas de una
ecuacién diferencial de orden 2n (n = 1 conduce a los polinomios cldsicos como
ya vimos), encontrando condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de las mismas. Dos anos mas tarde, en 1940, clasific6 todas las ecuaciones de
cuarto orden con soluciones polinémicas [32]. En 1978, su hijo A.M. Krall [32]
estudié estos nuevos polinomios (no cldsicos) y los denominé polinomios tipo-
Legendre, tipo-Laguerre y tipo-Jacobi (ver tabla 2). Nétese que los polinomios
obtenidos son ortogonales respecto a medidas clésicas “perturbadas” mediante
una o dos masas de Dirac Mé(x), siendo d(z) la funcién § de Dirac (mds detalles
se pueden encontrar en [4, 5]).

Este problema inici6 las investigaciones en un nuevo campo de las funciones
especiales: los polinomios semicldsicos [25]. La generalizacién de este problema
al caso de los polinomios “discretos” desembocd en una conjetura propuesta
por R. Askey en 1990 y resuelta independientemente por H. Bavinck y H. van
Haeringen en 1994 y por R. Alvarez-Nodarse y F. Marcelldn un ano mas tarde
[3]. Un estudio més general de este tipo de polinomios asi como las relaciones
limites entre los distintos polinomios de tipo Krall (tanto continuos como
discretos) fue hecho en [4]. Otra generalizacién de los polinomios ortogonales
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Tabla 2: Los Polinomios de Krall.

o Medida ortogonalidad
tipo Laguerre e " + Md(x) [0, c0)
tipo Legendre | § + @ + @ [-1,1]

tipo Jacobi (1—2)* + Mo(z) [0,1]

clésicos son los polinomios ortogonales respecto a un producto escalar de tipo
Sobolev introducidos por D. C. Lewis (ver e.g. [35]).

5 Los ¢—polinomios

Ademads de la extensién de Krall para los polinomios cldsicos hay otras
posibilidades. Una de ellas fue explotada por W. Hahn en 1949 en su ensayo
[24]. Alli, Hahn propuso el siguiente problema: Sea ©, el operador lineal

flaz+w) = f(z)

@q,wf(x): (q—l)x—i—w

Encontrar todas las sucesiones de polinomios ortogonales (P,,) tales que:
1. (Og.wP)n sea también una sucesion de polinomios ortogonales;

2. ©4.u P () satisfaga una ecuacion de la forma:
U(as)@;an(z) + 7(2)O g, P () + A Pp(x) =0, Yn >0,
donde grado o < 2 y grado 7 = 1.

3. p(z)Pu(z) = O7 ,[Xo(x) - X1(x) -+ Xn(2)p(2)], siendo Xo un polinomio
independiente de n, X;11(x) = X;(qx + w) y p independiente de n.

4. Los momentos p, asociados a la sucesion (Pp),, satisfacen una relacion

. a+b n
de recurrencia de la forma p, = c+d3” fn—1, ad—bc#0.

En ese mismo trabajo, Hahn da la respuesta para el funcional ©, = Oy,
correspondiente al caso ¢ € (0,1) y w = 0. El caso ¢ = 1 y w = 1 conduce
directamente a los polinomios discretos antes mencionados y fue resuelto por
P. Lesky en 1962. El caso w = 0 y ¢ — 1 obviamente se transforma en el
caso clasico estudiado por el mismo Hahn en 1935-1939. Aunque su articulo de
1949 es obscuro y practicamente no contiene ninguna demostracién, en él Hahn
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encuentra la familia més general de polinomios que pertenecian a la clase antes
mencionada (w = 0), que son los hoy conocidos g-polinomios grandes de Jacobi
y, en particular, los g—polinomios que llevan su nombre: g—polinomios de Hahn
y que constituyen una familia finita.

Un hecho sorprendente fue que, aparte de las tres caracterizaciones anterio-
res de Hanh, no se conocia ninguna otra caracterizacién de estas familias. Este
lapso fue cubierto recientemente por J. C. Medem en un trabajo en conjunto
con R. Alvarez-Nodarse y F. Marcelldn [38], donde se prueban ademés de las

cuatro caracterizaciones las siguientes:

Teorema: Sea L un funcional regular y (P,)n la sucesion de polinomios
ortogonales asociada y sea ¢ € C\{q : |g| = 1}. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) L satisface la ecuacion distribucional ©4(¢L) = YL, siendo ¢ y ¢ poli-
nomios con grado(¢) < 2 y grado(yp) =1,

(b) Ezisten dos polinomios ¢®) y ¥ de grados a lo mds 2 y ezactamente 1,
respectivamente, y una sucesion de constantes Ay € C\{0}, n > 1, /):(()k) =0,
tal que (b(k')@q@qle%k) + w(k)@qle%k) = X%k) %k), con Q%k) = an@];Pan
(Cn i es tal que lek) =z"+--),

(c) Existen dos polinomios ¢ y ¢* de grado a lo mds 2, y seis sucesiones

(an)na (bn)’ru (CTL)TL} (a':b)ny (bjl)na (C:I)n7 CnC:L 7é O: tales que ¢®Pn = anpn—i-l +
ann + CnPn—l Yy (b*@q—lpn = a;Pn_,_l =+ b:;Pn =+ C;Pn—l;

(d) Ezisten tres sucesiones (en)n>0, (hn)n>0 tales que P, = Qn + €,Qn_1 +
thn72; con Qn = qnq+_711,1@qpn+1 .

Finalmente, mencionaremos que J.C. Medem en 1996 dio otras caracterizaciones
para una clase méas general: los polinomios g—semiclésicos, basando sus
demostraciones en el marco de los funcionales lineales siguiendo una idea iniciada
por el P. Maroni en los 80 para el caso “continuo”.

Antes de continuar, debemos destacar que aunque los g—polinomios eran
conocidos a finales del siglo XIX —el primer ejemplo de g—polinomios se debe
A. A. Markov, el famoso estudiante de Chebyshev, que en 1884 considerd
un caso particular de los que se conocen como polinomios de ¢—Hahn— es
justamente a partir del trabajo de Hahn en 1949, mencionado anteriormente,
cuando su estudio recobra fuerza debido, fundamentalmente, a su conexiéon con
la teoria de funciones Theta, teoria de particiones, representacién de g—élgebras
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y grupos cuanticos, entre otras involucrandonse un sinnimero de matemédticos
de los que se puede destacar a R. Askey, J. A. Wilson, T. H. Koornwinder,
D. Stanton, M. E. H. Ismail, T. S. Chihara, W. A. Al-Salam, A. F. Nikiforov,
V. B. Uvarov, N. M. Atakishiyev, S. K. Suslov, entre otros (ver, por ejemplo,
[8, 9, 10, 22, 28, 29, 39]).

Existen dos formas generales de tratar a estas familias. La primera,
desarrollada en los afios 80 por los estadounidenses G. E. Andrews y R. Askey
y sus colaboradores, se basa en las series hipergeométricas bésicas 4¢3 —las “q”
generalizaciones de la serie de Gauss de las que ya hemos visto un ejemplo
debido a Heine—, definidas en general por

a1,02, ..., Gr > (@@ (arsq)e 2 (k=) P

o, gz = (—1)*q% :
b1, b2, ..., by peo 0150k (0o Qi (g5 D

con (a;q), = Z;é(l —aq"), 0 < ¢ < 1. En particular, descubrieron que todas
las familias de polinomios ortogonales cldsicos podian obtenerse como casos
limites de los polinomios de Askey-Wilson definidos por

q ", " tabed, e, ae®®

ab, ac, ad %9 , T =cost,

pn(30,b,¢,d) = 403
apareciendo en 1994 [28] la g—Tabla de Askey que clasificaba (presuntamente)
a todas las demas familias de g—polinomios.

Algo més tarde, en 1983, los rusos A. F. Nikiforov y A. V. Uvarov
proponen una aproximacion diferente (y més general) que consiste en considerar
los g—polinomios como soluciones polindmicas —en z(s)— de una ecuacién en

diferencias:

+ ] + Ay(s) =0,
(6)

Vi) =[f(s) = fls=1),  Af(s)=f(s+1)—f(s),

con x(s) = c1¢° + ca(q)g *+¢5(q) = c1(¢° + ¢ ° ) 4¢3, donde ¢ € C, ¢1,¢2,¢3
son constantes que pueden depender de ¢, pero son independientes de s; 6(z(s))
es un polinomio de grado, a lo sumo, 2 en z(s) y 7(z(s)), de grado 1 y A es una
constante. La ecuacién anterior se denomina ecuacion en diferencias de tipo
hipergeométrico y aproxima a la ecuacién (4) en la red no uniforme x(s). Una
propiedad inmediata de esta aproximacién es precisamente que las soluciones
de (6) se pueden expresar como series bdsicas, es decir

e
n 2utn—14P1 s e
P ) _ q ", AT s gsiTs gsitsta ) (7)
n\S)qg = 4¥3 q81+52+u q51+83+u q81+84+u 1459
b b
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En particular, los polinomios de Askey-Wilson son una solucién de la ecuacion
anterior cuando z(s) = %(qs +q¢ %) =x,yq¢" =a,q¢2=b, ¢ =¢, ¢ =d.
Los trabajos de estos dos autores culmina con una clasificacion diferente de los
g—polinomios, basada en la ecuacién (6), aparecida en 1991 [41].

Aparentemente, la clasificacion de los g¢—polinomios segin la g—tabla
de Askey contenia todas las familias posibles de ¢—polinomios. No
obstante quedaba pendiente la cuestién de si realmente la ecuacion de tipo
hipergeométrico (6) tenfa como solucién a todas las familias conocidas de
g—polinomios. Esta cuestién fue parcialmente resuelta en [6], donde se establece
un hecho sorprendente: incluso dentro de la clase de Hahn, lo que equivale
a trabajar en la red exponencial lineal x(s) = c¢1¢® + ¢3, la clasificacién de
Nikiforov-Uvarov contiene dos familias completamente nuevas y no contenidas
en el g—esquema de Askey. Ellas son:

. ", aq" x -0 T
gn(x;a,b) = 2%( ¢ ab) ;Y In(xsa) =2¢o( v ‘q; —a>-

Actualmente continda abierto el problema de caracterizacién en la red general

conociéndose sblo algunos resultados parciales (aunque muy interesantes)
debidos a A. Grunbaum y L. Haine usando técnicas biespectrales [23]. También
esta abierto el problema de clasificacion completa de todas las familias
ortogonales en la red general x(s) = c1(q)q® + c2(q)q™* + c3(q).

6 Polinomios matriciales

Antes de pasar a ver algunas de las principales aplicaciones de los polinomios
ortogonales vamos a comentar brevemente una de las extensiones més
importantes y de mayor actualidad de la teoria de polinomios ortogonales: los
polinomios ortogonales matriciales. Estos objetos matemaéticos son polinomios
cuyos coeficientes son matrices cuadradas e.g. N X N, o equivalentemente, son

matrices cuyas entradas son polinomios, i.e., P,(z) = A 2" 4+ A1zt +
o Ajx+ Ay con A, € RVY k= 0,1,...,n. La ortogonalidad viene dada
en este caso por una matriz de medidas p = (Mi,j)szl definida positiva

(es decir, tal que para todo conjunto de Borel A C R, la matriz nimerica
1(A) = (pij(A))N;=, es semidefinida positiva) con momentos [ t"dW (t) <
400, Vn > 0, tal que

Apn(x)dﬂ(x)Pm(z) =0pmIn, n,m>0, (8)

siendo I';, una matriz definida positiva. Como en el caso escalar, la sucesién de
polinomios matriciales ortogonales (P, ), satisface una férmula de recurrencia
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de tres términos:
tP,(t) = Ant1Payi1(t) + Bp(t)Po(t) + Al Pr—1(t), n >0,

donde P_;(t) es la matriz nula 0,, y Py(t) = I,, es la matriz unidad I,,.

La ortogonalidad matricial ha sido estudiada de manera esporadica durante
los tdltimos cincuenta anos. Por ejemplo, M. Krein considera el problema de
momentos matricial y los correspondientes polinomios matriciales en los anos 40.
En los 60 se interesan por ellos F. Atkinson (1968) y Yu. M. Berezansky (1965)
en sus monografias Discrete and continuous boundary problems y Expansions
in eigenfunctions of selfadjoint operators, respectivamente. En los 80, J.S.
Geronimo los usa en la teoria de dispersién (scattering theory), S. Basu y
N. K. Bose (1983) en modelos de redes (networks), etc. No obstante, faltaba
motivacion para desarrollar un estudio sistematico de la teoria; esta motivacion
ha aparecido al principio de esta década a partir de varios trabajos de A. Durdn
[18, 19] donde éste muestra cémo interpretar matricialmente la ortogonalidad
escalar, convirtiendo asi la teoria de polinomios matriciales ortogonales en una
herramienta para resolver problemas de la teoria escalar clasica.

En particular, Duran prueba, usando las medidas matriciales, que

1  wiz({0})

s op - Suptea(0h) - ZrE s

donde W = (w; ;)? ;=1 es el conjunto de todas las medidas matriciales asociadas

: W,

a la sucesion (py)n, problema éste que permanecia abierto desde principios del
siglo XX, porque para darle respuesta era necesario acudir a la ortogonalidad
matricial. Este uso de la ortogonalidad matricial para resolver problemas de la
ortogonalidad escalar clasica ha generado el interés necesario para llevar a cabo
un estudio sistématico de la ortogonalidad matricial, situdndola, adema&s, como
una de las areas mas prometedoras dentro de la teoria de polinomios ortogonales.

7 Aplicaciones

Describamos a continuacién algunas de las aplicaciones de los polinomios or-
togonales.

Equilibrio electrostatico. Una aplicacién muy interesante de los polinomios
ortogonales clésicos de Jacobi, Laguerre y Hermite, fue descubierta por Stieltjes
y estd estrechamente ligada al problema del equilibrio electrostdtico (ver e.g.
[42] y las referencias del mismo). Este problema se divide en dos: cuando el
intervalo donde se encuentran las cargas es un intervalo acotado y cuando no lo
es.
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I. Caso de un sistema de cargas en un intervalo acotado. Supongamos que
tenemos n cargas unitarias xi,xso,...,x, distribuidas en [-1,1] y colocamos
dos cargas extra en los extremos: una carga p > 0 en x = 1y otra ¢ > 0 en
x = —1. Supongamos que la energia de interaccion entre las cargas estd regida
por una ley logaritmica (electrostdtica bidimensional) expresada mediante la
férmula

n 1 n 1
L= —log Dy(z1,72,...,2n) +p210gm + QZIOg m7
i=1 i=1

donde el discriminante D,,(x1, 2, ...,xy,) de x1, s, ..., z, viene dado por

Dy (x1,72,...,0,) = H |zs — 5]

1<i<j<n

Teorema:  (Stieltjes 1885-1889) La energia alcanzard un minimo cuando
Z1,%2, ...,y Sean los ceros del polinomio de Jacobi P,(L2p_1’2q_1)(x).

Este teorema nos da la interpretacién electrostatica de los ceros de los

polinomios para un intervalo acotado. Notemos que, al considerar un sistema de
cargas unitarias del mismo signo, éstas se repeleran. En el caso de un intervalo
acotado, las cargas, al estar ligadas a él, se mantendran en su interior. No ocurre
igual en el caso de que el intervalo no sea acotado, pues las cargas se pueden
ir al infinito (como de hecho ocurriria si se dejaran libres). Por ello, en el caso
de intervalos no acotados se tienen que introducir condiciones adicionales que
aseguren que las cargas no se alejan al infinito.
II. Caso de un sistema de cargas en un intervalo no acotado. Supongamos que
tenemos n cargas unitarias distribuidas en el intervalo [0,00) y colocamos una
carga extra p > 0 en el origen z = 0. Para impedir que las cargas se puedan ir
al infinito exigiremos que se cumpla una condicién extra para el centroide de las
cargas: % Y or_q xr < K, con K cierto ntimero positivo. En este caso la energfa
vendra dada por la expresién

- 1
L= —log Dn(z1,...,7n log —.
og Dy (71 T Hp; og

Teorema: La expresion anterior junto con la condicion para el centroide
tiene un minimo cuando Ti,Ts, ..., T, son los ceros del polinomio de Laguerre
Lgp_l)(cnx), donde ¢, = (n+2p—1)/K.

Si ahora colocamos las n cargas unitarias distribuidas en el intervalo (—oo, 00) e
imponemos la condicién: % ZZ=1 zz < L, L > 0, entonces tenemos el siguiente
resultado:
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Teorema: La expresion —log D, (x1,2a,...,2,) con la condicién sobre el
momento de inercia tendrd un minimo cuando x1,Zs,...,xT, son los ceros del
polinomio de Hermite H,(d,z), donde d,, = \/(n —1)/2L.

Un hecho importante relacionado con esta interpretacion electroestatica es
el siguiente: Si consideramos que la carga total en el caso del intervalo [—1,1]
es 1, y hacemos tender el niimero de dichas cargas a infinito observamos que las
cargas p y ¢q de los extremos es despreciable con respecto a la carga interior y,
por tanto, la distribucion asintética de los ceros de los polinomios de Jacobi es
independiente de los parametros a y § de los mismos, luego podemos obtenerla
a partir de cualquiera de sus “subfamilias”. Asi, por ejemplo, si tomamos los
polinomios de Chebyshev de primera especie (& = § = 1/2) cuyos ceros son
zj = cos(2j — 1)m/(2n), j = 1,2,...,n, tendremos para el nimero de ceros
N, (a,b) en el intervalo [a, b] la siguiente estimacidn:

Na(a,b) 1 1 1
ede Y en [ o),

a<cos 7(”271)” <b
hS S

conocida como la distribucién arcseno y que resulta caracteristica para toda
una amplisima clase de polinomios ortogonales [—1, 1], como, por ejemplo, la
conocida clase de Nevai. En realidad, este hecho no es una casualidad sino que
es una consecuencia de la estrecha interrelacion que existe entre la teoria de
polinomios ortogonales y la teorfa del potencial y es precisamente una de las

principales lineas de investigacion del momento.

Meécanica cuantica. En otra direccién, precisamente la ecuacién diferencial
que las familias clésicas (y otras) satisfacen da pie a una de sus principales
aplicaciones: su utilizacién para describir los mas importantes modelos cuanticos
tanto relativistas como no relativistas. Por citar algunos mencionaremos el
oscilador cudntico (polinomios de Hermite o Laguerre y Jacobi), el dtomo de
hidrégeno y la interacién entre los piones y el nicleo atémico (polinomios de
Laguerre y Jacobi), etc.

Como ejemplo veamos las ecuaciones estacionarias de Schrodinger para el
atomo de hidrégeno (caso no relativista) y de Klein-Gordon para un pién (caso
relativista) en un potencial de Coulomb, i.e.,

1 2
A¢S+2<ES+T> Vs =0, Ang+[(EKG+T) —1] )

respectivamente, donde A es el laplaciano en R3, E representa la energia del
sistema y 1 es la funcién de onda que caracteriza por completo al sistema.
Utilizando que el potencial es central, y por tanto tiene simetria esférica,
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15 20
podemos separar variables en coordenadas esféricas obteniendo las siguientes

soluciones

I+1
2r 2r
0.6) =N, e GFrm) (= ) 2 (28 )y (s
1,[15'(7’, 7¢) 1€ n+l—|—1 n 7’L+l+1 l, ,(a¢)7

n!

con N, = \/(n+l+ D2(n+ 20+ 1)!

para la primera y, para la segunda,

an!
vKG = \/(n+y+ (n+2v+1)!

2
conv=—+/(l+3)?—p?a= \/1— (1—%) y L& los polinomios

clésicos de Laguerre. En ambos casos, n = 0,1,2,..., 1 = 0,1,...,n — 1,

e 2" (2(17‘)VJr1 Ly (2ar) Yim (6, 9),

m = —l,-l+1,...,] e Y}, representa a los arménicos esféricos que son
proporcionales a los polinomios de Jacobi P (cos #). Finalmente, para ambos
sistemas se obtienen los siguientes valores de la energia E:

1 w2

ST o+l 1) K@ 2n—+1+1)?

En ambos casos se tiene un espectro discreto de energia que concuerda muy
bien con los hechos experimentales. Destaquemos que en el caso del dtomo
de hidrégeno estos valores explicaron perfectamente la llamada serie de Balmer,
fisico suizo que en 1885 descubrié que las frecuencias w de las lineas del espectro

1 1
de rayas del a&tomo de hidrégeno se expresaba por la férmula w = R 52 k2> ,
k = 3,4,... y R cierta constante. Precisamente los intentos de explicar este

fenémeno dieron un impulso definitivo a la aparicién de la teorfa cudntica. (Bohr
(1913), Pauli (1929) y Schrodinger (1929)).

Estado fundamental (negro) y exitado (tonos grises) del dtomo de Hidrégeno

Otra aplicacién importante de los polinomios ortogonales relacionada con lo
anterior es en el cédlculo de las entropias de sistemas cuanticos, en particular
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para los osciladores y atomos de hidrogeno. Esta cantidad viene definida por
integrales de la forma

Ey(pn) = — / 22 () In (p2(2)) pla)dac

donde p,, son polinomios ortogonales respecto a la funcién peso p (du(xz) =
p(x)dz), y B € R. En general, el valor para la entropia no se conoce para
casi ninguna familia de polinomios (exceptuando los polinomios de Cheby-
shev de primera y segunda especie), y muchos de los resultados son resultados
asintdticos. Gran parte de esta teoria esta siendo desarrollada por J. S. Dehesa
y sus colaboradores (ver el magnifico survey sobre este tema [16]).

Teoria de representaciéon de g—algebras. Otro ejemplo de aplicacién de
los polinomios ortogonales esta relacionado con la teoria de representacién de
q—algebras. A modo de ejemplo vamos a describir la conexién entre el g—&lgebra
SU4(2) y los polinomios duales de Hahn definidos por [7]

-n ,a—s ,a+s+1
c q 49 "4
Wi () antly =wea (T8 AL ). )
El algebra SU,(2) esté generada por los operadores J, J_, Jy, que satisfacen

las ecuaciones

sh(2J,
o el = s [Tasd ] = (2] = SPCI) o

shry (10)
(Je)t = Jx, (Jo)t = o,

donde [A, B] = AB — BA, [n], = (¢% — ¢ %)/(qg2 — q~2) son los “g-ntimeros”
y [2Jo], se entiende como el correspondiente desarrollo formal en serie de
potencias. Un problema de gran interés es determinar los coeficientes de
Clebsch-Gordan (CCQG) (Jy My JoMs|JM),, definidos mediante el desarrollo

[ JiJa, IM)g = Y (JiMyJoMo| M) g|Jy My)g| JaMa)q , (11)
My, M,
siendo |J1Jo, JM)q, |JiMi)g v |JaMs2)g los vectores de la base de las
representaciones irreducibles de SU,(2) D’, D7t y DY2  respectivamente.
Utilizando las propiedades de estos coeficientes (ver e.g. [7, 45]) es fécil
comprobar que se tiene la igualdad

s)Ax(s—1/2)
2

n

W (s,a,b)

q—l .

(71)J1+J27J<J1M1J2M2|JM>q = \/p(

|J1—J2‘<M, TL:JQ—MQ, S:J, a:M, C:J1—J2, b:J1+J2+].,
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donde p(x) y d,, denotan las funciones peso y la norma de los g-polinomios duales
de Hahn, Wnc) (x(s),a,b)4-1, y A es el operador definido en (6). Las relaciones
del tipo anterior son de gran importancia, pues permiten obtener una gran
cantidad de propiedades de los CCG a partir de los polinomios W,EC) (x(s),a,b)qy
viceversa. En particular, en [7], explotando la relacién anterior, se encontré una
expresion desconocida hasta el momento, que identificaba a los ¢g—polinomios
duales de Hahn con los g—polinomios de Hahn.

Antes de concluir esta seccién debemos destacar que también los
polinomios “discretos” estan intrinsecamente ligados con procesos cuanticos,
particularmente los polinomios de Hahn, Meixner, Meixner-Pollaczek y
Kravchuk. También es importante destacar el papel relevante de los polinomios
ortogonales en la teorfa de representacién de grupos [39, Capitulo 5], (en
particular los grupos O(3), SU(2) y SU(1,1); en teoria de compresién de la
informacién [39, Seccién 4.1]; férmulas de cuadratura [39, Seccién 4.1]; para el
reconocimiento de voz [11]; etc.

Apéndice: Un comentario acerca de la literatura.

Existen un sinfin de publicaciones dedicadas a los polinomios ortogonales (por
ejemplo en la bibliografia recopilada J. A. Shohat, E. Hille y J. L. Walsh, —
A bibliography on orthogonal polynomials.  Bulletin of the National Research
Council.(U.S.A.) Number 103, National Academy of Sciences, Washington D.C., 1940—
hasta 1940 habfan aparecido 1952 trabajos de 643 autores). Un simple vistazo a las
bases de datos disponibles nos dan estadisticas mucho mayores.

Hoy en dia tenemos excelentes monografias dedicadas al estudio de los polinomios
ortogonales. Vamos a incluir aqui una breve lista de las mismas —sin pretender que
ésta sea completa—.

e Orthogonal Polynomials por G. Szegd [42], que es la primera monografia de-
dicada por entero a este tema y que recoge las principales ideas y técnicas
matemadticas, estudiando en particular los polinomios de la clase de Szegd, entre
otros muchos.

e Orthogonal Polynomials (Pergamon Press, Oxford, 1971) por G.Freud dedicado
al estudio de los polinomios desde un punto de vista formal, o sea, propiedades
generales, conexién con el problema de momentos, fracciones continuas, etc.

e Special Functions and its Applications, N. N. Lebedev (Dover, Nueva York,
1972). Monograffa clasica que describe gran parte de las funciones especiales y
polinomios clésicos asi como muchas de sus aplicaciones a problemas de fisica
matemadtica e ingenieria.

e An introduction to orthogonal polynomials por T. S. Chihara [12]. Excelente
revisién del tema utilizando técnicas de funcionales lineales. Muy recomendable
para el “principiante”.

e Special Functions of Mathematical Physics por A.F. Nikiforov y V. B. Uvarov
[40], dedicada a las aplicaciones fisicas de los polinomios y donde se introducen
éstos a partir de la ecuacién diferencial de tipo hipergeométrico. Esta monografia
es una magnifica introduccién al tema.
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Classical Orthogonal Polynomials of a Discrete Variable por A.F. Nikiforov,
S. K. Suslov y V. B. Uvarov [39], la tnica, hasta el momento, dedicada al
estudio detallado de los polinomios ortogonales de variable discreta en redes,
tanto uniformes como no uniformes, y sus aplicaciones.

Special Functions and the Theory of Group Representations por N. Ja. Vilenkin
[44] y Representations of Lie Groups and Special Functions por N. Ja. Vilenkin
vy A. U. Klimyk [45], ambos dedicados al estudio de las funciones especiales,
polinomios clésicos continuos y discretos, asi como los ¢-polinomios utilizando
la teoria de la representacién de grupos y algebras.

General Orthogonal Polynomials por H. Stahl y V. Totik (Cambrige University
Press, 1992) dedicado a los aspectos més generales y formales de la teorfa de
polinomios ortogonales con muchas incursiones en el analisis complejo, teoria
del potencial y propiedades asintéticas.

Fourier Series in Orthogonal Polynomials por B. Osilenker (World Scientific,
Singapore, 1999) dedicado a las series de Fourier de polinomios ortgonales,
teoremas generales de convergencia en L?, LP, etc.

Una colecciéon méas completa de los textos y manuales relacionados con los

polinomios ortogonales se puede encontrar en 0P-SF NET: The Electronic News Net

of the SIAM Activity Group on Orthogonal Polynomials and Special Functions en la

direccién de internet: http://math.nist.gov/opsf/booklist.html
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1 Introduccion

El Comité Andaluz para el Afio Mundial de las Matematicas organizé en
Noviembre de 2000 un Encuentro de Matemadticos Andaluces que consté de una
serie de actividades de difusién y andlisis del papel social de las Matematicas en
el d&mbito de la Comunidad Andaluza. Entre estas actividades hubo una serie
de conferencias plenarias, cuyo objetivo era el mostrar algunas parcelas de la
investigacion en Matematicas que se esta desarrollando en Andalucia.

Al ser invitado a dedicar una de estas conferencias plenarias a la
labor desarrollada por el Grupo de Investigacién en Anélisis Funcional del
Departamento de Matematica Aplicada II de la Universidad de Sevilla, hice
una revision de los temas sobre los que habiamos trabajado y, puesto que
una parte amplia de los problemas que hemos abordado tienen su raiz en
la obra del matematico aleman Otto Toeplitz y en objetos matematicos hoy
ligados a su nombre, decidi orientar mi exposicion en esta direccién, la cual me
permitia mostrar a un ptblico general que algunas lineas de investigacion hoy
consideradas excesivamente abstractas en algunos circulos profesionales, tienen
su origen histérico —y en tultimo extremo la justificacién de su estudio— en
problemas centrales de las Matematicas.

Quiero agradecer la invitacién a publicar la conferencia en este Boletin. El
fruto es este articulo en el que, tras hacer una breve resena biogréfica de su vida,
describiré el origen, el desarrollo y algunos de los resultados obtenidos en algunas
de las lineas de investigacién asociadas al nombre de Toeplitz. Naturalmente,
el texto que sigue es muy parecido, aunque més amplio en algunos aspectos,
al que se publicard en el libro de actas del congreso, pero como éste tendra
una distribucién limitada, los editores de las actas no ha puesto inconveniente
alguno a que se publique aqui, lo que les agradezco.
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2 Otto Toeplitz (1881-1940)

Otto Toeplitz! nacié y crecié en la ciudad de Breslavia (Breslau en alemén,
hoy Wroctaw en Polonia), en el seno de una familia judia en la que habia
varios profesores de matematicas, su padre y su abuelo paterno entre ellos.
En 1906, tras haber obtenido su doctorado en Matematicas en la Universidad
de Breslau con una tesis en geometria algebraica, Toeplitz viajé a Gotinga
para trabajar en el grupo dirigido por D. Hilbert centrado, por entonces, en
la teoria de las ecuaciones integrales. De su estancia en Gotinga datan el
interés de Toeplitz por las propiedades de las matrices infinitas, interés que
mantendria a lo largo de toda su carrera investigadora, dedicada en gran parte al
analisis de las correspondientes formas bilineales y cuadraticas y de los sistemas
de ecuaciones lineales con infinitas incégnitas, y su estrecha colaboracién con
E. Hellinger. En 1913 Toeplitz fue nombrado profesor de la Universidad de
Kiel. Uno de sus proyectos mas importantes durante su estancia alli fue la
redaccién con Hellinger del articulo enciclopédico sobre las ecuaciones integrales
que, finalmente, aparecié en 1927 [25].

En 1928 la Universidad de Bonn ofrecié a Toeplitz una catedra que éste
aceptd. Alli recibié como ayudante al que serfa su colaborador, G. Kothe. Por
haber sido funcionario desde antes del comienzo de la Primera Guerra Mundial,
Toeplitz no se vio afectado por la Ley del Servicio Civil de 1933 que forzé el retiro
de la mayoria de los funcionarios que no fuesen de ascendencia aria. Sin embargo,
la normativa dictada en 1935 tras el congreso del Partido Nacionalsocialista
obligé a Toeplitz a dejar su catedra. Aun asi, Toeplitz no dejé6 Alemania
y durante algunos anos siguié trabajando en ayuda de la comunidad judia,
especialmente en el drea educativa, cuya situaciéon habia ido deteriorandose
gravemente. En 1937 se prohibié el acceso de los judios a las universidades
y cuando en 1938, tras la “noche de los cristales rotos”, la situacién se hizo
insoportable, Toeplitz se decidi6 a comienzos de 1939 a emigrar a Palestina,
entonces bajo mandato britdnico, aceptando un cargo de asesor cientifico en la
Universidad Hebrea en Jerusalén, donde murié en 1940.

3 Operadores en el Espacio de Hilbert

Como ya hemos comentado, cuando Toeplitz llegé a Gotinga en 1906, el grupo de
trabajo dirigido por Hilbert se centraba en la teoria de las ecuaciones integrales,
un campo muy activo de investigaciéon después de que C. Neumann hubiera

Los datos histérico-biograficos han sido tomados, esencialmente, de [4], [6], [9] [21],
[22] y [38], donde pueden hallarse las referencias a los articulos originales que no se citen
expresamente aqui.
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reducido la solucién del problema de Dirichlet en un dominio lo bastante regular
a la resolucion de la ecuacion integral

b
u(t) +/ k(s,t)u(s)ds = f(t)

en la que u es la funcién incognita, k es una funcién continua y simétrica y f es
una funcién continua dada.

En una serie de seis articulos publicados entre 1904 y 1906, recogidos luego
en un volumen titulado “Fundamentos de una teoria general de las ecuaciones
integrales” [23], Hilbert analizé las técnicas introducidas por H. Poincaré e
I. Fredholm al estudiar dicha ecuaciéon y mejor6 los resultados obtenidos por
éstos. En el cuarto trabajo de esta serie, publicado en 1906 y que, de acuerdo
con J. Dieudonné [9], es el primer hito en la historia del Andlisis Funcional,
Hilbert abandona el punto de vista de las ecuaciones integrales porque se da
cuenta de que éstas pueden reducirse al estudio de los sistemas de infinitas
ecuaciones lineales con infinitas incognitas. Esto se hace tomando un sistema
ortonormal completo de funciones continuas en el intervalo [a,b] y pasando a
los coeficientes de Fourier de las funciones involucradas. Entonces la sucesion
{z,} de los coeficentes de Fourier de la funcién incégnita verifica un sistema de
infinitas ecuaciones lineales

Am1T1 + Gm222 + Am3ZT3 + - - + ATy + -+ = bm (m = 17 2a .. )

donde a,,;, = anm v, por las correspondientes desigualdades de Bessel, también

Z|xm|2<oo y Z|bm|2<oo.
m m

A partir de este planteamiento, Hilbert se lanza a explorar este tipo de sistemas

se tiene que

Az = b donde A = [amy] es una matriz simétrica infinita y las sucesiones
x = {z,} y b= {b,} deben ser de cuadrado absolutamente sumable —en la
terminologia habitual, x y b deben estar en el espacio de Hilbert £2— lo que le
lleva a imponer que la matriz A tiene que verificar una condiciéon de acotacion
que €l expresa en términos de las formas bilineales que se obtienen truncando
la matriz A: Existe una constante M tal que

p p
Z Z AmnTmYn

m=1n=1

<M

parap = 1,2,...y todas las sucesiones z e y talesque > 22| <1y > |y2| <
1. Hilbert estudié las transformaciones ortogonales que permiten diagonalizar
el sistema, probando la existencia de un espectro discreto para las matrices que
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generan lo que hoy llamamos un operador compacto y exhibiendo también el
fenémeno del espectro continuo para matrices simétricas cuyo operador asociado
es acotado pero no compacto.

Hemos visto como Hilbert usé una de las ideas cruciales en el Anélisis
Matematico: la de escribir una funcién arbitraria como un desarrollo infinito en
términos de funciones mas simples, siendo las series de potencias y las series
de Fourier los ejemplos paradigmaticos. Es su discipulo E. Schmidt quien
en 1908 lanza, dando un punto de vista geométrico a las ideas de Hilbert,
la idea de considerar las sucesiones como puntos de un espacio vectorial en
el que se pueden medir distancias mediante una norma y angulos mediante un
producto escalar. En este trabajo ya aparecen explicitamente la notacion actual
y las propiedades del espacio de Hilbert #2, las nociones de producto escalar y
norma, ortogonalidad, conjuntos cerrados, operadores acotados y la prueba de la
existencia de la proyeccion ortogonal de un punto sobre un subespacio cerrado.
La coincidencia en el tiempo con el desarrollo por Lebesgue de la teoria de la
medida permitié a F. Riesz y a E. Fischer llevar las ideas de Schmidt a espacios
de funciones y definir L?[a, b], el espacio de Hilbert de las clases de funciones
cuyos cuadrados son integrables en el sentido de Lebesgue en un intervalo [a, b],
y probar que cada funcién f € L?[a, b] es el limite para la norma de este espacio
—también llamada convergencia en media cuadratica— de su serie de Fourier,
lo que constituye el primer ejemplo de base en un espacio de dimensién infinita.

El trabajo de Hilbert tuvo una gran influencia en Toeplitz, que se dedicé a
estudiar las formas lineales y bilineales y los sistemas de ecuaciones generados
por sucesiones y matrices infinitas y escribié cinco articulos directamente
relacionados con la teoria espectral desarrollada por Hilbert. En particular,
Toeplitz dedic6 una parte amplia de su trabajo al problema de obtener una
caracterizacién intrinseca de las matrices que transforman ¢2 en ¢2; es decir, una
caracterizacién que se exprese solo en términos de los elementos de la matriz.
A pesar de sus esfuerzos, ni Toeplitz ni otros matemaéticos de la época lograron
resolver este problema, aunque si obtuvieron resultados parciales, algunos de
los cuales resultaron tener una enorme influencia en el desarrollo posterior de
algunas ramas del Anédlisis Funcional. Vamos a describir tres: el teorema de
Hellinger y Toeplitz, la cuestion de la maximalidad del algebra de las matrices
acotadas y la caracterizacion de las matrices acotadas cuyas diagonales son
constantes.

En 1906 Hellinger y Toeplitz [24] probaron que en la definicién de matriz
acotada dada por Hilbert, es suficiente con suponer que la constante M depende
de las sucesiones x e y; es decir, que si para cada par de sucesiones x e y tales
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que Y, |22, <1y > |y2] <1 existe una constante M, , tal que

p p
Z Z AmnTmYn

m=1n=1

< Mg,y para todop=1,2,...,

entonces la matriz A es acotada.

El teorema de Hellinger y Toeplitz nos dice que si una matriz transforma
sucesiones de cuadrado sumable en sucesiones de cuadrado sumable, entonces
el operador que dicha matriz define en ¢2 es autométicamente acotado. Este
sorprendente resultado es el primero de una serie de teoremas que se conocen
genéricamente con el nombre de principios de acotacion uniforme, a los que
dedicaremos la siguiente seccion.

En el mismo trabajo, Hellinger y Toeplitz probaron que el dlgebra M(¢£?) de
las matrices que transforman sucesiones de ¢2 en sucesiones de 2 es maximal:
es imposible afadir una matriz infinita a M(¢?) sin destruir su estructura
algebraica. En 1909 Toeplitz encontré otra algebra matricial maximal: el
algebra de todas las matrices cuyas filas son sucesiones del espacio ¢ (el espacio
de todas las sucesiones con un nimero finito de términos distintos de cero),
algebra que, a su vez, coincide con el dlgebra M(w) de todas las matrices que
transforman el espacio w de todas las sucesiones escalares en si mismo [34].

En 1929 Toeplitz propuso a su recién contratado ayudante Koéthe establecer
una teoria general de &lgebras matriciales maximales, para lo que planted
estudiar més ejemplos. En su primer articulo [26], Kothe y Toeplitz probaron
que el espacio ¢ de las sucesiones semi-finitas (los términos de indice par estdn
en w y los de indice impar estdn en ) verifica también que el dlgebra M (1))
es maximal. Una serie de contraejemplos a la conjetura general de que si A
es un espacio cualquiera de sucesiones entonces M(\) es un dlgebra matricial
maximal, llevaron a Kéthe y Toeplitz a darse cuenta de que la propiedad comtun
a los espacios A para los que ya sabfan que M(\) es maximal es la siguiente:
cuando se toma una sucesién x = {x,} € A y se multiplica por cada fila de una
matriz A = [amn] € M(X), las series correspondientes Y amnzn (m=1,2,...)
no so6lo convergen, sino que convergen absolutamente. Una vez aislado este hecho
crucial, Kothe y Toeplitz definen y estudian en [27] la teoria de los espacios de
sucesiones perfectos y lo que hoy llamamos dualidad de Kéthe-Toeplitz, que
han dado lugar a una de las lineas de investigacién mas fructiferas del Anélisis
Funcional.

Si A es un subespacio vectorial de w, se define su dual de Kothe-Toeplitz

como

A= {y ={yn} €w:y(z) = Z |Znyn| < o0 para toda z = {z,} € A} :

n=1
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Por ejemplo, w y ¢ o P y ¢ (siendo q el exponente conjugado de p) son parejas
en las que cada uno es el dual de Koéthe-Toeplitz del otro. Los espacios A y
A* forman un par dual y se dice que X es perfecto si A = (A\*)*, verificdindose
que \* siempre es perfecto. Kothe y Toeplitz probaron que si A es un espacio
perfecto, entonces M(\) es un algebra maximal y el espacio generado por todas
las filas de todas las matrices de dicha dlgebra es A* vy, reciprocamente, que si
N es un dlgebra matricial maximal y el espacio A generado por las columnas de
las matrices de N es perfecto, entonces N = M(X).

A lo largo de su desarrollo, la teoria de los espacios perfectos ha
proporcionado muchos ejemplos, ideas, motivaciones y contraejemplos a la teoria
general de espacios localmente convexos. Asi, en 1948 Koéthe introdujo un tipo
especial de espacios perfectos, los espacios escalonados y co-escalonados, que
han sido muy estudiados, por A. Grothendieck y el propio K&the originalmente
y, méas recientemente, por K. D. Bierstedt, J. Bonet, E. Dubinsky, R. Meise,
M. Valdivia y D. Vogt, entre otros. Este desarrollo junto con los trabajos de
A. Grothendieck en los anos 50 — en los que se consideran espacios de sucesiones
vectoriales como representacion de productos tensoriales— continuados por
A. Pietsch; los estudios de C. Bessaga, J. Lindenstrauss, A. Pelczynski y
L. Tzafriri sobre la clasificaciéon de los espacios de Banach de acuerdo con su
comportamiento frente a los espacios escalares como ¢y o los £7; la utilizacién de
espacios de sucesiones para representar de manera comoda espacios de funciones
holomorfas, ya iniciada por Toeplitz en su articulo péstumo [37], espacios
de funciones continuas, espacios de funciones indefinidamente diferenciables y
espacios de distribuciones son, por citar algunos, ejemplos del alto indice de
interés que los espacios de sucesiones escalares y vectoriales conservan dentro
del Andlisis Funcional (una referencia reciente adecuada es el texto de Valdivia
39))-

Los éxitos obtenidos con los espacios de sucesiones escalares estimularon
el estudio de marcos mas amplios en los que se mantuvieran los principales
resultados de la teoria de la dualidad de Kothe-Toeplitz. En este sentido,
empiezan a estudiarse espacios de sucesiones con valores en un espacio vectorial
topolégico cualquiera. Asi, Pietsch define y estudia, a comienzos de los anos
60, varias clases de espacios de sucesiones vectoriales que estan relacionados
con diversos tipos de sumabilidad y son generalizaciones de las representaciones
dadas por Grothendieck, que ya hemos citado, de productos tensoriales de un
espacio de Banach por un espacio /. Nosotros hemos trabajado, siguiendo
la linea abierta por Grothendieck y Pietsch, en los espacios de sucesiones
vectoriales relacionados con la sumabilidad absoluta [18] Posteriormente,
siguiendo una via de investigacién emprendida por Dieudonné en 1951 [10],
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hemos estudiado qué ocurre si reemplazamos las sucesiones por funciones y la
sumabilidad absoluta por la integrabilidad absoluta ([15], [16], [17], [19] ¥ [20]).

Volviendo al problema de describir intrinsecamente las matrices de M (£2),
Toeplitz si obtuvo en 1911 [35] una caracterizacién para un tipo especial de
matrices, hoy llamadas matrices de Toeplitz, que ha generado una inmensa
linea de investigaciéon de operadores entre espacios de Hilbert: los operadores
de Toeplitz. Una matriz de Toeplitz es una matriz en la que las lineas paralelas
a la diagonal principal son constantes:

as az ai ao

;Cuéndo representa una matriz de Toeplitz A un operador acotado en £2? La
respuesta dada por Toeplitz conecta la teoria de espacios de Hilbert con la teoria
de funciones analiticas. Veamos esta conexién. Sea T la circunferencia unidad
del plano complejo dotada con la medida de Lebesgue p normalizada de manera
que u(T) = 1. Entonces la matriz A define un operador acotado si existe una
funcién ¢ € L (T) cuyos coeficientes de Fourier son los elementos de la matriz:

1 2

an = ¢ = o B(t)e ™ dt para cadan =0,£1,42,...
T Jo

Vayamos maés alld. Toda funcién ¢ € L*°(T) define un operador acotado
f — Myf sobre L?(T) mediante

(Mg f)(C) := () - f(Q),  (C€T).

El operador My asi definido se llama operador de multiplicacion por ¢ y su
norma coincide, de hecho, con la de ¢, es decir, ||[My|| = ||¢||,. Sea ahora H?
el subespacio cerrado de L?(T) formado por las funciones cuyos coeficientes de
Fourier negativos son nulos o, en otras palabras, las que admiten una extension
analitica al interior del cfrculo unidad, y sea P la proyeccién ortogonal de L?(T)
sobre H?. El operador T, : H?> — H? dado por

feH? = Tyf :=P(Myf)

se llama operador de Toeplitz asociado a ¢ y se dice que ¢ es el simbolo de Ty.
Pues bien, cuando identificamos H? con ¢? via la transformada de Fourier

feH?= (ﬁ),fl,f;,...) e
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la matriz A se transforma en el operador de Toeplitz T;. De particular
importancia es el operador de Toeplitz asociado a la aplicacién identidad en
T. Este operador actia en H? de la siguiente manera (Sf)(¢) = ¢ - f(¢) o, en
términos de los coeficientes de Fourier,

S (anflaf%-“) — (O,fovfl,---)

por lo que se llama operador de desplazamiento unilateral (unilateral shift
operator).

Hasta los anos 60, los principales trabajos sobre operadores de Toeplitz
son los debidos a P. Hartman, H. Widom y A. Wintner que estudian algunas
cuestiones de invertibilidad y algunas propiedades espectrales. En 1963
A. Brown y P. R. Halmos publicaron el trabajo [5], que ha resultado ser crucial
para el desarrollo posterior de la teoria de operadores de Toeplitz. En este
trabajo se establece que la condicién suficiente que garantiza la acotacion del
operador definido por la matriz A sefialada antes es también necesaria. Para ello
observan que la propiedad definitoria de las matrices de Toeplitz corresponde,
al identificar H? con ¢2, a una relacién de intercambio entre un operador de
Toeplitz y el operador de desplazamiento unilateral S: “Un operador acotado
Z en H? es un operador de Toeplitz si, y sélo si, Z = S*ZS”. En otra parte del
trabajo, Brown y Halmos se preguntan qué ocurre si planteamos la relacién
mas fuerte SZ = ZS y obtienen que eso corresponde exactamente al caso
de los operadores de Toeplitz cuyo simbolo es una funcién analitica, llamados
operadores de Toeplitz analiticos. Este trabajo tuvo una enorme influencia y
es responsable del enorme desarrollo contemporaneo de la teoria de operadores
de Toeplitz que se recoge, por ejemplo, en la monografia de A. Bottcher y
B. Silbermann [3], en el tomo conmemorativo [21] y en el volumen editado por
E. L. Basor ¢ I. Gohberg [2]. Nosotros hemos abordado recientemente (en [28] y
[29]) una linea de generalizacién planteada por V. Ptak y P. Vrbovd en 1988 que
se basa en sustituir el operador S* por operadores cualesquiera en la relaciéon
caracteristica para operadores de Toeplitz Z = S*ZS.

La solucién al problema de caracterizar intrinsecamente las matrices de
M (¢?) fue obtenida, finalmente, por L. Crone en 1971 y nos dice que una matriz
infinita A estd en dicha algebra si, y sélo si, se verifican las tres condiciones

siguientes: sus filas estdn en 2, el producto (A*A)"

estd definido para cada
n=12,...y

sup squ(A*A)"]ii}l/n < 00

donde A* denota la matriz transpuesta y conjugada de A.



PEDRO J. PAUL  Toeplitz 55

4 El Método de la Joroba Deslizante

Volvamos al teorema de Hellinger-Toeplitz: si para cada par de sucesiones x e
y tales que Y. [22,| <1y > |y2| <1 existe una constante M, , tal que

p p
Z Z AmnTmYn

m=1n=1

< Mgy para todop=1,2,...,

entonces la matriz A es acotada. Como hemos dicho antes, éste es el primero
de una serie de principios de acotacién uniforme que culminaria en 1927 con
el teorema de Banach-Steinhaus. Un principio de acotacién uniforme es un
teorema que nos da condiciones bajo las cuales en un espacio normado E con
dual E* toda coleccién puntualmente acotada de formas lineales y continuas
B C FE* estd uniformemente acotada sobre la bola unidad de E. En otras
palabras, un teorema que garantiza la certeza de la implicacion

[sup {|z*(z)| : #* € B} < oo para todo z € E] =

= [sup{|z*(z)|: 2* € B,||z| < 1} < o0].

Los principios de acotacién uniforme son una de las bases sobre las que se
asientan las aplicaciones del Andlisis Funcional, en particular porque permiten
deducir que si B es una sucesion puntualmente convergente de formas lineales y
continuas, entonces su limite también es continua. En la terminologia moderna,
los espacios vectoriales topologicos localmente convexos para los que se verifica
el principio de acotacién uniforme sobre conjuntos acotados se llaman espacios
tonelados (el desarrollo moderno de esta teorfa se recoge en [14] y [31]).

El método de demostracién desarrollado por Hellinger y Toeplitz es lo que se
conoce genéricamente como un método de joroba deslizante (luego veremos con
un ejemplo por qué se llama asf). Métodos del mismo tipo fueron usados, por
citar algunos ejemplos, por P. Du Bois-Reymond para construir una funcién
continua cuya serie de Fourier diverge en un conjunto denso (1876), por H.
Lebesgue para construir una funcién continua y de variaciéon acotada cuya serie
de Fourier diverge en un punto (1905) y para estudiar integrales singulares
(1909), por el propio Toeplitz para estudiar las matrices infinitas que conservan
la convergencia de una sucesién (lo que describiremos en la siguiente seccién),
por H. Hahn (1922) para probar el principio de acotacién uniforme en un
espacio de Banach (i.e., normado y completo) y por O. Nikodym para probar el
teorema de acotacién de medidas numerablemente aditivas definidas sobre una
o-dlgebra (1930) (que también veremos luego). Se cuenta que la demostracién
de la versién original del teorema de Banach-Steinhaus —que es el principio
de acotacion uniforme para aplicaciones lineales y continuas entre espacios
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vectoriales topolégicos metrizables y completos— era también un método de
joroba deslizante pero que, por sugerencia de S. Saks, se cambid en la versién que
finalmente publicaron por el uso de un profundo teorema debido a R. L. Baire
(1899), vélido en espacios métricos completos, que establece que la interseccién
de una familia numerable de conjuntos abiertos y densos es densa. Aunque el
teorema de Baire no se extiende a espacios normados no completos, la tremenda
influencia que tuvo el libro de S. Banach [1] publicado en 1932, hizo que los
métodos de joroba deslizante cayeran en desuso hasta hace relativamente poco
tiempo, cuando han sido rescatados para aplicarlos a espacios que aparecen de
forma natural y no son completos.

Nosotros hemos empleado técnicas de joroba deslizante para producir nuevos
principios de acotacién uniforme en espacios no completos de sucesiones y de
funciones con valores vectoriales. Para mostrar el método de la joroba deslizante
en accién, vamos a usar uno de los ejemplos en los que hemos trabajado: el
espacio de las funciones integrables en el sentido de Dunford.

Sea E un espacio de Banach de dimensién infinita con dual E*. Se dice
que una funcién f : [0,1] — E es integrable en el sentido de Dunford cuando
la composicién t — z*(f(t)) es integrable en el sentido de Lebesgue para cada
z* € E*. Con la norma definida por

I £1l := sup{/o1 l2* (f ()| dt : ||lz*]| < 1}

el espacio Dg de todas las (clases de equivalencia de) funciones integrables
en el sentido de Dunford es un espacio normado no completo. Sea ahora B
un conjunto de formas lineales continuas sobre Dpg que estd puntualmente
acotado; es decir, para cada funcién f € Dpg existe una constante My tal
que sup{|v(f)| : v € B} < My. Si el espacio Dg fuera completo, el teorema
de Banach-Steinhaus nos dirfa que B estd uniformemente acotado sobre la bola
unidad U C Dp, es decir, sup {|v(f)|: v € B, f € U} < co. Como el espacio D
no es completo, para obtener la acotacién uniforme supongamos, por reducciéon
al absurdo, que
sup{|v(f)|:ve B, felU} =0

y procedamos como sigue. Denotamos por I; = [0, 1] el intervalo inicial. Como
B no esta uniformemente acotado sobre U, entonces existen f; € Uy vy € B
tales que v1(f1) > 1. Dividimos I; en dos mitades, [0,1/2] y [1/2,1]. Si
denotamos por x; la funcién caracteristica de un intervalo I, entonces B no
puede estar uniformemente acotado sobre los dos trozos x(o,1/21U ¥ X[1/2,11U;
elegimos I una mitad de I; de manera que B no estd uniformemente acotado

sobre xr,U y tomamos fo € U y vo € B tales que va(xr,f2) > 2. Ahora
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dividimos I en dos mitades y, razonando como antes, llegamos a la conclusion
de que existen una mitad I3 de I, f3 € U y vz € B tales que v3(xr,f3) > 3.
La construccién inductiva estd ya clara: existe una sucesién {I,,} de intervalos
encajados, de forma que cada uno de ellos es una mitad del anterior, y dos
sucesiones {fn,} C U y {vn,} C B tales que v,(x1, fn) > n. Podemos visualizar
las funciones xj, f, como picos cada vez més altos con soportes cada vez més
estrechos, las “jorobas” que se “deslizan”. Sea ahora o = {a,,} una sucesién
tal que ), |oy| < oco. Entonces la serie ) a,xr,(t)fn(t) es puntualmente
convergente a una funcién f, : [0,1] — X ya que si t € [0,1] no es el tnico
punto comtun a todos los intervalos {I,}, entonces la serie contiene sélo un
nimero finito de sumandos. No es dificil ver que esta funcién f, es integrable
en el sentido de Dunford y que || fa|| < 3, |an| lo que nos permite considerar
una sucesién de formas lineales y continuas definidas en el espacio de Banach
0! de las sucesiones que son absolutamente sumables: las dadas por

aclt —v,(fa) (n=1,2,...).

Esta sucesién asi definida estd puntualmente acotada ya que |v,(fa)| < My,
para cada n = 1,2,... Como ¢' es un espacio de Banach, podemos usar
el teorema de Banach-Steinhaus para deducir que la sucesiéon estd acotada
uniformemente sobre la bola unidad de ¢'. Pero esto estd en contradiccién
con el hecho de que, si denotamos por e, la sucesién unitaria que tiene todos
sus términos iguales a 0 excepto el n-ésimo que es un 1, entonces

|Un(fen)|:'un(XInfn) >n (n:1,2,...).

Usando variantes de este método hemos podido dar principios de acotaciéon
uniforme, propiedades mas fuertes incluso, para otros espacios de funciones
integrables (en los sentidos de Bochner, Denjoy, McShane y Pettis), para
espacios de funciones simples y para espacios de sucesiones con valores
vectoriales ([8], [11], [30]). En la misma linea de actualizar los métodos de
joroba deslizante han trabajado P. Antosik y C. Swartz (la monografia [33]
describe el desarrollo moderno de este tipo de métodos).

5 Sumabilidad: El Teorema de Silverman-
Toeplitz
Los intentos de asignar una “suma” a una serie divergente se remontan a G. W.

Leibniz quien ya propuso que si queremos asignar un valor a la suma de la serie
1-14+1—-141—1+4---, ese valor debe ser 1/2. Esta opinién de Leibniz,
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debatida y criticada a lo largo del S. XVIII, recibié un par de espaldarazos a
comienzos del S. XIX con la introduccién por A. Cauchy de la convergencia en
media y por N. H. Abel de lo que hoy llamamos convergencia en el sentido de
Abel, nociones que vamos a recordar ahora. Sea ) a, una serie de nimeros
reales o complejos cuya sucesién de sumas parciales es {s, }. Sea {t,} la sucesién
de las medias aritméticas de {s,}, es decir,

S14 -+ 8,

—

ty, =

Si existe sp; = lim, t,, entonces se dice que la serie Zn an, es convergente en
media a sp;. Por otro lado, si existe el limite

sq4 = lim E apx"
n

r—1—

entonces se dice que la serie ), a, es convergente en el sentido de Abel a s4.

Cauchy probé que toda serie convergente en el sentido usual es convergente
en media a su suma, Abel probé que toda serie convergente también es
convergente en el sentido de Abel a su suma y, posteriormente, G. F. Frobenius
probé que toda serie convergente en el sentido de la media es convergente en el
sentido de Abel y que ambos limites coinciden. En particular, la serie de Leibniz
1-1+1—-1+1—1+---es convergente en media y también en el sentido de
Abel al limite propuesto por Leibniz: 1/2. Dos trabajos publicados a caballo
entre los siglos XIX y XX dieron un enorme impulso al estudio de los procesos
que permiten asignar, de una forma razonable, un concepto de suma a una
serie divergente —lo que se conoce como teoria de la sumabilidad. El primero
fue un articulo de 1890 de E. Cesaro sobre multiplicaciéon de series. Cauchy
habia establecido que la forma adecuada de multiplicar dos series convergentes
Y onGn Y Y, by de manera que si el producto es convergente entonces su suma
sea el producto de las sumas, es considerar los términos de las series como los
coeficientes de una serie de potencias y multiplicar estas series como si fueran
polinomios. Veamos esto: como para |z| < 1 se verifica

n k<n
teniendo en cuenta lo que deberia ocurrir para x = 1, Cauchy definié el producto

de Y, a, por Yy, b, como la serie ) ¢, cuyo término general es

Cp = Z rpbn— = a1bp_1 +agbp_o + -+ an_1b1.
k<n

El teorema de Abel garantiza que si la serie producto ), ¢, converge, entonces
su suma es y . ¢, = (D>, an) (D, bn). Un inconveniente de esta definicién
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es que el producto de Cauchy de dos series convergentes no tiene por qué ser
convergente, sin embargo Cesaro demostré que, dadas dos series convergentes,
su producto de Cauchy converge en media al producto de las dos sumas; debido
a este teorema, la convergencia en media se conoce también como convergencia
en el sentido de Cesaro de primer orden. El otro resultado al que nos referimos
es el teorema de Fejér de 1904 sobre la convergencia en media de las series de
Fourier. Como hemos citado, Du Bois-Reymond habia dado un ejemplo de una
funcién continua cuya serie de Fourier diverge en un conjunto denso, pero L.
Fejér demostrd que la serie de Fourier de una funcién continua es covergente en
media a la funcién. Es comprensible que, tras estos dos resultados, se generara
un gran interés por la teoria de la sumabilidad de series divergentes.

La convergencia en media es un caso particular de lo que se llama un método
matricial de sumabilidad: Dada una matriz infinita C' = [¢yny] ¥y la sucesién de
sumas parciales {s,} de una serie ) a,, construimos la sucesién

tin = Cm181 + Cm2S2 + Cm3sSs + -+ + CmnSn + - - (m:1727)

de manera que si {¢,,} converge, entonces se dice que la serie »_ a,, converge a
lim,, ¢,, segin la matriz C. La convergencia usual se obtiene cuando C es la
matriz identidad y la convergencia en media se obtiene cuando C' es la matriz
de Cesaro definida por

1 0 0 0
1/2 1/2 0 0
1/3 1/3 1/3 0
1/4 1/4 1/4 1/4

Llamando s y ¢ a las respectivas sucesiones {s,} y {t;n} en la definicién
de convergencia segiin una matriz C, reconocemos un sistema de infinitas
ecuaciones lineales C's = t analogo a los sistemas planteados por Hilbert, sélo
que ahora la sucesion s es la sucesion de sumas parciales de una serie y ¢t debe
ser una sucesién convergente. Se dice que (el método de sumabilidad generado
por) la matriz C es regular cuando se verifica que si s es convergente, entonces
t también lo es y ambas tienen el mismo limite. Toeplitz abordé el problema de
caracterizar las matrices C' que son regulares en un trabajo publicado en 1911
[36], probando que una matriz triangular inferior (esta condicién es facilmente
omitible) C es regular si, y sélo si, se verifican las tres condiciones siguientes: (1)
Las columnas de C convergen a cero, o sea, lim,, ¢;,,, = 0 para cadan =1,2,.. ;
(2) las filas de C son absolutamente sumables y las sumas de los valores absolutos
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estan uniformemente acotadas, o sea,

SUP{Z|CWL| :m:1,2,...} < 00
n

y (3) las sumas de las filas de C' convergen a 1, o sea, lim,, Y, ¢pmpn = 1.

Este resultado suele conocerse como el teorema de Silverman-Toeplitz ya
que L. Silverman también probé de forma independiente, en su tesis doctoral
publicada en 1913, que estas tres condiciones son suficientes. La condiciones
(1) y (3) resultan, respectivamente, de aplicar la regularidad a las sucesiones
unitarias e, y a la sucesion cuyos términos son todos iguales a 1. Es claro
que si los términos de la matriz C' son no negativos, entonces la condicién (3)
implica la (2). La parte mds complicada del teorema es probar que la condicién
(2) es necesaria, lo que Toeplitz hace, de nuevo, usando un método de joroba
deslizante. El propio Banach, en su célebre monografia de 1932 [1], cita este
teorema como ejemplo de aplicacion del teorema de Banach-Steinhaus.

Hemos citado antes el principio de acotacién uniforme de medidas
numerablemente aditivas dado por Nikodym en 1930. Este resultado fue
extendido por Dieudonné en 1951 para medidas finitamente aditivas y nos dice
que si un conjunto M de medidas acotadas y finitamente aditivas sobre una
o-algebra A estd puntualmente acotado, o sea,

sup{|pu(A)|: p e M} < oo para todo A € A,
entonces M estd uniformemente acotado sobre A:
sup{|u(A)|: p e M, A e A} < oo.

Parte de la importancia de este resultado reside en que es el primer principio de
acotacion uniforme dado para un espacio que no es completo. Concretamente, si
llamamos S(.A) al espacio de las funciones simples construidas sobre 4, entonces
el teorema de acotacién de Nikodym-Dieudonné es el principio de acotacién
uniforme en S(A) normado con la norma del supremo.

. Qué ocurre con algebras o anillos de Boole que no son o-dlgebras? Es
facil ver que en el anillo F de todos los conjuntos finitos de N, el conjunto
de los nimeros naturales, no se verifica la acotacién uniforme: basta tomar la
medida que nos da el cardinal del conjunto. Diremos que un anillo de Boole
R tiene la propiedad de Nikodym cuando sobre él se verifica el correspondiente
principio de acotacién uniforme para medidas acotadas y finitamente aditivas.
El problema de dar una caracterizacién intrinseca de los anillos de Boole que
tienen la propiedad de Nikodym sigue abierto desde entonces, incluso para el
caso probablemente maés simple de subanillos formados por subconjuntos de
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N. W. Schachermayer [32] hizo una recopilacién exhaustiva de las respuestas
parciales a este problema y también de propiedades relacionadas, como la de
Vitali-Hahn-Saks.

Nosotros hemos dado en [13] una caracterizacién de algunos tipos especiales
de anillos de conjuntos de ntimeros naturales, construidos a partir de matrices
regulares en términos de la sumabilidad absoluta de las series que convergen
sobre ellos, que describiremos a continuacién.

Denotemos por P(N) la familia de todos los subconjuntos de N. Diremos
que un ideal R C P(IN) verifica la propiedad de sumabilidad absoluta si dada una
sucesién {x,} tal que la subserie ) ., x, converge para todo A € R, entonces
Yoo |z | < 0o. Hagamos notar aqui que la propiedad de sumabilidad absoluta
de un ideal R C N es exactamente lo mismo que decir que ¢! es el dual de
Kothe-Toeplitz del correspondiente espacio de funciones simples, es decir, la
igualdad (S(R))X =L

El primer ejemplo no trivial de anillo con la propiedad de sumabilidad
absoluta se debe a H. Auerbach (1930) y es el anillo Z de los conjuntos de
densidad nula, que son aquellos conjuntos A C N tales que

d(A) it AN L2, 0))

n n

=0.

Es facil ver que la propiedad de Nikodym implica la propiedad de
sumabilidad absoluta. Nosotros probamos que Z tiene la propiedad de Nikodym
[12], 1o que nos llevé a plantearnos si eso serfa cierto para cualquier anillo con la
propiedad de sumabilidad absoluta. Como siguiente paso abordamos los ideales
definidos a partir de matrices regulares. La razén es que podemos mirar el
anillo Z como formado por todas las sucesiones de ceros y unos que convergen a
cero en media. Entonces, dada una matriz regular C' = [¢;,] con elementos no
negativos, el ideal de Toeplitz Z¢ es el formado por todos los conjuntos A C N
tales que

do(A) := lichmnXA(n) =0.

Nuestro teorema [13] dice que Z¢ tiene la propiedad de Nikodym si, y sélo si,
tiene la propiedad de sumabilidad absoluta.

Para probar este resultado, necesitaremos un par de lemas auxiliares. El
primero es, esencialmente, la descomposicién de Yosida-Hewitt de una medida en
sus partes numerablemente aditiva y puramente finitamente aditiva; la version
precisa que usaremos nos dice que si R es un ideal de subconjuntos de N que
contiene a todos los conjuntos finitos, entonces para cada medida acotada y
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finitamente aditiva u la férmula

pe(A) =Y p({n})
neA
define una medida numerablemente aditiva sobre R. Denotemos por ba(R)
el conjuntos de medidas acotadas y finitamente aditivas sobre R y por ca(R)
el subconjunto de ba(R) formado por las medidas que son numerablemente
aditivas. Entonces se tiene, ademé&s, que si M C ba(R) estd puntualmente
acotado sobre R entonces M := {u* : p € M} C ca(R) también lo est4.

El segundo resultado nos dice que aunque Z¢ no es una o-algebra, si lo es
médulo los conjuntos finitos. Concretamente: para cada sucesiéon de conjuntos
(4,,) en Zo existe otra sucesiéon (B,) en Z¢ tal que la diferencia simétrica
A, A By, es finita para cadan € Ny |, Bn € Zc¢.

Para demostrar que Z¢ tiene la propiedad de Nikodym si tiene la propiedad
de sumabilidad absoluta, sea M un conjunto puntualmente acotado en ba(Z¢);
tenemos que ver que M estd uniformemente acotado sobre Z¢.

Definimos el subconjunto M<® de ¢! = ca(P(N)) como en la descomposicién
de Yosida-Hewitt, de acuerdo con la cual M* estd puntualmente acotado
sobre Zc. Veamos que M estd uniformemente acotado sobre todo P(N);
en particular, sobre Z¢. En efecto, como M°® esta puntualmente acotado sobre
Zc podemos usar la propiedad de sumabilidad absoluta para deducir (ver [12])
que M°® también estd acotado en la topologia de la norma de ¢! como subespacio
del espacio dual de S(Z¢) que coincide con su topologia habitual de espacio de
Banach con la que, a su vez, £* es isométricamente isomorfo a ca(P(N)).

Ahora, para cada p € ba(Z¢) sea pP = p — p° la parte puramente
finitamente aditiva de p. Debemos comprobar que M? := {u? p € M} también
estd uniformemente acotado sobre Z¢. Si esto no es asi, existe una sucesién
(tn) en M y otra (A4,,) en Z¢ tales que

lim {47, (An)| = o0.

n—0oo

Por el segundo de los lemas mencionados, existe otra sucesién (B,,) en Z¢ tal
que A, A B, es finito para cada n € N y B :=J,, B, € Z¢. Ahora notemos
que para cada p € M, su parte puramente finitamente aditiva p? se anula sobre
los subconjuntos finitos de N, asi que

lim [u2(B,)| = lim |i(A,)] = oc.

Pero esto estd en contradicciéon con el hecho de que MP estd uniformemente
acotado sobre P(B) porque esta familia, siendo como es una o-algebra, tiene la
propiedad de Nikodym.



PEDRO J. PAUL  Toeplitz 63

Para ideales arbitrarios de P(N) arbitrarios, la equivalencia entre la
propiedad de Nikodym y la de sumabilidad absoluta no se da. El ejemplo més
llamativo que hemos encontrado es el de los conjuntos lagunares: Se dice que
un conjunto {my,} C N es lagunar si lim,(m, — m,_1) = co. R. Agnew probd
en 1947 que el ideal generado por los conjuntos lagunares tiene la propiedad de
sumabilidad absoluta, nosotros hemos probado recientemente que no tiene la
propiedad de Nikodym [13].
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Abstract

The aim of this paper is to study L-fuzzy ideals. They are the
generalization of fuzzy ideals when the interval [0,1] is substituted by
a lattice L in the fuzzy subset definition, as Goguen [7] introduced, that
is, a fuzzy subset & of X is any application £: X — L.

As consequence of this generalization, the prime L-fuzzy ideals,
strongly prime L-fuzzy ideals, maximal L-fuzzy ideals and finite valued
L-fuzzy ideals are studied and related. Finally, these sets are studied with
different referentials. (Local, Noetherian , Artinian rings, ...)
Keywords: L-fuzzy sets; L-fuzzy ideals; rings.

1 Introduction

Since Zadeh [22] introduced the definition of fuzzy set, numerous authors ([2]
[3], [4], [12], [15], [17], [19], [23], ...) have studied algebraic structures which
can be found within a referential X. An overview on fuzzy sets with the main
definitions is given in [8]. In this paper, we study some fuzzy substructures of
crisp structures. In particular, we are going to work with fuzzy ideals ([1], [6],
[10], [16], [18], [20], [21], ...), by using the previous study of Kumbhojkar and
Bapat [13], but now, by generalizing this definition, since we are going to work
in a lattice L instead of the interval [0,1]. It can seem a similar study, but some
proofs will be very different.

The organization of this paper is the following:

The most of the second section is a summary of known results in the case
that L = [0,1] ([4], [13]), but unknown in general for all lattice L.

In the third section we defined and we study maximal L-fuzzy ideals, as well
as the characterization of local rings.

In the fourth and fifth sections, the strongly prime L-fuzzy ideals and the
finite valued L-fuzzy ideals are considered to end the work with the study of the
L-fuzzy ideals on Artinian and Noetherian rings, characterizing the Artinian
rings by means of its L-fuzzy ideals.

91
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2 [L-fuzzy ideals and prime L-fuzzy ideals

Throughout all the paper it will be considered that A is a unitary commutative
ring with the binary operations + and -, and L is a lattice with the binary
operations V and A, which denote supremum and infimum respectively.

Definition 2.1 Let L be a lattice and let A be a unitary ring. An application
I:A— L is said a fuzzy ideal on the lattice L or L-fuzzy ideal, if it satisfies
the following conditions:

I(z+y) = I(z) N(y) (1)
I(—z) = I(z) (2)
I@-y) > I(x) VI(y) (3)

for all x and y in A.

Evidently, every crisp ideal of the ring A satisfies the three previous
conditions, therefore it is an L-fuzzy ideal, and consequently Definition 2.1 is
an extension of the classic concept.

The following proposition provides an alternative way to prove that an L-
fuzzy set is an L-fuzzy ideal, that is, it is an equivalent definition.

Proposition 2.2 An L-fuzzy subset I of the ring A is an L-fuzzy ideal if and
only if,

Iz —y) > I(z) AN (y) (4)
I(x-y) > I(x)VI(y) (5)

for all x and y in A.

The proof is a simple exercise (it can be seen [13], but changing maximum

by supremum and minimum by infimum).

Some properties of L-fuzzy ideal are in the following

Proposition 2.3 Let I:A— L bean L-fuzzy subset. Iff is an L-fuzzy ideal
and x and y are two elements of A, then the following properties are satisfied:

1(0) > I(w) > I(1), (6)
If I(w — y) = 1(0), then I(xz) = I(y) (7)

If x is an invertible, then I(x) = I(1). (8)
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Proof. (6) If x is an element of A, then

I10)=I(z—z) > I(x)ANI(—x)=I(z-1) > I(z) VI() > I(1).

(7) If 2 and y are two elements of A, with I(x —y) = I(y — x) = I(0), then

I(@) > I(z —y) AN(y) = 1(0) A I(y) = I(y) = T(0) A () = I(2).

(8) If z is an invertible element of A, then there exists ! such that
x -2t = 1. Thus, by applying (6) and Proposition 2.2,

1) > I(z) vI(z™) > I(x) > I(1),
and then this proposition is proved. [ ]

As consequence of this proposition, the following corollary is obtained.

Corollary 2.4 Let I be an L-fuzzy ideal in the ring A, then the completed of

the crisp set Im(I) is a sublattice of L with mazimum I(0) and minimum I(1).

—

Proof. It is enough to see that the completed of Im(I) is Im(I) = ﬂ L;,

Im(gcr;
where L; are sublattices of L. [ |

Some especially important crisp sets, obtained of a fuzzy subset, are the
a-cuts [11], defined by:

e a-Cut of the fuzzy set J of A: J, = {z € A/J(z) > a}.
e Strong a-cut of the fuzzy set J of A: Jg = {z € A/J(z) > a}.

Considering the a-cuts of an L-fuzzy ideal it is obtained the following
proposition, whose proof is trivial.

Proposition 2.5 Let I be an L-fuzzy ideal of the ring A.
i) The a-cut, which will be denoted by f", s a crisp ideal of A.
it) If Im(f) is a totally ordered set, the strong a-cut, which will be denoted

by I, is a crisp ideal of A.

Once fuzzy ideals on a lattice have been defined, and some properties have
been studied, the fuzzy equivalence classes will be defined.
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Definition 2.6 Let I be an L-fuzzy ideal of the ring A. For all x € A, it is
defined the fuzzy equivalence class, as the L-fuzzy set x+ 1 : A — L defined by

(x+1D)(y)=1I(y—z),Vy € A.

Thus, the set of all fuzzy equivalence classes of an L-fuzzy ideal T of the ring
A is given by
A/l ={(z+1I)/z € A}.

It will be denoted this set by A/ I, , by analogy with the algebraic notation
of quotients ring, this one has sense if the following proposition is considered.

Proposition 2.7 Let I be an L-fuzzy ideal of the ring A, and let A/f be the
set formed by all equivalence classes of I, with the operations @ and © defined
as

+Dady+D=((z+y) +1)

@+ o+I)=((zy)+1)
for all x,y € A. Then A/f is a ring.

Proof. The proof is immediate, by using the L-fuzzy ideal and crisp ring
definitions. ]

By Proposition 2.5, every a-cut of a L-fuzzy ideal is a crisp ideal, therefore
the quotient ring A/I* can be considered. When « takes the value I(0), an
especially important a-cut is obtained, which will be denoted by Ag and it is
formed by the elements

Ap={z € A/I(z) = 1(0)}.

There exists a clear correspondence between the two quotient rings A/ I and
A/Ag, as the following theorem shows.

Theorem 2.8 Let I be an L-fuzzy ideal of the ring A , and let A/f and A/Ag
be the previous rings, then there exists between them an isomorphism defined by:

AT — AJAg

(x+1) — [z]

for all x € A.
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Theorem 2.9 Let A and A’ be two rings, if f: A — A’ is an epimorphism,
then there exists a one-to-one order-preserving correspondence between the L-
fuzzy ideals of A’ and the L-fuzzy ideals of A which are constant on the kernel
of f. Furthermore, sz A—LandI : A — L are L-fuzzy ideals of A and

A" respectively (with I constant on the kernel of f), then f(Ag) = Af(?) and

f_l(Apl) = Af—l(p’)-
More details of the above results may be obtained from [14], because of the
proofs are very similar when we consider [0,1] or L.

Definition 2.10 Let I be an L-fuzzy ideal of the ring A, it is said that it is
prime (prime fuzzy ideal on a lattice L or prime L-fuzzy ideal) if for all z,y € A

such that I(x -y) = 1(0), then I(xz) = I(0) or I(y) = I1(0).

It is evident that if I is a prime crisp ideal, then it verifies the condition of
Definition 2.10, and therefore the previous definition is a generalization of the
same concept in crisp.

The definition of prime L-fuzzy ideal can be alternatively presented in the
following equivalent ways.

Theorem 2.11 Iff: A — L is an L-fuzzy ideal, then the following assertions
are equivalent:

i) T is a prime L-fuzzy ideal,
ii) Ag is a prime ideal,
ii1) A/Ag is integral,
i) A/T is integral.
Proof. The equivalence of the statements i) and ii) follows from Definition 2.10;

that of statements ii) and iii) is a well known result in algebra. The equivalence
of statements iii) and iv) is a consequence of Theorem 2.8.

Corollary 2.12 The one-to-one correspondence in Theorem 2.9 preserves
prime L-ideals.

The proof is a simple exercise of basic algebra.

Definition 2.13 Let I : A — L be an L-fuzzy ideal, it is said that it is trivial

if I(z) = I(1),Vz € A— {0}, or if I(1) = 1(0).

As a consequence, it is trivial that the following corollary is true.
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Corollary 2.14 Iff is an L-fuzzy trivial ideal then the crisp ideal Ag is trivial.

The converse is not true in general. To see this it is sufficient to consider
the L-fuzzy ideal I defined by

_ 1 ifz=0
I(m)={1/2 if v € 2 - {0},
0 ifrelR-—Z

which is non-trivial, while Ag is trivial.

3 Maximal fuzzy ideals on a lattice

Definition 3.1 Let I be an L-fuzzy ideal in the ring A, it is said that it is
mazimal if the crisp set Ag is a mazimal crisp ideal.

Lemma 3.2 Let [ be an L-fuzzy ideal in the ring A | if I is mazximal, then it

has only a value different from I1(0) in any element of the ring A, that is, it is

the characteristic function of Ag.

Proof. It is a consequence of Proposition 2.5, since Ag is a maximal ideal. M

Corollary 3.3 Let I be a mazimal L-fuzzy ideal in the ring A. The a-cut of
I, I%, for any « € L, is either the empty set or the maximal crisp ideal or A.

Proof. By Lemma 3.2 I has only two different values, and therefore the a-cut

is the empty set, the maximal crisp ideal Ag or the ring A. |

The following theorem presents equivalent definitions of maximal L-fuzzy
ideal.

Theorem 3.4 Let I be an L-fuzzy ideal in the ring A, the following assertions

are equivalent:
i) I is a mazimal L-fuzzy ideal,
ii) AJ/Ag is a field,
iii) A/ is a field.
Proof. The equivalence of the statements i) and ii) is consequence of a

well known result in algebra. The equivalence of statements ii) and iii) is a
consequence of Theorem 2.8. [ ]

The following corollary, besides that to be useful in the proof of Proposition
3.6, establishes a clear relationship between the prime L-fuzzy ideals defined in
Definition 2.10 and the maximal L-fuzzy ideals defined in Definition 3.1.
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Corollary 3.5 Let I be an L-fuzzy ideal in the ring A, sz is mazimal, then I
18 prime.

Proof. It is an immediate consequence of Theorem 2.11 and Theorem 3.4. W

Corollary 3.6 The application considered in Theorem 2.9 preserves the
mazximal L-fuzzy ideals.

The proof is similar to the proof in Corollary 2.12.

The maximal ideals are fundamental in Commutative Algebra. The following
theorem and its corollaries assure that there is always a sufficient number of
them.

Theorem 3.7 If A is a ring with A # 0, then it has, at least, a mazximal L-fuzzy
ideal.

The proof of this theorem is trivial by applying an analogous result for crisp
ideals (see any elementary book of Algebra, for example [9]).

Proposition 3.8 If Im(f) is a lattice totally ordered and Ag # A is a L-fuzzy
ideal of A, then there exists a maximal L-fuzzy ideal M of A which contains to

1.

Proof. A maximal L-fuzzy ideal which contains to I is the L-fuzzy set M
defined by

V() = {{(o) %fac eM
I(1) ifzgM
where M is the maximal crisp ideal that contains to the ideal U Ie. |

a>#(1)

Remark 3.9 If the ring A is local, then the previous proposition is also satisfied
also, because of in this case M = “The only mazximal ideal of A”.

The condition that Im([7) is totally ordered is very important in the proof
of Proposition 3.8, as it can be seen in the following

Example 3.10 Let L = {1,2,3,6} be the set of divisors of natural number 6 to
the order relation ”divides to”. The following L—fuzzy ideal of Z is not content
m any maximal:
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ifreb6-Z
ifre3-Z—-6-#
ifee2 - Z—6-Z
in other case

I(x) = = g.c.d.(x,6).

t
— N W o

This example motivates the definition of weakly maximal L-fuzzy ideal that
we will approach in a subsequent study.

Definition 3.11 Let I be an L-fuzzy ideal, and let Ly = {the minimal elements
of (Im(I) — {I(1)})}, it is said that I is weakly mazimal if it is satisfied that
\/ a =1(0) and I* is a mazimal ideal for all o € L.

acl,

This is a generalization of maximal L-fuzzy ideal, which verifies that all
L-fuzzy ideal is content in a weakly maximal L-fuzzy ideal.

Proposition 3.12 Each element of A which is not a unit is content in a
mazximal L-fuzzy ideal.

Proof. Let = be an element of A which is not a unit, and let I the crisp ideal
formed by x - A. Let M the maximal crisp ideal such that I C M. Let a; and
as be two elements in the lattice L with a; < ao. If we consider the L-fuzzy set
I:A— L defined by

= _ Ja ifxreM
I(x)_{al feeA-M
then I is a maximal L-fuzzy ideal such that z is content in I. |

In the following proposition, the maximal L-fuzzy ideals and the local rings
are related.

Proposition 3.13 The following assertions are equivalent:
i) The ring A is local.

ii) The 1(0)-cut of T is equal to the J(0)-cut of J, for all I and J which
are mazimal L-fuzzy ideals.

ii1) All L-fuzzy ideal is content in some mazimal L-fuzzy ideal.

Proof. The proof of the first equivalence is immediate, while the second
equivalence is a consequence of Remark 3.9 by using a similar construction
to Example 3.10. [ ]
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Proposition 3.14 i) Let A be a ring, and assume that M:A— Lisan
L-fuzzy ideal of A, such that Vo ¢ A, x is invertible. Then A is local and M
18 a mazimal L-fuzzy ideal of A.

it) Let A be a ring and let M be a mazimal L-fuzzy ideal of A such that all
element of 1+ Ag is invertible in A. Then A is a local ring.

Proof. i) Let I be a crisp ideal in A, then I has not invertible elements, and
then I C A, therefore A is local and M is a maximal L-fuzzy ideal.

ii) Let © be an element such that = ¢ Ag, then (z) + Ag = A, since Ag
is the maximal crisp ideal. Consequently, there exists an element a € A and an
element m € A such that z - a +m = 1, therefore z - a = 1 — m is invertible,
that is, there exists a p € A such that z-a-p =1, and therefore x is invertible.
By applying i), A is a local ring. |

4 Strongly prime L-fuzzy ideals

Definition 4.1 A L-fuzzy ideal I:A— LinAis said strongly prime if
I(z-y)=1(z) or I(z-y) = I(y), Yo,y € A.

The following proposition provides an equivalent definition.

Proposition 4.2 Let I be an L-fuzzy ideal in A, the following assertions are
equivalent:

i) T is strongly prime,
i) I(z - y) = I(x) V I(y),Ya,y € A and Im(I) is a totally ordered lattice,

111) I% s a prime crisp ideal, for all o < .7(0)

Proof. |i)= ii) |If I(z-y) = I(z) then I(z) < I(z) vV I(y) < I(z-y) = I(z),
that is, I(z) VI(y) = I(z-y). If [(z-y) = I(y) the proof is analogous.
Since I(z) = I(z) vV I(y) > I(y) or I(y) = I(z) Vv I(y) > I(x), then Im(I) is
a totally ordered lattice.
)= iii) | If z,y are two elements in A such that z -y € I®, then
I(z -y) = I(z) and therefore z € I* or I(z -y) = I(y) and therefore x € I°.
iii)= i) | Let 2 and y be two element in A. Let 8 = I(z - y). Since I? is a
prime crisp ideal, then x € I?, and therefore I(a:) > I(x cy) > I(x), ory e 18,
and therefore I(y) > I(z -y) > I(y). Consequently, I satisfies the conditions to
be a strongly prime L-fuzzy ideal. |

—-
=y
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It is convenient to clarify that it have not sense to speak about strongly
maximal L-fuzzy ideals, since they have to be, by analogy with prime L-fuzzy
ideals, those that they have all a-cuts maximal, but in this case, this is true for
all maximal L-fuzzy ideal. The following proposition relates the strongly prime
and maximal L-fuzzy ideals.

Proposition 4.3 Let I be an L-fuzzy ideal in the ring A. Iff is mazimal, then
I is strongly prime.

Proof. By Corollary 3.3, for all o the crisp set I® is equal to either the
empty set, or Ag or A, and therefore I is a prime crisp ideal for all o < I(0).
Consequently, by applying Proposition 4.2, I is strongly prime. |

The converse is not true in general, unless when some restrictions are
imposed, as it is seen in the following

Corollary 4.4 Let A be a one-dimensional ring, and let Ibea strongly prime
L-fuzzy ideal of A. If I verifies that the crisp ideal Ag # (0), then I is maximal.

Proof. Ag is maximal, since it is prime and A is of dimension one. |

5 Finite valued L-fuzzy ideals on a lattice

Definition 5.1 It is said that I : A — L is an n-valued L-fuzzy ideal if 1(A)
s a finite set of n elements. When no specific n is intended, I is called finite
valued L-fuzzy ideal.

Lemma 5.2  is a 2-valued L-fuzzy ideal on A, if and only if, it is the
characteristic function of an ideal of A, where a characteristic function is now

valued on {a, B} (o < ().

The proof of this lemma is trivial.

In particular the maximal L-fuzzy ideals are 2-valued.

Proposition 5.3 If A is a simple ring and I:A— Lisan L-fuzzy ideal, then
I(z) = I(1) for all z € A with = # 0, that is, I is the characteristic function of
A or of (0) = {0}.
Proof. If A is a simple ring, then Ag is either A or (0).

If Ag= A, then I(z) = I(0) for all z € A.

If Ag = (0), then 1% = (0) for all 3> I(1), and therefore, I(z) = I(1) for all
x # 0. |
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Proposition 5.4 If I : A — L is a prime L-fuzzy ideal with Ag # {0} and A
s some of the following rings,

i) principal ideal domain,
i1) Boolean ring,
iii) Artinian ring,
then I is the characteristic function of Ag.

Proof. It is an immediate consequence of Lemma 3.2.

Proposition 5.5 If?: A—LandI : A— L are two L-fuzzy ideals of A,
then the fuzzy subset of A formed by the intersection of the two ideals INI' is
a new L-fuzzy ideal of A.

Proof. It is enough to consider the inequality:
(avb)Ae>(ane)V(bAc)
that it is satisfied for all a,b, c € L. |

In the previous proposition, the classic intersection definition given by Zadeh
[5] is considered, that is,

Vee A, InT(z)=I(z)AT (2)
In particular, by using Proposition 5.5, the following result is obtained.

Proposition 5.6 Ifﬁ : A — L is an L-fuzzy subset of A and L is a lowerly
complete lattice, then there exists the intersection of all the L-fuzzy ideals which
contains to D, and therefore, there exists the smallest L-fuzzy ideal which

contains to D.

Proof. It is enough to consider the previous inequality and that since L is a
lowerly complete lattice, then all subset of L has infimum. ]

Definition 5.7 Let D : A — L be an L-fuzzy subset of A. The smallest L-
fuzzy ideal which contains to D is called L-fuzzy ideal generated by D and it is
denoted by < D >.

Now, we are going to give a supporting lemma that it will be need to give
the following theorem.
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Lemma 5.8 Let I : A — L be an L-fuzzy ideal of A. If f(x) = a then I is
the smallest a-cut of I that it contains to x.

Proof. If o > a, then I(z) = a < «, and therefore z ¢ I°. [ ]

Theorem 5.9 Let L be a distributive lattice. A L-fuzzy ideal I:A—1L
1s finite valued if and only if it is generated by a finite valued L-fuzzy set
D:A— L.

Proof. If I is finite valued then it is trivial that it is generated by a finite
valued L-fuzzy set.
To prove the converse, we built firstly the L-ideal generated by D : A — L.

If L' = Im(D) is the completed of Im(D), then L' is a finite sublattice of L.
Let a be an element of L', it will be denoted by L, to

L, = {be L such that b > a}.

Let M, = D~*(L,) and let I, =< M, > be.
Consequently, if a < b then I, C I,.
It is defined the following L-fuzzy set that we will see is a L-fuzzy ideal,

I(z)="\/ a.
z€l,

This L-fuzzy set is an L-fuzzy ideal, since it verifies the conditions of
Proposition 2.2 since

Ie—y) =\ a (9)

rz—y€el,
Iy Iy =(\/ A\ o=\ (7o), (10)
x€ely yel. = Ib
yel

where the equality (10) is obtained by applying that L is distributive.
Ifxel, Clyrcand y € I, C Iyne, then x — y € Iya., and therefore

\/ (bnae) < \/ a
S Ib —y€la
y € I

and consequently I(z —y) > I(z) A I(y).
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Similarly, I(x -y) > I(z) V I(y) since,

f(:z:y): \/ a (11)

z-y€el,
Ioyvig =(\V vV o=V a (12)
zely yel. zel,or yel,

where the equality (12) is obtained without more than to apply the associative
property.

As before, if x € I, then -y € I, and if y € I, then x -y € I,, therefore we

calculate the supremum on a smaller set, and then I(x - y) > I(z) V I(y).

On the other hand, if x € A then E(x) =y, therefore x € M,; this implies
that x € I, and consequently I(z) > a = D(z), that is, I D D.

Therefore I is an L-fuzzy ideal that it contains to D.

If J: A—> Lis an L-fuzzy ideal in A that it contains to 5, that is,

Vo e A, D(z)<J(z),

then M, C j‘l, since I, C Je. By applying Lemma 5.8 we have that if z € fa,
then J(z) > a for all a € L' verifying that x € I, , and this implies that

\/ a< J(x)

zel

and therefore I(z) < J(z). [

6 Artinian and Noetherian rings
Now, we will analyze the particular case of Noetherian or Artinian ring.

Definition 6.1 [t is said that a partially ordered set P is of finite length if the
length of all the ways between any two elements of P is finite.

Theorem 6.2 Let A be a ring, the following assertions are equivalent:
i) A is Artinian,

1) for all L-fuzzy ideal f, Im(f) is of finite length.

Proof. |i)=ii)| Let aj,as9,...,ay,... be elements in Im(I) such that
ar <ag < ... < a, < .... Since I D) Ioe 2...D Ion D ...and A is
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Artinian, then there exists an m € IN such that Jom = Jom+1 = ..., that is,
QO = Qupy1 = ... and therefore Im([I) is of finite length.

Let I1, 1o, ..., I, ... be L-fuzzy ideals in A such that I; D I, D
) fn D ..., and let L be the real interval [0,1]. If we consider the L-fuzzy
ideal defined by

1 ifee N I,
nelN

I(z) = Z—j;é ifeel,— I

0 fzeA-1

then there exists an m € IN such that I, — me = @,me — fm“ =0,...,
that iS, Im =dm+1 = Idmy2 = .. .. |

Since all Artinian ring is Noetherian, then it is a consequence of this theorem
that if A is a ring such that for all L-fuzzy ideals I, Im(I) is of finite length,
then A is Noetherian. However, the converse is not true, as shows the following

Example 6.3 Let Z be the Noetherian ring formed by the integer numbers, and
let I1 DI D ... D Iy D ... be the chain of crisp ideals with I, = 2"Z. Then it
can be defined the following L-fuzzy ideal in the ring Z:

1 ife=0
0 ifreZ-I

where Im(I) is not of finite length.
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En los dltimos cursos han empezado a llegar a la Universidad las primeras
promociones de alumnos que han cursado lo que se conoce como Bachillerato
LOGSE. Todavia en este curso, y en Madrid en particular, llegan algunos
alumnos procedentes del antiguo COU, pero empiezan a ser minoria. En el
préximo curso y los siguientes, estos alumnos desapareceran completamente.

Cualquier profesor de los que impartimos clases en primeros cursos de
licenciaturas de Ciencias empezamos a ver el resultado de lo que se ha venido
a denominar, desde algunos sectores, como uno de los mayores logros sociales
en materia de Educacion, la LOGSE. Hace no muchos anos era habitual oir
quejarse a los profesores de la Universidad de lo mal preparados que venian
los alumnos del C.O.U.: “..saben muy poco de integrales...”, “...saben poco
de derivadas...”, etc. Ahora ya no va a existir este problema, porque puede
que nadie les haya explicado nunca ni las derivadas ni las integrales, puede
simplemente que un alumno vaya a parar a una carrera como Quimica, Fisica
o Matematicas y no haya cursado la asignatura de Matematicas en Segundo de
Bachillerato. jIncreible? Pues es cierto, el Bachillerato actual es tan “abierto”
que permite y provoca estas situaciones y otras muchas que iremos saboreando

poco a poco, a medida que pasen los anos y nadie haga nada por remediarlo.

Bachillerato LOGSE

El Bachillerato actual, implantado con la LOGSE, forma parte de lo que se
denomina Ensenanza Secundaria no Obligatoria. Para acceder a él hay que
haber superado la Ensenanza Secundaria Obligatoria (ESO), aunque lo de
haber superado es una forma de hablar, ya que, de hecho un porcentaje muy
importante de los alumnos que acceden a él lo hacen no habiendo superado
(estd prohibido decir suspendido) una o dos asignaturas, entre las que, no pocas
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veces, se encuentran las Matemdticas. Por si alguien no lo sabe, lo de que un
alumno obtenga o no la titulacién de Graduado en Secundaria y, por tanto,
pueda promocionar a Primero de Bachillerato, se decide en muchos casos por
votacién en una Junta de Evaluacién constituida por los profesores del alumno,
asi de objetivo es el sistema.

Sea como sea, una vez superada la etapa de la ESO, el alumno que decide
continuar sus estudios a través del Bachillerato, tendra que realizar dos cursos
en los que tendra que elegir entre una de las siguientes modalidades:

o Artes
e Humanidades y Ciencias Sociales
e (Ciencias de la Naturaleza y la Salud

e Tecnologia

Dentro de cada una de las modalidades anteriores existen diferentes op-
ciones tanto en el Primer como en el Segundo Curso, que condicionaran la
Prueba de Acceso a la Universidad que el alumno habrd de realizar y los
estudios universitarios posteriores a los que podrd acceder. Describir ca-
da una de las posibilidades con asignaturas, cargas lectivas, etc., seria de-
masiado largo para comentarlo aqui y tampoco es el objeto de este articulo.
(Para ver en detalle la organizacién de las ensenanzas de Bachillerato, con
asignaturas y cargas lectivas de cada una de ellas, se puede consultar
http://www.comadrid.es/cmadrid/sfp/orientacion/bachill.htm.

Aunque es la organizacion correspondiente a la Comunidad de Madrid, para
el resto de Comunidades no hay variaciones significativas.)

Hay que decir que, en realidad, en la mayoria de los Institutos sélo se ofertan
dos de las modalidades: la de Humanidades y Ciencias Sociales y la de Ciencias
de la Naturaleza y la Salud. En la practica hay muy pocos estudios universitarios
a los que se pueda acceder exclusivamente desde las otras opciones.

Por ejemplo, un alumno con interés por alguna carrera de contenido
humanistico elegira la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales, dentro
de la cual, debera optar por Humanidades (sin Mateméticas, “letras puras” que
llamarfamos antes) o por Ciencias Sociales (con Mateméticas Aplicadas a las
Ciencias Sociales), pensando en estudiar Economia, Empresariales, Sociologia,
etc.

La asignatura de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales se imparte en
4 periodos semanales de 50 minutos cada uno, tanto en Primer como en Segundo
Curso, y en ella se estudia: Algebra (Ntmeros, Matrices, Determinantes,
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Sistemas de Ecuaciones, Programacién Lineal), Andlisis (Derivadas, Integrales)
y Probabilidad y Estadistica (Estadistica Descriptiva y Estadistica Inferencial).
(Todo esto en los dos afos.)

Otro alumno, interesado en una carrera de ciencias, elegird la modalidad de
Ciencias de la Naturaleza y la Salud y optard, dentro de esta modalidad, entre
Ciencias de la Naturaleza o Ciencias de la Salud. Este alumno puede tener la
asignatura de Matemadticas o no tenerla dependiendo de las asignaturas que elija
(en Primero la cursard obligatoriamente, pero en Segundo puede no cursarla.)

Esta asignatura de Matemadticas (para alumnos de Ciencias) se imparte con
el mismo horario y su contenido es como el de Matemdticas Aplicadas a las
Ciencias Sociales, quitando la Programacion Lineal y cambiando la Probabilidad
vy Estadistica por Geometria Analitica en el plano y en el espacio.

Aparte de la curiosidad, por llamarlo de alguna forma, de que hay una
opcidn, en el Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales, que no permite al
alumno presentarse a las Pruebas de Acceso a la Universidad, ya que tendria que
examinarse de asignaturas que no ha cursado; hay algunas otras singularidades
que afectan directamente a la formacién Matematica de los futuros estudiantes

universitarios de carreras de Ciencias.

Las Matematicas dentro del Bachillerato

Como se ha comentado antes, hay dos asignaturas de Matematicas que
aparecen en el Bachillerato LOGSE (que siguen manteniéndose en la reforma
de contenidos minimos recientemente aprobada): las Matemdticas Aplicadas
a las Ciencias Sociales (I y II, primer y segundo curso, respectivamente) que
se imparten en la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales, opcién de
Ciencias Sociales; y las Mateméticas (I y II) en las modalidades de Ciencias de
la Naturaleza y la Salud y la de Tecnologia.

Llama la atencion especialmente la posibilidad que tiene un alumno de cursar
la modalidad de Ciencias de la Naturaleza y la Salud y, en segundo curso, elegir
una opcién que no contenga Matematicas II (aunque si puede contener Fisica y
Quimica) y, después, puede acceder a estudios tales como Arquitectura, Biologfa,
Economia, Fisica, Ingeniero Agronomo, Ingeniero Gedlogo, Ingeniero Industrial,
Ingeniero Quimico, Quimica o incluso Mateméticas. (;Es esto un error de fondo
de quien disefi6 los planes de estudio o habia algin tipo de intencionalidad?)
Si, después de todo, el nimero de alumnos que eligen esta via, la de librarse
de las Matemadticas en el ultimo curso de Bachillerato, fuera pequeiio, la cosa
no tendria la mayor importancia; pero no parece que lo sea, aunque no se
disponga de una estadistica al respecto. Probablemente sea este uno de los
muchos asuntos en los que convendria que los Profesores de Matematicas de la
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Universidad dijeran algo, porque a los de los Institutos no parece hacernos nadie
demasiado caso.

Sin embargo, afortunadamente para quien tenga que dar clases en los
primeros cursos universitarios, si hay alumnos que eligen Matemadticas en
Bachillerato. ;Cudl es la formacién matemética de estos alumnos? Para intentar
hacerse una idea sobre la respuesta a esta pregunta hay que empezar la historia
desde antes, desde la Ensenanza Secundaria Obligatoria, la ESO.

.Matematicas en la ESO?

La llamada Educacién Secundaria Obligatoria la constituyen cuatro cursos,
divididos en dos ciclos. El Primer Ciclo, que comprende los dos primeros
cursos, de 12 a 14 anos, es impartido por Maestros con alguna Licenciatura, por
ejemplo, Licenciatura en Historia, Licenciatura en Pedagogia, o sin Licenciatura,
nos referimos, claro estd, a los que imparten las clases de Matematicas. ;Qué
criterio se ha utilizado para que un Licenciado en Historia acabe impartiendo
clase de Matematicas a los alumnos de Primer Ciclo de ESO? Se supone que seré
pedagdgico, porque todo en la ESO lo es, y a fuerza de serlo, viola muchas veces
las reglas del mas elemental sentido comiin y, por tanto, se hace incomprensible
para muchos profesores.

En cada uno de los cursos, se estudia una asignatura de Matematicas con
una carga lectiva de 3 sesiones semanales de 50 minutos, cuando, no hace mucho,
esto mismo se hacia en 5 sesiones semanales.

El Segundo Ciclo, tercero y cuarto, se imparte por Profesores de Ensenanza
Secundaria procedentes del antiguo Cuerpo de Agregados de Instituto. También
hay en cada uno de los cursos una asignatura de Matemaéticas con 3 sesiones
semanales de 50 minutos, cuando en el antiguo BUP esto se hacia en 4 sesiones.

Con este exiguo horario que reduce las Matemdticas a una especie de
“marfa”, con no mucha més importancia que ciertas asignaturas optativas que
se ofrecen al alumno, con nombres tan sugerentes como: “Transicién a la Vida
Adulta”, “Ocio y Recreacién”, “Medios de Comunicacién” y un larguisimo
etcétera, disponiendo todas ellas de dos sesiones semanales, es facil imaginar
cudles van a ser los conocimientos matematicos de cualquier alumno que acaba
la ESO.

El sistema de promocién entre los diferentes cursos de la Secundaria es més
o menos el siguiente:

- Primero a Segundo: promocién automaética.

- Segundo a Tercero: se puede repetir sélo una vez, si lo decide la Junta de
Evaluacion, independientemente del nimero de asignaturas que el alumno no
haya superado.
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- Tercero a Cuarto: en Tercero sélo se puede repetir una vez también. Al
ano siguiente el alumno, aunque no haya aprobado -perdén- superado ninguna
asignatura, se convierte en un PIL, alumno que promociona “Por Imperativo
Legal”.

Esto nos lleva a tener en la misma clase, en los cursos de Tercero y Cuarto,
elevadisimos porcentajes de alumnos que en el curso anterior no aprobaron tres,
cuatro o mas asignaturas y a los que, se supone, hay que ofrecer una atencion
especial, atencion a la diversidad, aunque sean alumnos que no tienen el mas
minimo interés por aprender absolutamente nada y a los que, en muchos casos,
se ha acostumbrado a un nulo esfuerzo. Alumnos que cuando tengan el titulo de
Graduado en ESO, tendran eso, un titulo, una casi nula formacién académica
y, lo que es peor, ningun tipo de formacién profesional que les permita acceder
al mercado laboral con unas minimas posibilidades.

Sin embargo, el curriculo, segiin la LOGSE, ha de ser flexible y abierto. Tan
flexible y tan abierto, que cualquier profesor puede decidir si en Matematicas
ensena sistemas de ecuaciones, si no los ensena, si les habla de fractales, si hacen
fotografia matematica o componen letras de canciones con presunto contenido
matemdtico y la miusica del “Tractor Amarillo”. (Invito encarecidamente al
lector a juzgar sobre si lo anterior es una exageracion, sin méas que leer, un
articulo publicado en la Revista SUMA, de la Federacion Espafiola de Sociedades
de Profesores de Matematicas, numero 36, febrero 2001, paginas 67-71, en la
que alguien que se nos presenta como Profesora y Jefe del Departamento de
Matematicas de un Instituto de Ensenanza Secundaria, describe una actividad
llamada “Parodia Matematica”, realizada en su Instituto, que consiste en que
los alumnos compongan canciones con contenido “matematico”, que después
han sido evaluadas en las Juntas de Evaluacién.)

Todo vale, porque los contenidos no tienen la mayor importancia, sélo
importa la actitud, que no la aptitud; ni el estudio, ni el esfuerzo, ni la
comprensién de conceptos, ni el dominio de técnicas. Y, sobre todo, hay
que adaptar las ensenianzas al entorno del alumno. La traduccién de esto
a efectos préacticos ha supuesto que, si un profesor, en un instituto que se
encuentre en un entorno, por ejemplo, de un poligono industrial, intenta trabajar
con sus alumnos, interesandose por que el mayor ntmero de ellos acceda a
la Universidad, puede encontrarse enfrente a algin taliban de las nuevas y
revolucionarias pricticas pedagdgicas que lo recrimine (quizés acusédndole de
medieval o trasnochado) y lo intente reconducir indicdndole mas o menos: “...si
estos alumnos no van a llegar a la Universidad, qué importa qué se les ensene,
lo importante es que se diviertan...”. Que se diviertan y acaben trabajando en
el poligono industrial, pero que no vayan a la Universidad, ya irdn otros que
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estudien en institutos situados en otros entornos. ;Es éste el logro social?

Ahora, comprender lo que va a pasar en Bachillerato es sencillo. El Primer
Curso, es posible que se tenga que dedicar a intentar explicar a los alumnos que
esto de aprender Matematicas requiere un cierto esfuerzo. El Segundo Curso,
a intentar que aprendan las minimas Matemdticas que les permitan pasar por
el examen de Matemadticas de las Pruebas de Acceso a la Universidad con una
cierta dignidad.

Conclusiones

Hace poco tiempo se han aprobado dos Reales Decretos que regulan los
contenidos minimos de las asignaturas de la ESO y el Bachillerato. En cuanto a
Matematicas, se concretan maés los contenidos, se recuperan las denominaciones
clasicas de las diferentes partes de las Matematicas y hacen que, al menos en lo
que respecta al hecho de saber qué ensenar, la cosa se aclare un poco. También
se distribuyen los contenidos seguin los cursos. Antes, en el Primer Ciclo de
ESO, se enunciaban unos contenidos y objetivos muy generales sin especificar
si habia que estudiarlos en Primer o en Segundo Curso.

En Primer Ciclo de ESO aumenta una hora la carga lectiva de la asignatura,
pero permanece igual en Segundo Ciclo. El Bachillerato queda casi tal y como
estaba.

Pero, jcudl va a ser el impacto de esta nueva regulacion? jcdémo se va a
controlar su correcta aplicacion? jalguien cree que los del tractor amarillo y la
fotografia matematica van a cambiar su diversién cotidiana por lo de ponerse a
ensenar algo?

Empieza a sentirse entre muchos Profesores en general, y de Matematicas
en particular, un profundo desanimo, una sensacién de que, si no estamos ante
una situacién irreversible para la ensenanza de las Matemaéticas en nuestro pafis,
estamos a punto de entrar en ella.

Se nos anuncia desde la Administracién la inminente aprobacién de una
Ley de Calidad de la Ensenanza. Las leyes sobre educacién suelen contener
maravillosas intenciones en sus preambulos, intenciones y principios que
comparten todos, pero después hay que llevar esas ideas a la préactica. Esta
implementacién, o es realmente eficaz e inmediata, o no cambiard nada el rumbo

de este barco.
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Resumen

Tomando como eje central el algoritmo de cédlculo de la raiz cuadrada
para numeros naturales, este trabajo intenta reflexionar sobre uno de los
aspectos que considero clave en la Educacion Matemadtica: la ensenanza
y aprendizaje de algoritmos. Tras unas consideraciones iniciales que nos
situaran en la realidad de una préactica docente, se describen brevemente
tres algoritmos posibles para tal calculo, ilustrandolos con algunas
notas histéricas y dotandolos de contenido a través del analisis de sus
equivalencias con diversos procesos geométricos de interés. Por tltimo,
a modo de propuesta didéctica, se senalan algunos puntos con los que
elaborar una posible unidad para el estudio de la raiz cuadrada de un
ndmero natural.

1 Introduccion

He de confesar que la raiz cuadrada siempre ha provocado en mi sentimientos
contradictorios. Desde el terror infantil ante el cdlculo de una raiz cuadrada
con un algoritmo totalmente vacio de contenido y por tanto artificial (a una
edad en la que la naturaleza del ser humano le incita a preguntar el por qué
de cualquier proceso), hasta el interés adolescente que anos més tarde despertd
en mi el estudio de la conmocién que debié causar en la mentalidad griega
cldsica la aparicién de los nimeros irracionales, dados por raices cuadradas que
representaban la medida de la diagonal de un cuadrado, pasando por el placer
ante la contemplacién de la demostracién pitagérica de la irracionalidad de v/2.

En mis estudios me acompané siempre: la demostracién de la existencia
de raices n-ésimas de un nimero positivo en plena construccién del nimero
real, los distintos métodos numéricos para su calculo aproximado, su plenitud
de significado en el campo complejo, la superficie Riemanniana por ella
determinada,.....
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Sin embargo, constrastaba esta vision con la situacién en la que me reecontré

con /" al llegar a la Ensenanza Media como profesor, a un curso de 2° B.U.P.

e Los alumnos habian estudiado en su Ensenanza Bésica el mismo algoritmo
vacio y artificial que yo en mi infancia. Ademds con una presentacién
del mismo basada exclusivamente en el cédlculo, que eludia cualquier
equivalencia geométrica y cualquier andlisis historico. Por supuesto, los

alumnos no recordaban este algoritmo.

e La mayoria de los alumnos operaban con cierta soltura con radicales
cuadraticos, aunque no comprendian la necesidad de tal calculo ante
la imposibilidad de trabajar con la expresion decimal de ntimeros
irracionales.

e En la practica, el cdlculo de V/ se limitaba al pulso de la tecla corres-
pondiente de la calculadora.

e Aunque habfan estudiado en 1° B.U.P. de forma “axiomatica” que
las raices cuadradas de numeros naturales no cuadrados perfectos
proporcionaban ntmeros irracionales, desconocian ningin tipo de

demostracién de este resultado.

e No habia para ellos ninguna diferencia real entre el proceso de extraccién
de decimales en una /Y en una division euclidea.

Otro motivo mas de interés por el estudio de J es el gran niimero de relaciones
con la Geometria que permite trabajar en el aula.

Después de presentar los resultados de una experiencia en clase, haré unas
reflexiones sobre diversos aspectos de la Ensenanza actual de las Matematicas
y compararé brevemente tres algoritmos de cédlculo de /> Ya que no se trata
éste del motivo central del trabajo. Para finalizar, senalaré los puntos que a mi
juicio deberian incluirse para un tratamiento didactico de este tema e incidiré
en dos aspectos a mi juicio importantes.

2 Una experiencia motivadora.

En una clase de segundo de Educacién Secundaria de Adultos (ESA), antes de
empezar a estudiar el bloque numérico, que se supone un bloque suficientemente
trabajado con anterioridad, propuse la siguiente cuestién por escrito y bajo total
anonimato:

“Si tuviéseis la oportunidad de modificar programas de educacién ,;qué
suprimiriais y que mantendriais de las Matemdticas que conocéis?. Justifica
el por qué de tu decision.”
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He de confesar que era consciente de la identificacion casi total que a estos
niveles se hace de Mateméticas y Numeros.

La sorpresa fue grande cuando una mayorfa de alumnos (en torno al 57 por
ciento) opinaban que entre los contenidos que debian permanecer de manera
indudable figuraba lo que ellos llamaban “la raiz cuadrada”. De éstos, hay que
hacer notar que eran muchos (alrededor del 80 por ciento) los que no justificaban
su decisién. Sin embargo, ésto no resta interés a las justificaciones que hacia el
20 por ciento restante. Todos argumentaban razones de tradiciéon expresadas en
pasado, con ideas que podrian resumirse en las de este alumno: “siempre se ha
explicado”, “hasta mi padre lo sabe” . Incluso un alumno escribia: ;Cémo no
lo vamos a aprender?.

Al indagar un poco mas en sus respuestas, en contacto directo ya con los
alumnos, quedé patente que cuando se referian a la “raiz cuadrada” no se
referian al concepto, ni a su significado geométrico, ni siquiera a las ope-raciones
con radicales, sino al algoritmo que en este trabajo denominaré tradicional de
calculo de la raiz cuadrada. Motivado por esta situacion, pasé a los alumnos que
tenia en este nivel, un sencillo test con sdlo 3 items. En la hoja de respuestas
habia un consejo (no prohibicién) escrito de que no utilizasen la calculadora.

1. Para cada uno de los ntimeros siguientes busca otro que al elevarlo al
cuadrado te dé como resultado el que se te proporciona:

4 25 81
100 144 1000000
2 3 5

2. Halla la raiz cuadrada de los siguientes ntimeros naturales:

64 1000000 3
2 4 125
7 17 20

3. En cada caso, se da el drea de un cuadrado, del que se desea calcular su

lado.
144 125 81

9 100 1000000
2 3 5

De las respuestas de los alumnos (90 alumnos realizaron el test), se observa:

e Solo un alumno observé que los dos items primeros pedian realmente lo
mismo e incluso lo expresd por escrito en su hoja de respuestas. No hizo

alusién al item 3.
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e Ningtn alumno introduce niimeros negativos en sus respuestas.

e En el item 1, aunque los 6 primeros apartados estaban formados por
cuadrados perfectos, la dificultad aumenta al aumentar el tamafno de los
ntmeros. Nadie usa el algoritmo tradicional, sino que hacen pruebas por

ensayo y error.

e En el item 1, sélo un alumno (al que hice referencia en la nota primera),
hace los tres ultimos apartados. El resto de los alumnos en una mayoria
deja en blanco y algunos (el 12 por ciento) contestan que no se puede al
no haber ningtin nimero que elevado al cuadrado proporcione el resultado
deseado.

e En el item 2, practicamente todos (el 90 por ciento) lo contesta
correctamente, utilizando la tecla de raiz cuadrada de la calculadora, a
pesar del consejo inicial.

e Ningin alumno contest6 correctamente al item 3. El 88 por ciento lo dejé
en blanco y el resto dividié el area entre 4 o entre 2.

De estas observaciones se puede concluir:

e Aunque muchos alumnos habian manifestado su interés porque
permaneciese en la ensenianza de las Matematicas el algoritmo tradicional
de célculo de la raiz cuadrada, nadie los utiliza para responder a los
apartados del item (2).

e No comprenden el significado de la raiz cuadrada como operacion en cierto
sentido inversa de elevar al cuadrado. De ahi la no aparicién de nimeros
negativos.

e No se identifica el lado de un cuadrado con la raiz cuadrada de su &rea.

e Permanece aun un estado muy primario de la concepcién numérica. Adn
no se comprende que un niimero natural no cuadrado perfecto pueda tener
una raiz cuadrada (y mucho menos, dos). En particular, ain estdn muy
lejos de la idea de numero irracional. Esto es comprensible, ya que en la
prueba inicial de principio de curso, ni siquiera quedaba clara la concepcién
de niimero racional cuando les preguntaba por un niimero que multiplicado
por 3 diera como resultado 7.
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3 Reflexiones

e La ambigiiedad que presenta la pregunta que titula este trabajo es
intencionada.

— ;Qué entiendo por justificar un contenido en la ensenanza de las
Matematicas?

Pienso que se trata de argumentar la necesidad y utilidad de su
estudio. M4ds aun, especificar en qué sentido es necesario y para qué es
util. En este aspecto juegan un papel determinante las dos direcciones
en las que se orienta la ensenanza de las matemaéticas y éstas en si
mismas: la Matematica Pura y la Matematica Aplicada. Habra pues
que distintguir entre contenidos que sélo tengan una justificacién para
un continuado estudio posterior de las matematicas y contenidos que
tengan una justificacién en base a su aplicacion a otras dreas de
conocimiento. Parece obvio que el equilibrio entre estos dos aspectos
debe ser tomado como principio basico en la Educaciéon Matematica
preuniversitaria

— (A qué algoritmos de cédlculo me estoy refiriendo?

Tomando como eje central el algoritmo de calculo de la raiz cuadrada,
fundamentalmente el trabajo va referido a los algoritmos de calculo
numérico, aunque estas reflexiones pueden extenderse a cualquier tipo

de algoritmos.

— ;Coémo decidir la conveniencia o no de la ensenanza de un
determinado algoritmo para resolver una cuestién, cuando se dispone
de varios?, ;quién debe decidir esta cuestion: autoridades educativas,
lineas editoriales, especialiastas en didactica de las matematicas
alejados en el tiempo y en los usos del contacto diario con los alumnos
de estas edades y niveles,...?. Lejos de ser vanal, pienso que es ésta
una cuestién de suma importancia. Comparto con J. A. Herencia
en [8] que el contenido de la ensefianza obligatoria debiera ser fijo
y consensuado con los especialistas en cada materia, que lejos de
ser los grupos senalados més arriba, no son sino los profesores. En
particular, las Asociaciones de Profesores de Mateméticas podrian
haber jugado un papel protagonista en esta linea. En una disciplina
como la nuestra, en la que practicamente existen Sociedades de
Profesores en cada Comunidad y todas ellas estdn agrupadas en una
sola Federacién, no parece que tengan mucho sentido las amplias
diferencias de curriculos.
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e El planteamiento de las consideraciones que siguen surge de una inquietud
personal. Desde hace ya algunos anos, mi docencia ha estado repleta, por
muy distintas causas, de alumnos desinteresados por las matematicas y por
tanto (aunque no sé si se trata o no de una implicacién y en su caso, no sé
en qué sentido) poco estudiosos y trabajadores de las mismas. Este hecho
ha dado como resultado, ano tras ano, resultados académicos muy pobres,
entendiendo por resultados académicos no la calificacién de la asignatura,
sino lo que es mucho més importante: el grado de aprovechamiento de las
capacidades de los alumnos. Asumiendo el nivel de responsabilidad que mi
docencia haya tenido en esta situacion, que por otra parte, es compartida
por otros muchos profesores, hasta hacerse generalizada, no pretendo
simplificar las causas de la misma. Ni tan siquiera pretendo plantear
un debate, sin duda necesario, sobre el estado actual de la ensenanza de
las Matemaéticas, pues no creo éste el momento para hacerlo y ya parece
que hay abiertas muchas lineas de investigacién con tal fin. En [15] se
hace un andlisis con mucha profundidad, generalidad y realismo de la
practica docente y en [14] y [9] se dan ejemplos de una ensenanza de las
matematicas y una respuesta del alumnado que debieran cuanto menos
hacer pensar a todo profesor de matemaéticas. Tan s6lo quiero poner de
manifiesto, en esta reflexion, el estado de continua revisién en el que se
encuentra mi docencia actual de las matemaéticas, después de diez anos
ejerciéndola. Y en el marco de esta revision, mi objeto de estudio actual
es el papel en la ensenanza de las matematicas del estudio de algoritmos.
Pienso que la excesiva algebrizacién de las Matematicas escolares sufrida
en el sistema educativo anterior nos ha dejado en herencia una ensenanza
excesivamente algoritmica ya desde los primeros anos y en cierto sentido,
que mas adelante precisaré, vacia de contenido, al mismo tiempo que ha
producido, como si de un proceso de accién-reaccién se tratase, que en el
sistema actual, muchos de estos contenidos se hayan reducido o incluso
perdido, extremo éste tampoco aconsejable.

e El actual sistema educativo en que estamos inmersos nos pide a los
profesores, una distincién consciente entre conceptos, procedimientos y
actitudes. El aspecto procedimental de la ensefianza de las matematicas,
tiene como uno de los objetivos prioritarios, la algoritmizacién. Y en
el conjunto de los algoritmos, los de calculo numérico juegan un papel
fundamental en la etapa obligatoria a la que refiero todo este trabajo,
debido al fuerte peso que en ésta tiene el bloque numérico (aspecto éste
del que también habria mucho que analizar).
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e A nivel anecddtico, siempre me ha llamado la atencién la importancia,
incluso social, que ha tenido y aun hoy sigue teniendo el algoritmo
tradicional de célculo de la raiz cuadrada como mis alumnos ponian
claramente de manifiesto al principio del articulo. ;Quién no ha oido
nunca expresiones como:

— “Yo, a mi edad, aun sé hasta hacer la raiz cuadrada”.

— “Hoy en dia, el nivel de las Matematicas esta por los suelos. Los

jovenes ni siquiera saben hacer una raiz cuadrada.”?

Incluso hay oposiciones en las que entre los items de las pruebas objetivas
aparece el calculo de alguna raiz cuadrada, bien exacta o aproximada.

e Esindudable que el aprendizaje de los algoritmos de calculo numérico esta
estrechamente relacionado con el uso de material tecnoldgico: calculadoras
y ordenadores. Uno de los cambios que pienso deben producirse en la
ensenanza de las matemadticas en la etapa secundaria obligatoria, es centrar
menos la atencién en el cédlculo algoritmico con lapiz y papel, tratado
ya abundantemente en la Ensenanza Primaria, e incorporar las nuevas
tecnologias al aula, con sus ventajas e incovenientes. En [11] se analizan
con profundidad los cambios tanto en la docencia como en el papel del
profesorado que deben producirse en la etapa. Dado que disponer de
ordenadores en el aula no esta atin al alcance del sistema educativo espanol
y que la gestion de las aulas de Informatica de los centros, no en todos
favorece su uso en la disciplina de Matematicas, me centraré en el uso de

la, calculadora.

Sin entrar tampoco en andlisis de los argumentos a favor y en contra de
tal instrumento electrénico (en [16] y en [10] se dedican sendos capitulos a
esta polémica y la analizan con rigor) sélo deseo subrayar que es evidente
que el tiempo que se gana usando la calculadora deberia ser invertido, por
ejemplo, en justificar los algoritmos usados. Me parece también interesante
fijar mi posicién al respecto: soy partidario de que ciertos algoritmos
-entre ellos los de célculo de la raiz cuadrada de nimeros naturales-
y a ciertas edades -como las de la etapa secundaria- se trabajen con
calculadora. A este respecto y para evitar problemas de heterogeneidad,
el departamento de matematicas del centro donde trabajo hace ya algunos
anos que adquirié una treintena de calculadoras cientificas y es algo que
pienso asequible a todos los centros. Ademds, afortunadamente, cada
dia son més frecuentes los préstamos de todo tipo de calculadoras por
parte de las Sociedades de Profesores de Matemaéticas o por parte de
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las empresas tecnoldgicas del ramo. Animo a los Departamentos de
Matematicas de los centros de Secundaria a que dispongan en abundancia
de tales instrumentos para ser usados como tales.

e Aun admitido el uso generalizado de la calculadora para el problema que
nos ocupa, cabe un interrogante: jpara qué y por qué ensenar/aprender
un algoritmo de célculo numérico para la raiz cuadrada de un ntmero
natural, si la propia calculadora ya dispone de una tecla para tal mi-siéon?

Desde luego, la necesidad de cédlculo préactico ya no se puede argumentar
para justificar la ensenanza de tales algoritmos. Por tanto, hay que buscar
otras razones que justifiquen su ensenanza. Entre ellas, sugeriria:

— La aplicacién correcta y sistemética de algoritmos proporciona una

estructura mental positiva.

— La busqueda de relaciones entre diversas areas de las Matematicas
que posibilitan estos algoritmos aporta una justificaciéon siempre
interesante.

— La elaboracion y redaccién de algoritmos por parte de los alumnos,

constituye una estupenda ocasién para hacer matematicas en clase.

— Hay que mantener siempre un equilibrio entre el caracter terminal
de los estudios a los que me refiero en este trabajo y el cardcter
propedéutico de los mismos. Hay cierto algoritmos que es necesario
conocer para la formacién matematica posterior del alumno.

— Es importante enriquecer la docencia de las matematicas con el
estudio de distintos algoritmos que resuelvan un mismo problema.
Su comparacién, andlisis de resultados y de operaciones necesarias
constituyen otro interesante momento para hacer matematicas con

los alumnos.
e En el trabajo con algoritmos hay tres fases:

1. Planteamiento.

* 1 Qué célculo tengo que hacer?

* 1 Qué algoritmo utilizo para este cdlculo?
2. Realizacion.

* ;Cémo se aplica el algoritmo elegido?
3. Interpretacién

* Los resultados obtenidos, jse adaptan al problema planteado
originalmente?
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Entiendo que es fundamental que estas tres fases se trabajen en el aula
porque constituyen la forma més natural de dar contenido a los algoritmos.
Quizés uno de los problemas que han contribuido a que se den situaciones
como las que describi en la introduccion es que en el trabajo con algoritmos
practicamente la totalidad del tiempo se ha empleado en trabajar el punto
2. Ademaés hay que tener siempre en cuenta, con vista a insistir en el
caracter integrador de la presentacién de la asignatura, que la estrecha
relacion entre Aritmética y Geometria, indisolubles desde la aparicién de
la matematica como ciencia, proporciona ahora, gracias a la ayuda del

Algebra como herramienta, técnicas muy interesantes.

4 El algoritmo tradicional para el calculo de la
raiz cuadrada

Comencemos con un ejemplo numérico: el calculo de v/8543296. Por fijar ideas
sin pérdida de generalidad, extraemos dos cifras decimales, esto es, calculamos
la rafz con un error menor que 1072:

8543296 | 2922,89
4543296 | 49x9=441
133296 | 582x2=1164
26896 | 5842x2=11684
5212,00 | 5844,8x0,8=4675,84
536,1600 | 5845,69x0,09=526,1121
10,0479

En realidad, el algoritmo lo podriamos haber escrito asi:

8543296 | 2000-+900420+20,840,09
4543296 | (2000x2+900) x 900=4410000
133296 | ((2000--900)x 2+20) x 20=116400
26896 | ((20004+900+20)x2+2)x2=11684
5212,00 | ((20004-900+20+2)x 2+0,8x0,8=4675,84
536,1600 | ((20004+-90042042+0,8)x2-+0,09%0,09=526,1121
10,0479

En general, el algoritmo (para un error menor que 10~2) es:
e Buscamos calcular /M, donde M € N, expresandola de esta forma:
VM = a3 +as + a1 +ap+a_1 +a_s
donde

a; = a.10"

siendo af un digito, Vi = 3,2,..., -2
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e En el primer paso nos estamos aproximando a M con a3, esto es, con un
cuadrado perfecto.
2
M = aj

e En el segundo paso, nos estamos aproximando a M — a3 con (2a3 +az).as:
M — a2 ~ (2a3 + as).ay = 2 + a3
3~ 3 2).02 = 4302 T Ay

con lo que en realidad, nos aproximamos a M con un cuadrado perfecto:

M =~ aj + 2azas + a3 = (a3 + az)?

e En el tercer paso nos aproximamos a M —(az+asg)? con (2(az+az)+a)as,
es decir:

M — (a3 + a2)? = (2(as + az) + a1)ay = 2(az + az)a; + a?

con lo que también es este caso nos aproximamos a M con un cuadrado
perfecto, a saber:

M = (a3 + az)® + 2(a3 + as)ay + a} = (a3 + az + a1)?

Y asf sucesivamente. Lo verdaderamente interesante es destacar que en rea-lidad
nos estamos aproximando al niimero al que queremos hallar la raiz cuadrada a
través de una sucesién de cuadrados perfectos, con la particularidad de que en
cada paso anadimos una cifra significativa a la raiz que deseamos calcular.

En términos generales, el algoritmo podria ser descrito asi:

M az+as+ay +ag+a_1+a_o
M — ?)) (2a3 + ag)a2
M — (a3 + 0,2)2 (2(@3 + ag) + al)al
M—(a3—|—a2+a1)2 (2(asz + az + a1) + ao)ao
)7 | (
)7 | (

[ V)

2(
M* (a3+a2+a1 +0J0 2(a3+a2+a1 +a0)+a_1)a_1
2 2(

M—(a3+a2+a1+a0+a,1 a3+a2+a1+a0+a,1)+a,2)a,2

Ademas, este proceso justifica el por qué de ese aparente artificio de la separacion
de M en grupos de dos cifras y la inclusién de dos ceros cada vez que se desea
obtener una nueva cifra decimal del resultado. Basta observar:

102D < M < 10?™ < M tiene n grupos de dos cifras <

10" < VM < 10" & [\/M] tiene n cifras
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Es decir, el ntimero de grupos de dos cifras (de derecha a izquierda) de M
coincidird con el nimero de cifras de la parte entera del resultado de la raiz. Se
podria decir que por cada dos cifras de M, hay una cifra de v/M.

En definitiva, el algoritmo podria ser enunciado asi:

e Dado M € N, existe un tnico n € N tal que 102*~1 < M < 10",
Entonces [\/ M } tiene n cifras. Se pretende buscar m € R/m? = M con

un error menor que 1077, (p € N). Es decir, buscamos:

n—1 n—1
m = E ag = g aj,.10%
k=—p k=—p

donde aj, € 0,1,2,3...,9,Vk=n—-1,n—2...,—p
® a,_1 lo buscamos con la condicidn:

a2 | <M < (a,_1+10"71)2

n—1

e ap,Vk=n—2,...,—p lo buscamos con la condicién:
2
n—1 n—1 n—1
ap | ar +2 Z aj | < M- Z a; <(ak+10k) ap +10% 2 Z a;
j=k+1 j=k+1 j=k+1

Este algoritmo nos sugiere la siguiente interpretacién geométrica:
e Se trata de buscar el lado de un cuadrado cuya drea conocemos.

e En cada paso a partir del segundo, vamos construyendo un nuevo
cuadrado, cuya area estd mas proxima al area dada y que esta formado
anadiendo al cuadrado construido en el paso anterior dos rectangulos y un
cuadrado segun el siguiente esquema:

Q. A —1

ArAr—1 Qp_q
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Nota: Como se apunta en [5], este diagrama también aparece en la obra del
matematico griego Teén de Alejandria, del siglo IV d.d.C.

Y esta es la justificacion de que en el algoritmo tradicional se multiplique
por 2 en cada paso y se le sume la siguiente cifra, multiplicando el resultado por
esta ultima.

En definitiva: La esencia geométrica del algoritmo tradicional de la raiz
cuadrada permite interpretar dicho algoritmo como un método de aproximacion
sucesiva al area de un cuadrado a través de cuadrados cada vez mas grandes,
obtenidos “orlando” el cuadrado del paso anterior con dos rectangulos y un
nuevo cuadrado, segun indicaba en la figura anterior. De ahi que para una mejor
comprensién de este algoritmo, sea interesante la tarea de completar cuadrados,
tratada desde un punto de vista tanto numérico como algebraico.

Como Santiago Ferndndez opina en [5] este algoritmo tiene su origen en la
antigua cultura china, ya que aparece descrito con todo detalle por primera
vez en una de las 9 secciones del tratado mas importante de Matematicas
de esta cultura, a saber, el Jiuzhang Suaushu, (El Arte Matemdtico en Nueve
Secciones). Es tal la importancia de este tratado que incluso hay historia-dores
de las Matematicas que lo comparan con Los Elementos de Euclides, sobre todo
por la repercusién que su estudio tuvo en otras culturas orientales, como Japon
o Corea. Como su propio nombre indica es una recapitulacién de un total de
246 problemas organizados en nueve secciones. Su fecha de aparicién y su autor
son hoy en dia desconocidos.

5 El algoritmo de Herén para el calculo de la
raiz cuadrada

El método de Herén para el célculo de la raiz cuadrada de un niimero natural
parte de un argumento geométrico y ya parece ser era conocido por los ba-
bilonios 2000 anos antes. Este método, que también es atribuido por algunos
autores al griego Arquitas (428-365 a. C.), se denomina a veces “algoritmo de
Newton” (por las razones que veremos en 5.3). Pretende obtener un cuadrado
de area igual al ntimero al que queremos calcular la raiz cuadrada a base de
“cuadrar” rectangulos de area constante igual a dicho nimero, aumentando o
disminuyendo sus dimensiones. Una vez obtenido dicho cuadrado, su lado ser4,
naturalmente, la raiz cuadrada deseada. A priori se fija el nimero de cifras
decimales con las que se desea trabajar. En cada paso, la altura del rectangulo
correspondiente se calcula a partir del drea conocida y de la base. En el primer
paso, ésta se toma al azar (aunque después matizaremos més esta eleccién) y
en cada uno de los siguientes pasos, se toma como base la media aritmética
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entre la base y la altura del rectangulo correspondiente al paso anterior. Es por
eso, que algunos autores, denominan a este método, “método estadistico”. El
algoritmo se detiene en el momento en que la base y la altura del correspon-
diente rectangulo coinciden hasta el orden deseado. A diferencia del algoritmo
tradicional, este método no obtiene la aproximacién deseada de cifra en cifra.
Ademaés este método permite una facil disposicién de los célculos intermedios
en forma de tabla, que a su vez, hace inmediato su tratamiento en una hoja de

calculo. Esta disposicion puede ser la siguiente:

Para calcular v N

Paso 1 2

Base T To = 1 —2!—a1
N N

Altura || a1 = — ag = —
Xy T2

Ejemplo 5.1 Calculemos por este método +/8543296 con cuatro cifras
decimales exactas.

Paso 1 2 3 4

Base z1 = 2000 To = 3135.824 || 3 = 2930.1211 || =4 = 2922,9007

Altura || a1 = 4271.648 || ae = 2724.4182 || ag = 2915.6802 || a4 = 2922.8827

5
z5 = 2922.8917
as = 2922.8917

Por tanto: /8543296 ~ 2922.8917

5.1 El método

En general, el algoritmo para el calculo de v/ IV puede plantearse asi:

Ty +

N
. 2 + N 1 N

En definitiva:
r1 €N

1 N
In+1=§ $n+;

Que es la conocida como Fdrmula de Herdn para el calculo de v N. Permite
calcular la raiz cuadrada de un numero, utilizando las operaciones aritméticas

elementales: suma, resta, multiplicacién y divisién.
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5.2 Aceleracién de la convergencia

5.2.1 Primera aceleracion

Dado N € (0,400), existe unos tnicos a € {0,1,2,...,9},n € Z tales que:
a.10" < N < (a4 1).10"

Tomamos entonces x1 = a.10™. Esta eleccion produce una convergencia rapida
del método. De hecho, el ejemplo anterior, que asi se habia hecho, ha necesitado

sélo de 5 iteraciones:
x1 = 2000

zo = 3135,824
23 = 2930, 1211
24 = 2922, 9007
x5 = 2022, 8917
26 = 2022, 8917

5.2.2 Segunda aceleracién

Las técnicas del calculo numérico nos proporcionan una aceleracién de la
convergencia, mucho mas eficaz para el calculo de la raiz cuadrada de un nimero
natural:

Dado N € N, existe un unico n € Z tal que:

1 N
+1
2" <N < 2™ :>§§W<l

Llamamos M =

Ahora calculamos v M, tomando como valor inicial

9v/2— 6
16

on+1 :
1 =aM +b, siendo a =2 — /2~ 0,5858 y b =
calculada v/ M, se tiene:

~ 0,4205. Una vez

n+1
272 VM si n es impar
VN = VM2 = VM2 = 4 p
23 /2/M sines par

En nuestro ejemplo inicial, se tendria:

o N = 8543296
223 = 8388608 23 24
* 2 = 16777216 };ﬂ =N <2
N 432
e Sea M = — = 8543296 = 0,5092201. Hallamos ahora 4/0,5092201,

224 16777216
con:

o 21 = 0,58585.0, 5092201 + 0, 4205 = 0, 7188011
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z1 =0, 7188011
2o = 0, 7136154
x5 = 0, 7135966
24 = 0, 7135966

Es decir, solo se han necesitado tres iteraciones.

e Ahora, v/8543296 = 0, 7135966.2'2 = 2922 8917

5.3 Newton coincide con Herén

Es interesante observar como este método, que surge de un planteamiento
geométrico muy natural, y muy propio de la geometria griega, coincide con
el resultado que se obtendrfa al aplicar a la ecuacién z2 = N el método
de Newton, que usa como herramientas las derivadas, de creacién bastante
posterior: En efecto: si llamamos F(z) = x? — N, entonces, el método de
Newton me proporciona la solucién de la ecuacién iterando con la férmula:

En nuestro caso:

r=2x

_ F(z) 7127N7:172+N71 +E
Frm) 22 22 2\""7%

Y esto proporciona a su vez una generalizacién de la formula de Herén, valida
para el clculo de V' N. Si llamamos F(z) = 2™ — N, entonces:

o F(x) _x_a;"—N_ (n—1)z" —N
B Fr(z) nzn—l nan—1 B
1 N
n[(nl)erxn_l].

Ademas, en el caso particular de n = 3, se tendria:

1 N
T = 3 ( T+ x2)
y esta generalizacion se corresponde de manera natural con el argumento
geométrico que cabria esperar del algoritmo de Herén para el calculo de la
raiz cubica, “cubicando” prismas de base cuadrada en los que la altura viene
determinada por el drea de la base y por el volumen (N) y en los que en

cada paso, el nuevo lado de la base del prisma es la media aritmética de las
3 dimensiones del prisma construido en el paso anterior. Es decir:
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2z, +

R 2 23+ N 1 o+ NV
e T Y R R

n

5.4 Herdn y su algoritmo

Herén de Alejandria fue un importante gedmetra y mecénico. Es dificil, y los
historiadores no siguen todos la misma linea, establecer la fecha de su nacimiento
y muerte, aunque hay dos opiniones al respecto. Ambas estdn fundadas en las
relaciones que hay entre sus textos y los de otros cientificos como Ptolomeo,
Pappus o Arquimedes. Unos opinan que vivié aproximadamente sobre el 150
a.d.C y otros opinan que sobre el 250 d.d.C. Lo que si parece establecido es que
desarrollé todo su conocimiento al amparo de la ciudad de Alejandria, capital
cultural del momento.

Se conservan numerosos trabajos de Herén, tanto en Geometria como en
Mecanica, aunque la autoria de algunos de ellos, todavia hoy en dia se discute.

Her6n formula su método para el calculo de la raiz cuadrada de un nimero
natural en el Libro I de su tratado titulado Métrica. Lo enuncia de la siguiente
forma:

“Como 720 no tiene su lado racional, podemos obtener su lado salvo una
diferencia muy pequenia como sigue: Ya que el siguiente niumero cuadrado es
729, que tiene a 27 por lado, dividimos %, Esto da 26%, Anadimos 27 a ésto,
obteniendo 53%, y tomamos la mitad de éste, o 26%, El lado de 720 estard

entonces muy cercano a 26%. De hecho, si multiplicamos 26% por si mismo, el
1 1
367 36"
obtener una diferencia mds pequena aun que %, tomaremos 720% en lugar de

producto es 720 por tanto la diferencia en el cuadrado es Si deseamos

729 (o bastaria tomar 26% en lugar de 27 y procediendo de la misma manera
1

% ”

Es muy interesante observar sobre este texto:

obtendriamos la diferencia mucho menor que

e Desde el primer instante, hay una plena identificacién de v/N con el lado
de un cuadrado de area N. De hecho, llama a 27 “el lado de 729”.

e Deja entrever el caricter iterado de su método y cémo la reiteracién

produce convergencia de manera natural.

e Nos propone un xzg, a saber, la raiz cuadrada del cuadrado perfecto mas
cercano al niimero al cual queremos hallar la raiz.
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e La notacién mixta para los ntmeros racionales es muy adecuada para

controlar los errores, a los que hace alusion en el texto de forma explicita.

6 El manuscrito Bakhshali y su algoritmo para
el calculo de la raiz cuadrada

El manuscrito Bakhshali (MB a partir de ahora) es un manuscrito muy antiguo
que fue descubierto hace aproximadamente 100 anos. Esta escrito en corteza
de abedul y fue encontrado en el verano de 1881 cerca de la ciudad que
le da nombre, en el actual Pakistdn. Su hallazgo se debe a un agricultor,
arrendatario de un inspector de policia llamado Mian An-Wan-Udin (aunque
éste ha pasado la historia como descubridor del manuscrito), que lo encontrd
mientras removia una piedra en unas ruinas. Tras pasar por varias manos,
finalmente fue enviado al Dr. Rudolf Hoernle, de la Universidad de Calcuta,
para su estudio y publicaciéon. El Dr. Hoernle presenté una descripcion de MB
ante la Sociedad Asidtica de Bengala en 1882 y fue publicado en el Antiquario
Indio en 1883. M4s tarde, en la decimoséptima Conferencia Oriental celebrada
en Viena en 1886 presentd un informe completo que fue publicado en sus Actas.
Una versién revisada de este articulo aparecié en en el Antiquario Indio de
1888. En 1902, cedi6 el manuscrito a la biblioteca Bodleian de Oxford, donde
permanece aun.

Una gran parte del manuscrito habia sido destruida y sélo alrededor de 70
laminas, de las cuales algunas eran desechos, sobrevivieron.

Entre 1927 y 1933, el MB fue editado por G.R. Kaye y publicado con una
extensa introduccion, una traduccién inglesa y una reproduccién en facsimiles
del texto.

Todavia hoy no se ha resuelto la controversia creada ante el problema de
la datacién del MB. Después de los estudios de numerosos historiadores de
las Matematicas como el propio Dr. Hoernle, G.R. Kaye, Moritz Cantor, F.
Cajon, B. Datta, S.N. Sen o R.C. Gupta, lo mas plausible parece ser pensar que
el manuscrito es una copia posterior de un primer trabajo original compuesto
sobre el 400 de nuestra era. Incluso algunos autores dudan de su origen Indio.

El MB es un manual de reglas y ejemplos ilustrativos, junto con sus
soluciones. Esta dedicado fundamentalmente a la Aritmética y al Algebra, con
algunos problemas sobre Geometria y Medidas. Como sélo partes de él han sido
restauradas, no podemos tener certeza de las relaciones con las distintas ramas
de las Matemadticas del MB completo.

Ahora bien, la forma en que el manuscrito esta organizado es bastante inusual
para un documento Indio. El MB proporciona una descripcién de cada regla.
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Después sigue con un ejemplo escrito primero con palabras y después usando
la terminologia matematica. Se da después la solucién al problema propuesto y
finalmente se expone una demostracién de la validez del algoritmo.

Nota: EIl esquema del MB responde a una manera natural de comunicar
Matematicas a quién no las sabe ain. De hecho, pienso que es el esquema de una
clase tradicional de Matematicas, en cualquier nivel. Por supuesto, este esquema no
deja de lado la participacién de los alumnos, estando abierto a la consulta de dudas,
a la correccién de los ejercicios y problemas por parte de ellos, a la exposicién de
trabajos realizados,... Algunos pseudopedagogos y falsoespecialistas en didactica de
las Matematicas descalifican este esquema y a quienes asi trabajan, despreciando una
cultura diddctica ancestral. ;Tan malos fueron los resultados?, jtan mal prepraradas
acabamos las generaciones que crecimos con este tipo de ensenanza?

Una interesante parte de las Matematicas tratada en el MB es la relativa al
calculo de raices cuadradas. Se usa en él la siguiente férmula:

ALt (&)’
\/@ - \/ﬁ =A + ﬂ - m
donde A? es el cuadrado perfecto més préximo a Q y b = Q — A2. La férmula
aparece en el MB enunciada como sigue:

“En el caso de un numero no cuadrado, resta el nuimero cuadrado mds
cercano; divide el resto por el doble de este cuadrado mds cercano; la mitad
del cuadrado de este resultado dividelo por la suma de la raiz aprorimada y la
fraccion. Se resta ésto y nos dard la raiz correcta.”

A continuacién en el MB, siguiendo el esquema antes aludido, aparecen
algunos ejemplos de aplicacién del algoritmo, que recoge la siguiente tabla, junto
con el namero de cifras correctas que tal calculo produce.

Q A b Raiz “Bakhshali” Numero de cifras correctas
41 6 5 6,403138528 4
105 10 5 10,24695122 5
487 22 3 22,068076490965 9
889 29 48 29,816105242176 5
339009 || 582 || 285 || 582,2447938796899 11

La aplicacién del algoritmo Bakhshali al ejemplo que venimos comparando
proporcionaria el siguiente resultado:

Q = 8543296; A% = 8538084; A = 2922; b = 8543296 — 8538084 = 5212

de donde

5212 52122 36471691140241
2022 + - (55i1) = = 2922, 8917188291492563...

5844 2(2022 + 212) 12477948090
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cuyas 11 primeras cifras decimales son correctas.

Sin entrar en mds justificaciones de la férmula y sus implicaciones
posteriores, que podrian ser objeto de un trabajo posterior, sélo comentar que
en [3], el matemdtico Indio M.N. Channabasappa obtiene a partir de la férmula
Bakhshali para la raiz cuadrada, una férmula iterativa para el calculo aproxi-
mado de raices cuadradas. En [4], el mismo prueba que algunos casos, este
algoritmo iterativo derivado de la férmula Bakhshali es incluso més rapido que
la férmula de Newton, y que por tanto, el método de Herdn.

7 Una propuesta didactica

No pretendo en esta seccién presentar una unidad didactica sobre la raiz
cuadrada de nimeros naturales, aunque si mostrar algunos elementos que pienso
que deberian formar parte de una tal unidad, en un planteamiento coherente
y en cierta medida completo, del tema. Este planteamiento estd pensado para
desarrollarlo en tercero y cuarto (opcién B de Matematicas) de E.S.O., aunque
algunos de sus apartados bien podrian tratarse con anterioridad.

7.1 Puntos para una propuesta didactica

e Algunas notas historicas. Podrian exponerse en clase por los alumnos en
forma de trabajos individuales o colectivos.

Biografia de Heron.

Mateméticas en Babilonia.

Matemaéticas en China.

— Manuscrito Bakhshali.

— Impacto de los irracionales en la cultura griega.

e Demostracién de la irracionalidad de /2. Puede proponerse la
reproduccién de esta demostracién para v/3, v/5,...

e El simbolo \/ como necesidad ante la imposibilidad de expresar de forma
decimal los niimeros irracionales.

e Operaciones con radicales. En tercero podrian trabajarse sélo radicales

cuadraticos e introducir en cuarto distintos indices.

e Calculo aproximado de raices cuadradas.
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Método de ensayo y error dirigido con la calculadora, usando:
Va=basb=a

Método tradicional, insistiendo en su interpretacion geométrica. Para
ello, como opina Guido Ramelline en [12], deberian hacerse ejercicios
de completacién de cuadrados, que vayan creando una estructura
mental adecuada.

Método de Herén, tratado no desde su expresion iterada (que podia
ser tratada en Bachillerato como aplicacién del método de Newton),
sino como proceso geométrico de cuadrar rectangulos. Estos tltimos
anos, me ha dado muy buen resultado aprovechar el estudio de este
algoritmo para que sean los alumnos, a partir de algunos ejemplos
resueltos examinados por ellos, quienes redacten el correspondiente
algoritmo. Es una buena forma de introducirles en las caracteristicas
del lenguaje matemaético, que surgen aqui de manera natural:
concision, sintesis, precisién, generalidad, claridad,...

Método Bakhshali para el célculo de la raiz cuadrada. Puede ser
tratado como operaciones con fracciones y sélo después de obtener
una unica fraccién, escribir su expresién decimal.

e Ejemplos de situaciones donde aparece la raiz cuadrada, en relacién con

la geometria, entre las que se podrian tratar:

Usos del teorema de Pitdgoras. Una actividad interesante es la
que yo denomino Fspirales pitagdricas. Se trata de partir de un
tridngulo rectangulo arbitrario de catetos conocidos e ir construyendo
tridngulos rectangulos adyacentes en los que en cada paso un cateto
es la hipotenusa del tridngulo construido en el paso anterior y el
otro cateto se mantiene siempre constante. De esta forma, todos los
tridngulos construidos comparten un vértice. Los otros vértices (cada
uno compartido por dos tridngulos adyacentes), forman una espiral
poligonal, cuyos radios constituyen una sucesién de raices. Se puede
partir de la sucesién y pedir la construccién geométrica o viceversa.

Construccién geométrica de y/a. Requiere conocer el teorema de
la altura para triangulos rectangulos y el hecho de que cualquier
tridngulo inscrito en un semicirculo es rectangulo. Ver figura 1.

Como aplicacién de esta construcciéon se puede proponer una

demostracion geométrica del hecho conocido de que la media
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A B Cc

Figura 1: Construccién de v/a: AB=a, BC =1, BD = /a.

D

A F B C

Figura 2: Media geométrica < media aritmética:
AB =a, BC =b, BD = Vab, EF = 2£2.

geométrica es menor o igual que la media aritmética y que la igualdad
se alcanza si y solo si los dos ntimeros son iguales. Ver figura 2.

Incluso para los alumnos mas avanzados, se puede plantear el estudio
de la siguiente figura, debida a R. Nelsen, que propone Miguel de
Guzmén en [7] para estudiar las relaciones entre las cuatro medias
usuales, a saber (ver figura 3):

2ab
a+b

* Media geométrica: vab

* Media aritmética: “TH’
a?+4b2
2

* Media armoénicas:

* Media cuadratica:

MP = a: MQ = b MA = 20 06 = Vb v = 292
2 a+b

2 2

MR — a —2|—b

Entre las que se tienen las desigualdades:

MH < MG < MA<MR
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Figura 3: Relaciones entre las medias.

— Como aplicacion del teorema de Thales, se puede plantear cémo los
formatos DIN constituyen un sistema de rectdngulos semejantes cuya
razén de proporcionalidad (cociente entre sus lados) es v/2.

8 Para acabar

No quisiera acabar este trabajo sin incidir aiin mas en dos aspectos que considero
fundamentales:

1. La Ensenanza de las Matematicas, en particular en la Etapa Secundaria
Obligatoria esta repleta de procesos algoritmicos que hay que trabajar con
los alumnos. Llenemos de contenido estos algoritmos, con:

e Notas historicas sobre el surgimiento y desarrollo de los mismos.

e Biografias sobre los Matematicos que los formularon.

e Relaciones con otras areas.

e Justificaciones de sus planteamientos.
No convirtamos las matematicas escolares en un conjunto de “recetas de
cocina” que cree en los alumnos la estructura mental:
“Tipo de ejercicio = Receta correspondiente”

Aprovechando las oportunidades que nos brinda el curriculo, procuremos
que en nuestras clases haya lugar para la prictica de rutinas técnicas (sin
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duda imprescindibles), pero también para la visualizacién de procesos,
para la demostracién, para la elaboracién de conjeturas y su prueba o
refutacion, para la intuicién matemadtica, para las nuevas tecnologias,. . ..

2. No debe haber lugar para el desdnimo del profesor. No comuniquemos esa
sensacién a nuestros alumnos. En este sentido reproduzco, y pienso que

es una estupenda forma de concluir, una reflexién propuesta en [13]:

“..6Fs posible ir mas alla de asumir actitudes, invitarles al contagio y
esperar con paciencia obtener algin fruto? Mds ain, jtransmitimos algo
mds que actitudes?, strasciende al final otra cosa que no sea nuestra
actitud personal hacia ellos, hacia los problemas (y ante los problemas),
hacia la asignatura, ante la vida,...? sno es ésta quizds la esencia misma
de lo que hace trascendente nuestro trabajo?, sno es quizds lo unico que
no es susceptible de ser leido, y por ende aprendido, en un libro?”

Nota: Las propuestas anteriores también pueden aplicarse en el desarrollo
en clase de los mds variados temas. Por ejemplo, me remito a [1] para una
interesante practica: la construccién de la cicloide y la comprobacion practica
de ser braquistocrona. Asimismo, en [2] se narran las multiples vicisitudes
ocurridas desde la anotacién de P. de Fermat sobre su famoso “tltimo teorema”
(publicado en 1670) hasta la demostracién del mismo dada por A. Wiles (en
1994): una apasionante historia que involucra a importantes matemaéticos,
construida sobre un problema cuyo enunciado es asequible a edades bastantes
tempranas. Su narraciéon resumida, junto con el enunciado de conjeturas aun

abiertas, es otra experiencia bastante motivadora.
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CURSOS DE VERANO

MRI Spring School 2002
Enschede, The Netherlands, May 2002

Frobenius Manifolds in Mathematical Physics

Frobenius manifolds and Gromov-Witten invariants are the main points of
focus in the Mathematical Research Institute (MRI) Spring School 2002 on
Mathematical Physics. Frobenius manifolds were introduced by Dubrovin as
a coordinate-free approach to the Witten-Dijkgraaf- E. Verlinde-H. Verlinde
(WDVYV) differential equations, which were obtained in Topological Field
Theory in the 1990’s. It was soon realized that these Frobenius manifolds
play a fundamental role in other area’s of mathematics which on the surface
seem to be unrelated: besides the theory of Gromov-Witten invariants of
symplectic manifolds (the second main theme of this School), they also come
up in singularity theory, the theory of isomonodromic deformations of linear
differential equations, the theory of Coxeter groups and their extensions and
the theory of integrable systems of KdV-type. Gromov-Witten invariants can
be defined in two important contexts. One is that of symplectic geometry;
they are then invariants of certain symplectic manifolds. This work builds of
fundamantal work of Gromov, which allows us to deal with them in a remarkably
flexible way. The other is the more rigid setting of algebraic geometry. In
that case, we consider, following Kontsevich, for a fixed projective variety X
certain compact varieties parametrizing maps from algebraic curves to X and the
invariants in question are calculated as intersection numbers on the parameter
variety. Often they have a classical algebro-geometric interpretation in terms
of X and when they do, the results obtained can be quite spectacular. It is
the aim of the Spring School 2002 to introduce young mathematicians and
physicists to this new and challenging area. We also hope that the School
will help to prepare the participants for making their own contribution to these
topics in Mathematical Physics in which there are still so many conjectures,
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open problems and directions left unexplored. The programme consists of 3
weeks of courses on:

Frobenius Manifolds
(B. Dubrovin, Trieste)

Root Systems and Frobenius Manifolds
(G. Heckman, Nijmegen)

Hierachies of Differential Equations
(G. Helminck, Enschede)

Moduli Spaces of Curves and Gromov-Witten Invariants
(E. Looijenga, J.Stienstra Utrecht)

Supersymmetry and Recursion Operators
(P. Kersten, Enschede and I. Krasil’shchik , Moscow)

The Virasoro Algebra
(J. van de Leur, Utrecht)

Modern Trends in Topological Field Theory
(A. Morozov, Moscow)

This will be followed by a SHORT CONFERENCE for which we will invite
specialists in the field, who will present lectures on a for the participants
comprehensible level.

Prerequisites:

The Spring School is intended for students who have (or are in the final stage
of a study for) a masters in mathematics, theoretical physics or a related field
with a comparable mathematical background.

Dates:

The Spring School 2002 will be held in Enschede in May 2002.

Application deadline is October 15, 2001.

For more information:
http://www-mri.sci.kun.nl/mri/Education/ss02.html
http://www.math.utwente.nl/fa/springschool/

For contact:

mri@sci.kun.nl
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ESCUELA PROSPECTIVA
DE MATEMATICA APLICADA

DIRECCION
ENRIQUE ZUAZUA IRIONDO
Catedratico de Matematica Aplicada
Universidad Complutense de Madrid

COLABORAN
AYUNTAMIENTO DE LAREDO
SOCIEDAD ESPANOLA DE MATEMATICA APLICADA

Laredo, del 3 al 7 de Septiembre de 2001

Esta Escuela estd primordialmente destinada a jévenes investigadores
interesados en el drea de la Matematica Aplicada, en un sentido amplio, y
con una formacién de, esencialmente, Matemaético, Fisico o Ingeniero. Por
la actualidad de los temas abordados y por el nivel de competencia de los
conferenciantes, la Escuela puede ser también de gran utilidad a profesionales
consagrados en el drea.

Presentaremos una panoramica de algunos temas de actualidad y que,
creemos van a ser objeto de desarrollos importantes en los proximos anos. Los
temas cubiertos son diversos y hemos querido que tanto los aspectos relacionados
con el modelaje y la Ingenieria asi como los més analiticos y matemaéticos estén
representados, sin dejar de lado la vertiente computacional.

Es por ello que se ha buscado la participacién de un grupo de expertos de
reconocido prestigio de amplio espectro.

Entre los temas de la Escuela cabe destacar los destinados al modelaje
y la simulacién numérica del oleaje marino, asi como un curso introductorio
sobre Mecédnica de Fluidos y las ecuaciones de filtracion. Otro de los cursos
estd destinado al estudio de las ecuaciones de la Teoria Cinética Cudntica en
la que la ecuacion fundamental de Schrodinger es sustituida por la ecuacion
de Wigner. Se presentard especial atencién al paso al limite de la Mecanica
Cuéntica a la Clasica cuando la constante de Planck tiende a cero. Se discutirdn
asimismo métodos de aproximacién en elementos finitos para problemas de
control 6ptimo en los que la ecuacion de estado asociada es tipicamente una
ecuacion en derivadas parciales. El problema del procesamiento de imégenes
serd también objeto de un curso en el que se presentardn algunos modelos
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matematicos relevantes asi como una introduccién a las técnicas geométricas,
analiticas y computacionales més ttiles. Se abordara asimismo el problema de
la restauracién de imégenes. Finalmente, la Escuela contard también con un
ciclo de conferencias sobre algunos 1tiles analiticos necesarios en el estudio del
comportamiento asintético para tiempos grandes en ecuaciones de evolucion,
entre los que cabe mencionar la teoria de homogeneizacion y algunas técnicas
propias de la teoria de sistemas dinamicos en dimensién infinita.

Todos los cursos concluiran con la presentacion del estado del arte actual y
una lista de problemas abiertos relevantes.

El curso serd asimismo un foro de encuentro para los expertos en el campo
provenientes de diversas Universidades espanolas y extranjeras, y especialmente
de la Unién Europea.

PROFESORADO

Eduardo Casas Renteria
Universidad de Cantabria

Norbert J. Mauser
Universidad de Viena

Vicent Caselles
Universidad Pompeu-Fabra

Juan Luis Vazquez
Universidad Auténoma de Madrid

Inigo Losada Rodriguez
Universidad de Cantabria

Enrique Zuazua Iriondo
Catedratico de Matematica Aplicada
Universidad Complutense de Madrid

INFORMACION MATRICULA Y BECAS

Universidad de Cantabria
Secretaria “Cursos de Verano”
Plaza de la Universidad C/ Sevilla, 6. (39001 Santander)
Tel.: 942 20 09 73 Fax: 942 20 09 75
E-mail: cursos.verano@gestion.unican.es
http://www.gestion.unican.es/gerencia/verano/cursos.html
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Secretarias de las diferentes Escuelas y Facultades de la
Universidad de Cantabria

Del 2 de Julio al 7 de Septiembre
Secretaria “Cursos de Verano”
Casa de Cultura “Dr. Velasco”

C/ Lépez Senia, 8. (39770 Laredo) Cantabria
Tel.: 942 61 19 54 Fax: 942 61 18 30






LIBROS

C. Martinez and M. Sanz

The Theory of Fractional Powers of Operators

North-Holland Mathematics Studies, 187. Elsevier Science. 2001.
ISBN: 0-444-88797-0

Este libro pone a disposicion de los investigadores una exposicién sencilla y
directa de los tépicos fundamentales de la teoria de potencias fraccionarias de
operadores no negativos, que tiene importantes conexiones con las Ecuaciones
en Derivadas Parciales y el Analisis Armoénico. Por primera vez un libro trata
monograficamente este tema, sobre el que se han escrito gran cantidad de
articulos a lo largo de la segunda mitad del siglo.

Los primeros capitulos de la obra se ocupan de las potencias con exponente
de parte real positiva, estudiando las cuestiones clasicas al respecto. Como
novedad a destacar, el punto de vista adoptado permite incluir los operadores
no negativos en espacios localmente convexos sucesionalmente completos,
abarcando asi ciertos operadores diferenciales que de forma natural aparecen
en espacios de distribuciones.

El grueso de la segunda parte del libro se dedica a las potencias de exponente
imaginario puro, que han centrado la investigacién de los ltimos anos desde la
publicacién en 1987 del ya clasico articulo de G. Dore y A. Venni.

Se ha puesto especial cuidado en dar versiones de los resultados con
hipotesis ajustadas, particularmente respecto de la densidad de dominio o rango,
condiciones que aparecen con frecuencia en la literatura, no siempre de forma
necesaria.

Los autores se han esforzado en que el texto resulte claro y sea autocontenido.
En esta linea, se incluye un extenso apéndice con los resultados de Analisis
Funcional utilizados y unas detalladas notas histéricas y bibliograficas al final
de cada capitulo que sirven para conocer la trayectoria y el estado actual de la
investigacion sobre las cuestiones tratadas.

Contents: Introduction. 1. Non-Negative Operators. 2. Differential
Operators. 3. The Balakrishnan Operator. 4. An Extension of the Hirsch
Functional Calculus. 5. Fractional Powers of Operators. 6. Domains,
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Uniqueness and the Cauchy Problem. 7. Negative and Imaginary Powers. 8.
The Dore-Venni Theorem. 9. Functional Calculus for Co-groups. 10. Imaginary
Powers on Hilbert Spaces. 11. Fractional Powers and Interpolation Spaces.
12. Fractional Powers of some Differential Operators. Appendix. Notations.
Bibliography.

M.C. Lépez de Silanes, M. San Miguel, G. Sanz y M.
Madaune—Tort (Editores)

Actes de VIE™MES  Journées Saragosse—Pau de Mathématiques
Appliquées et de Statistiques

Publications de I'Université de Pau, 2001.

ISBN: 2-908930-75-7

Este volumen recoge distintos trabajos presentados en el curso de las sextas
Jornadas Zaragoza—Pau de Matematica Aplicada y Estadistica, celebradas en
Jaca (Huesca) en septiembre de 1999. Las jornadas suponen un encuentro
bienal entre los departamentos de las especialidades citadas de las Universidades
de Pau y Zaragoza, en la que igualmente participan investigadores de otras
universidades francesas y espanolas, relacionadas tanto por cercania geografica
como por afinidades temdticas y de los grupos de investigacion. Los temas
cubiertos incluyen Andlisis Numérico, Aproximacién de Superficies, Andlisis no
Lineal de Ecuaciones en Derivadas Parciales, Estadistica y Probabilidad.

Las actas incluyen sesenta y dos de las setenta comunicaciones presentadas
en las jornadas, en lenguas francesa, inglesa y espanola.



ANUNCIOS DE REVISTAS

POTUGALIAZ MATHEMATICA

PORTUGALIE MATHEMATICA publishes original research papers, in all
fields of pure and applied mathematics.

Founded in 1937, PORTUGALIA MATHEMATICA has published some
works of several renowed mathematicians.

TO THE AUTHORS

PORTUGALIAE MATHEMATICA publishes original high level research
papers in all domains of Mathematics and has aimed at shortening its backlog
to a reasonable size. We are now in a position to guarantee publication within
one year after the paper has been accepted.

Articles should be submitted to the Editors in two copies, written in
Portuguese, French, or English, typed on one side of the paper, with wide
margins, the formulas clearly displayed. They should not exceed 30 pages. The
body of the text should be preceeded by an abstract (150 words maximum), the
1991 AMS Mathematics Subject Classification and a list of key words.

PORTUGALIE MATHEMATICA encourages authors to prepare their
manuscrits in TeX or LaTeX. In this case articles may be submitted via e-mail
to the following address: portmath@Ilmc.fc.ul.pt

Authors are entitled to 20 free offprints.

SUBSCRIPTIONS

One volume, consisting of four issues, is published each year. For volume
58 (2001), subscription prices are $145 USD or 140 Euro for Europe and $156
USD or 150 Euro elswhere, including air mail charges; all payments should
be made in advance. Back volumes, starting with volume 49, are available at
the following prices: $145 USD or 130 Euro for Europe and $156 USD or 140
Euro elsewhere. To order previous volumes (up to volume 48) please contact
our Subscription Service. A 20% discount is afforded to orders of at least 4
subscriptions. Members of the Sociedade Portuguesa de Matemaética are entitled
to a 70% discount in the purchase of one copy of each volume.

You can get a PS subscription form.

147



Anuncios de revistas 148

ADDRESS for Subscriptions:
PORTUGALIZ MATHEMATICA

Sociedade Portuguesa de Matemadtica
Av. Repblica, 37, Piso 4

1050-187 Lisboa

Portugal

Fax: (351) 21 795 23 49

You can also email us: portmath@lmec.fc.ul.pt

EXCHANGES

PORTUGALIE MATHEMATICA accepts exchange subscriptions with
similar publications.

ADDRESS for Exchanges:

PORTUGALIAZ MATHEMATICA
Av. Prof. Gama Pinto, 2
1649-003 Lisboa

Portugal

Editores / Editors

Joao Paulo Dias (Director / Chair)
Graciano N. de Oliveira

Luis Sanchez

L. Trabucho de Campos

Raul Cordovil

Luis Barreira

Conselho Editorial / Editorial Board

Jorge Almeida (Porto)

Anders Bjorner (Stockolm)
Manfredo do Carmo (Rio de Janeiro)
F. Catanese (Gottingen)

P. Collet (Palaiseau)

T. Monteiro Fernandes (Lisboa)

M. I. Gomes (Lisboa)

J. Basto Gongalves (Porto)

J. M. Howie (St. Andrews)

J. P. Kahane (Paris)



Anuncios de revistas 149

J. L. Lions (Paris)

A. Vera Lépez (Bilbao)

A. Machado (Lisboa)

L. Magalhaes (Lisboa)

P. Malliavin (Paris)

J. Mawhin (Louvain)

Maria Luisa N. Galvao (Lisboa)
Melvin B. Nathanson (New York)
L. Nirenberg (New York)

P. Oliveira (Coimbra)

C. Rocha (Lisboa)

J. F. Rodrigues (Lisboa)

E. Marques de S4 (Coimbra)
A. Ferreira dos Santos (Lisboa)
J. A. Dias da Silva (Lisboa)

P. Schapira (Paris)

L. Schwartz (Paris)

L. Tartar (Pittsburg)

H. Beirdo da Veiga (Pisa)

M. Viana (Rio de Janeiro)
G.M. Ziegler (Berlin)

E. Zuazua (Madrid)



Anuncios de revistas 150

REVISTA MATEMATICA COMPLUTENSE

Director E. ARRONDO
Consejo de redacciéon
J.R. ARTALEJO (Estadistica e Investig. Operativa)
F. COBOS (Anélisis Matematico)
N. MARTI-OLIET (Ciencias de la Computacién)
A. MELLE-HERNANDEZ (Algebra)
J. OTERO (Astronomia y Geodesia)
J.M.R. SANJURJO (Geometria y Topologia)
E. ZUAZUA (Matemédtica Aplicada)
Comité Cientifico

La Revista Matematica Complutense publica trabajos

J. BOCHNAK A. LANTERI
F. BREZZI Y. MATSUMOTO
B. CARL J. MESEGUER
P.G. CIARLET P.W. MICHOR
C.M. DAFERMOS V. OREJAS
D.E. EDMUNDS J. PEETRE

A. ELIPE M.F. ROY

L.F. ESCUDERO F. SANSO

J. ESPARZA R. SCHOOF
M.J. ESTEBAN J. SOUCHAY
W.D. EVANS S. SUZUKI

G. FALIN H. TRIEBEL
W. FREEDEN I. VAJDA

G.-M. GREUEL

J.L. VAZQUEZ

inéditos de

investigacion o estudios recapitulativos sobre temas relevantes y de interés de la

Matematica contemporanea.

Direccién:

Revista Matemdtica Complutense

Facultad de Ciencias Matemdticas

Universidad Complutense de Madrid

28040 Madrid

Direccién electrénica: Revista_Matematica@mat.ucm.es

Telefax: 34-91-39444607

Periodicidad: semestral

http://www.mat.ucm.es/serv/revista/

Suscripcién anual: 10.000 ptas/60,10 euros



Anuncios de revistas 151

ASYMPTOTIC ANALYSIS

Founding Editor:
L.S. Frank
Editor-in-Chief:
A. Bensoussan
Centre National d’Etudes Spatiales

2 place Maurice Quentin, 75001 Paris Cedex
France

Editorial Board

H.D. Alber, 9 Darmstadt, Germany; A. Ambrosetti, Trieste, Italy; N.S.
Bakhvalov, Moscow, Russia; C. Bardos, Cachan, France; L. Boccardo, Roma,
Italy; J.-M. Bony, Palaiseau, France; H. Brezis, Paris, France; P.G. Ciarlet,
Paris, France; G. Dal Maso, Trieste, Italy; P. C. Fife, Salt Lake City, USA; J.
Frehse, Bonn, Germany; A. Friedman, Minneapolis, USA; I. Gohberg, Tel Aviv,
Israel; B. Gramsch, Mainz, Germany; S. Hildebrandt, Bonn, Germany; D. Huet,
Nancy, France; W.B. Jurkat , Ulm, Germany; M.A. Kaashoek, Amsterdam, The
Netherlands; S. Kamin, Tel Aviv, Israel; D.S. Kinderlehrer, Pittsburgh, USA;
A. Komech, Moscow, Russia; T. T. Li , , Shanghai, People’s Republic of China;
J.-L. Lions, Paris, France; P.-L. Lions, Paris, France; V. P. Maslov, Moscow ,
Russia V. G. Maz’ya , Linkoping, Sweden E.V. Meister, Darmstadt, Germany;
H. Nagai, , Osaka , Japan; B. Nicolaenko, Los Alamos, USA; O.A. Oleinik,
Moscow, Russia; G.C. Papanicolaou, Stanford, USA; L.A. Peletier, Leiden,The
Netherlands; V. Petkov, Talence, France; R. Racke, Konstanz, Germany; P.-A.
Raviart, Palaiseau, France; D. Robert, Nantes, France; D. Serre, Lyon, France;
Y. Sibuya , Minneapolis, USA; R. Temam, Orsay, France; V. Thomée, Goteborg,
Sweden; M.I. Visik, Moscow, Russia; H. Widom, Santa Cruz, USA; E.Zuazua,
Madrid, Spain.

Aims and Scope

The journal Asymptotic Analysis will fulfil a twofold function. It aims at
publishing original mathematical results in the asymptotic theory of problems
affected by the presence of small or large parameters on the one hand, and
at giving specific indications of their possible applications to different fields of
natural sciences on the other hand. Asymptotic Analysis thus provides applied
mathematicians with a concentrated source of newly acquired information which
they may need in formal analysis of asymptotic problems.



Anuncios de revistas 152

Subscription information

Asymptotic Analysis (ISSN 0921-7134) is published in four volumes (16
issues) a year. The subscription price for 2001 (Volumes 25-28) is EUR 880
+ EUR 92 p.h. = EUR 972 (US$ 928). The EUR price is definitive. The US
dollar price is subject to exchange-rate fluctuations and is given only as a guide.
6% VAT is applicable for certain customers in the EC Countries. Subscriptions
are accepted on a prepaid basis only, unless different terms have been previously
agreed upon. Personal subscription rates and conditions, if applicable, are
available upon request from the Publisher. Subscription orders can be entered
only by calendar year (Jan.-Dec.) and should be sent to the Subscription
Department of IOS Press, or to your usual subscription agent. Postage and
handling charges include printed airmail delivery to countries outside Europe.
Claims for missing issues must be made within six months of our publication
(mailing) date, otherwise such claims cannot be honoured free of charge.

Instructions to authors

For detailed instructions please refer to our website on the Internet,
www.iospress.nl.
Publisher

IOS Press

Nieuwe Hemweg 6B
1013 BG Amsterdam
The Netherlands

Tel.: +31 20 688 33 55
Fax: +31 20 620 34 19

E-mail:

Subscription Department: order@iospress.nl
Advertising Department: market@iospress.nl
Desk Editorial Department: editorial@iospress.nl
Internet:

www.iospress.nl



RESUMENES DE TESIS DOCTORALES

Titulo: CONDICIONES DE FRONTERA TRANSPARENTES Y
ABSORBENTES PARA ECUACIONES DE TIPO SCHRODINGER.
Doctorando: Nuria Reguera Lopez.
Director/es: Isafas Alonso Mallo.
Defensa: 6 de Abril de 2001, Universidad de Valladolid.
Calificacién: Sobresaliente cum Laude.

Resumen: En esta tesis se estudian condiciones de frontera absorbentes y
transparentes (CFA y CFT) para la ecuacién lineal de Schrddinger, de conocida
importancia practica. La primera contribucién es la obtencién, de forma rigurosa,
de condiciones que garantizan que las soluciones de una ecuacién de Schrodinger
estan en L2(0,+occ) de la variable temporal para cada valor fijo de la variable
espacial. Un resultado andlogo se prueba para una discretizacién de ella mediante
diferencias finitas centrales. Estos resultados permiten utilizar la transformada de
Fourier en tiempo de la solucién para obtener CFA con técnicas usuales para otras
ecuaciones. En el primer caso, las CFA obtenidas son una generalizacién de las CFA
de Fevens y Jiang.

El tema principal abordado seguidamente es el estudio del caracter de bien puesto
de los problemas obtenidos tras imponer las CFA e incorporar las discretizaciones
espaciales. Se prueba que estos problemas estan débilmente mal puestos, lo
cual puede causar problemas si la CFA no es bien elegida. También se estudia
la discretizacién temporal mediante el uso de Métodos Runge—Kutta A-estables.
Finalmente es de notar que, para el caso de CFA para el problema semidiscreto
en espacio, se obtiene una expresién completa del error cometido con un método
completamente discreto con CFA.
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Titulo: ANALISIS DE ALGUNOS PROBLEMAS DE OPTIMIZACION
NO LOCALES.
Doctorando: José Carlos Bellido Guerrero.
Director/es: Pablo Pedregal Tercero.
Defensa: 9 de marzo de 2001, Universidad de Sevilla.
Calificacién: Sobresaliente cum Laude.

Resumen: Esta tesis estd dedicada al estudio de problemas de optimizacién
asociados a problemas de tipo eliptico, no lineal en general, y con restricciones
de tipo integral. En este marco se encuentran los problemas de control en los
coeficientes para sistemas elipticos. Estos problemas estdn motivados por cuestiones
de gran interés con origen en la fisica y la ingenieria: disefio éptimo de materiales
compuestos, optimizacién de estructuras eldsticas, .... El método adoptado para
tratar estos problemas consiste en introducir un problema de Célculo de Variaciones
(que se prueba ser equivalente al problema de optimizacién inicial), para después
aplicar una técnica clasica del Célculo de Variaciones, el Método Directo. Esto
permite establecer resultados de existencia de soluciones 6ptimas y analizar la no-
existencia de éstas en el caso en el que el problema carezca de solucién. Este tltimo
fenémeno es frecuente en este tipo de problemas. El andlisis se lleva a cabo en
funcidn de la dimensidn, asi los casos unidimensional, bidimensional y tridimensional
son analizados separadamente.

El principal interés de los resultados obtenidos es que en ellos se permiten
ecuaciones de estado no lineales y la dependencia conjunta respecto del control
y el gradiente del estado en la funcién objetivo.
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Titulo: ANALISIS ASINTOTICO DE METODOS DE PROYECCION
PARA ECUACIONES INTEGRALES DE FRONTERA.
Doctorando: Victor Dominguez Baguena.
Director/es: Francisco Javier Sayas Gonzélez.
Defensa: 11 de enero de 2001, Universidad de Zaragoza.
Calificacién: Sobresaliente cum Laude (por unanimidad).

Resumen: En esta memoria se estudian dos familias de métodos para la
aproximacién numérica de ecuaciones pseudodiferenciales periddicas. Ecuaciones de
este tipo surgen en la resolucién por métodos de contorno de problemas diferenciales
en dominios regulares del plano.

En los métodos numéricos considerados tomamos como espacios discretos spli-
nes periédicos regulares sobre mallados uniformes y, como caso limite, subespacios
de polinomios trigonométricos. Los métodos tratados son métodos de Petrov—
Galerkin y de cualocacién (del inglés qualocation, contraccién de quadrature-
modified collocation). En estos dltimos el test integral que define los métodos de
Petrov—Galerkin se sustituye por una aproximacién discreta dada por una férmula
de cuadratura compuesta y, por tanto, pueden entenderse como una discretizacidn
adicional (todavia incompleta) de los métodos de Petrov—Galerkin.

El resultado principal para ambas familias de métodos es la existencia de de-
sarrollos del error entre la solucién numérica y una proyeccién cuasiéptima de la
solucién exacta sobre el espacio trial. Como consecuencia de estos desarrollos se
obtienen un desarrollo asintético del error entre solucién exacta y numérica cuando
se aplica un operador regularizante y estimaciones de convergencia en normas mas
fuertes, incluyendo una propiedad de superconvergencia puntual en dos familias de
puntos del mallado. Por iltimo, para los métodos de cualocacién se deducen a
partir de estos desarrollos condiciones para obtener métodos de orden mas alto para
diversos tipos de ecuaciones integrales e integro—diferenciales.

En la memoria se plantean versiones totalmente discretas de métodos de
cualocacién cuando se aplican a la resolucién de ecuaciones integrales de segundo
tipo y logaritmicas. Estos esquemas preservan el orden, el desarrollo del error y las
propiedades de superconvergencia puntual sin que conlleven un gasto computacional
elevado.
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