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EDITORIAL

Estimados socios:

Con la publicacion de este boletin se cumple nuestro primer ano al frente
de la ediciéon del mismo. Después de estos primeros pasos, se pretende que
esta publicacién tenga un caracter peridédico, por lo que a partir de ahora,
como se acordé en la dltima Asamblea de SEMA, intentaremos editar un boletin
cada trimestre. La experiencia acumulada en este tiempo también nos aconseja
elaborar unas normas de estilo més precisas, con el fin de conseguir una mayor
uniformidad en la presentacién de los trabajos.

En este niimero hemos de destacar dos hechos relevantes: por un lado,
la inauguracién de la seccién sobre Matematicas e Industria, y por otro,
la publicacién de dos articulos de los galardonados con los Premios SéMA
2002 (Quinto Premio SEMA al Joven Investigador y Tercer Premio SEMA de
Divulgacién de la Matemética Aplicada).

El primer articulo de la secciéon de Matematicas e Industria ha sido escrito
por José Antonio Garrido, Vicepresidente de Iberdrola y Doctor Honoris Causa
por la UPV-EHU. J.A. Garrido desarrolla una intensa actividad empresarial
y ha recibido numerosos premios y distinciones, entre las que destacaremos la
Medalla Puig Adam de la Fundacién para el Fomento de la Innovacién. Este
articulo es un excelente trabajo sobre proyectos empresariales en la sociedad
del siglo XXI y esperamos que sea el primero de una larga serie que sirva para
estrechar lazos entre las Matemaéticas y la Industria. Agradecemos sinceramente
al Dr. Garrido su participacién en la citada seccién, y a la empresa que
representa su colaboracién como socio patrocinador de SeEMA.

El Premio SeMA al Joven Investigador ha sido concedido al profesor Carlos
Castro, de la Universidad Politécnica de Madrid. El trabajo que publicamos
en este boletin, “Algunos problemas de control y disefio éptimo en sistemas
gobernados por ecuaciones en derivadas parciales”, pone de manifiesto el
excelente nivel investigador de este joven matematico, a quien le auguramos
un brillante futuro que contribuira a elevar el nivel investigador de nuestro paifs.
Enhorabuena.

El Premio SeMA de Divulgacién de la Matemética Aplicada ha recaido en
nuestro companero Mikel Lezaun, profesor de la Universidad del Pais Vasco, por
el trabajo “Predicciones del Tiempo y Matematicas”, que reproducimos en este
boletin. Desde estas lineas le deseamos transmitir nuestra doble enhorabuena:
en primer lugar, por el premio conseguido, y en segundo lugar, como responsable
de la seccién Matematicas e Industria, cuya andadura se inicia ahora y que, sin
lugar a dudas, serd muy fructifera.

Grupo Editor
boletin_sema@orion.ciencias.uniovi.es
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Algunos problemas en sistemas dinamicos discretos

F. BALIBREA

Departamento de Matematicas
Universidad de Murcia

balibrea@um.es

Resumen

Tomando como punto de partida la definicién de Sistema Dindmico
Discreto, introducimos algunos ejemplos que nos parecen relevantes desde
el punto de vista histérico y que generalmente son de dimensiones uno
y dos. De tales sistemas presentamos algunos resultados, sefialamos
problemas pendientes y realizamos comentarios sobre los mismos. Esta
presentacién permite obtener, aunque sea muy parcial, una visién sobre
el trabajo que se realiza en esta parte de las Matematicas.

Palabras clave: Periodo, estructura periddica, orden de Sharkovsky, funcion
de Newton, Dindmica Simbdlica, puntos atractores, puntos repulsores, variedad estable,
ecuaciones en diferencias finitas con retraso.

Clasificacién por materias AMS: 8TE05,37TE99

1 Introduccién

La formulacion general de los problemas a los que nos referiremos en el presente
articulo es la siguiente. Sea X un espacio métrico y f : X — X una funcién
continua. Denominamos Sistema Dindmico Discreto al par (X, f), donde es el
espacio de fases del sistema y ®(x,n) = f"(x) el flujo del mismo que representa
el estado, en el espacio de fases, que ocupa en el instante n el punto que en el
instante inicial ocupa la posicién z (esta terminologfa estd tomada del lenguaje
de la Mecénica). Con f™ representamos f o f*~! paran > 1y f° representa la
funcién identidad en X.

En este marco general, el problema que tratamos de resolver es el de
averiguar la evolucién de cada uno de los puntos de X por la accion del flujo del
sistema. Tal problema es equivalente al de comprender cudl es su dindmica. El
conocer la dindmica de un sistema consiste en entender el comportamiento de
todas las sucesiones (f™(z))22, correspondientes a todos los puntos de X. Para
xg € X, tal sucesién se denomina la drbita de x( en el sistema y se representa
por Orbs(xp). Es evidente que tendremos tantas 6rbitas como puntos de X.
Denominamos trayectoria de una Orbita al conjunto de puntos distintos del
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espacio de fases que pertenecen a la misma. El comportamiento dindmico mas
simple es el de drbita periddica. Se dice que la 6rbita de x € X es periddica si
existe m tal que f™(z) = x y al menor de los nimeros para los que tal propiedad
de verifica se denomina el periodo de x. Cuando tal nimero es uno, se dice que
el punto es fijo.

Aunque histéricamente existen precedentes de la Teoria de los Sistemas
Dindmicos (por ejemplo en Poincaré), podemos decir, sin embargo, que sus
origenes y desarrollo tienen que ver con los de la Teoria Ergodica en el primer
tercio del siglo XX. En la mayor parte de los problemas la funcién f solia ser
un homeomorfismo y los resultados que se obtenian dependian de la métrica
y también de las medidas presentes en el espacio de fases. Cuando f es un
homeomorfismo se puede usar la nocién de drbita total que viene dada por la
sucesion (f™(x))2, = (f*(z))5° U (f™(x))% o, es decir, como la unién de una
semiorbita hacia adelante y una semidrbita hacia atrds.

Sin considerar el punto de vista de la medida, el problema de estudiar
sistemas dindmicos donde f sea un homeomorfismo, dio nacimiento a la
Dindmica Topoldgica, es decir, como estudiar propiedades dindamicas de los
sistemas, utilizando fundamentalmente las herramientas estructurales de la
Topologia.

Las dificultades encontradas eran bastante grandes y pronto se vio ademas
que lo que era maés interesante de cara a las aplicaciones, era el considerar
endomorfismos continuos. En estas condiciones, los problemas son aun mas
complicados, por lo que se intenté tratar con endomorfismos pero usar espacios
de fase més sencillos y manejables. En cierto modo complicamos la funcién
asociada al sistema, pero a cambio hacemos mas simple el espacio de fases.

En los anos 60 hubo un renacimiento del interés por estudiar ecuaciones en
diferencias finitas no lineales. Las ecuaciones en diferencias finitas aparecieron
con anterioridad a las ecuaciones diferenciales, sin embargo fueron eclipsadas
por éstas debido a que siempre puede pensarse en términos de que una ecuacién
en diferencias finitas no es méas que la imagen que se obtiene de una ecuaciéon
diferencial cuando esta ultima se observa en saltos discretos de tiempo. Por otra
parte es indudable la gran potencia de los métodos asociados a las ecuaciones
diferenciales y su enorme versatilidad en el modelado de fenémenos.

Aunque puedan haber otros precedentes, se puede suponer que la primera
ecuacién en diferencias finitas fue planteada hace aproximadamente 800 anos por
Leonardo di Pisa, alias Fibonacci, en un libro que publicé con el nombre de Liber
Abaci. Fibonacci planteaba la determinacién de un modelo para la descripcion
de la evolucién de una poblacién de conejos. Los términos del problema eran los
siguientes: cada pareja de conejos en los instantes t = 1 y t = 2 de su vida dan
lugar a dos nuevos conejos cada instante, uno macho y otro hembra, siendo el
instante ¢ = 0 el del nacimiento de tal pareja. Si denotamos por z,, el nimero
de parejas de conejos en el instante n, entonces se verifica la siguiente ecuacion

Ty = Typ_1 + Tp_o, conn >1ydonde xg =z =1.

El ndmero de nuevas parejas sigue la sucesion de nimeros (1,1,2,3,5,8,13,...)
conocida desde entonces como la sucesion de Fibonacci. Procediendo por
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induccién se ve que

1

P E IS R ek LY
n — \/5 .

[(— 5

Es interesante que

; Tn41 1 + \/3
lim = —,

n—oo Iy 2

es decir, para n grande, la sucesiéon se comporta aproximadamente como una
sucesion geométrica cuya razén es el numero de oro. Esto también quiere decir
que la poblaciéon de conejos vive en condiciones en las que no se restringe
su reproduccién (comida suficiente, espacio, no existen depredadores, etc). Es
evidente que tales condiciones son ideales y no se pueden dar en la realidad.

La ecuacién en diferencias de Fibonacci era una ecuacion lineal con dos
retardos que no tiene dificultades para su resolucién. Sin embargo, los casos
méas interesantes son aquellos en los que la ecuacién es no lineal. Algunas de
tales ecuaciones son de la forma

Tn+l = f(xn)a

especialmente las que provienen de la Dindmica de Poblaciones. Tales ecuaciones
se pueden estudiar como el sistema dindmico (I, f), donde I = [0, 1], ya que la
variable de estado z suele ser la densidad de una sola especie que ocupa un
determinado habitat.

Cuando la ecuacién no proviene de modelos de poblacién, entonces puede
estudiarse como el sistema dindmico (R, f).

El desarrollo de los ordenadores supuso un gran avance en el estudio de estos
sistemas dinamicos por las facilidades de calcular las o6rbitas de los puntos. En
los anos 60 un momento relevante fue la aparicién en 1964 en la revista Ukrainian
Mathematical Journal de un articulo del matematico Alexander N. Sharkovsky
sobre la estructura periédica de las funciones continuas de la recta real en ella
misma. Este bello articulo atrajo la atencién de muchos matematicos y el interés
de investigar en estos temas, lo que en los anos setenta y ochenta llevé a un
enorme desarrollo de esta parte de las Matemaéticas.

En la demostracion del teorema de Sharkovsky se usa casi exclusivamente,
como herramienta topolédgica, el teorema de los valores intermedios de las
funciones continuas reales de variable real y mucha teoria combinatoria.
De hecho la extensién de las ideas de este teorema a espacios de fase
fundamentalmente de dimensién uno mas generales que el intervalo o la recta
real, ha dado lugar a la aparicién de una parte de la Dinamica que se denomina
Dindmica Combinatoria, donde se manejan objetos de naturaleza combinatoria
tales como permutaciones, ciclos, grafos, digrafos, etc.

Uno de tales espacios es la circunferencia S, sobre la que se han desarrollado
muchos modelos que se ajustan a un sistema dindmico del tipo (S, f) que
curiosamente fueron tratados por primera vez por H. Poincaré a finales del siglo
XIX a proposito del problema de los tres cuerpos.
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2 El Teorema de Sharkovsky

En cualquier exposiciéon que se precie sobre Sistemas Dindmicos Discretos, es
de obligado cumplimiento hacer mencién a este resultado.

En los anos cincuenta, en plena progresion de la guerra fria y en la extinta
Unién Soviética, se desarrollé un programa para lanzar vehiculos al espacio y
sobre todo para hacerlo antes que los americanos. A tal fin se construyeron
y desarrollaron ordenadores rudimentarios que a pesar de todo, cumplian con
su misién. Estos ordenadores fueron usados en los centros de alta tecnologia y
también en las Academias de Ciencias (las instituciones mds emblemadticas de la
ciencia soviética). Todo este proceso culminé en parte, como es bien conocido,
con el lanzamiento el dia 4 de Octubre de 1957 de un vehiculo espacial con el
nombre de Sputnik 1 (que en ruso quiere decir satélite). En esta época, entré a
formar parte de la Academia de Ciencias de Ukrania en Kiev, un matematico
joven: Alexander N. Sharkovsky. Su tutor le encomend6 comprobar con la ayuda
de un ordenador los resultados que existian en la literatura sobre la iteracion
de funciones reales de variable real. En particular, que si una funciéon continua
real de variable real tiene un punto periédico de periodo dos, entonces tiene
puntos fijos (resultado debido a Poincaré) y si la funcién no tiene ningin punto
periédico de periodo dos, entonces la érbita de cada punto de R es covergente
(Coppel). Sharkovsky probé dichos resultados y también el hecho de que si la
funcién tiene un punto peridédico de periodo mayor que dos, entonces siempre
existe un punto periédico de periodo dos. Finalmente en 1964 publicé su famoso
resultado. Es interesante senalar que tal resultado fue presentado en la Academia
de Ciencias de Ucrania como parte de su Tesina de Licenciatura.

Supongamos que establecemos una ordenacién (que denotamos por >,
respectivamente por <) de los elementos del conjunto N* = N U {2°°} que
denominaremos orden de Sharkovsky, de la forma

3> 5> 7T>e...>:32>:52>, 72>, ...>:322>.522>,722>_...

>32" > 52" >, 72" > . > {20 > > 20 > > 22502 > 1.

Denotamos por S(m) el segmento inicial del orden de Sharkovsky que termina
en m € N*,
S(m)={neN":n<,m},

e igualmente
S(2°) = {1,2,2%...,2", ...}

Si ahora denotamos por Per(f) el conjunto de periodos que una funcién continua
puede tener, tenemos

Teorema 1 Sea f € C(R). Entonces Per(f) =10 o Per(f) = S(m) para algin

m € N*. Si es f € C(I), entonces es Per(f) = S(m) para algin m € N*.
Reciprocamente, sea m € N*, entonces existe f € C(I) tal que S(m) =

Per(f). Dado el conjunto vacio (), existe f € C(R) tal que Per(f) = 0.
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La interpretacion del resultado es clara. Si por ejemplo, una funcién continua
tiene un punto peridédico de periodo 15, entonces tiene puntos periddicos de
periodos todos los que le siguen a 15 en el orden de Sharkovsky. El simbolo
{2°°} significa que la funcién tiene puntos periodicos de cualquier potencia de
dos.

En la literatura ha habido comentarios curiosos acerca de este teorema.
En [31], J. Smital senala que “de acuerdo con la opinién de matemdticos
sobresalientes, el teorema esta entre lo mejor que se ha obtenido en matemaéticas
en los tdltimos veinte aflos” (frase de 1988). En [16] se dice: “este bonito e
interesante resultado depende tnicamente de la continuidad de la funcién en
cuestiéon y debe servir para poner en cuarentena la opinién de aquellos que
piensan que los teoremas realmente buenos que no sean de los del tipo de los
que se puedan comparar con los cazabombarderos B-1 se probaron antes del
final del sigo XIX”. En [29], D. Ruelle comenta que: “este teorema demuestra,
entre otras cosas, que harfamos mal en menospreciar el contenido de las revistas
matematicas ucranianas”.

Un caso particular es el siguiente resultado, probado curiosamente sin tener
conocimiento del resultado anterior por los matemdticos Li y Yorke en [20] en
1975.

Teorema 2 Si f € C(I) tiene un punto periddico de periodo tres, entonces
tiene puntos periddicos de todos los periodos.

El articulo donde estd contenido tal resultado, publicado en American
Mathematical Monthly, ejercié una influencia enorme en las investigaciones
sobre Sistemas Dinamicos Discretos de los anos 70, sobre todo por el titulo:
“Period three implies chaos” ya que era la primera vez que en un articulo de
matematicas aparecia la palabra caos, dando lugar ademéas a una nocién que
desde entonces se conoce como caos en el sentido de Li y Yorke.

Aunque existen varias estrategias a seguir para la demostracién del teorema
de Sharkovsky, es especialmete relevante senalar la introducida por P. Straffin
en [32] mediante el uso de grafos y digrafos, ya que es exportable a los
casos de funciones continuas en otros espacios de dimensién uno tales como
la circunferencia, drboles, grafos, dendritas, etc. En estos casos se obtienen
resultados semejantes a los de Sharkovsky, pero aparecen nuevos 6rdenes entre
los periodos de las funciones, por lo que la estructura periddica se complica.

Por estructura periédica entendemos una relacion de forzamiento entre los
periodos de una funcién que permita averiguar si la misma posee un punto
periédico de un determinado periodo sabiendo que posee puntos periddicos de
otros periodos. Este es el caso del orden de Sharkovsky, donde el orden entre
los elementos de N* es total. En las referencias [25], [1], [2] y también en el
articulo de tutorfa [9] se hace referencia detallada a estos hechos. A modo de
ejemplo, consideremos el caso de f € C(Y), donde Y = {z € C: 2 € [0,1]} es
el espacio conocido como triodo, donde se supone que 0 es un punto fijo de la
funcién. En tales condiciones, ademés del citado orden de Sharkovsky, tenemos
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que introducir otros dos drdenes, el orden verde en N\{2}:
5.8,4,11,14,7,17,20,10,23,26,13, ....3.3,3.5,3.7, . ..,3.2.3,3.2.5,3.2.7, . ..,
...,3.22.3,3.225,3,227,...,3.2%,3.22,3.1, 1.
El orden rojo consiste en ordenar el conjunto N\{2,4}:
7,10,5,13,16,8,19,22,11,25,28,14, . .. ,3.3,3.5,3.7, ..., 3.2.3,3.2.5,3.2.7, . ..

...,3.22.3,3.22.5,3.22.7,...,3.23,3.22,3.2,3.1, 1.

Si mg, m,, m, representan un elemento de los 6rdenes de Sharkovsky, verde
y rojo, tenemos:

Teorema 3 Se satisfacen las siguientes condiciones:
(a) Sea f € C(Y), entonces Per(f) = S(ms) U S(my) U S(m,).
(b) Supongamos dados mg,m, y m,, entonces existe f € Y tal que

Per(f) = S(ms) U S(m,) U S(m,.).

La demostracién y consecuencias de este resultado pueden verse en [3].

Usando los resultados sobre estructura periédica en espacios de dimensién
uno, se pueden obtener resultados semejantes sobre ecuaciones en diferencias
finitas con retardo del tipo

T = f(@n_g), con k > 2,

y donde la variable = pertenece a X, que es cualquier espacio de dimensién uno
de los estudiados o bien un espacio del que se conozca la estructura periddica.
La formulacién de esta estructura peridédica se realizard facilmente con ayuda
de transformaciones n-dimensionales en la ultima seccién de este trabajo.

3 El método de Newton-Raphson

Como una ilustraciéon de los métodos iterativos usados en los Sistemas
Dindmicos Discretos de la forma (I, f), vamos a poner de manifiesto algunos
hechos significativos en relacién al método de Newton-Raphson para la bisqueda
de soluciones de las ecuaciones f(z) = 0. Supongamos que f sea una funcién
real de variable real diferenciable y que o sea una aproximacién razonable de
una solucién de la ecuacién anterior. Se ensena en los cursos elementales de
Calculo que si es
f(z)

f'(@)’
entonces, en muchas ocasiones, encontramos una solucién aproximada de la
ecuacion mediante la ecuacién en diferencias finitas

Ni(z) =2z —

Tpy1 = Ny(zn).
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Pero es también conocido que esta ecuacién, cuando empezamos en el punto zg,
no genera necesariamente una sucesion convergente a algin valor y para el que
se cumpla f(y) = 0. Es mds, en muchos casos las iteradas sucesivas del punto
xo se comportan de una manera erratica y vagan por la recta real de una forma
cadtica.

El comportamiento de todas las érbitas Orbg(zg) = (N7 (20))ply es
conocido cuando la funcién f es una funcién polinémica sencilla tal como la
cuadratica y la cibica. Tal comportamiento se puede entender mediante el uso
de la nocién de conjugacion topoldgica. Sean D, E dos espacios topolédgicos y
f:D — D, g: FE — FE funciones. Decimos que f y g son topoldgicamente
conjugadas si existe un homeomorfismo h : D — F tal que se verifica ho f = goh
en D. Esta definiciéon puede tener caracter local si con la misma definicién nos
limitamos a dos entornos de dos puntos en los espacios D y FE.

Supongamos que p(z) sea un polinomio y que hemos realizado la cancelacién
(si es posible) de factores comunes en la expresion de Np(z) (la funcidn
de Newton asociada a p(x)). Entonces tenemos el siguiente resultado, donde
decimos que un punto periddico x de periodo k es atractor (respectivamente
repulsor) si se verifica que |(p*)’(z)| < 1 (respectivamente |(p*)’(z)| > 1). Para
funciones diferenciables valen las mismas definiciones.

Teorema 4 Un nimero es un punto fijo de Ny(x) si, y solo si, es una raiz del
polinomio y todos los puntos fijos de N,(x) son atractores.

En el contexto de funciones diferenciables, una consecuencia de la
demostracion del anterior resultado es la siguiente.

Corolario 5 Si f es diferenciable, entonces un punto fijo de Ny(z) debe ser un
punto atractor de la misma funcidn y una raiz de la ecuacion f(x) = 0. Por
otra parte, si un punto es una raiz de f y N¢(z) estd definida en tal punto,
entonces el punto es un punto fijo atractor de Ny(z).

Volviendo ahora a los polinomios de grado dos y tres, tenemos los siguientes
resultados.

Proposicién 6 Sean p(z) = ar’>+br+c y q(x) = 22— A, donde A = b>—ac.
Entonces h(x) = 2ax + b es una conjugacion topoldgica entre Ny(x) y Ng(x).

Como consecuencia de esta Proposicion, podemos restringirnos en el analisis
del método de Newton para polinomios cuadraticos al de polinomios de la forma
q(x) = 2% —c. Si ¢ > 0, la funcién Ny(z) tiene puntos fijos en +/c y ambos son
puntos atractores. Ademsés el conjunto estable de v/c es (0,00) y el de —y/c es el
intervalo (—o00,0) (dado un punto periddico x de periodo k, la variedad estable
asociada a x es el conjunto de todos los puntos y para los que se verifica que
lim fm¢(z) = y).
ntooo

Si ¢ = 0 es inmediato que 0 es el Unico punto fijo de Ny(z) y que R es su
conjunto estable.
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Cuando ¢ < 0, entonces tras un andlisis no muy complicado obtenemos
que la funcién Ny(z) se comporta de una forma caética en el conjunto
(—00,0) U (0,+00), es decir las érbitas de todos los puntos de tal conjunto
toman valores de una forma erratica sin convergencia.

El caso de los polinomios ciibicos es mucho maés interesante. Los resultados
que se enuncian a continuacién nos dan los comportamientos de las respectivas
funciones de Newton.

Proposicién 7 Si p(z) = ax® + bz? + cx +d y q(z) = 2° + Az + B donde
A =9ac—3b? y B = 27ad + 2b> — 9abc, entonces la funcién h(z) = 3ax +b es
una conjugacion topoldgica de Np(z) en Ny(x).

Proposicién 8 Sean p(z) = 2® +ax +b con b #0 y q(x) = 23+ cx + 1 donde

Estos dos resultados implican que la dinamica de la funcién de Newton para
un polinomio cubico es la misma que la dindmica de los polinomios de la
familia parametrizada f.(z) = 2® + cx + 1 o los de la familia g,(2) = 23 + ax
(correspondiente al caso b = 0).

En este ultimo caso, a su vez, la dindmica de las correspondientes funciones
de Newton son topoldgicamente conjugadas a uno de los tres polinomios

p+($> = $3 +z, p*($> = .'173 - O pO(‘r) = x3’

siendo la conjugacién la dada por 7(z) = éx

Si ahora hacemos el andlisis de lo que le ocurre a los polinomios p1,p_ y po,
obtenemos el siguiente resultado,

Proposicién 9 Sean p, () = 23 + x y po(z) = 2. Entonces 0 es el tinico
punto fijo de N, (x) y de Ny, (x) y el correspondiente conjunto estable para
ambos casos es R.

El caso p_ () = 23— es mucho més complicado y hay que efectuar un detallado

estudio del comportamiento de todos los puntos de R, donde se encuentra por
ejemplo que el conjunto estable del punto fijo 0 es (—%, %)

Para la familia f.(z) = 2® 4+ cz + 1, la dindmica de la funcién de Newton es
sencilla en los casos ¢ > 0y ¢ = 0. En efecto, en el primer caso la funcién de
Newton tiene exactamente una raiz y su conjunto estable es R. En el segundo,
existe también una raiz real y su conjunto estable contiene a todos los niimeros
reales excepto al cero.

Cuando ¢ < 0, la situacién vuelve a ser complicada y el andlisis detallado
del comportamiento de la funcién de Newton hay que hacerlo en cada caso
particular. Sin embargo, por analogia con la dindmica de la funcién logistica
fe(z) = cx(1 — x), en [16] se ha establecido la siguiente conjetura.

Conjetura Sea f(xr) = 2% — cx + 1, entonces existe ¢ > 0 y un conjunto de

ndmeros reales en los que la funcion de Newton es cadtica. Ademds este conjunto
es atractor.



Algunos problemas en sistemas dindmicos discretos 15

De todo lo anterior se desprende la importancia que tiene una adecuada
eleccién del punto inicial zg al aplicar el método de Newton. Puede ocurrir que
con el punto elegido el método no converja, errando periédicamente o teniendo
un comportamiento cadtico. Afortunadamente existen tests para determinar si
el punto elegido inicialmente converge o no a la raiz mas cercana de la ecuacion.
De todas formas, uno se puede preguntar por qué si el método de Newton tiene
tantos problemas, cémo se sigue usando. La contestacion esta en la velocidad
de convergencia, que en este caso es cuadréatica. Esto significa esencialmente
que el nimero de digitos correctos a la derecha de la coma donde comienza
la parte decimal de los numeros de nuestra estimacion, se dobla con cada
iteracién del método de Newton. Como consecuencia, si podemos elegir una
aproximacion razonablemente cerca de la raiz, entonces podriamos obtener una
muy buena aproximacién de la raiz con unos pocos pasos. Como contraste a lo
dicho, en el método de biseccion, que se aplica frecuentemente, la convergencia
es geométrica. Es decir, nos lleva aproximadamente 3 iteraciones el poder anadir
un digito correcto a la parte decimal de la aproximacion.

Como ilustracién de lo anterior, el siguiente resultado que puede verse en
[26] nos da con precisién la razén de convergencia en el método de Newton.

Teorema 10 Sea f(x) una funcidn dos veces derivable y supongamos que el

valor f'(zo) # 0. Sean

x
= }f/((x(:))) |, 21 =Ns(z0), e I=][z1—¢e,x1+e¢]
Si|f"(z)| < % para todo x € I, entonces N} (xo) converge a una raiz de

fenly
n n 1 n n—
[NF T (20) = N} (wo)| < - INF (o) — Ny Hzo) [

El comportamiento de la funcién de Newton para un polinomio estd lejos
de haber sido bien entendido. Podemos presentar para terminar esta seccién, el
siguiente problema abierto,

Problema 1 Sea q(z) = az* + bx® + cz? + dz + e. Determinar un polinomio
de cuarto grado con un nimero menor de pardmetros para el que la funcion de
Newton sea topoldgicamente conjugada a Ny(x). ;Cudl es el minimo nimero de
pardmetros que se necesitan?

Con relacién al tema del conjunto de ntmeros reales donde no converge el
método de Newton para polinomios, podemos recordar el resultado de B. Barna
en [10]:
n

Teorema 11 Sea p(z) = [[(z — r;), donde r; # r; si i # j, r; € R para
i=0

1=0,1,...,n—1yn>4. 5

S ={z € R,N;"(z) — r; cuando m — oo para algin i =0,...,n— 1},
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entonces el conjunto R\S es homeomorfo a un conjunto de Cantor (excluyendo
un conjunto numerable).

Ni qué decir tiene que dado un polinomio p de coeficientes reales, parte de
sus raices pueden ser complejas. El sistema dindmico (C, N4(z)) donde ¢ es un
polinomio con coeficientes complejos es muy interesante y ha sido objeto de
consideracién. A tal respecto senalaremos otro resultado cldsico que tiene que
ver con la condicién de atractividad o no de las raices de la ecuacién ¢(z) = 0.

Teorema 12 Para cada d > 2 existe un polinomio p con coeficientes reales tal
que la funcion asociada de Newton tiene 2d — 2 drbitas periddicas diferentes y
atractoras en el plano complejo.

De acuerdo con un teorema de Julia, éste es el nimero mas grande de érbitas
atractoras que cualquier funcién racional de grado d puede poseer.

4 Sistemas dindmicos discretos bidimensionales

En este apartado, nos centraremos en la consideracién de sistemas dindamicos
de la forma (X2, F'), donde el espacio de fases X es de dimensién dos. La razén
es que aparecen en muchas aplicaciones y en otros casos ayudan a comprender
el comportamiento de otros sistemas mas complicados.

Nos vamos a concentrar en cuatro tipos de aplicaciones que conducen a
dichos sistemas aunque existen muchas otras:

(a) las aplicaciones de Poincaré para el estudio de sistemas de tres ecuaciones
diferenciales ordinarias,

(b) ecuaciones en diferencias finitas no lineales con dos retardos y modelos de
la Dinamica de Poblaciones,

(c) transformaciones bidimensionales invertibles que poseen atractores
extranos,

(d) modelos de la Teorfa Econdémica.

4.1 Aplicaciones de Poincaré

Es una de las herramientas més utiles desarrolladas por la Teoria Cualitativa de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Sea f € C' y supongamos que queramos
entender el comportamiento de las érbitas del sistema cerca de un punto critico
del mismo o de una drbita periédica. Esto se puede hacer a través de la de
la nocién de aplicacion de Poincaré. La idea es muy simple. Imaginemos un
sistema auténomo de ecuaciones en R? dado por

&= f(z)

y supongamos que de una érbita periédica tenemos que decidir sobre su
estabilidad orbital o bien ver sobre lo que puede ocurrir cerca de una drbita
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homoclinica a un punto critico. Por un punto de dicha drbita trazamos una
seccion local a la misma (esto se puede hacer de muchas formas), que en este
caso es un trozo de plano S, y supongamos que somos capaces de determinar
los puntos en los que la 6rbita que inicialmente pasa por xy vuelve a cortar a la
seccién transversal y asi sucesivamente. De esta forma se puede construir una
aplicacién P de S en si mismo, que resulta ser un homeomorfismo y que es la
aplicacién de Poincaré citada.

El resultado es el sistema dindmico bidimensional (S, P). El conocimiento
de la érbita de un punto de este sistema nos da una idea de la evolucién de la
orbita del sistema de ecuaciones tridimensional.

Esta forma de actuar se ha mostrado de gran utilidad en bastantes
problemas. Uno de ellos, de interés historico, es el siguiente.

El sistema no lineal de ecuaciones diferenciales

T = —ox+ oy,
y = pr—y-—xz,
z = xy-— Pz,

fue introducido en 1963 por E. Lorenz como un modelo muy rudimentario
para la prediccién del tiempo atmosférico. De una forma bastante casual y
haciendo analisis numérico, Lorenz descubrié un fenémeno que posteriormente
se denominé dependencia sensible a las condiciones iniciales que equivalia a
afirmar la impredecibilidad del desarrollo futuro de las érbitas del sistema de
ecuaciones y en consecuencia la impredecibilidad del tiempo atmosférico.

Para los valores de los pardmetros o = 10, p = 8/3 y [ = 28, Lorenz
descubrié ademés que existia una regién en R3 que atrafa a casi todas las érbitas
del sistema de ecuaciones y cuya estructura geométrica era bastante complicada.
Posteriormente para designar a este tipo de conjuntos se acuné el nombre de
atractores extranos y se precisé su definicion. En el caso del sistema de Lorenz, se
denomind el atractor de Lorenz. El probar de forma rigurosa que efectivamente
dicho conjunto era un atractor extrano ha sido un problema abierto durante
més de 35 afios. Finalmente en 1999, W. Tucker (ver [34],[35]) lo ha conseguido.
Su demostracion usa como hecho fundamental la construccién de una adecuada
aplicacién de Poincaré que verifica ciertas desigualdades que a su vez se han
probado rigurosamente con ayuda del ordenador.

4.2 Ecuaciones en diferencias finitas con dos retardos y modelos de
la dinamica de poblaciones.

Las cuaciones en diferencias finitas con dos retardos no lineales pueden ser
formuladas como

Tnt+1l = F(Inaxn—l)y

haciendo ahora
Ip-1 = X,
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La ecuacién anterior se puede ver como la transformacién

T(l‘,y) = (yaF(‘x’y))

y tratarla como un sistema dindmico (R?, T') bidimensional.

Muchas de estas ecuaciones han sido propuestas como modelos de
comportamiento de poblaciones de una sola especie donde la generacién de
nuevos individuos estd influenciada por ciertos mecanismos de retraso. Un caso
particular interesante nos lo proporciona el modelo de dinamica de evolucién de
una sola especie en un hébitat cuando la densidad de la misma en un instante
determinado depende del nivel alimenticio disponible en dos instantes anteriores.
En tal caso se obtiene la ecuacién

Tpt1 = axn (1l — 2p_1),

que se conoce como ecuacion logistica bidimensional y que se puede estudiar
como el sistema dindmico (12, F') donde I? = [0,1] x [0,1] ¥

F(l’,y) = (y,ay(l - CL’)),

ya que x e y representan densidades de poblacién. Este modelo fue propuesto
por Maynard Smith en 1968 ([22]) y ha sido muy estudiado (véase por ejemplo
las referencias [27], [4] y [28]), pero quedan muchas cosas de él que no han sido
suficientemente entendidas. Vamos a hacer una descripcién general y sehalar
algunos de los problemas pendientes.

En el cuadrado unidad, el sistema tiene un comportamiento dinamico que
depende del valor del pardmetro a y posee dos puntos fijos P(0,0) y Q( “T_l, %1)
que son conectados por una curva invariante atractora para a < 2. Para el valor
a = 2 se tiene una bifurcacion de Hopf y el punto Q) que era atractor pasa a ser
repulsor y aparece una curva cerrada invariante y atractora que lo contiene. La
curva va creciendo hasta ser tangente a los ejes coordenados. Al mismo tiempo,
cerca de P van apareciendo multiples lazos y bucles que producen una estructura
geométrica cada vez méas complicada. El correspondiente valor de a = a* para
el que la curva es tangente a y = 0 resulta critico, ya que a partir de él las
iteradas de algunos puntos que estan dentro del recinto de la curva comienzan a
salir fuera de I? y a tender a infinito, que se pueden interpretar biolégicamente
como situaciones en las que la especie se extingue.

A partir de a* el proceso se agudiza, los bucles se hacen cada vez maés
complicados y la mayor parte de los puntos de I? escapan al exterior en un
nimero finito de iteraciones. A partir de un nuevo valor critico a = a**, en el
cuadrado unidad conjeturamos que s6lo permanece un conjunto tnvariante de
tipo Cantor repulsor.

El comportamiento descrito se ha llevado a cabo usando aproximaciones
numéricas y simulaciones del modelo y estd pendiente el que se dé una
justificacién rigurosa del mismo a partir de a = 2.

Problemas abiertos.
En este modelo se pueden senalar los siguientes:
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(1) Precisar los periodos de las drbitas peridédicas que aparecen en la
transformacion y probar si existe o no una estructura periédica de los
mismos.

(2) La curva invariante cerrada es derivable cuando a estd préximo a 2, pero
cuando a va aumentando, aparecen intervalos del pardmetro donde la
curva pierde la derivabilidad y se transforma en un conjunto con una
estructura que recuerda a la del atractor de Hénon. Después de intervalos
donde esto ocurre vuelven a aparecer otros intervalos donde la curva
recupera su derivabilidad.

(3) El conjunto interior a la curva invariante cerrada adquiere una estructura
filamentosa donde se presenta el fenémeno de la dependencia sensible a
las condiciones iniciales.

(4) Aclarar la estructura del conjunto tipo Cantor.

Otros modelos aparecidos en la literatura que son interesantes de estudiar
son los que siguen:

e La ecuacién introducida por Lauwerier en 1986 ([19])
Tp+2 = axn+1[1 — bIEn — (1 — b)l‘n+1]

extiende la ecuacion logistica bidimensional anterior y se puede estudiar
mediante un sistema dindmico con un amplio espectro de comportamientos
que estan lejos de estar bien entendidos.

e Otro ejemplo destacable en las aplicaciones es el modelo depredador-presa
discreto introducido por Maynard Smith en 1968 ([23]),

Tptl = ATy — bx% — CTpYn, a>1,b0>0,c>0,
Yn+1 = dxpYn, d>0

que conduce al sistema dinamico,

F(z,y) = (ax — ba® — cay, dxy)

e Como un ejemplo de modelo propuesto para describir las relaciones
huéspedes-parasitos tenemos el de Crofton de 1971 ([13]),

Tny1 = )\xn[l + yn}_ka
Yn+1 xnyn[]- + yn]_k_l'

4.3 Algunas transformaciones bidimensionales invertibles.

La posibilidad de poder obtener érbitas hacia adelante y hacia atras en los
sistemas dindmicos bidimensionales es una ventaja que tienen algunas de las
transformaciones que asociadas a diferentes clases de modelos han aparecido
desde los anos 70, motivadas por diferentes problemas.
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Consideremos sistemas de ecuaciones en diferencias finitas de la forma

Tn+l = Yn,
Yn+1 = f(a>yn) + b$n7

donde f(a,y) es una funcién no lineal dependiente del pardmetro a y donde
b es un pardmetro de acoplamiento entre las variables x e y. La forma del
correspondiente sistema dindmico es (R?, F'), donde

F(x,y) = (y, f(a,y) + bx).

Historicamente, una de las primeras transformaciones del tipo citado fue
propuesta por M. Hénon en 1976 ([14]) y por Hénon y Pomeau en 1977 ([15])
y corresponde a la eleccién f(a,y) = 1 — ay®. La motivacién original para
estudiarla fue “encontrar un modelo discreto que fuera muy sencillo y que
tuviera esencialmente las mismas propiedades que el sistema de ecuaciones
diferenciales de Lorenz”. En efecto, para a = 1,8 y b = 0,4, usando simulacién
numérica se conjeturd que el sistema posee un atractor extrano. Su demostraciéon
matematica es un problema que atin permanece abierto para el rango de
parametros citado. Para a = 0,4 y b préximo a cero, utilizando las propiedades
dindmicas de las funciones f(a,y) = 1 — ay? fue demostrada la existencia de un
atractor extranio ([11]).

En 1978, M. Lozi introdujo una transformacién semejante a la de Hénon
pero usando una funcién lineal a trozos, es decir, f(a,y) = 1 — aly|.
Dicha transformacién tiene atractores extranos. Este hecho fue probado por
Misiurewicz en 1980 ([24]) para un rango limitado de pardmetros y después
para una rango mds grande, 0 < b < 2/3 ya+b < a <2—10/2, por Liu, Xie,
Zhu y Lu en 1992 ([21]).

En 1983, T. Tél ([33]) en conexién con la dimensién fractal de un atractor
extrafo, introdujo otra transformacién con f(a,y) = ay — sgn(y), donde

1, siy>0,
%“m:{-J siy < 0.

Los tres ejemplos citados tienen en comin que son difeomorfismos para ciertos
valores de los parametros. La mayoria de los resultados sobre ellos de la
literatura lo han sido por simulacién numérica. Quedan muchos fenémenos
sin ser explicados rigurosamente. Como ocurria con la aplicacién logistica
bidimensional, dichos fenémenos dependen fuertemente de los valores de los
pardmetros.

Como una técnica sistematica para poder justificar la aparicién de érbitas
periédicas y Orbitas cadticas, se ha introducido una Dindmica Simbdlica
adaptada a estos modelos bidimensionales. Esta técnica, que proporciona muy
buenos resultados para los casos unidimensionales, tiene en el caso bidimensional
serias limitaciones derivadas del hecho de que no se puede disponer de la relacién
de orden de los numeros reales. Sin embargo, se ha podido obtener resultados
parciales, como por ejemplo la existencia en las tres transformaciones de puntos
periédicos de periodos hasta siete.
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Queda por ver si existe algin tipo de estructura periédica, aunque todo
parece indicar que esto no es posible.

Finalmente, senalar una transformacién de un anillo bidimensional en
s{ mismo dada por

Tpy1 = a+br, + Ksen2n6,,
Ont1 = Oh+7rpp1 (modl),

donde r y 6 representan las coordenadas polares. Esta transformacién se
denomina la transformacion disipativa estdndar y la dinamica simbdlica que
se puede aplicar con relacién a la misma sirve para entender el comportamiento
del sistema de dos ecuaciones diferenciales conocido como Brusselator excitado
periodicamente que modela la cinética quimica tri-molecular. Se trata del
sistema de ecuaciones

A— (B+ 1)z + 2%y + acoswt,
Bz — 2%y,

by

Y
donde x e y son las concentraciones de productos intermedios, A y B son
concentraciones de productos quimicos bajo control, y a y w son respectivamente
la amplitud del forzamiento y la frecuencia del mismo. La existencia de un
atractor previsto numéricamente en este sistema de ecuaciones puede ser
justificado parcialmente por el conocimiento de la dindmica de la anterior
transformacion.

4.4 Transformaciones bidimensionales que provienen de la teoria
econdémica

En los ultimos veinte anos han proliferado en la Teoria Econdmica las
transformaciones bidimensionales que modelan diferentes fenémenos del
comportamiento econémico. Estos modelos casi siempre incluyen parametros
que representan comportamientos exogenos de los mismos y que como
consecuencia, sus valores no pueden ser fijados con precisién. La Teoria de las
Bifurcaciones juega un papel determinante, es decir, estudia los cambios que se
experimentan en la dindmica del sistema cuando los parametros alcanzan unos
determinados valores criticos.

En lo que sigue nos referiremos a dos problemas antiguos y que han tenido
cierta relevancia.

En 1836, Cournot introdujo en [12] un modelo que modernamente se puede
interpretar a la luz de la Teoria de los Juegos, en el que existen dos jugadores o
empresas que estan presentes en un cierto sector productivo y que su produccion
en cada instante de tiempo depende de lo que la otra empresa haya producido
en el instante anterior. Si se denota por ¢1 y ¢o2 la cantidad de producto de cada
empresa, entonces resulta

@2 = flq),
o = 9(a),
y en consecuencia

(QI(n-‘rl)a QQ(n+1)) = (g(q2n)a f(qln))
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Esta transformacion se conoce como el duopolio de Cournot.
Este modelo se puede ver como un sistema dindmico bidimensional de la
forma (R?, F') donde

F(z,y) = (9(y), f(z)).

Este sistema dinamico se ha denominado sistema dindmico antitriangular y
resulta ser un caso particular de una transformacién n-dimensional que veremos
en el siguiente epigrafe.

En 1940, N. Kaldor [18] propuso el siguiente modelo para estudiar las
relaciones entre las inversiones y los niveles de stock de capital en un sector
productivo:

Yn+1
Kn+1

a(I(Yn, Kn) — S(Yn, Kpn)) + Y,
I(Yna Kn) + (1 - 6)Kn7

donde I(Y,, K,,) representa la funcién de inversién en un sector productivo
de la economia que depende de los ingresos y del nivel de stock de capital;
S(Y,, K,,) representa la funcién de ahorro del sector, « es un coeficiente de
ajuste y d representa una constante de razén de depreciaciéon. El sistema anterior
de dos ecuaciones en diferencias finitas se puede ver como un sistema dindamico
bidimensional de la forma (R?, F) donde

F(z,y) = (f(z,9),9(,v)),

que es muy dificil de estudiar. De hecho, solo son conocidos resultados parciales.
Variando el parametro «, cuando alcanza el valor

a1
Q0= 57 a5y, ol —oK oI (oI _ 05
(5y — 59) (5 +1-90) — 5v (5% — 5%)

se tiene una bifurcacion de Hopf, en el que un punto fijo atractor explota
a una curva cerrada invariante atractora. Este hecho tiene relevancia en la
interpretaciéon econdémica. Sin embargo, poco més se sabe del modelo.

5 Transformaciones n-dimensionales

De cara a las aplicaciones, introducimos el siguiente sistema dindmico de
dimensién n. Sea ¢ una permutacién ciclica de los niimeros 1,2,...,n y X un
espacio métrico. La aplicacién F : X" — X" se dice que es una o-permutacion
si

F(r1,22, .., 20) = (fo1)(To(1)), fo2)(To@)s - -+ fo(n) (To(n)))s

donde f; : X — X es continua para i =1,2,...,n.

Estas aplicaciones aparecen en la Teoria Econémica (duopolio de Cournot)
y también en Dindmica de Poblaciones para modelar el comportamiento que
se conoce como cooperacton ciclica de varias especies animales en la sabana
africana (ver [17]), donde cuatro especies de animales cooperan comiendo
distintas partes de las plantas de unas determinadas extensiones y contribuyendo
a la regeneracion del espacio.
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Cuando X =R, I 0 S! y debido a que se conoce la estuctura periédica de las
funciones continuas sobre estos espacios, se ha podido caracterizar la estructura
periddica de las aplicaciones o-permutacién (ver [6] y [7]). A modo de ejemplo,
para el caso X =1y n > 2 se puede dar el siguiente resultado, donde

Sn(m) ={keN; kfny € S(m)U{1}}

kK
med(k,n)

9= foy o for@y 00 foigi)-

Teorema 13 Sea F' una o-permutacion en 1", n > 2. Entonces existe m € N*
tal que

Per(F)=S,(m) o Per(F)=S,(m)U{p:p|n}.
Tenemos ademds que Per(fi(n)) = S(m) para cada i € {1,...,n}. Mds ain,
Per(F) # S,(m) si, y solo si, fi(n) tiene por lo menos dos puntos fijos.
Supongamos que P = Sp(m) o P = Sp(m) U {p : p | n} para algin
m € N*. Entonces existe una aplicacion o-permutacion de 1™ en 1™ wverificando
Per(F)="P.

Como ilustracién de este resultado, consideremos el caso n = 3. La estructura
peridédica de la correspondiente aplicacién o-permutacion puede obtenerse a
través del siguiente diagrama, donde a = b significa que la existencia de un
periodo de periodo a implica la existencia de otro de periodo b. La notacién
a < b significa que ambos periodos se fuerzan mutuamente.

33=B85<5)= 377 =39
= (31l<11)...= 323 =
(325<25)= (327 27)=329=

=323 = (32854 285) =
= (32F. 7 28.7) = 3289 =

= (32ms2M) = ... (322 2Y) =
32<2)=1.

A lo anterior hay que afiadir que existird un punto periédico de periodo 3 si,

) para i = 1,2,...,n tienen por lo menos dos puntos

y solo si, las funciones fi(3
fijos.

Otra aplicacién interesante del resultado anterior se encuentra en la
consideraciéon de las ecuaciones en diferencias finitas con retardo

Tp = f(mn—k)7 para k > 2a

donde f:X — X es continua y X =R, I o S™.
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Dado el wvector inicial de valores (z1,x3,...,x)), construimos la sucesién
o0
(25) j=1 bor

(z1, 29, xh, f(21), F(22), s fr), [P (21), f2(22), s 2 (@), -
(@), f2(x2), s f (k)

y decimos que esta sucesién es periddica de periodo p si x, = =4, para algin
p > 1y todo n. El menor p > 1 para el que lo anterior ocurre se denomina
periodo de la sucesiéon. Entonces la sucesién es periédica de periodo p si, y solo
si, la aplicacién o-permutacion F : R¥ — R* dada por

F(zl7 22y Zk) = (Z27 2355 Rk f(zl))
es periddica del mismo periodo. En este caso es 0(1,2,..., k) = (2,3,...,k, 1),
fo’(l) = ... = fa(kfl) = ]dentldad y fa(k) = f

Si ahora aplicamos el Teorema 13 obtenemos la estructura periédica asociada
a la ecuacién con retardo (para mds detalles, ver [8]). Cuando k = 3 el diagrama
de periodos que hemos escrito es también el que corresponde a tal ecuacion.

Como comentario final, en todos los modelos presentados se pueden plantear
otros problemas que pertenecen a la Dinamica Topoldgica, como por ejemplo,
la estructura topolégica de los conjuntos de puntos que verifican alguna
propiedad global de retorno (puntos casi periddicos, uniformemente recurrentes,
recurrentes, conjuntos omega-limites, puntos “non-wandering” y puntos “chain-
recurrent” ), existencia de atractores extranos en los sistemas, aparicién o no de
bifurcaciones locales (por ejemplo la citada bifurcacion de Hopf) en modelos
que dependen de pardmetros. Pero el andlisis de todos estos problemas excede
de lo que nos hemos planteado en este articulo.
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Resumen

En este trabajo exponemos, y comentamos brevemente, los resultados
obtenidos en la Tesis Doctoral de M. A. Rodriguez Bellido, dirigida
por F. Guillén Gonzdlez, [15], sobre existencia, unicidad, regularidad
y comportamiento asintético en tiempo para las Ecuaciones Primitivas
del Océano con condicién de Dirichlet homogénea en el fondo, asi como
la obtencién (a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes), regularidad
y unicidad de un nuevo modelo de Ecuaciones Primitivas con nuevas
condiciones de contorno. Previamente se expone el marco fisico y
matemdtico en el que se encuadran dichas ecuaciones, asi como los
resultados que con anterioridad se conocian sobre este tema, prestando
especial interés en la mejora que suponen los nuevos resultados de [15]
sobre los ya existentes.

Palabras clave: FEcuaciones Primitivas, existencia, unicidad, reqularidad,
comportamiento asintdtico, condiciones de contorno de tipo Dirichlet, condiciones de
contorno de tipo Navier.

Clasificacién por materias AMS: 85Q30, 85B40, 76D05

1 Introduccién

Si observamos nuestro planeta, veremos que al menos dos terceras partes estan
cubiertas por océanos, y todo él rodeado de la atmoésfera. No es, por tanto,
extrano que desde principios del siglo XIX algunos cientificos, como Pierre
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Simon de Laplace, pensasen que las leyes fisicas que gobiernan la atmdsfera
y el océano podrian servir para predecir el tiempo y clima futuros. Ya en el
siglo XX se empezo a considerar ese intento de prediccion como la resolucion
de un problema de valores iniciales en fisica matemaética.

Actualmente, segin J. L. Lions, R. Temam y S. Wang [12], para entender
el comportamiento turbulento de la atmosfera y el océano, y poder predecir el
clima, necesitamos:

(a) establecer las ecuaciones y modelos matemdticos que gobiernan el
movimiento y estados de la atmdsfera y el océano, y las interacciones
que aparecen entre ellos;

(b) establecer los fundamentos matemdticos de dichas ecuaciones y modelos;

(¢c) establecer y resolver aproximaciones numéricas de dichas ecuaciones.

La atmésfera es un fluido compresible, descrito matematicamente por
las ecuaciones de la Hidrodindmica y la Termodinamica, en donde actian
también las fuerzas centripetas y de Coriolis. Dichas ecuaciones describen los
movimientos a gran escala, en donde las pequenas escalas son consideradas
como “ruidos” en los calculos numéricos. Sin embargo, debido a que la escala
vertical es mucho menor que la escala horizontal, podemos usar la aproximacion
hidrostética (que veremos a continuacién) que permite obtener las Ecuaciones
Primitivas de la atmésfera y del océano.

Una de las principales fuerzas que “mueven” el océano es la fuerza del viento,
lo que pone de manifiesto que el comportamiento del océano depende de la
atmésfera. Por otra parte, también es importante la influencia del océano en el
comportamiento de la atmosfera y del clima. Todas estas observaciones justifican
el estudio del mecanismo de acoplamiento entre la atmédsfera y el océano.

En este trabajo nos centraremos en el tratamiento matemaético de las
Ecuaciones Primitivas del océano, tanto en su obtencién mediante un argumento
asintético a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes, como en los resultados
de existencia, unicidad y regularidad de solucién, comportamiento asintético
en tiempo, etc. Prestaremos especial atencion a los resultados recogidos en la
Tesis Doctoral de la autora, exponiendo los resultados de otros autores que con
anterioridad a su defensa se conocian sobre este tema.

2 Obtencion del modelo.

El océano es considerado como un fluido ligeramente compresible, con fuerzas de
Coriolis y centripetas. El conjunto de ecuaciones que rigen lo que se conoce como
“large scale ocean model”son: las ecuaciones de momentos, la ecuacién
de continuidad, la ecuaciéon termodinamica o de la temperatura 6, la
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ecuacién de difusion para la salinidad S y la ecuacién de estado:

av
,OE—&-QprV—i—pr(er)—i-Vp—i-pg =D
dp
or .V =
dt—i—pV 0
o (1)
L
ds
E_QS
p = f0,5)

donde p es la densidad, V la velocidad (3-dimensional) del flujo, p la presién,
g = (0,0, g) es la gravedad, 2pW x V es el término de Coriolis y pW x (W x r)
las fuerzas centripetas (W = f(0,cos A\,sen\) es el vector de rotacién de la
Tierra, r es el radio de la Tierra y A = A(y) es la latitud), D es la disipacién
(molecular), Qg y Qs las difusiones de temperatura y salinidad respectivamente.

Respecto a los operadores diferenciales utilizados, V = (9;,0,,0,) es el

gradiente tridimensional, con V- el operador divergencia y T es la “derivada

material o total”, es decir,

d
Z =0+ V-V

Si hacemos la aproximacién llamada del §-plano, el dominio ocupado por el
océano 2, se describe en coordenadas cartesianas como:

Q={(2,y,2) = (x,2) eR* x€ S, —H(x) < 2 <0}

Su frontera 99 = ', UT; UT donde el fondo I'y, las paredes laterales I'; y la
superficie I'y estan definidas por:

I'y={(x,2) eR3:x€ 8, 2=—-H(x)},
I ={(x,2) eR3: x€9S, —H(x) < z <0},
I's ={(x,0):x € S},

donde S (seccién horizontal) es un abierto acotado en R? y H (la profundidad)
es una funcién continua no negativa sobre S. Las Figuras 1 y 2 ilustran las
posibles configuraciones del dominio bidimensional (o las secciones verticales de
un dominio tridimensional):

Las dificultades tedricas y computacionales que presenta el tratamiento del
sistema (1) ha llevado a la consideracién de dos simplificaciones importantes:

a) la aproximacién de Boussinesq, que consiste en despreciar las
diferencias de densidad en todo el sistema salvo en el término de gravedad
y la ecuacién de estado. De ese modo, fijada una densidad media constante
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Figura 1: El dominio (2D) con paredes laterales.

po, p = po+ p con p’ << pg. Dicha hipétesis hace que la ecuacién de
continuidad se transforme en la ecuacién de incompresibilidad para la
velocidad V, que es una hipdtesis fisicamente valida debido a la lenta
velocidad del agua respecto a la viscosidad en dicho medio. La inclusién
de las fuerzas centripetas en el gradiente de una funcién potencial P (junto
con la presién), permiten reescribir (1) como:

%v — AV — v v + 2f(sen(\)v + cos(\we;) + Vi P =0

/
iw — uAyw — vd?,w — 2f cos(\)vy + 9, P + p—g =0
dt Po

(BEs) Vx - v+o,w=0
040 + v - Vil + w00 — g Ay — v90%.0 = 0

0tS +v - VS + w0, S — usAxS — v50%.5 =0

p = [f(6,5),
donde v = (v1,v2) y w son las velocidades horizontales y vertical
respectivamente, vt = (—va,v1), ¥ W, Vv, g, Vo, ls, Vs los coeficientes

de difusién (turbulenta) anisétropos horizontal y vertical de (v,w), 8 y S
respectivamente. Vi, Ay v V- son los operadores gradiente, laplaciano y
divergencia en las variables horizontales. Dicho sistema recibe el nombre
de Ecuaciones de Boussinesq del océano.
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!

Figura 2: El dominio (2D) sin talud.

b) la aproximacién hidrostatica. Si queremos hacer un proceso de
adimensionalizacién del sistema (BE's) respecto a los valores de referencia
de cada magnitud fisica, el analisis real de escalas nos dice que el cociente
entre las longitudes vertical y horizontal es pequeno:

§="m1073,
L
siendo L el valor de referencia de las dimensiones horizontales, y Z de las
verticales. Ademas, la velocidad vertical del agua es mucho menor que la
velocidad horizontal, lo que se modela aproximando la tercera ecuacién
de momentos por la llamada ecuacién hidrostatica:

op _
az_ pg7

que relaciona la presién y la densidad del océano con la gravedad, y que se
ha convertido en una ecuacién fundamental en Oceanografia. El andlisis de
escalas nos dice ademas que para que las viscosidades de las dos primeras
componentes de la ecuacién de momentos sean del mismo orden (respecto
a §), necesitamos suponer que:

v=206%,, pu=uv conv,=0(1)yuwv,=0(1). (2)

Por simplicidad, sélo prestaremos atencién al sistema de ecuaciones (no
lineal) para la velocidad y presién, ya que el sistema acoplado con
la temperatura y salinidad introduce ecuaciones de conveccién-difusiéon
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(lineales si la velocidad es conocida) que no anaden dificultades esenciales
(de tipo matemédtico). En consecuencia, las Ecuaciones Primitivas del
océano vienen descritas por el siguiente sistemas:

1
OV + v - Vv + w0, v — v Axv — 1,02 v+ avt + —Vyp =0
(EP) Po

9.p = —pg, Vx-v+0o.w=0,
donde ao = 2f sen(\). La frontera superficie I'; no varfa, siendo los nuevos

H
O, Ty Ty (donde h = ?)

Q={(x,2) eR3 x €8, —h(x) <z<0},
I ={(x,2) €eR3: x €3S, —h(x) < z < 0}, (3)
[y ={(x,2) eR¥:x€ S, z=—h(x)}.

Las Ecuaciones Primitivas del océano (EP) se obtienen a partir de la
hipotesis de aproximacion hidrostatica en los trabajos de J. L. Lions, R. Temam
y S. Wang, [10, 11]. Dicha hipdtesis se puede justificar como limite de la
formulacién variacional de las ecuaciones de Navier-Stokes o (BEs) cuando
4 — 0 imponiendo (2), ver los resultados de O. Besson y M. R. Laydi, [2], para
el caso estacionario y los de P. Azérad y F. Guillén-Gonzalez, [1], para el caso
de evolucién.

2.1 Eleccién de condiciones de contorno.

La “fuente”de movimiento del océano es la atmésfera. No podemos olvidar
pues la interaccion atmosfera-océano a la hora de determinar cudles son
las condiciones de interfase, que se traducirdn en condiciones de contorno
sobre la superficie del océano. Una hipdtesis simplificadora es considerar que
dicha interfase estd fija, hipGtesis que se denomina de “techo rigido” (rigid lid
hypothesis) y que estd basada en dos hechos:

(a) el agua es mucho més densa que el aire. De hecho, se observa que p®/p® =~
103, siendo p® la densidad del aire y p* la del agua oceénica, con lo que
la interfase entre el aire y el agua es muy estable considerando grandes
escalas espaciales, debido a la intensidad de la fuerza gravitacional.

(b) a gran escala, el desplazamiento vertical de las ondas de mareas se puede
despreciar, ya que aparecen como “ruidos en las altas frecuenciasz no
suelen ser tenidas en cuenta en la mayoria de modelos de Circulacién
Global.

Asi pues, las condiciones de contorno que aparecen en la superficie son
(denotando con el superindice ¢ las variables correspondientes al océano y con
@ las variables correspondientes a la atmdsfera):

w

r, =0, Vv°lp, =vr,.
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Sin embargo, debido a la diferencia de densidad entre ambos medios, aparece
una capa limite fina en la atmoésfera (de 1 km. de espesor) y muy fina en el
océano (entre 10 y 100 m. de espesor) que no son tratables numéricamente, por
el momento. Usando entonces unos fundamentos més practicos, se considera
que los esfuerzos de cizalla en la interfase son debidos a la fuerza horizontal del
viento en superficie, lo que se traduce matemaéticamente como:
—pjvs 0., v® = p? CH (v* = v7)|v® = v*|* sobre Ty,

donde Cf, es el coeficiente de transferencia de momento. Aqui vamos a
considerar la siguiente simplificacion:

w=0, v,0,v® =71 sobrely,

donde 7 es la tensién del viento sobre la superficie del océano, que se toma
como dato. Con respecto al fondo, impondremos condiciones de adherencia,
permitiendo deslizamiento vertical en las paredes laterales, que vienen dadas
por:

w=0 sobreIy, v® =0 sobre 'y, UTY. (4)

Fijaremos estas condiciones de contorno en los resultados que expondremos en
la siguiente seccion.

2.2 El modelo reducido.

Las variables del sistema de Ecuaciones Primitivas v, w y p no son del
mismo tipo: la velocidad horizontal v verifica un problema de evolucién y
necesita por tanto datos iniciales para quedar determinado (variable prondstico).
La velocidad vertical w no verifica un problema de evolucion pero se
puede determinar a partir de la variable prondstico v (variable diagndstico).
Concretamente, integrando la ecuacién de incompresibilidad en (z,0), como
w(t; x,0) = 0, obtenemos:

~

0
w(t;x, z) = / Vx - v(t;x, s)ds. (5
Para la presion, integrando en (z,0) la ecuacién hidrostética, obtenemos:
0 0
p(tix, z) = ps(t;x) +/ (p9)(t;x, s)ds = ps(t;x) + g/ f(8,9)(t;x, s)ds,

donde p;(t;x) = p(t;x,0) es la presion en la superficie del océano. Se reescribe
entonces el gradiente horizontal de presién como:

1 1
_pr = —prs + F(ea S)
Po Po

Imponiendo la condicién de contorno (4) sobre w en la expresién de w
(5), se llega a la restriccidon Vy - (v) = 0 en (0,7) x S, donde (v)(t;x) =
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0

/ v(t;x,z)dz, con lo que llegamos al siguiente sistema reducido (que
—h(x)

trataremos a partir de ahora) de Ecuaciones Primitivas:

OV + v - Vv + w0, v — v Axv — 1,02, v + avt
1

+—Vxps =F en (0,T) x Q,
Po

(EP) Vi -(v)=0 en (0,T) xS,

V|tmo =vg en

v,0.vlr, =7, Vlp,ur, =0  en (0,7),

donde w depende de v como en (5). Dicho sistema presenta las ventajas, desde el
punto de vista computacional, de eliminar w como incdgnita y reducir la presién
a una funcién de dos variables. Sin embargo, como veremos en el estudio que
sigue, debido a la dependencia de w respecto a Vi - v, se da una anisotropia
en la regularidad de las derivadas de w. Por ejemplo, si estamos en el caso
de una solucién débil v € H'(Q)?2, usando la ecuacién de incompresibilidad,
0.w = —Vy -v € L?(Q) pero Vyw ¢ L?(Q) en general. Dicha anisotropia hace
que el término no lineal de la ecuacién de momentos sea menos regular que en las
ecuaciones de Navier-Stokes, y que sea mas dificil obtener soluciones regulares
para las Ecuaciones Primitivas.

3 Regularidad de las Ecuaciones Primitivas del océano.
Pasamos entonces a un estudio matemadtico del problema (EP). Comenzamos

por describir el marco funcional y las definiciones de solucién débil y solucién
fuerte:

Cri() ={p € C>(2)?; sop(p) es un conjunto compacto C Q\ (T, UT})},

1

HL(Q) = C(Q)" = {v € H'(Q)% v = 0 sobre T, UT}},
Hy ' (Q) = dual de H} (),
V= {p e (% Vx- (p) =0 en S},
H=V" ={ve}0)?% Vs (v) =0 en 8, (v) -, =0},
V=y" = {veH'(Q)?% Vs (v) =0 en S, vjr,ur, = 0.

Al multiplicar (EP) por funciones test regulares e integrar por partes, resulta
la siguiente:
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Definicién 1 (Solucién débil) Sean uy € H, F € L*(0,T;H, ()% y
€ L2(0,T; H '/2(T'y)?). Decimos que u : (0,T) x Q — R? es una solucién
débil de (EP) en (0,T) si

uc L>0,T; H)NL*0,T;V),

verifica la formulacién variacional: ¥ p € C1([0,T); V) tal que ¢(T) = 0,
/ / (O + (upr - Vi) + u3d.0) + aut - ©) dydt

—|—/ / (vhVxu : Vyp + 1,0,u - 0,0) dQdt
o Ja

T T
_ / wo - p(0) d2 + / (F. oadt + / (r, Q). dt,
Q 0

0

y, ademds, u satisface la desigualdad de energia:

1 t
ghuliee + [ (I Vaulia + v 0:0l3 ) ds
1 t t (©
< 2 ol3age + /(F,u>gds+/ (r W) ds ep.d.tc(0,T).
0 0

En el caso T = +00, decimos que u es una solucion débil de (EP) en (0,+00)
siu es una solucion débil de (EP) en (0,T), VT < +oo.

Aqui, (-,-)q denota la dualidad entre Hbjll(Q) Yy H,},l(Q), mientras que (-, )1,
denota la dualidad entre H='/%(T,) y HY/?(T,). Denotamos en esta seccién por
ugz la velocidad vertical asociada a u.

Finalmente, denotamos la norma en V por |p|? = Vh||Vx<PH2L2(Q) +
Vw”az%pnzw(g); y la norma en Hz},l(Q) por ||<P||H1(Q = HVX<)0||%2(Q)N +
Haz‘PH%?(Q)

Cuando aumentamos basicamente en un orden la regularidad de la solucién,
llegamos a la siguiente:

Definicién 2 (Solucién fuerte) Sean ug € V, F € L2(0,T;L*(Q)?), 7 €
L?(0,T; H'/2(T,)?) y 0;r € L*(0,T; H-Y/2(I'y)?). Si u una solucion débil de
(EP) en (0,T), decimos que u es una solucién fuerte si verifica la siguiente
reqularidad adicional:

ue L=0,T;V)NL20,T; H*(Q)*NV), 0due L*0,T; H).

La existencia de solucién débil de (EP) es bien conocida, ver
Lewandovski [9] y Lions-Teman-Wang [11], en dominios con profundidad
acotada inferiormente (que también denominaremos talud, es decir, h > A0 >
0 en S). En dichos trabajos, se usa un método de Galerkin para obtener la
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velocidad u en un espacio con la restriccién V - (u) = 0. M4s tarde, se recupera
la presién a través de un lema de De Rham especifico para los espacios de
funciones definidas sobre la superficie. En dominios sin talud, la existencia de
solucion débil de obtiene como consecuencia de un proceso de paso al limite
aplicado a las ecuaciones de Navier-Stokes con viscosidad anisétropa cuando
el cociente entre la profundidad y el didmetro horizontal del dominio tiende a
cero, ver Besson-Laydi [2] para el caso estacionario y Azerad-Guillén [1] para
el caso de evolucién. También pueden encontrarse otras demostraciones por
argumentos de aproximacién interna, ver [5] para el caso estacionario y [6] para
el caso evolutivo.

Hasta donde sabemos, no habia resultados de existencia de solucién fuerte
del problema (EP), excepto en el caso lineal estacionario [17]. Uno de los
principales problemas para su estudio es el tratamiento de las condiciones de
contorno; sobre la superficie tenemos una condiciéon de Neumann no homogénea,
mientras que en el fondo y paredes laterales tenemos condicion de Dirichlet
homogénea. Por otra parte, la unicidad de solucién del problema (EP) es
también un problema abierto, incluso suponiendo la existencia de soluciones
fuertes.

3.1 Regularidad fuerte de (EP)

Como hemos dicho, los resultados de regularidad fuerte existentes para este tipo
de problemas se conocian para el caso del sistema lineal estacionario (Ss;), cuyo
problema evolutivo correspondiente es:

v — AV —1,02,v+Vyxqs = g en (0,T) x Q,
Vx-(v) =0 en (0,T) xS,
V]i—o = Vo en (),

V0,V

r, =T, V‘FbUFl =0 en (O,T)

Nota 1 Notemos que el término de Coriolis se ha omitido en los cdlculos, ya
que para la demostracion de los resultados que presentaremos no supone ninguna
dificultad adicional.

Teorema 1 (Solucién débil de (Sy)) Sea S CR? (d =1 02) y sea Q C
R definido como (3), un dominio Lipschitz-continuo. Si g € Hl:ll(Q)d yTE
H=Y2(1,)?, entonces el problema (Sy) tiene una tnica solucion v € H*(Q)%.
Ademds, existe una constante C = C(Q) > 0 tal que si v = min{vp, vy},
obtenemos:

C
IVIF @) < -5 {IITH%—W(R) + ”g”ilz;}(m} ' )

En [2], [5] y [9], hay diferentes demostraciones de este resultado.
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Teorema 2 (Solucién fuerte de (Sy))(/17]) Sea S C R (d =1 02) un
dominio de clase C® y h € C3(S) con h > hpin > 0 en S. Si g € L*(Q)¢
yTE H3/2+6(I‘S)d (para algin € > 0), entonces existe una (dnica) solucion
fuerte v de (Ssi) (es decir, v.€ H2(Q)*N V). Ademds, existe una constante
C=C(Q) >0 tal que:

C
VlEe@ < o5 {Hglliz(m + IIT\IiI;/w(rs)}' ®)

Aprovechando este resultado ([7]) (ver también [15]), extendemos el
resultado de regularidad fuerte al caso del problema evolutivo lineal (S). Para
ello, definimos el operador B : a € H™'/?(I',) — u = Ba € V, donde u es
la solucién débil del problema de Stokes hidrostético (Ss:) con g =0y 7 = a.
Tomamos e(t) = B(7(t)) que posee regularidad fuerte, y demostramos que
ore(t) es igual a B(9;7(t)) que posee regularidad débil, de donde deducimos que
e € C°([0,T); V). Estudiamos entonces el problema con condiciones de contorno
homogéneas verificado por y = v — e. Las estimaciones de energia para e y d;e
que se deducen de los Teoremas 1 y 2 permitiran concluir el siguiente resultado:

Teorema 3 (Solucién fuerte de (5)) Sea S C R? (d =1 0 2) un dominio
C3 yheC3S) con h > hypin >0enS. Sige L2(0,T) x Q)?, vo € V,
T E LQ(O,T;H3/2+6(I‘S)d), para algin € > 0, con 8,7 € L*(0,T; H-'/2(I',)%),
entonces existe una dnica solucion fuerte v de (S) en (0,T). Ademds, existe
una constante C > 0 tal que:

VBt IV IZagaracany + 100130y < CLIVOIR + 17 (O) 121 e

+ llglliazo() + HTlliz(Hg/”E(rs)) + ||at7'Hiz(H71/2(Fs))}

Pasamos entonces a obtener resultados de regularidad fuerte para el
problema no lineal (EP). Usamos el Teorema anterior para levantar las
condiciones de contorno, y asi estudiar el problema homogéneo que verifica
(w,ms), donde w = v —e, s = ps — ¢, para (e, gs) la solucién de un problema
de tipo (S) con F y 7 como datos y vy como dato inicial:
oW — U Axw — 1,02, W + (W + €)0, (W + e)

+(ws + e3)0,(w+e) +0,ms = 0 en (0,T) x £,
Vx-(w) =0 en (0,7) xS, w|i=o = 0 en €,
v,0,w = 0 sobre (0,T) xT's, w = 0 sobre (0,7) x (T, UT}),

(NL)

0
con w3 = / Vx - wds y de forma similar para es.
z

Aproximamos w por w,, las aproximaciones de Galerkin en los espacios m-
dimensionales V;,, formados por una base ortonormal (en V') de autovalores del
operador hidrostdtico A : V — V' tal que:

(Au,v)yry = / (v Vxu: Viv + 14,0.u-0.v)dQ Yu,veV, (10)
Q
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asociado a condiciones de contorno homogéneas (Neumann sobre la superficie y
Dirichlet sobre el fondo y las paredes laterales). Para obtener estimaciones en
norma H?()), tomamos Aw,,(t) € V,,, como funciones test, obteniendo:

1d
§£||Wm||%/ + ||Awm||2L2(Q) = G(wp,,e,f1), (11)

para una cierta funcién G. Intentamos acotar los términos de G con las
estimaciones en norma fuerte de e, las cotas de f y controlando los términos en
W, con las normas que aparecen a la izquierda de (11). La dificultad mayor la
presentan los términos:

I = — / (Wi - Vi) Wi, - AW, dQ I = — / (Wi )30, Wiy, - AW, dSY
Q Q

correspondientes al término no lineal de (EP). Observar que I es menor regular
que I; debido a la anisotropia en la regularidad de la velocidad vertical. Para
la acotacién de Iy sera fundamental el siguiente lema ([7]):

Lema 4 Sea Q C RY (N = 2 o0 3) el dominio considerado anteriormente.
Entonces, para toda funcion v.€ WHP(Q)N=1 (p > 1), si se define v3 como
z

v3(x,2) = — / u )Vx -v(x, s)ds, tenemos:

HU3||L1’(Q) < hmavax : VHLP(Q)
En el caso 2D, usando ademas la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg:

Iy < [[(wm)sllLa@)0:Wmll L2 @) | AW || 2 (@)

3/2 1/2
< ChméxHaxwm||L4(Q) HAWm HL/2(Q) ||82Wm||L/2(Q)
§ Chmawam”Hl(Q)||Awm||2L2(Q)
< C

mhméXHWmHVHAW7Y1H2L2(Q)
Acotando de forma similar el resto de los términos llegamos a la desigualdad:
d 2 2
Zlwnll? + w22y (1 = Cihmaslwmllv) )
< Gy lwmlly + at) lwml}, +b(t),
donde a = a(r, F), b = b(r, F') son determinadas funciones de L(0,T), lo que,

bajo hipétesis de pequenez sobre los datos, nos permite aplicar el Lema de
Gronwall y obtener el siguiente resultado ([7]):

Teorema 5 (Solucién global fuerte para datos pequenos en el caso 2D)
Sea S C R un intervalo y h € C3(S) tal que h > hypin > 0 en S. Supongamos que
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up €V, F € L?0,T;L*(Q)) y T € L*(0,T; Hé/2+E(Fs)), para algin € > 0, con
oyt € L*0,T;H™ 1/2( s)). Si se verifica la siguiente condicién de pequenez:
vt € [0,T],

1 t
con (gt [ atoyis) {2 (¥ + Kallr Ol 1)

v/ o (gize | atorio ) osjas} < are,

donde M es una constante positiva suficientemente pequenia, K1 y Ko son
constantes, y a y b las funciones que aparecen en (12), entonces existe una
unica solucion fuerte (u,ps) de (EP) en (0,T) (ps es tnica salvo una funcidn
aditiva de t).

(H)2p

Ademds, en [7], se demuestra comportamiento asintético en tiempo
exponencialmente decreciente en norma H!(Q) cuando t | +oo, si se impone
(H)sp Vt € (0,+00) y una condicién extra de pequetiez sobre los datos 7y F
cuando t T co. Por 1ltimo, mediante un argumento de punto fijo, se llega a que
existe solucion fuerte local en tiempo si hnysx €s suficientemente pequeno.

En el caso 3D, aplicando desigualdades de interpolacién, se obtiene ([7]):

hmm
I2 < ||A m||5/2 1/2

1/4 Q)H m”

lo que no permite aplicar el argumento del caso bidimensional. En la bisqueda
de un remedio a dicho problema, en [8] nos centramos en la anisotropia de la
velocidad vertical. Como dijimos, d,w3 = —Vx -w € L2?(Q), luego por una
desigualdad de tipo Poincaré vertical w3 € L%(Q). Sin embargo, Vxws ¢ L?(2)
en general. Esto nos lleva a separar la regularidad en la variables x y z, ajustando
las estimaciones en cada direcciéon. La novedad estd en considerar espacios y
estimaciones anisétropas del tipo (ver [8] para las demostraciones):

Definicién 3 Dados p,q € [1,+0o0], diremos que una funcién u pertenece a
LiLE(Q) si

u('az) € Lq(SZ) ) Hu('az)”Lq(Sz) € Lp(_hmaxyo)7
y su norma viene dada por la expresion:
[llu(-,2)

Nota 2 Las normas que usaremos mds frecuentemente en el caso 3D serdn:

0
[ut, 2)lI7as. ) dz
7hxnax

sup [u(:, 2)lLacs.),
Ze(_hmaxvo)

—hmax,0)

1/2

ullz2La (o)

”u”LgoLi(Q)
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Lema 6 (Desigualdades de interpolacién)

(a) Sea v € L?() una funcidn tal que O,v € L*(Q) y (vn.)|r, = 0. Entonces,
v € LLL2(Q) y satisface la estimacion:

0|7 e r2 < 210]l 201050 2 (0 - (13)

Mds generalmente, si v € H'(Q) entonces v € LL2(Q), y eriste una
constante C = C(€2) > 0 tal que:

0122 < CEollL2@yllvllae) Yo e HY(Q). (14)

(b) Sea v € L3(2) una funcion tal que Vxv € L?*(Q)? y (vng,)
(i =1,2). Entonces, v € L2L%(2) y verifica la estimacion:

r,ur, — O

lvillZ2 s < 4llvill 2@ IVxvill 22 0)- (15)

Mds generalmente, si v € HY(Q) entonces v € L2L%, y eziste una
constante C = C(€2) > 0 tal que:

”U”QLﬁLi < Ol 2 vl 51 (0)- (16)

Lema 7 (Nuevas estimaciones para v3) Sea v € L?(Q)? una funcidén tal
que Vx-v € HY(Q). Entonces, si consideramos vs definida en funcién de Vy -v
como en el Lema 4, tenemos que vz € L LL(Q) y verifica la estimacion:

1/2 1/2
losll e s < C Q) [V VK50 IV Vg
Usando dichas desigualdades, conseguimos acotar el término I, de la forma:

I

IN

H(wi%)mHLgoLi ||8zwm||L§L;t ||AWm||L2(Q)

C
32 ”AWmH%?(Q) [Wllv

para C' = C(€) > 0 una constante. Siguiendo entonces un razonamiento similar
al del Teorema 5, separando ademads por una parte la influencia de los datos
de tipo L2(0,T) y L>=(0,T), y por otra la dependencia explicita respecto a la
viscosidad (con constantes que ahora sélo dependen del dominio), se llega al
siguiente resultado [8]:

Teorema 8 (Solucién global fuerte para datos pequenos en el caso
3D) Sea S CR? (d=1 02) un dominio C3 y h € C3(S) tal que h > hyin >0
en S. Supongamos que ug € V, F = f; + £, con f| € L*(0,T;L*(Q)%) y
f, € L®0,T;L2(Q)%), 7 = 7 + 72 con 1 € L2(0,T; Hy*™“(Ty)4) y m €
LOO(O,T;H(}/%E(FS)d) para algin € > 0, tal que O;m € L*(0,T; H-'/2(I'y)%)
y Oyry € L0, T; H-V/2(I',)%). Si, ademds los datos verifican las siguientes
“condiciones de pequenez”:
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||f1||L%(L2) + ||T1HL2T(H3/2+E) < CV3/2, HatTlHLQT(H*l/Z) < CV5/2,

(H)BD ||f2||L%°(L2) + HT2||L’109(H$/2+E) < 01/2, HatTQHLoTc(HA/z) < 01/37

||uo||H1<cuf , ||n<o>||H-1/2+w<o>||H-1/2<cu2\f ,

donde v = min{vy, v, }, 7 = max{vp, vy} y ¢ es una constante suficientemente
pequetia (que sdlo depende de 1), entonces existe una (inica) solucion fuerte
(u,ps) de (EP) en (0,T) (ps es dnica salvo una funcidn aditiva que sélo depende
de t).

R R
ANEIN

Nota 3 Hemos denotado L%(LP) = L9(0,T;LP(Q)), H /2 = H-V/2(Ty) y
B/~ BY(Tg),

Tratamos ahora de evitar la hipdtesis de pequenez sobre los datos. Partimos
entonces de la expresion relativa a (12) para el caso 3D:

d C
EHWH%/ +AW[72q) <

C
2 10
< mHAWHp(Q)HWHV + mHWHv

(17)
+ a(®)wlF +b(t),

donde a(t) y b(t) son funciones de L'(0, T'), dependientes de v y de los datos. Al
contrario del argumento (de punto fijo) hecho en [7] donde habia que imponer
que hpmsx fuese suficientemente pequeno, en [8] hacemos un nuevo razonamiento
que nos permite eliminar esta hipdtesis. En sintesis, consiste en lo siguiente:
Como w,,,(0) = 0 y w,, es una funcién continua en tiempo con valores en
H'(Q), podemos elegir un tiempo T}, tal que:

3/2

14
W (®)[lv < vt € [0,T2].

2C°
Entonces, lo que tenemos que demostrar es que podemos elegir T\ acotado
inferiormente por un tiempo T, > 0 e independientemente de m. Integrando la
expresién (17) entre 0 y ¢, t € [0,T}], v usando (H)3p se obtiene [8]:

t t
W (112 + / AW ()220 ds < K (v,¢) t + Cv? / () 1272 gy -

Entonces, eligiendo T? tal que:

3

2 2014112
K (v, e)T"+Cv He||L2TQ(H2(Q)) TPk

no es dificil verificar que se puede elegir T}, igual a T? para cada m. La prueba
de la existencia de solucién fuerte en (0,7%) a partir de aqui se puede concluir
de forma estandard. [
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3.2 Comportamiento asintético de las soluciones.

En [8] también se estudia el comportamiento en tiempo hacia un estado
estacionario (generado por los datos segundo miembro f; y condicién de
contorno Neumann 7o, supuestos independientes del tiempo). El objetivo es
obtener un resultado de convergencia en norma V', lo que en principio nos obliga
a conocer bajo qué condiciones se obtiene la regularidad fuerte del problema
estacionario:

— U AV — 1,02V + (V- V)V +1v30,v+Vyip, = f» enQ,
(EP)g Vix-{v) = 0 enlf,
WV =T2,  Vir,ur,
Centrdndonos en el caso 3D, obtenemos el siguiente resultado [8]:

Teorema 9 Si los datos fa y 1o son suficientemente pequerios en las normas
de L2(2)? y HS/2+8(F3)2 respectivamente, entonces existe una unica solucion
(fuerte) v para (EP)g y se satisfacen las siguientes estimaciones de regularidad
débil y fuerte para las soluciones: eziste C = C() > 0 tal que

C

V%1 ) < —5 {1320 + 72l saqr, } (18)
C

Iz < o {18220y + Imal2/20e - (19)

El resultado de comportamiento asintético que obtenemos en [8] es:

Teorema 10 (Convergencia de la solucién 3D de evolucién hacia
la solucién 3D estacionaria) Sea u una solucion fuerte de (EP) en
(0,+00) con sequndo miembro f = f; + f5, donde f; € L*(0,+o0; L?(Q)?) y
f, € L%(Q)? (independiente de t), y la condicién de Newman T = 71 + Ta,
donde T € LQ(O,—l-oo;Hé/erE(FS)Q) para algin ¢ > 0, tal que Oy €
L%(0,400; HTY2(T,)?), y 7 € Hé/2+E(I‘S)2 para algin € > 0 (también
independiente de t). Suponiendo condiciones de pequenez (H)sp con T =
+00, si v es la solucion fuerte estacionaria de (EP)s con sequndo miembro £y
y condicion de contorno Neumann T2, entonces u(t) — v en la norma H'(Q)
cuando t T 4o00.

La demostracién sigue los siguientes pasos:

1) Se considera el problema verificado por w = u—v—e donde v es la solucién
fuerte del problema estacionario (dada en el Teorema 9) y e es la solucién
fuerte del problema lineal evolutivo (S) con datos g = f1,e(0) =ug—vy
7 =7 (dada en el Teorema 3). Consideramos su formulacién variacional
y estimamos con funciones test del tipo Aw, obteniendo:

d C
EHWH%/ +Aw[[72 gy <

C
2 10
S mHAWHLzm)HWHV + FHW”V

(20)
+ (o) + a2(t)) [wl§, +b(2),
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donde a; € L>®(0,00), ag y b € L*(0,00), son funciones dependientes de
los datos.

Gracias a la hipotesis de pequenez sobre los datos, conseguimos que para
un v suficientemente pequeno:

Iw(t)|ly <~yv32, Vte|0,+o0).
Entonces, a partir de (20) se puede obtener:
d 2 v 2 2 2
aHWHV + +%”W”V < Cville(®) |20y

Integrando la expresion anterior, obtenemos que:

WO < [ expl5 (s = 0)le(s) s oy (21)

Como por hipétesis sobre los datos y la construccion de e, ||e\|%{2(9) €
L(0,+00), entonces para todo § > 0 existe un T}, € [0, +00) tal que

+oo
/T ()22 gt < 6.

Asi pues, descomponiendo la cota de (21) como:
t v
S R O
0

T. oo
ge*ﬁteTT*/o He(s)||§{2(sz)d5+/T ||e(5)||%12(9)d8’

podemos concluir que |[|w(t)[|?, = [[u(t) —e(t) — v||} — 0 cuando ¢ T +oc.

Razonando de manera andloga obtenemos que |le(t)]|y — 0 cuando
t T +4oo, lo que nos permite concluir el resultado de convergencia
lu(t) — VH%(l(Q) — 0. ]

Unicidad de solucién débil/fuerte.

La menor regularidad del término no lineal (de conveccién vertical) en el sistema
de Ecuaciones Primitivas hace que se necesite mayor regularidad para demostrar
la unicidad de solucién que en el caso del sistema de Navier-Stokes. Para
comprobarlo, basta con intentar reproducir la demostracién de unicidad que
aparece, por ejemplo, en el libro de P. L. Lions [13]. El principal inconveniente
es la acotacién del término:

/ u30,1 - udS)
Q
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Usando las estimaciones is6tropas, conseguimos una estimacion para:
ue L0, T; HY () N L>(0,T; L*()), wug € L*(0,T; L*(Q))
O € L*(0,T; L*(Q)) N L2(0,T; L™)

Sin embargo, el uso de las estimaciones anisétropas nos permite rebajar la
regularidad a los siguientes espacios anisétropos:

ue L*0,T; L2LY), w3 € L?(0,T;LL2),
9.4 € L*0,T; L2LY),
de manera que podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 11 (Unicidad de solucion débil/fuerte) Sea u solucién débil de (EP)
en (0,T). Si existe u una solucion débil de (EP) en (0,T) tal que:

Viue L*(0,T;LFLY)  y  d.ue L*0,T;L2L}), (22)
entonces ambas soluciones coinciden en [0,T).

Nota 4 En 2D, la hipétesis (22) se rebaja sélo a O,u € L*(0,T;L?(Q2)). En
cualquier caso, dicha regularidad adicional no estd asequrada en general para
una solucion débil.

4 FEl modelo de Ecuaciones Primitivas del océano con
condiciones de contorno de tipo Navier.

Ya sabemos que las Ecuaciones Primitivas se obtienen a partir de las ecuaciones
de Navier-Stokes anisétropas por un andlisis asintético cuando el cociente
de aspecto d tiende a cero, completando dicho modelo con determinadas
condiciones de contorno (ver [1, 2] para condiciones Dirichlet en el fondo). Desde
un punto de vista fisico, la eleccién de condiciones de contorno de tipo Dirichlet
homogéneas para la velocidad sobre el fondo sélo estd justificada cuando la
viscosidad molecular del fluido sea importante. Sin embargo, en muchos modelos
geofisicos la viscosidad que se considera es turbulenta, siendo la viscosidad
molecular despreciable. Por otra parte, se sabe que el uso de la condicién de
contorno de friccién de tipo Navier en las ecuaciones de Navier-Stokes previene
la aparicién de capas limites.

El objetivo de esta seccién es doble. Primero, obtener nuevas condiciones de
contorno para las Ecuaciones Primitivas, partiendo de condiciones de contorno
de tipo Navier en Navier-Stokes con viscosidad anisétropa y haciendo tender
el cociente de aspecto a cero ([3]). Segundo, analizar una cierta regularidad
adicional global en tiempo para cualquier solucién débil del modelo en un
dominio 2D que implica, en particular, la unicidad ([4]).
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4.1 Obtencién del modelo con nuevas condiciones de contorno.

Consideramos un fluido gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes
de evolucién, con fuerza de Coriolis y viscosidad anisétropa (turbulenta).
Supondremos que la densidad es constante (igual a 1). Suponemos que la
viscosidad anisétropa v viene dada por (vp,vp,v,). Definimos el gradiente
anisétropo como:

vu = (Vha:vl 3 Vhawza Vzaz) = (VhVX7 Vzaz>7 (23)

y el tensor de esfuerzos tangenciales debidos al campo de velocidades, viene
dado por:
D,(u’) = (V,u’ + Viu’) /2, (24)

donde u® es la velocidad del fluido, dada por (v%,w?), donde v® = (v{,v3) es

la componente horizontal y w’ es la componente vertical. Supongamos el fluido
en un dominio Q5 = {(x,2) € R3/x = (x1,22) € S, —dh(x) < 2z < 0}, y que el
flujo satisface una condicién de traccién sobre la superficie I'y debida al viento,
una condicién de contorno Dirichlet homogénea sobre las paredes laterales F?
(si existen) y una condicién de contorno de tipo friccién sobre el fondo I'). Més
precisamente, suponemos que la velocidad y el potencial (u®, p®) satisfacen el
siguiente sistema:

o’ 41 -Vu® —2V- D, (u) +2W xu® +Vp® =0 en (0,7) x Qj,
V-ul=0 en(0,7) x Qs,

v,0.v° = a|Vair|(Vair — v°), w?® =0 sobre (0,7) x I'?,

(2D, (u’)ns +~u’), =0  u®-nsg=0 sobre (0,7) x ',

u’ =0 sobre (0,7) x I'?,

s _ .6
uli=o =u) en Qs,

(25)
con D, (u’) definido en (24). La fuerza de Coriolis viene dada por 2W x u’
con W = |W/|(0, cosd,sen ) el vector de rotacién de la Tierra y 8 = 6(y) es la
latitud. Denotamos por v : S — R? la velocidad del aire sobre la superficie,
y a y v dos funciones de x no negativas y acotadas. Recordemos que D, (u®)ns
representa el producto matriz por vector definido por:

3

(D, (0’)ng); = > (Dy(u’));;n}

j=1
y (D, (u®)ng),, corresponde a su componente tangencial, dada por:
(Du(u6)n5>tg = Du<u6)n5 - [(Du(ué)nﬁ) ~n5] ng,

donde n; es el vector normal exterior a I‘g, dado por:

) 1
n; = (n},n?,n3) = ———u (—0Vyh,—1). (26)

VI 1 OVAh]?
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Nota 5 La condicidn (25)3 representa el efecto (no lineal) que el aire ejerce
sobre la velocidad horizontal del flujo de agua en el Océano. Por otra parte, en
la condicion (25)4 el coeficiente v = v(x) depende de la rugosidad del fondo.
Asi pues, la condicion (25)4 completa viene a expresar los efectos que la friccion
con el fondo ejercen sobre la componente tangencial de 2D, (u’)n;.

Introducimos los siguientes espacios funcionales para el dominio de partida g:

Vs = {®=(p9) € (C7°(Q))* x (C7°(Q)) :
V-®=0en Qs, P -ns =0 sobre 9Qs}
donde C/°(Q5) = {x € C=(Qs) : x =0 en un entorno de I'{ }, y definimos Hy
y Vs como la clausura de Vs en (LQ(Q(;))?’ y (H*(92s))3, respectivamente.

Notemos que el modelo que obtenemos es no standard, ya que el término de
segundo orden —2V - (D, (u’)) no es necesariamente difusivo pues, en general,

—2(V+ (Dy(u’)),u’) 2 0.

Teorema 12 Supongamos h € W2°°(S), h > 0 en S, |Vxh| > ¢ > 0 sobre
2SN {h =0}, ud € Hs, a'/3v,; € L3(0,T; L3(Q)?) y

Uh
CO)lvn = valllVxhllwirzoe(s) < -7

2 2 Vy
Clvn = v] (14 2003 5) ) [Tl (s) < =,

2(S|Vh — VZ|C(Q)HVthWl/z,oo(s)h(X) + (5Vh|8z2]h(x)|

< 7(2X> 1+ 62|Vh(x)[?, Vi, j=1,2,cpd. x €8,

donde C(Q) = C(S)C'(Q) con C'(Q) depende de las inyecciones de Sobolev de
H' en HY2-frontera. Entonces, existe una solucion débil del problema tal que:
Vo = (p,9) € CH([0,T); Vs) con ®(T) = 0,

/ / (0@ +u’ - VD) +2/ D,(u%) - Vo
Qs Qs
+/ / 04|Vair‘ ( Va,zr 2 + 2/ W X ll (28)
0o Jr, Qs
T
—|—/ / 'y(u‘sxng)~(<I>><n5):/ ud - (0).
0 Jr¢ Qs

Ademds, dicha solucidn satisface la siguiente desigualdad de energia, para todo
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t>0:

t v, t
IOy + 0 [ IV @l pods+ 5 [ 100 )] 0o

t t t
+/ / | Vair|[VO? —|—/ / yu®)? < ||ug||%L2(Qé))3 +/ /O‘|Vair|3-
0 Jr, 0 Jr¢ o Js

(29)

Nota 6 Las hipdtesis (27) aseguran la disipacion del problema, necesaria para
que el modelo sea fisicamente admisible.

Esquema de la demostracion: Se sigue un procedimiento de tipo
Galerkin. Al acotar los términos que aparecen en la formulaciéon variacional
al tomar como funciones test las soluciones de Galerkin aproximadas, aparece
un término conflictivo que proviene del gradiente traspuesto de la velocidad,
que ahora no se anula porque tenemos un gradiente anisétropo. Dicho término
se puede reescribir como un término sobre la frontera de la forma:

/ V,ul - vu® = 51/h/ 'HV6|F2 .vé\ngx
Qs s (30)
_ N s

O (v =) <Vx (v |F5) Vo VXh>H*1/2(S),H1/2(S) ’

donde ‘H representa el hessiano de v, es decir, H = (3i2jh)ij. Para acotar este
término se usan desigualdades de interpolacién de espacios de Sobolev H® en sus
correspondientes espacios de trazas, imponiendo las hip6tesis (27) para llegar a
controlar este término con las normas L? y H' que aparecen a la izquierda de la
desigualdad de energia que se pretende conseguir (ver [3, 15] para los detalles).
]

Nota 7 [3]

1) Siy # 0y |2 > 0, se pueden reescribir las hipdtesis (27) de manera
mds fdcil ya que la seminorma del gradiente en L*(Qs) es equivalente a
la norma en H'(Qs).

2) Siy#0 y|[? =0, se puede obtener existencia de solucién débil sin la
hipdtesis (27)3, pero entonces no se garantiza la disipatividad del sistema.

3) Siy=0y|TY| =0 (es decir, en el caso de deslizamiento sobre el fondo y
sin paredes laterales), se puede garantizar la existencia de solucion débil
pero no la disipacion del sistema.

Nos interesamos ahora por el comportamiento asintético cuando § — 0 de
las soluciones débiles u’ (para cada dominio ;) obtenidas en el Teorema 12.
Supondremos que h =~ 1 y:

vp &~ 1, v, =6, (v =1), (31)
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afd =a y /6 — 7 en L*®(S)-débilx, (32)
e introducimos los siguientes cambios de variable:

Z=% Vx2)=v(txz), W(ixZ)=

que nos llevan al dominio (adimensional)

W (t;x, 2)
6 b

Q={(x,2)eR®: x€ S, —h(x) < Z < 0},

cuyas fronteras vienen dadas por I'y = S x {0}, I} = {(x,Z) € R® : x €
9S8, —h(x) < Z < 0} y Ty, = 09\ ([, UT). Probamos entonces que cuando 4
tiende a 0, entonces la solucién U® = (V9 W?) reescalada segiin (33) a partir
de una solucién (v°,w’) de las ecuaciones de Navier-Stokes (25), posee una
subsucesién que converge a una solucién U = (V, W) del modelo de Ecuaciones

Primitivas:

IV+(U-V)V-AV+EkVLt+V,P = 0 en (0,7) x Q,
OzP =0, Vy-V4+d,W = 0 en (0,T) x Q,
v,07zV = a|vair| (Vair = V), W = 0 sobre (0,7T) x T,
Vo (14 vn|Vxh|?/vy) 02V n? = AV|p,, sobre (0,T) x Iy,
(V,IW)-n = 0 sobre (0,7) x T'p,
vV =0 sobre (0,T) x Iy,
Vo = Vo en (2,
(34)
donde Vi = (0p,,01,), Ay = 1 Ax + 1,05, A = 02, + 92, VE = (=V2, V1),

k=|W|senfy
AV|r, =3VIr,n”? + v HV|p,n? + va Vs - (VIr,) 0 — va Vs (Vr,) 7%, (35)

con n = (n*,n%) el vector normal exterior a I',. La condicién (35) tendrd un
sentido “dual” a través de la formulacién débil (38) de (34) .

Nota 8 En dimension 2, la condicion de contorno en el fondo se reduce a:

(3 + vnh")

1,9z Vlr, =BV]r, con = W

Considerando entonces los siguientes espacios funcionales en el limite:

V:{i):(gé,z/)) € (Cloo(ﬁ))3: V-®=0enQ, & -n=0 sobre 9Q},

donde CP°( {X €C>®(Q): x=0 en un entorno de I'; }, y definiendo
HNP”m mem y yprim ~com0 las clausuras de )V para las normas
1@l orim = NPl 225 [®@llverim = (1@l @)z ¥ 1 ®Rllyrrim = ]l (m2())2
respectivamente, donde ¢ = (@1, ®2), obtenemos el siguiente resultado [3]:



Sobre la regularidad y unicidad del problema de Ecuaciones Primitivas... 49

Teorema 13 En las hipdtesis del Teorema 12, si suponemos ademds que:

”Vg”?L?(Q))? + ||5W(()$||2L2(Q) S Oinica (36)
VS~V  en L2(Q)2-débilx,

entonces, existe una subsucesion de U’ = (VO W?9) (obtenida por el
reescalamiento (33) de una solucion u’ de las ecuaciones de Navier-Stokes)
que converge a U = (V, W) en el sentido siguiente:

(VO W) — (V,W)  en L2(0,T; VE™)-débil

37
VO =V en L>(0,T; L*(Q)?)-débilx. (87)

Ademds, U = (V,W) es una solucion débil del sistema (34); es decir, Vo =
(2:4) € C([0,T];V) con @(T) =0,

T T
_/ /V~(6t<ﬁ+U-V<ﬁ)det+/ /kvl.gadfzdt
0 Q 0 Q

T
i / / (Vi V - Vi@ + 1,07V - 97) dQdt
0 Q
T

T
+/ vp (Vx - (V|Fb) ) <)5|1"1, : th>H*1/2(S),H1/2(S) + Vh/o . HV - @(_nZ)
b

0
T T
+ / Vairl (V = Vair) - + / / TV §(—n?) = / Vo - 3(0)d0
0 Iy 0 Ty Q
(38

que verifica, ademds, la desigualdad de energia, para todo t > 0,

)

t
Vy
VO + [ [ (192VE + 2102V a
0 JQ 2

t t t
+/ / a|vm-r||w2+/ / "y|V|2(—nZ)§Cmic+/ / Vsl
0 JI'y 0 JI'y 0 JI'y
(39)

Nota 9 El limite cuando 6 — 0 de las hipdtesis (27) nos da las correspondientes
hipdtesis de disipacion para el problema limite (34).

Esquema de la demostracién: Haciendo el cambio de variable (33) en
la formulacién variacional (28) y tomando funciones test adecuadas, podemos
demostrar que la sucesién (V° W?) estd acotada en L2(0,T;VPrm) y V?
en L>(0,T;L?(2)3). Entonces existe una subsucesién (que denotaremos de
la misma forma) convergente como en (37). Esto nos permite concluir la
convergencia de los términos lineales de la formulacién variacional.

También se puede demostrar que V9 converge fuerte a V en L%(0, T; L?(22)?),
usando una variante dada en [1], de la compacidad en espacios LP con valores
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en un Banach [16], lo que permite la convergencia de los términos no lineales.
Asimismo, la hipétesis (36) sobre los datos iniciales garantiza la convergencia
de los términos dependientes de los datos iniciales.

Por ultimo, para obtener la convergencia de los términos de frontera, usamos
la convergencia fuerte de V° y ciertas desigualdades de interpolacién (ver [3] y
[15] para los detalles). |

Nota 10 Aplicando el Lema de De Rham ([16]) en las formulaciones
variacionales asociadas al problema aproximado (25) y al problema limite (34),
podemos recuperar los potenciales respectivos P° y P, como distribuciones, tales
que las ecuaciones de momentos relativas a (25) reescaladas con (33) y las
ecuaciones de momentos relativas a (34) se satisfacen en H=1(0,T; H=1(2)3)
(espacio dual de HZE(0,T;(HL(Q))?)) y en H1(0,T; (W17 (Q))3) (espacio
dual de HL(0,T; (W, (2)3)) respectivamente, siendo r > 2 y 1’ su exponente
conjugado. Ademds, considerando la convergencia del resto de términos en las
ecuaciones de momentos, podemos probar:

ViP?’ = VP en H-Y(0,T; (W17 (Q))?)-débil
102 P° || -1 (0.15-1(52)) < CO.

En particular, obtenemos convergencia fuerte de 0zP° a 0zP (= 0) en
H=Y0,T; H-Y(Q)).

Llegados a este punto, sélo nos queda identificar las condiciones de contorno
verificadas por la solucién variacional limite (V, W) obtenida en el Teorema
anterior. Llamando T al tensor de esfuerzos:

I/hagc1 V1 — P I/haz2 V1 I/vazvl
T = VhazIVQ VhamVQ - P uvé)ng y
0 0 —-P

obtenemos que V - T € H~1(0,T;L*(Q)3). Por otra parte, también se tiene
que T € H=(0,T; L*(£2)3%3). Estas regularidades nos permiten definir la traza
normal de T en (W1>°(9Q)3) donde W1 (9Q) = {¢laq : ¢ € WH>(Q)},
dotado de la norma:

IxIlw.0(90) = infgewr.@) [|ollwi=@),
¢|3Q =X,

como

<Tn;(¢>,1;)>:LT.V(¢,¢)+/(V-T)-(¢,¢)

Q

- / (VY - Vi + 1,07V - 925) (40)
Q

7/QPV-(¢,1/~1)+/Q(V‘T)'(¢’%Z),
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para todo (¢,4) € (WH*(Q))3. Esta desigualdad se satisface en D’(0,T).
Partiendo de la definicién de traza normal para T en (W>°(9Q)3)’, vamos
a probar que la traza normal para el tensor

F— Vhaazlvl Vhawz‘/l V’uaZVI
B Vhaazlvé VhazQ‘/Q Z/'uaZ‘/2

esté definida en (W1°(99)?)". Con este objetivo, para cada ¢ € (W1>(Q))?
consideramos 1 de tal forma que (@,%) - n = 0 sobre 9. Asi, podemos definir
<.7:Il; ¢>(W1,oo(89)2)/X(WLOO(@Q))Q por la eXpresién:

(Fni @) = (Tn; (6,9)) (41)
Las expresiones (40) y (41) nos permitirdan encontrar las condiciones de contorno

que aparecen en (34).

4.2 Resultados de regularidad y unicidad para el modelo 2D.

Nos centramos ahora en el modelo obtenido por paso al limite en la subseccion
anterior para el caso de un dominio 2D, definido como:

Q={(z,2) eR?/x €S, —h(z) < 2z < 0},

siendo S un intervalo abierto y h : S — R, una funcion continua no negativa
que se anula sobre 0.5. La frontera del dominio es 9Q = I', UL donde:

Iy ={(z,2) eR?*: x €8, z=—h(z)}, T.=1{(z,0), €S}

El método que seguimos sigue siendo valido si consideramos paredes laterales.

Estudiamos entonces la velocidad del fluido (v,w) y la presién p que
satisfacen el siguiente sistema:

0w + 00,V + WOV — V020 — 1, *v + Oyp = f en (0,T) x Q,
(EP) 9,p=0 en (0,7)xQ, (v)=0 en (0,7) x5,
Vp0,0|r, = a|vgir|(Vair — v), vy 00|, = B(z)v  en (0,7),
U‘t:() = 7vp e€en Q
donde

0

0
w(t,x,z):/ Ov(t, z, &) dE y <v>(t;x):/ v(t;x, z)dz.

—h(x)

Nota 11 Denotamos por f : (0,T) x @ — R wuna fuerza externa, vg :
(0,T) x S — R la velocidad horizontal del aire sobre la superficie y vy : Q@ — R
la velocidad horizontal inicial. Finalmente, a € R es una constante positiva y
8 = B(z) una funcidn positiva definida en S (que depende de la rugosidad del
fondo). Légicamente, hemos considerado una viscosidad anisdtropa (vi, vy ).
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Nota 12 El modelo de FEcuaciones Primitivas con condiciones de Navier
deducido anteriormente, estaba formado por (EP)y, 0,p =0 y O,v+ d,w =0
en (0,T) x Q, y las condiciones de contorno v,0,v = (Vair —v), w = 0 sobre
(0,T) x T, v,0,v = Bv y (v,w) -n =0 sobre (0,T) x 'y, y v|t=0 = vy en Q.
Ast pues, la ecuacion 0,v+ 0, w = 0 junto con las condiciones de contorno para
w permite deducir que w(t;x,z) = fzo Ozv(t;x, s)ds y Ox(v)y = 0. Como (v) es
una funcidn de una variable, la hipdtesis (v) = 0 sobre (0,T) x OS implica que
(v) =0 sobre (0,T) x S.

Introducimos los siguientes espacios funcionales:
V={peCrQ): (p)=0en S},

donde C2°(€2) es el espacio de funciones regulares sobre Q que se anulan en un
entorno de 9S; H y V las clausuras de V para las normas de L(Q) y H(Q),
respectivamente.

En esta subseccién usaremos la regularidad débil, que ya ha sido demostrada
por un procedimiento asintético (a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes con
condicién de Navier) en la subseccién anterior, y demostraremos una regularidad
intermedia entre la débil y la fuerte que nos permitira concluir en particular la
unicidad de solucién débil. Este ha sido el trabajo hecho en [4] y desarrollado
en un capitulo de [15]. Concretamente las definiciones son las siguientes:

Definicién 4 (Solucién débil) Decimos que v es una solucion débil de (EP)
en (0,T) si:

0
v e L>®0,T; H)NL*(0,T;V) y w(w,2) = / Ozv(z, s)ds
satisfacen la formulacién variacional: ¥ € C1([0,T]; V) con o(T) =0,

T T
— / / (Orp 4+ V0, p + WO, ) VAt + / / (VR Oxv0pp + 1,0, 00, ) dQdt
o Ja o Ja

T
Vh ;4 2
[ [ (1 + 2 o) )v|r,,wbdxdt
T
+A La|vair|(v

T T
:/UOQD(O)dQ+/ /fdedt—l—uh/ /v\pbax[go\pbh'(x)]dmdt,
Q 0o Ja o Js

r. — Yair) @|r.dadt

(42)
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y la desigualdad de energia:

1 t t
10Ol +n [ 100 Eayds v [ 1005y

t 1t
+/ /7(m)|v|pb\2d:vds+§/ /a|vm‘,«|\v
0o Js 0o Js

1 i 1 [
< —||UQH%2(Q) —l—/ / fvdQds + —/ /a|vair|3dxds
2 0o Jo 2Jo Js

con v(x) = {m) (1 + V—hh’(x)2> - V2—hh”(:ﬂ)}. n

v

T, deds (43)

Nota 13 Para asequrar que el sistema es disipativo, necesitaremos imponer que
~v(z) > 0. Dicha hipdtesis resulta ser la hipdtesis limite en el caso 2D de (27)
cuando 6 — 0.

Definicién 5 (Solucién débil-vorticidad) Diremos que v es una solucion
débil-vorticidad de (EP) en (0,T) si es una solucion débil, que satisface ademds
la reqularidad adicional:

d,v € L>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)).

Nota 14 Esta regularidad adicional para 0,v implica que v wverifica las
condiciones de contorno en el fondo y en la superficie en el sentido de las
trazas. Ademds, 0,v se puede identificar con la vorticidad de las FEcuaciones
Primitivas, ya que es el limite de la vorticidad del sistema de ecuaciones de
Navier-Stokes 2D, de ahi su denominacion.

Enunciamos entonces el resultado principal:

Teorema 14 Sea h € H?(S) con |h'| > 0 sobre dS, B € H(S), f €
L2(0,T; L?(Q)), 0.f € L?(0,T; H Y(Q)), vair € L=(0,T; H(S)), Opvair €
L?(0,T; LY(S)), vo € H, d,v9 € L*(Q). Si ademds v(x) >0 en S, y la funcion
profundidad h satisface |h'(x)|/h(x) < c¢/dist(x,0S) en S, entonces existe una
anica solucion débil para (EP) en todo (0,T). Dicha solucion es, ademds, una
solucion débil-vorticidad.

Esquema de la demostracion: La buisqueda de soluciones débil-vorticidad
responde al objetivo de obtener unicidad del modelo de (EP). En efecto,
aplicando el argumento de unicidad hecho por ejemplo en P. L. Lions [13] al
caso de (EP), observamos que una condicién necesaria de unicidad es que una
de las soluciones débiles verifique que d,v € L*(0,T; L*(f2)), ver Nota 4. Para
conseguir dicho objetivo, buscamos de qué problema es solucién 0,v. Derivando
formalmente (EP); respecto de z, obtenemos que 9, v satisface en D’((0,T) xQ):

0¢(0,v) + v0,(0,v) + wd, (0,v) — v, 02(0,v) — v,02(0.v) = 0. f.

Conocidas v y w, la ecuacién anterior es lineal y parabdlica para 0,v, y ademés
la presiéon ha desaparecido al no depender de z. Por tanto, podemos esperar
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regularidad débil para d,v. Lo que ocurre es que como las condiciones de
contorno para 0,v sobre I'y y T'y, dependen de v (y v y p estdn acopladas en el
problema (EP)), en realidad el problema que verifica 0,v también depende de
la presion. Levantando las condiciones de contorno no homogéneas del sistema
verificado por 9,v, con la funcién auxiliar:

Y =1,0,v— v —e

donde
O(ti,2) = —a (14 == | |oair ()| — = B(a)
) ) - h(l‘) air I h/(.f)
e(t; z, 2) = alvair (t; )| Vair (8 ) (1 + ﬁ)
son funciones que garantizan que ¥[po = 0, llegamos a que 1 verifica el
problema:

Opth + v 0ph + w0 1h — 1,02, — 1,0°. = F en (0,T) x Q,
(P) ¥ = 0 sobre (0,T) x 01,
Yli=o = v0:v0 — Pli—ovo — €lt=0 en ,

donde F = G(¢,v,w, e, f) + ¢ ;p, para una cierta funcién G.

Los problemas a resolver llegados a este punto son dos: por una parte,
necesitamos para la presion mayor regularidad de la habitual para obtener una
solucién débil de (P). En segundo lugar, y una vez obtenida ¥, necesitamos
identificar ¢ + ¢v + e con v,0,v, donde la dificultad estd en que v,0,v en
principio sélo tiene regulatidad L2(0,T; L%(Q)).

El siguiente lema garantiza una cierta regularidad con peso para la presion

que a posteriori serd suficiente para obtener una solucién débil del problema
(P).

Lema 15 FEn las hipdtesis del Teorema 14, si (v,w) es una solucion débil de
(EP), entonces se verifica:

Vhdp e L*(0,T; H(S)).

Nota 15 Agqui estamos identificando la presion p como wuna distribucion
dependiente sdlo de x, usando que O,p = 0 (ver [4] y [15], para mds detalles
sobre esta identificacidn).

Esquema de la demostracién: En el marco de Navier-Stokes, la regularidad
de la presién se obtiene a partir de la regularidad del resto de los términos
de la ecuacién de momentos, en el que el término de evolucién O;v implica
sélo una regularidad dual de tipo H~! en tiempo. En este caso, aprovechando
que (v) = 0, tenemos que 9;(v) = 0, lo que permite vislumbrar mejoras en la
regularidad de la presion si integramos previamente la ecuacién en altura.
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Para considerar el término de presion, usaremos una formulacién variacional
mixta, para funciones test ¢ € C1([0,T]; C°(Q)) con (T') = 0, tales que existe
una funcién v suficientemente regular verificando (¢, ) - n|sq = 0, de la forma:

T T
[ [ @+t wtipyor [ [ nontnetno.o.e)
0 Q 0 Q

+/OT/S(5(x)v|rb<P|rb+/OT/Savm»,|(v '
:/Qvotﬂ(O)-i-/OT/thﬁﬁ-uh/OT/SvlrSam (@lrbh’)—s-/OT/va.(%qpi;m)

Centrandonos en la integral en presiéon, y como p es independiente de z,

/pV (@, ) dQY = /p3m<g0> dz. En consecuencia, al tomar funciones test
Q s

I's — Uair) (21

o independientes de z se genera un factor h(xz). En particular, eligiendo
¢ = ¢/Vh con ¢ € C§([0,T);C3°(S)) como funciones test (que son densas
en L?(0,T; H}(S))), obtenemos para el término en presién:

/OT/Spax(\/EC)dx dt.

Usando desigualdades de tipo Hardy (vertical) y las hipdtesis sobre la
funcién profundidad h, conseguimos (en [4]) acotar el resto de los términos
de la formulacién variacional mixta por C|[Cl[z2(0,1;m1(s)), ¥ concluimos la
regularidad del enunciado. [

Con la regularidad adicional para d,p del Lema anterior, no resulta dificil
obtener la existencia (y unicidad, dado que es un problema lineal) de solucién
débil ¢ de (P).

Nos queda entonces identificar ¥ + ¢ v + e con v,0,v. Como ya dijimos, la
dificultad principal es que 0,v sélo tiene la regularidad L?(0,T; L?(Q2)); aunque
se puede demostrar que v,0,v verifica (P) pero en el sentido de solucién por
trasposicion. Si intentamos demostrar unicidad entre una soluciéon débil y otra
por trasposicién del problema (P), tendrfamos que demostrar mayor regularidad
de dicho sistema (lo cual no parece ficil dada la regularidad de la velocidad de
conveccién v). Lo que hacemos entonces es comparar v con una funcién adecuada
v tal que 1,00 = ¥ + ¢v + e. Para ello, llamamos a = ¥ + ¢ v + ¢ y definimos
la funcion:

o) =~ [atronr Lok ( /Oh@ ([ ote o) dz) |

que se puede ver que verifica v € L2(0,T; H'(Q)) N L*°(0,T; L*(2)), 1,00 =
a en Q, (V) = 0 sobre S, y las mismas condiciones de contorno que wv.
Concretamente, v es solucién de la e. d. p. :

BT + v 0y T + W DT — VRO, T — 1027 + OuPs = G, (45)
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0
donde G = v0,v —|—/ 0 (v0,0) (x,s)ds + f. Es importante sefalar que si

z
v = v, entonces G = f. Aplicando ahora un razonamiento de unicidad y gracias
a la regularidad adicional para 0,v (por ser solucién débil-vorticidad), se puede
concluir (ver [4, 15]) que v = 7. |
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Resumen

Desde la méas remota antigiiedad, el hombre ha intentado predecir el
tiempo atmosférico, para tratar de librarse de sus efectos perniciosos o
aprovecharse de sus beneficios.

En este articulo, dedicado a las predicciones numéricas del tiempo,
se hace una introduccién histérica de la meteorologia, se definen las
ecuaciones primitivas del movimiento de la atmésfera, se muestra la
forma de resolver numéricamente esas ecuaciones, se presentan modelos
de prediccién numérica operativos y se concluye analizando la cuestion de
;hasta qué plazo es posible predecir el tiempo?

1 Notas historicas. Introduccién

Recopilar observaciones del tiempo, explicar el comportamiento de la atmédsfera
y pronosticar el viento y la lluvia son practicas muy antiguas. Asi, hasta el
siglo XX, las personas interesadas de forma cientifica en el tiempo atmosférico
realizaban tres actividades: una actividad empirica consistente en recopilar
datos de observaciones y a partir de ellos intentar inferir algo, una actividad
tedrica dedicada a explicar los fenémenos atmosféricos basiandose en leyes
generales, y una actividad préctica de predicciéon del tiempo. Naturalmente,
estas actividades siempre han estado relacionadas entre si y el término
meteorologia se ha utilizado para las tres.

En el siglo XIX, al crecer el nimero de personas dedicadas a la meteorologia,
las actividades empiricas, tedricas y predictivas se fueron diferenciando. Muchas
de las personas que trabajaban en la tradicién empirica hicieron del tiempo
promedio su principal preocupacién y a mediados del siglo dieron origen, como
una ciencia descriptiva, a la climatologia. Muchos de los que trabajaban en la
tradicién tedrica hicieron de las leyes de la fisica su punto de partida y dieron
origen a la rama de la ciencia que se denominé meteorologia dindmica. Por
iltimo, con el inicio en los anos 1870 de las predicciones diarias por los servicios
meteorolégicos, la prediccién del tiempo se convirtié en una profesién.
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Estas tres tradiciones siguieron su camino diferenciado hasta mediados
del siglo XX, época en la que la conexién entre ellas se hizo cada vez maés
estrecha y numerosa, y en la que los meteordlogos comenzaron a hablar de una
unificacién de la meteorologia. Esta unificacién, que culminé en los afios 50 y 60
del siglo pasado, estuvo intimamente ligada al desarrollo de las computadoras
electrénicas y es a partir de aqui donde el concurso de las matematicas es
esencial.

Hagamos una breve exposicién del desarrollo de cada una de estas tradiciones
hasta comienzos del siglo XX, para asi ver cual era el escenario previo a los
comienzos de la prediccion numérica del tiempo.

1.1 Una tradicién empirica. Climatologia

Aunque la moderna tradiciéon en meteorologia
empirica se puede remontar hasta William
Merle, rector de Driby, que anoté el tiempo
diario en Oxford desde 1337 hasta 1344, las
observaciones meteoroldgicas no se realizaron
de forma sistematica hasta el siglo XVII
con la invencién del termémetro y del
barémetro. En ese siglo tuvo lugar un cambio
profundo en las descripciones del tiempo,
que pasaron de tener un caracter meramente
cualitativo a tener un caracter cuantitativo.
Esto fue debido a que en el siglo XVII
la temperatura, la humedad, la presién
atmosférica, la cantidad de precipitaciones y
la direccion y fuerza del viento se pudieron
medir. Hay que recordar que se atribuye a
E. Torricelli Galileo Galilei (1564-1642) la construccién del
primer termoémetro en los ultimos anos del
siglo XVI, que Evangelista Torricelli (1608-
1647) construyd el primer barémetro en 1643, que en esa centuria se inventaron
aparatos para medir las precipitaciones, la direccién y la fuerza del viento, y
que aunque los higrémetros ya estaban inventados raramente se habian utilizado
antes del siglo XVII. Naturalmente, todos estos nuevos aparatos produjeron un
considerable aumento de los datos meteoroldgicos, lo que a su vez propicié el
planteamiento de nuevas cuestiones tedricas.

Una vez que se fue capaz de obtener valores numéricos de las distintas
variables atmosféricas, para su utilizacién universal hubo que establecer
escalas, equivalencias, protocolos, ...Se inicié asi un largo proceso de
estandarizacién que culminé con el establecimiento de acuerdos internacionales
sobre los instrumentos a utilizar, sobre su calibracién, los procedimientos
de lectura y sobre la forma de registrar y transmitir los datos. Todo esto
constituyd un aspecto importante de la segunda transformacién de la ciencia,
una transformacién organizativa, que tuvo lugar en la segunda mitad del siglo
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XIX con la creacién de las distintas sociedades meteorolégicas estatales europeas
y la colaboracién internacional entre meteordlogos.

A comienzos del siglo XIX mucha gente se interesé en la recopilacion
sistematica de todo tipo de informacién sobre un pais y sus habitantes. Este
interés estd en el origen de la etimologia del término estadistica, que inicialmente
designaba los estudios que trataban con los datos numéricos de un estado. Un
tipo de informacién buscada fue los datos meteorolégicos. Asi, en el transcurso
del siglo XIX se recogieron muchisimos datos meteorolégicos por gente con
distintos intereses, como por ejemplo la propagacién de enfermedades, la mejora
de la agricultura, el comercio maritimo, etc. Hay que indicar que a partir de
la creacion a finales del siglo XIX de los servicios meteoroldgicos estatales en
casi todos los paises desarrollados, estas instituciones fueron las encargadas de
recopilar todos los datos sobre el tiempo atmosférico.

La gran cantidad de datos meteorolégicos recopilados dio un continuo
impulso a la climatologia que, en la segunda mitad del siglo XIX, en gran parte
devino una ciencia estadistica. Como ciencia se establecieron numerosas leyes
climaticas, muchas de ellas extraidas directamente del estudio de los datos. De
hecho, se puede entender por clima la totalidad de los fenémenos meteorolégicos
que caracterizan el estado medio de la atmdsfera y la probabilidad de la
ocurrencia de sus valores extremos, en un lugar y estacién anual determinada.

Como resultado de este crecimiento acelerado de los datos, algunos
meteordlogos se preguntaron si éstos estaban siendo bien aprovechados e,
incluso, si tal abundancia de datos no era un estorbo para la reflexion y el
estudio tedrico. Estas cuestiones impulsaron a los meteorélogos a idear métodos
para descubrir o imponer orden. Para ello una primera opcién fue tabular las
observaciones del tiempo junto con la de otros fendmenos susceptibles de estar
relacionados con €él, y buscar patrones. En concreto se esperaba hallar relaciones
con la astronomia, entre el movimiento celeste y el tiempo meteorolégico, pero
no se obtuvo ninguna significativa. También se vio que era muy dificil encontrar
algin tipo de periodicidad o regularidad en las variaciones meteorolégicas.

Otra forma de tratar los datos consistié en
traducirlos a dibujos en los mapas. Asi,
en 1817 Alexander von Humboldt (1769-
1859) introdujo una forma de representar
la distribucién de calor sobre la superficie
terrestre: sobre un mapa de parte del
hemisferio norte dibujé las lineas que unian
puntos con la misma temperatura media.
A estas lineas las denomind isotermas.
Posteriormente se dibujaron mapas con
lineas isotermas mensuales, con isobaras, con
isolineas de la precipitaciéon anual, etc.

De todas estas representaciones en mapas
se extrajeron muchos descubrimientos meteoroldgicos. Por ejemplo, de
importancia capital fue el descubrimiento de que en las zonas templadas
del hemisferio norte, las zonas de baja presién, que a menudo son regiones
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de precipitaciones, se van desplazando regularmente del oeste hacia el este.
De hecho, esta predictibilidad del movimiento de las borrascas, junto con la
capacidad de comunicacion rapida proporcionada por el telégrafo para construir
mapas del tiempo diario, fueron los factores méds importantes para la creacién
de los servicios meteoroldgicos nacionales en los anos 1860 y 1870.

1.2 TUna tradicién tedrica. Fisica de la atmodsfera

La obra de Aristételes (384-322 a.C.) Meteorologica, escrita alrededor de 340
a.C., establecié una tradicién tedrica en la meteorologia y aseguré que ésta
fuera estudiada como una parte de la filosofia natural. Este tratado fue la base
de todos los estudios tedricos de meteorologia hasta comienzos del siglo XVII.
En ese siglo la meteorologia tedrica experimenté grandes cambios: la publicacion
en 1637 de la obra de René Descartes (1596-1650) Discours de la méthode, que
contiene un apéndice titulado Les météores, estimuld la aparicién de nuevas
ideas sobre distintos fenémenos atmosféricos; las nuevas observaciones, muchas
de ellas obtenidas gracias a la invencién del barémetro y del termémetro,
demandaron nuevas explicaciones; y el desarrollo de la ciencia de la mecanica
propicié la aparicién de nuevas teorias sobre algunos fenémenos atmosféricos,
como la de los vientos alisios de Edmond Halley (1656-1742) de 1686.

Hasta mediados del siglo XIX, a pesar de los datos proporcionados por
el termdémetro y el barémetro, y a pesar de la relevancia de las matematicas
en la mecdnica a partir de la obra de Isaac Newton (1642-1727), la mayor
parte de las teorias meteoroldgicas seguian siendo totalmente cualitativas. Sélo
unas pocas cuestiones eran tratadas matematicamente, por ejemplo la relacion
entre la altitud y la presiéon atmosférica. A finales de los afios 1850, siguiendo
el camino iniciado entre otros por William Ferrel (1817-1891), que dio una
explicacién tedrica a que la direccién del viento generalmente es paralela a
las isobaras locales, lo que se denominé como meteorologia dindmica tuvo
muchos cultivadores, entre los que destacaremos a Hermann von Helmholtz
(1821-1894). Asi, en la segunda mitad del siglo XIX se explicaron muchos
fenémenos atmosféricos, lo cual a su vez produjo un gran desarrollo de esos
estudios tedricos.

Los meteordlogos tedricos defendian que la meteorologia deberia ser fisica
aplicada y que los datos observables deberfan explicarse de forma deductiva.
Ellos mismos se consideraban como pioneros de una nueva meteorologia, en
contraposicién con los empiricos que afirmaban que la meteorologia era una
ciencia independiente cuyas leyes se tenfan que inducir directamente de los
datos.

Béasicamente, los dinamicistas procedian de dos formas. Una practica comtin
consistia en tomar una teoria fisica y hacerla aplicable a las condiciones de la
atmésfera terrestre. Asi, se utilizaron las teorias sobre el comportamiento del
aire saturado con vapor de agua para dar una teoria sobre la formacién de nubes.
Otra forma de proceder consistia en considerar un fenémeno meteoroldgico
observado y ver como podia ser explicado de acuerdo a las leyes de la fisica.
Como ejemplo diremos que Julius Hann (1839-1921) explic6 en 1866 el viento
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Fohn de los Alpes utilizando la termodindmica.

Hay que resaltar que las distintas actividades tedéricas y empiricas no dieron
como resultado dos comunidades de investigadores completamente separadas,
pues los fisicos aplicados no se oponian a descubrimientos de regularidades
por métodos inductivos, ni los empiricos objetaban la aplicacién de las leyes
de la fisica a la atmosfera. Para muchos de ellos la diferencia sélo era una
cuestion de conveniencia: jqué es mas fructifero, trabajar a partir de la fisica o
desde los datos? También hay que decir que en ningin momento hubo un total
divorcio entre los resultados teéricos y los datos experimentales. Naturalmente,
para mostrar que la teoria y las observaciones estaban relacionadas, que
cuantitativamente eran iguales, habia que hacer célculos. Estos célculos,
entendidos en su sentido méas amplio, adquirieron gran importancia ya que
proporcionaron soporte a algunas teorias y, lo que fue mas importante, sirvieron
para refutar otras.

1.3 Una tradicion practica. Prediccién del tiempo

. Qué tiempo va a hacer? Esta es una pregunta que siempre se ha hecho el
hombre y que nunca pierde interés. Durante siglos los prondsticos se apoyaban
en signos naturales, por ejemplo un pequeno halo alrededor del sol como presagio
de lluvias, que en muchos casos se expresaban en forma de refranes. Citaremos
como muestra
Cielo empedrado, suelo mojado.
Cielo de lanas, st no llueve hoy, lloverd manana.
Arco iris al mediodia, llueve todo el dia.

En todos los paises perviven muchos refranes de este tipo y, aunque a veces
sean contradictorios o tengan una interpretacion ambigua, hay que reconocerles
una cierta validez local para las previsiones a muy corto plazo. Hay que indicar
que todavia hoy estos refranes constituyen verdaderas guias para los labradores
y la poblacién rural.

Se puede considerar a los astrélogos como los primeros hombres del tiempo
profesionales. En la cultura occidental la astro-meteorologia se remonta al menos
hasta el Tetrabiblos de Claudio Ptolomeo (90-168), escrito hacia el ano 160 de la
era cristiana, que fue la principal autoridad para esta practica durante toda la
Edad Media. La invencién de la imprenta en el siglo XV dio una gran difusién
a la prediccién astrologica del tiempo, debido principalmente a la inclusion de
esas predicciones en almanaques. Asi, hasta finales del siglo XVIII se publicaron
muchos libros de astro-meteorologia, siendo uno de los més populares Della vera
influenza degli astri sulle stagioni e mutazioni di tempo de Giuseppe Toaldo
(1719-1797), publicado en 1770. Esta préctica casi desapareci6 en el siglo XIX,
a pesar de que en esa época las predicciones del tiempo eran méas populares que
nunca. De hecho era muy raro el diario escrito que no presentara en un lugar
importante las previsiones del tiempo y escaseaban los lectores que no prestaran
atencion a esas predicciones. Esta gran popularidad fue generada por una nueva
técnica de prediccion del tiempo, que se denominé método sinéptico.

La hipdtesis de partida de ese nuevo método consistia en admitir que
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el conocimiento del tiempo actual en una amplia zona geografica puede
proporcionar una estimacién del tiempo venidero en lugares de esa regién. Para
ponerlo en practica habia que elaborar mapas del tiempo diarios, y esto fue
factible gracias a la invencién del telégrafo. De hecho la capacidad proporcionada
por el telégrafo para las comunicaciones a larga distancia hizo posible que en
1863, la Sociedad Meteorolégica de Francia comenzara a confeccionar mapas del
tiempo diarios, iniciativa que rapidamente fue imitada por los demds servicios
meteorolégicos nacionales. Hay que resaltar que el método sinéptico enseguida
desplazo a los métodos locales y que hasta hace poco era la base de casi todos
los pronésticos del tiempo.

Los mapas del tiempo pusieron en evidencia el papel de la presion
atmosférica: parecia claro que las variaciones del tiempo dependian de las del
barémetro. Asi, se observé que en general el tiempo es especialmente frio en las
regiones de alta presion y muy lluvioso en las de baja presién. En 1860, C.H.D.
Buys-Ballot (1817-1890) descubri6 la ley que permite determinar la velocidad
y direccion del viento a partir del conocimiento de la distribucién de la presién.
Los dibujos en mapas de las trayectorias de las borrascas mostraron su caracter
migratorio. En fin, los mapas del tiempo confirmaron que en la zona templada
norte las condiciones atmosféricas en general se mueven del oeste hacia el este.

A finales del siglo XIX la prediccién del tiempo se hacia como sigue. Cada dia
los pronosticadores construian mapas sindpticos con los valores de las distintas
variables atmosféricas (presién, temperatura, precipitaciones, humedad, capa
de nubes, etc.) recogidos a una misma hora en cien o mds localidades y que les
eran enviados por telégrafo. El mas importante era un mapa en el que se habian
dibujado las lineas isobaras y que mostraba la distribucién de las presiones
barométricas recogidas. Hay que resaltar que los pronosticadores prestaban una
especial atencién a los patrones de isobaras, pues determinados ordenamientos
de las mismas se asociaban a tipos de tiempo particulares.

Una vez realizado el “retrato” del tiempo actual, la principal tarea de los
pronosticadores consistia en hacer un mapa prondstico que, la mayor parte de
las veces, no era mas que una estimacién personal de lo que podia ser el mapa
del tiempo del dia siguiente. Para ello los hombres del tiempo seguian unas
reglas obtenidas de su propia experiencia y de la de sus predecesores, las cuales
les permitian estimar y pronosticar como se iba a desarrollar y mover cada
estructura atmosférica. Luego, de ese mapa inferian las condiciones previstas
del tiempo en los lugares considerados. Todo ese trabajo desembocaba en una
prediccién que era una simple descripcion verbal del tiempo venidero, la mayor
parte de las veces no mas precisa que “lluvioso y ventoso” o “despejado y
frio”. Hay que decir que las reglas de prediccién son al sinéptico lo que las
leyes fisicas son al dindmico. Asi, si se pudieran formular de manera que en
cualquier situacién imaginable dieran una tnica prediccion, definirian un modelo
matematico alternativo al obtenido a partir de las leyes generales de la fisica.

En todo ese proceso predictivo los considerables avances conseguidos por
los meteordlogos tedricos no tenian practicamente ninguna participacion. El
método sindptico, con su exclusiva dependencia de informaciones expresadas en
mapas, no requeria de una comprension tedrica de la atmdsfera. También hay
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que decir que raramente se utilizaba de forma explicita la gran acumulacién
de datos de observaciones anteriores, que era la base de la climatologia, pues
aunque el método dependia de los datos, de hecho sbélo se utilizaban los
estrictamente necesarios para la confeccién de los 1dltimos mapas del tiempo.
Por todo ello se puede afirmar que en una vision panordamica las actividades
de los pronosticadores, la de los tedricos y la de los climatélogos aparecerian
bastante distanciadas entre si.

Con la tradicién predictiva del tiempo siempre ha convivido una tradicién
escéptica restrictiva. Asi, a comienzos del siglo XIX el astrénomo francés
Frangois Arago (1786-1853) declaré que nadie que tuviera un prestigio cientifico
que perder se deberia arriesgar a profetizar el tiempo, y cuando a finales del
siglo los estados comenzaron a subvencionar las predicciones los escépticos se
hicieron més beligerantes. De hecho, la utilizacién de mapas para la prediccion
del tiempo se consideraba en muchos circulos cientificos como algo sospechoso
que, con animo de desprestigiarla, lo tildaban de “empirico”.

Tanto los defensores como los detractores de las predicciones intentaron
ganar la batalla midiendo lo acertado de los prondsticos. La vaguedad de las
previsiones, que salvo algunas excepciones hasta la primera guerra mundial era
no cuantitativa, favorecia a los defensores. Como ejemplo de los detractores
citaremos a Arnulph Mallock, que escribié un articulo en Nature en 1914 en
el que comparaba la prediccién diaria para Londres de todo el afno 1913 con
el tiempo real. Como conclusiéon afirmaba que alguien que siguiera una regla
del tipo “el tiempo de manana serd como el de hoy” tendria el mismo nivel de
aciertos que el del Servicio Meteoroldgico.

En cualquier caso al final vencieron los defensores de la prediccién del tiempo,
que siempre contaron con el abrumador apoyo del publico general deseoso de
ver en los periddicos alguna informacion sobre el tiempo mas probable. Hay
que indicar que a partir de la aparicién de los métodos de prevision numérica
a mediados del siglo XX, los escépticos fueron cada vez menos numerosos y
menos ruidosos, lo cual permite afirmar que las predicciones del tiempo habian
comenzado con 100 anos de anticipacién, en 1860 en vez de en 1960.

Conviene remarcar que las predicciones del tiempo atmosférico gozaron de
poco prestigio entre los cientificos. En parte eso era debido al modesto éxito
de las previsiones, pero mucho més relevante era su percepciéon de que las
predicciones no eran sistematicas, de que su elaboracién no estaba basada en
conocimientos cientificos, de que era mas un arte que una ciencia. Hay que decir
que esa percepcion estaba bastante cercana de la realidad.

Para terminar diremos que en cada una de las tradiciones de la meteorologia
habia que hacer cdlculos. Ahora bien, aunque indudablemente los célculos tenian
su importancia, hay que reconocer que sélo jugaban un papel secundario. Sin
embargo, se puede afirmar que fue el uso intensivo del célculo el que condujo a
mediados del siglo XX la unificacién de las tres tradiciones.
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1.4 La unificacién de la meteorologia

A finales del siglo XIX y comienzos del XX la meteorologia habia adquirido
identidad propia. Su estatus como ciencia empirica se debia principalmente a
los climato6logos, su estatus como ciencia tedrica se habia alcanzado aplicando la
fisica a los fendmenos atmosféricos, y los gobiernos proporcionaban una amplia
base institucional a la capacidad de los meteorélogos para predecir el tiempo.

En 1903, el noruego Vilhelm Bjerknes (1862-1951) propuso tratar la
evolucién de la atmoésfera segin las leyes de la termodindmica y de la mecénica
de fluidos, y defendi6 que la prediccion del tiempo fundamentalmente es un
problema determinista de valores iniciales en el sentido matematico del término:
“Si, como piensa todo hombre que razona cientificamente, los fendmenos
atmosféricos se desarrollan a partir de los que le preceden siguiendo unas leyes
fisicas precisas, se puede afirmar que las condiciones necesarias y suficientes
para una solucion racional de la prediccion en meteorologia son:

e se debe conocer con una precision suficiente el estado de la atmdsfera en
un instante dado;

e se deben conocer con una precision suficiente las leyes segin las cuales se
desarrolla un estado de la atmdsfera a partir del estado precedente.”

El programa de Bjerknes atrajo la
atencion y el aplauso de los meteorélogos
pero, como él mismo lo reconocia, la dificultad
de este problema viene de la necesidad de
tener que resolver un sistema de ecuaciones
en derivadas parciales no lineales para las que
no se dispone de soluciones analiticas.

La primera persona que llevé a cabo
el programa de Bjerknes fue el matemaético
inglés Lewis Fry Richardson (1881-1953). En
los anos 1910, Richardson ideé un método
aritmético (diferencias finitas) para resolver
de forma aproximada ecuaciones en derivadas
parciales, y se fij6 en las ecuaciones de la
previsién del tiempo propuestas por Bjerknes
para aplicar su método numérico en un
problema practico importante. Para llevarlo a
cabo Richardson se volcé en la meteorologia,

V. Bjerknes y aprovechd sus viajes por toda Francia como
conductor de ambulancias durante la primera
guerra mundial para recopilar un amplio

conjunto de datos meteorolégicos de un dia concreto (20/05/1910). A partir de
los datos de ese dia necesito seis semanas para realizar los miles de sumas, restas
y multiplicaciones que hacian falta para hacer una prediccién a seis horas vista
en una pequena regién, obteniendo un resultado completamente insatisfactorio.
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Sin desanimarse, Richardson buscé las
razones de su fracaso. Sus trabajos se
publicaron en 1922 en un libro que se hizo
muy célebre, titulado Weather Prediction by
Numerical Process, y que contiene una visién
con caracter premonitorio. Remarcando que
“harian falta 64.000 personas trabajando por
turnos para prever el estado de la atmodsfera
con mayor rapidez que la de su evolucién
real”, Richardson imaginé una fébrica de ‘
predicciones meteorolégicas formada por '
miles de calculadores humanos trabajando de { ‘ .
forma sincronizada bajo la direccién de un
responsable encargado de la buena marcha de L.F. Richardson
las operaciones. Lo que no pudo prever fue el
aparato que 25 anos més tarde iba hacer el trabajo tan rapidamente como las
64.000 personas.

Al margen de la meteorologia, de capital importancia fue el hecho de que en
1928 los matemadticos alemanes Richard Courant (1888-1972), Kurt Friedrichs
(1901-1982) y Hans Lewy (1904-1988) estudiaran de forma sistemdtica la
manera de resolver las ecuaciones en derivadas parciales por “diferencias
finitas”, y precisaran las condiciones que se deben respetar en la discretizacion
(condiciones de estabilidad).

En el periodo de entre guerras sobresale la figura del meteorélogo dinamicista
sueco Carl-Gustaff Rossby (1898-1957), que fue la persona que més influyé en
los pronosticadores para que cambiaran su percepcién de que la meteorologia
dindmica tenfa muy poco interés para su trabajo. Una de sus contribuciones més
importantes fue el convencimiento de que la clave para entender la atmédsfera
habia que buscarla en el viento, en concreto en la componente vertical de la
vorticidad, y no en la presién. En 1939 Rossby dedujo una ecuacién cuya solucion
da la velocidad de propagacién de ciertas ondas de longitud larga (denominadas
hoy en dia ondas de Rossby) presentes en las corrientes del oeste que circundan
la tierra en altura en las latitudes medias. En 1940 Rossby propuso efectuar
varias aproximaciones en las ecuaciones utilizadas por Richardson y obtuvo la
ecuacién de balance de la componente vertical de la vorticidad, que permite
traducir el comportamiento de una atmdsfera promedio.

La primera computadora electrénica, denominada ENIAC (Electronic
Numerical Integrator Analyser and Computer), se construyé en la universidad
de Pennsylvanie en 1946 gracias al determinante impulso del matematico
americano de origen hiingaro John von Neumann (1903-1957). Un objetivo
importante para von Neumann consistia en demostrar, con un problema
cientifico particular, el potencial revolucionario de la computadora. Aunque
no era meteorélogo, von Neumann reconocié el problema de la prediccién
meteorolégica como ideal para sus necesidades.
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En 1950, el americano Jule Charney
(1917-1981), el noruego Ragnar Fjortoft
y von Neumann realizaron la primera
prediccién numérica del tiempo. Para esta
experiencia consideraron que lo mejor era
utilizar un modelo simplificado que tuviera
validez meteoroldgica, y eligieron el modelo
barotrépico propuesto por Rossby. Los
calculos numéricos los realizaron en el ENIAC
instalado en Aberdeen (Maryland, USA). Hay
que resaltar que necesitaron 33 dias con
sus noches para programar y ejecutar tres
predicciones para un plazo de 24 horas. Los
resultados obtenidos para la previsiéon del
movimiento medio de la troposfera fueron
muy alentadores y esta experiencia histérica

J. Charney marca el punto de partida de la prediccién
numérica moderna.

En 1951 el meteordlogo Norman Phillips (1924- ), que pertenecia al
mismo equipo que los tres anteriores, intenté incluir la estructura vertical
de la atmésfera e introdujo un modelo baroclinico formado por dos niveles
barotrdpicos, incompresibles, homogéneos de diferente densidad.

En los anos 1950 y 1960 el ordenador se convirtié en una herramienta
estandar en meteorologia y se fueron abandonando la mayoria de los restantes
medios de calculo. A comienzos de los anos 1960 se hizo evidente que las
ecuaciones que habian hecho posible la prediccién numérica con los primeros
ordenadores no iban a dar predicciones de la calidad que algunos esperaban.
Con la llegada de ordenadores més potentes y siguiendo el camino iniciado por
Arnt Eliassen (1915-2000) en 1956, a mediados de los anos 1960 se volvié a las
denominadas ecuaciones primitivas de Richardson. Desde entonces los modelos
de prediccion numérica se han ido haciendo cada vez mas complejos y para
su resolucién es necesario un considerable aparato matematico que ha sido
desarrollado por matematicos.

A comienzos de los anos 1960 se suscité la cuestién de si los modelos
atmosféricos utilizados realmente servirian para la prediccién del tiempo o
sblo para la comprensién de la dinamica de la atmoésfera. Asi, a principios
de 1961 Edward Lorenz (1917- ) se dedicé a simular mediante ordenador el
comportamiento de la atmdsfera sobre largos periodos de tiempo, y en 1963
publicé su famoso articulo Deterministic non periodic flows en el cual introdujo
el primer sistema dindamico cadtico, que se denominé sistema de Lorenz.

2 La predicciéon numérica del tiempo

La predicciéon numérica del tiempo se lleva a cabo a partir de un modelo
matematico formulado por ecuaciones en derivadas parciales, las cuales traducen
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las leyes generales de la fisica que rigen la atmosfera terrestre.

La atmoésfera es un fluido, por lo que
las ecuaciones utilizadas seran las ecuaciones
generales de la mecédnica de fluidos, eso si,
para el caso de una capa aislada de aire (seco o
conteniendo vapor de agua) cuyo movimiento
se observa desde un sistema no inercial, como
lo son todos los que giran con la Tierra. Un
analisis del orden de magnitud de los distintos
términos de esas primeras ecuaciones permite
simplificarlas segiin sean las escalas de espacio
y tiempo de los fenémenos meteoroldgicos que
se consideren.

En lo que respecta a la prediccion
meteoroldgica clasica, las escalas espaciales
horizontales van de 10.000 km a 10
km (escalas planetaria, sindptica y de
mesoescala) y las temporales de varios dias
a algunas horas. Las ecuaciones matematicas obtenidas son no lineales y,
en general, sus soluciones no se pueden obtener de forma analitica. Para
resolverlas hay que apelar al calculo numérico, que proporciona una solucién
aproximada. Como veremos mas adelante, la “numerizaciéon” basicamente
consiste en reemplazar las ecuaciones en variables continuas por ecuaciones en
las que las variables son discretas, cuyas soluciones se obtienen mediante un
algoritmo apropiado.

Existe una gran variedad de modelos, cada uno con sus ventajas e
inconvenientes. Como norma general, cuanto mas preciso sea el método mas
calculos habrad que hacer y, por tanto, méas tiempo se tardard en ejecutarlo.
Evidentemente, para una precisién dada se elegirdn métodos rapidos, ya que
para que una predicciéon tenga sentido se debe poder hacerla en un plazo de
tiempo relativamente corto. Hay que resaltar que la mayor parte de las veces
una prediccién meteoroldgica es una verdadera carrera contra el reloj, pues
de nada sirve calcular con gran precision el tiempo que hard manana si para
ese calculo se necesitan més de veinticuatro horas. Asi pues, siempre habra que
hacer un compromiso entre la precision del calculo y la duracién de su ejecucion.

Los resultados de una predicciéon numérica dependen de las simplificaciones
que se hayan hecho para obtener el sistema de ecuaciones matematicas del
modelo y, también, de los efectos de la numerizacién adoptada. Por eso es muy
importante estudiar analiticamente los distintos esquemas numéricos y conocer
con precision los errores que inevitablemente se cometen al utilizar uno u otro.

Quien dice calculo numérico dice ordenador, ya que ésta es la herramienta
necesaria para realizar los calculos. Esto introduce una nueva degradaciéon pues
los calculos no se hacen de forma exacta sino de forma aproximada, y al trabajar
con un numero limitado de decimales (8 a 16) se comete un error de redondeo.
Sin embargo, la mayor parte de las veces ese error de redondeo introducido
por el ordenador es mucho menor que el que se comete al resolver el problema

E. Lorenz
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matematico con los métodos numéricos.

Una vez formuladas las ecuaciones matematicas del modelo, para resolverlas
hay que partir del estado inicial de la atmésfera en el instante ¢ = 0. Esto
significa que en ese instante se debe conocer el valor de todas las variables que
caracterizan el estado de la atmosfera. Esto es posible gracias a la creacion y
al funcionamiento del servicio mundial de observacién meteorolégica que, con
métodos convencionales tanto en superficie como en altitud y con la ayuda de
satélites artificiales, obtiene una descripcion aceptable de la atmdsfera en un
instante inicial dado. Ahora bien, los datos iniciales no se deben introducir
brutalmente en el modelo (este fue el fallo de Richardson), ya que en un
instante fijado las variables atmosféricas estdn ligadas entre si pues, al menos
tedricamente, también son un resultado de las ecuaciones de evolucién. Por
tanto, para evitar que se engendren fuertes oscilaciones debidas a la propagacion
de ondas gravitatorias de amplitud irrealista, se tienen que retocar los valores
iniciales recogidos de las variables, de manera que la presién y viento verifiquen
un determinado equilibrio denominado equilibrio masa-viento. Para ello se
utiliza una técnica denominada inicializacion no lineal por modos normales.

El diseno de esquemas numeéricos mas precisos y mas rapidos y el aumento de
la potencia de los ordenadores han hecho que los errores debidos a las técnicas
numeéricas y al calculo electrénico tiendan a disminuir. Ahora bien, queda una
fuente de error fundamental que resulta de que las medidas efectuadas a partir
de la red de observacion no permiten determinar el valor exacto de las variables
que definen el estado inicial del modelo. Asi, al definirlo siempre va a aparecer
un cierto grado de inexactitud.

Debido a la no linealidad de las ecuaciones de evolucién, la inevitable
introduccién de una ligera desviacion en el estado inicial se amplifica a medida
que evoluciona el modelo, para al cabo de un tiempo dar una solucién que se
aparta totalmente de la solucion de referencia. Esto plantea la siguiente cuestion:
ien qué momento deja de tener valor la solucién obtenida?, o lo que es lo
mismo, ;cudl es el limite de la predictibilidad de la atmdsfera? Se ha intentado
determinar este limite de dos formas: mediante estudios de la turbulencia y
realizando experimentos numéricos paralelos. Hoy en dia la opinién undnime es
que el limite de predictibilidad de la atmdsfera para los problemas de valores
iniciales estd entre 10 y 15 dias.

Para que el problema matemaético esté bien propuesto, ademés de las
ecuaciones de evolucion y de las condiciones iniciales se necesitan las condiciones
de contorno; es decir, es necesario conocer los valores de las variables
atmosféricas sobre la frontera del dominio atmosférico D considerado. En el
caso en que D sea toda la atmosfera terrestre s6lo hay que tener en cuenta sus
limites inferior y superior. En el caso en el que esté limitado por una frontera
lateral, ademéas habra que hacer suposiciones méas o menos justificadas sobre la
evolucién de las variables sobre esa frontera. Por ejemplo, en dominios grandes se
podréd imponer las mismas condiciones en sus bordes laterales, lo cual equivale
a una periodicidad espacial. Naturalmente, la calidad de la prediccién en el
interior del dominio dependerd de lo acertado de la estimacion de la evolucién de
las variables sobre su frontera lateral. También, cuanto mayor sea el dominio mas
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tardara la prediccién para su interior en ser afectada por los errores cometidos
en la frontera.

Los progresos en la prediccién numérica del tiempo se han visto muy
favorecidos por el desarrollo de ordenadores electronicos cada vez més potentes.
Asi, la potencia de los ordenadores utilizados en meteorologia ha ido subiendo
desde 3 mil operaciones/segundo (IBM 701 instalado en 1955) a 2,5 millones
de operaciones/segundo (CDC 6600 del ano 1966), a 7 mil millones de
operaciones/segundo (Cray C98 del afio 1991), hasta los 100 mil millones de
operaciones/segundo (Fujitsu VPP 5000 instalado en Météo-France a finales de
1999). Esta creciente potencia de célculo esencialmente se ha utilizado para
aumentar la resolucién horizontal y vertical de los modelos. Tampoco hay
que olvidar que esos progresos también deben mucho a los esfuerzos de los
matematicos, que proponen esquemas cada vez mas precisos y mas rapidos,
y a los de los fisicos, que van mejorando los métodos para describir toda la
complejidad de los procesos fisicos atmosféricos.

El proceso de prediccién del tiempo no acaba con el resultado numérico.
iLos ordenadores no solucionan todo! En particular, para los plazos més breves
(de algunas horas a uno o dos dias) es indispensable la destreza del hombre
del tiempo encargado de la prediccién quien, como gran conocedor del clima
regional y de los limites de los modelos, ajusta e incluso modifica los resultados
de la simulacion y los traduce a términos de tiempo observable: intensidad de
las precipitaciones, temperaturas maxima y minima del dia, posible aparicién
de nieblas, de tormentas, de rafagas de viento, etc.

Desde un punto de vista préactico la prediccién mediante modelos
matematicos abarca un plazo que va desde las 8 6 10 horas hasta, en el mejor
de los casos, los nueve o diez dias siguientes, y ello con serias limitaciones
dependientes de la situaciéon atmosférica concreta y de la época del ano. No
son muy raras las situaciones para las que es muy dificil ir mas alld de las
60 6 72 horas. Para periodos de tiempo inferiores a seis u ocho horas, hoy en
dia los modelos matematicos no son los adecuados y es preciso utilizar otras
técnicas denominadas de prediccién inmediata o de prediccion a muy corto
plazo. Estas se desarrollan a partir de extrapolaciones mas o menos complejas
de los datos meteorolégicos obtenidos mediante estaciones automaticas de
superficie y teledeteccién (radares, satélites, redes de deteccién de rayos, ...)
con gran resolucién espacial y temporal. Ello requiere una vigilancia continua de
la evolucién atmosférica y una réapida toma de decisiones sobre posibles envios
de avisos rectificando las predicciones.

A modo de conclusién veamos cémo ha mejorado la prediccién meteoroldgica
en los ultimos afios. Asi, la calidad de las previsiones que se hacian en 1954
con el modelo barotrépico para un plazo de 24 horas es equivalente a las que se
realizaban en 1995 en el Centro Europeo de Predicciones Meteoroldgicas a Medio
Plazo para un plazo de seis dias. Sin ir tan lejos en el pasado, las estadisticas
de los tltimos quince anos sobre Europa publicadas por Météo-France muestran
que la calidad de la prediccién en 1995 para un plazo de 72 horas es equivalente
a la que se tenia en 1980 para un plazo de 24 horas.
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3 La parte dinamica de las ecuaciones de los modelos

Comenzaremos esta seccidon escribiendo las ecuaciones que traducen los
principios generales de la fisica para el caso particular de la atmosfera
terrestre. Esto nos dara un sistema de siete ecuaciones con siete incégnitas que,
como hemos dicho antes, puede dar origen a modelos méas sencillos, algunos
de los cuales se describirdn a continuacion. M&as adelante se describira un
método numérico de resolucién de ese sistema de ecuaciones y luego se
tratard brevemente la parte fisica del modelo.

3.1 Las ecuaciones del movimiento en coordenadas
inerciales

En un sistema de referencia inercial la aplicacién de la segunda ley de Newton
(fuerza igual a masa por aceleracién) a una “pequenia” parcela de fluido se
escribe ([6]):

3
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donde @ = (v1, vy, v3) es la velocidad, p la densidad y p la presién. El primer

miembro de esta ecuacion es la derivada material de la velocidad y el segundo

representa la suma de las fuerzas que actian sobre la parcela de fluido. Asi, el

término —— representa la fuerza producida por las diferencias de presion,

pOx;
—gd;3 proviene de la fuerza gravitatoria y f; = (fr1, fr2, frs) representa
las fuerzas de rozamiento del resto del fluido sobre la superficie de la parcela
seleccionada.
La ley de conservacién de la masa afirma que la masa de una parcela
de fluido, cuando se sigue en su movimiento, se conserva. La traduccién a
lenguaje matematico de esta ley de conservacién es la denominada ecuaciéon de

continuidad ([6]):
3
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De las leyes termodindmicas descubiertas por Robert Boyle (1627-1691),
Jacques Charles (1746-1823) y Joseph Louis Gay-Lussac (1778-1850), se sigue
que el aire seco considerado como gas perfecto verifica la siguiente relacién entre
la densidad (p), la presién (p) y la temperatura absoluta (T) ([6]):

p=pRT. (3)

Aqui, R es la denominada constante de los gases para el aire seco, que se
calcula mediante la ley de Dalton teniendo en cuenta los diferentes gases que
constituyen el aire y sus respectivas proporciones ([11]). Esta relacién recibe el
nombre de ecuacion de estado de los gases perfectos que, modificando R o T,
puede ser refinada para asi tener en cuenta la humedad del aire (¢f. [11]).
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Haciendo un balance de la energfa (primer principio de la termodindmica) en
una parcela de fluido atmosférico, y teniendo en cuenta la ley de estado anterior,
se obtiene la ecuacién en derivadas parciales ([12]):

oT oT RT { op
KA _ op

3
dp
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Cp
donde T es la temperatura absoluta, C), el calor especifico a presién constante
del aire seco y @ el aporte de calor por unidad de masa.

Por dltimo, la séptima ecuacién es la correspondiente a la concentracién de
vapor de agua ([5]):

dq 2 dq
. L = /

donde ¢ es la humedad especifica y Q' el aporte de vapor de agua por unidad
de masa.

Los términos j:;, Q v Q' representan las fuentes y los sumideros de cantidad
de movimiento, de calor y de vapor de agua, respectivamente. Si no se tienen
en cuenta estos términos se obtiene un sistema de ecuaciones que describe
una atmosfera adiabética y sin rozamiento (hipétesis del sistema aislado), que
constituye la parte dindmica del modelo. Por contra, la parte fisica del modelo
consiste en la determinacién precisa de esos términos.

Observemos que si nos restringimos a la parte dinamica del modelo, o lo que
es equivalente, si suponemos que ﬁ, Q@ y Q' son conocidos, el sistema (1)-(5) es
completo en el sentido de que hay siete ecuaciones para siete funciones incégnita
(la densidad, las tres componentes de la velocidad, la presién, la temperatura
y la humedad especifica). Como ya se ha dicho antes, junto con las condiciones
iniciales y las condiciones de contorno conforman un problema tratable desde
el punto de vista matematico.

3.2 Las ecuaciones meteoroldgicas del movimiento

Las ecuaciones del movimiento de los fluidos que acabamos de describir sélo son
validas para un sistema de coordenadas inercial. Ahora bien, en meteorologia
se utilizan como referencia sistemas ligados a la superficie de la Tierra. Esto
supone dos alteraciones en las ecuaciones, las debidas a la rotacién terrestre
(fuerza de Coriolis) y las debidas a la forma esférica de la Tierra. Se tiene por
tanto que modificar esas ecuaciones para escribirlas en las nuevas coordenadas,
que pueden ser coordenadas cartesianas o coordenadas esféricas. En general,
se usaran coordenadas cartesianas cuando se considere que la curvatura de la
tierra es pequeiia (aproximaciones f-plano y [-plano) y coordenadas esféricas
cuando no se pueda despreciar esa curvatura. Aqui, para favorecer la claridad
en la exposicién, nos fijaremos sélo en las coordenadas cartesianas.
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Sea (x,y,z) un sistema de coordenadas
cartesianas que estd fijado a la superficie
terrestre (ver la figura). La coordenada x es
la distancia sobre el paralelo terrestre (hacia
el este x es positiva), la coordenada y es la
distancia sobre el meridiano (hacia el norte
y es positiva) y la coordenada z es la altura
sobre la superficie terrestre.

Designaremos por u la componente del
viento en la direccién de x, por v la
componente en la direccién de y y por w la
componente en la direccién de z.

Si no se tiene en cuenta la curvatura de
la superficie terrestre, y si aprovechando que
la capa atmosférica es “delgada” aproximamos la distancia de un punto de la
atmosfera al centro de la Tierra por el radio medio de la Tierra, las ecuaciones
(1) se escriben ([6]):

@Jr @+U@+w8_uiuvtg¢ uw
ot “or oy Y9 "R, R

1
- @ + 2Quseng — 2Qw cos ¢ + frz (6)
p Ox

v v v ov  ultge uw 10p
— — — — — =————-20Q
o Vo Ve, Vet TR TR T poy wsemetfn (7)

ow ow ow ow  u?+v? 19p
— — — — - =_——— — 22 3 rz
N +u8x+v8y+w8z i 002 g+ 2Qu cos ¢ + f, (8)

donde ¢ es la latitud, R, el radio medio de la Tierra y £ su velocidad de
rotacion. Los términos f = 2Qseng y f* = 2Qcos¢ provienen de la rotacion
con la Tierra del sistema de coordenadas y, en honor del matematico francés
de la primera mitad del siglo XIX Gaspard Gustav de Coriolis (1792-1843),
se denominan respectivamente pardmetro de Coriolis y pardmetro reciproco de
Coriolis.

Estas son las ecuaciones bdsicas de la conservacién del momento de la
meteorologia dindmica. Junto con la ecuacion de la conservacién de la masa:

dp dp . Op dp o
Y +u8x +v 9y +w8,z = —pdiv(?v), (9)

la ecuacion de estado:
p=pRT, (10)
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la primera ley de la termodindamica:

oT oT oT oT RT (0 0 0 0
Cp< )_ < p p p p) L0,

(11)
y la ecuacién del vapor de agua:
9q . 90q Oq 9q _
1 el hc —= 12
o T ey TVa T @ (12)

forman el modelo béasico completo, o lo que es lo mismo, las ecuaciones
primitivas del movimiento de la atmosfera.

3.3 La hipoétesis hidrostatica

Un analisis del orden de magnitud de los distintos términos de las ecuaciones
(6)-(12) (latitud 45° N, velocidades horizontales del orden de m/seg, velocidades
verticales del orden de cm/seg, ...) permite obviar los términos de menor
influencia atendiendo a la escala de los fenémenos meteorolégicos que se quieran
tratar. Para las latitudes medias del hemisferio norte y escala sindptica se
obtiene asf el sistema simplificado ([6]):

ou ou ou ou 10p
—_— —_— _— = —— — 1
8t+u8x+vay+wé‘z p8x+fv+fm’ (13)

v ov v ov 190p

I I 14
8t+u8x+v8y+waz p Oy JutFry, (14)
dp
5, = 9P (15)

dp dp . Op o
9 Jruax +v 2y +w 9 pdiv(?v), (16)

p=pRT, (17)

oT  oT 9T T\ RT [0 P 9 0
C¥< __)_ p (P : 7 p>+Q’

— tu—+v—+w —tu—t+v—+w
ot ox oy 0z ot ox dy 0z
(18)
9q  0q Oq 99 _
| k-5 = = =0Q". 19
ot Piar e, T e, T ¢ (19)
Notemos que la ecuacién (15) es la ecuacién hidrostética, que expresa la
variacion de la presién con la altura. Hay que resaltar que la simplificacion
hidrostética permite “filtrar” las ondas acisticas, que sin embargo son solucién
de las ecuaciones generales.
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Béasicamente, éste es el sistema propuesto por V. Bjerknes a principios del
siglo XX y que intenté resolver L.F. Richardson a finales de los anos 1910. Més
adelante, en la seccién 4, haremos nuevos cambios de coordenadas y sobre el
sistema obtenido describiremos los principios basicos de la resolucién numérica
de los modelos atmosféricos.

Las ecuaciones en derivadas parciales anteriores son una variante de las
denominadas ecuaciones de Navier-Stokes y como para éstas, sélo se han
hallado soluciones analiticas (expresiones matematicas explicitas) en unos pocos
casos particulares. La dificultad esencial reside en las no linealidades, en

0 0

oz "oy ¥ Vo,
términos advectivos. Como ya se ha repetido varias veces, para resolverlas
es necesario apelar a aproximaciones numéricas que puedan tratarse con
ordenador. Respecto de las ecuaciones de Navier-Stokes es interesante resaltar
que uno de los siete problemas que el Clay Mathematics Institute of Cambridge,
Massachusetts, ha elegido como problemas del nuevo milenio es: Fxistencia y
reqularidad de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Hay que indicar que la comprension de este tltimo problema puede ser un
paso fundamental para la comprensién del gran problema de la turbulencia. Es
casi una paradoja que a comienzos del siglo XXI se hayan podido comprender
y modelar numerosos fenémenos de escala de las microparticulas (dominio de
la mecdnica cudntica) o de la escala del Universo (dominio de la mecdnica
relativista), mientras que flujos de los fluidos més corrientes, como por ejemplo
del agua o del aire, que son fenémenos que estan al alcance de nuestra vista y
pertenecen al dominio de la mecénica clasica, todavia hoy casi son un misterio.
Este gran desafio cientifico se puede resumir en una palabra: turbulencia.

concreto en la presencia de términos del tipo , denominados

3.4 Ecuaciones del viento geostréfico

Los términos principales de las ecuaciones (13) y (14) para movimientos atmosfé-
ricos de gran escala generalmente son el gradiente de presién y el término de
Coriolis. Considerando sélo esos términos, o lo que es lo mismo, admitiendo que
el movimiento es no acelerado y despreciando las fuerzas de rozamiento f;, se
obtiene el sistema ([8]):

v:l@, u:—i@. (20)
pf Ox pf Oy

Estas dos ecuaciones se denominan ecuaciones del viento geostrdfico, ya
que éste es el hipotético resultado de un perfecto balance entre la fuerza
debida a la rotacién terrestre (fuerza de Coriolis) y la fuerza del gradiente de
presién. A menudo este balance es una muy buena primera aproximacion de los
movimientos atmosféricos de gran escala en altitud (por encima de los 3 km)
y latitudes extratropicales. Sin embargo, en las capas bajas de la atmosfera no
se pueden obviar las fuerzas de rozamiento y la aproximacién geostréfica no es
valida. Esta aproximacion tampoco es valida en las regiones ecuatoriales, ya

que el pardmetro de Coriolis f del denominador se anula en el ecuador.
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Un andlisis directo de las ecuaciones (20)
muestra que en el hemisferio norte, en una
depresion, estos vientos fluyen paralelamente
a las isobaras (si por ejemplo una isobara es

paralela al eje x, @ _ 0 y la componente

del viento v en la direccién del eje y es
nula) y giran en sentido contrario al de las
manecillas de un reloj. El viento real, sin
embargo, no es estrictamente geostréfico y
tiene una pequena componente ageostréfica
dirigida hacia las bajas presiones. Esto hace
posible que se rellenen las depresiones y que
desaparezcan los anticiclones.

En regiones intertropicales o para ciertos fendémenos atmosféricos de
pequena escala en otras latitudes, como por ejemplo los tornados, los términos
dominantes en las ecuaciones (6) y (7) tienden a ser la aceleracién centripeta y
el gradiente de presién. Esto conduce a un balance que se denomina balance
ciclostrdfico (ver [7]). Hay que indicar que este sistema no tiene la fuerte
predileccién por un sentido de rotacién que tiene el sistema en el que la fuerza
de Coriolis es la predominante.

3.5 Balance de la vorticidad vertical. Ondas de Rossby

Las ondas (planetarias) de Rossby son importantes para los modelos
meteoroldgicos de escala sindptica y planetaria. Estas ondas son debidas a la
variacién del parametro de Coriolis f = 2Q2sen¢ con la latitud. En esta seccién
introduciremos la ecuacién de balance de la componente vertical de la vorticidad

y de ella deduciremos las ondas de Rossby.

Jdv  Ou
Por definicion, la componente vertical de la vorticidad es ( = — — —

or Oy
Derivando la ecuacién (14) respecto de z, la ecuacién (13) respecto de y y
restando las dos expresiones se obtiene:

o¢ o¢  oC df
ot +u8x —H}ﬁy +vdy N

¢ ou  Ov 1
—W—Z—(C+f)(%+a—y)+=](p7;) 9y 02 0x0:  om oy

donde hemos puesto J(p, l) = Ol _ @21
P drdyp Oyodrp
Si estimamos el tamano de los términos de la ecuacién anterior para los
movimientos de gran escala en latitudes medias del hemisferio norte, se observa
que los dominantes son los del primer miembro. Si retenemos solamente esos

términos se obtiene la ecuacién correspondiente a la aproximacién §-plano ([12]):
¢ oC  I¢

a—f—u%—F’l]a—y +’Uﬁ():0, (21)

Oowou Owdv . Ofry B Ofra
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donde By = {Z—‘ﬂ . La aparicion de este término se debe a que en el desarrollo
=0

en serie del parérfletro de Coriolis se retienen solamente los términos lineales

(7).

Esta es una ecuacién con dos variables espaciales que expresa el balance de
la componente vertical de la vorticidad. Aunque ya era conocida antes, Rossby
fue la primera persona que identific esa ecuacién en los anos 1930 como una
ecuacion clave para describir los movimientos atmosféricos de gran escala.

La ecuacién (21) todavia se puede simplificar mds si sélo se permiten
variaciones de u y v en la direcciéon de x, y se descompone u en una parte
constante U y una pequenia perturbaciéon «' de forma que v = U + o'
Suponiendo que U > u’ y despreciando los términos en los que aparece la
perturbacién v, se obtiene la ecuacién simplificada ([12]):

0%v 0*v
m + U@ + ﬁoU =0.

Esta ecuacién tiene la solucién con forma de onda:
2T
v(z,t) = Acos {f(az - ct)] ,

donde L es la longitud de onda y

L2
c=U— Bom (22)
es la velocidad de onda. Asi pues, en el hemisferio norte, estas ondas se propagan
hacia el oeste con respecto al flujo zonal medio U.

Rossby conocia los primeros mapas de los movimientos del aire de las capas
altas de la atmédsfera hechos a partir de los datos atmosféricos obtenidos por
sondas enviadas a gran altura. Por ello, Rossby sabia que la caracteristica
dominante del flujo de esas capas de aire en latitudes medias es una corriente
ciclica en direccién este que tiene una forma ligeramente serpenteada. Este
serpenteamiento incluye ondas de longitud de onda tan grande que sélo hay dos
o tres ondas a lo largo de todo un paralelo. Estas ondas, denominadas ondas
planetarias, estan acompanadas por patrones sobreimpuestos compuestos por
entre seis y ocho ondas alrededor del hemisferio. Estas tltimas también son
ondas de larga longitud (unos pocos miles de kilémetros) y se dice que son
ondas de escala sindptica. Ahora bien, a estas observaciones les faltaba una
explicacién tedrica que las justificara y Rossby lo consiguié utilizando la férmula
(22), que muestra que la velocidad de movimiento de las ondas atmosféricas de
gran escala sélo depende de la velocidad media U y de la longitud de onda L.
A las ondas que verifican (22) se les denominé ondas de Rossby. Valores tipicos
de esas variables son L ~ 3000 km, U ~ 10 m/seg y 8~ 1071 m~lseg™!, lo
que implica que las ondas de Rossby de escala sindéptica se desplazan a unos 8
m/seg.

Teniendo en cuenta la severidad de las suposiciones realizadas, esta
férmula es sorprendentemente exitosa a la hora de explicar gran parte del
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comportamiento de los patrones atmosféricos de gran escala. Hay que resaltar
que desde una perspectiva histérica, el éxito de la teoria de Rossby proporcioné a
los meteordlogos el coraje necesario para intentar la prediccion numérica
del tiempo. De hecho, para el primer prondstico computacional realizado en
1950, Charney, Fjortoft y von Neumann resolvieron por diferencias finitas una
ecuacién pronéstico similar a la del balance de la componente vertical de la

vorticidad:
%—I—u%—i—v%—i—vﬁzo.
ot Ox dy

En un sentido estricto, la ecuacion anterior sélo es valida para una atmdosfera
promedio en la que el viento no cambia con la altura (no aparece la variable
z). En concreto esa ecuacién proporcioné una buena primera aproximacion
al movimiento medio de la troposfera, o lo que es lo mismo, al movimiento
a un nivel intermedio entre los 500 y los 600 mbar como si solamente fuese
bidimensional. Este tipo de modelo se denomina barotrépico. En general un flujo
se dice barotrépico si la presién es constante sobre las superficies de densidad
constante. Por tanto, en esos casos, la temperatura no esta conectada a la presion
o a los cambios de densidad.

La principal ventaja de los modelos barotrépicos es su simplicidad. Sin
embargo, como en esos modelos se excluyen los fenémenos térmicos, tienen
severas limitaciones, pues por ejemplo no contemplan la formaciéon de centros
ciclénicos o anticiclonicos ni la influencia de la radiacién.

Hay que resaltar que el modelo barotrépico inicial sufrié diversas
modificaciones, algunas de las cuales resultaron interesantes. Asi, el principio
del balance de la vorticidad vertical absoluta fue reemplazado por el de la
conservacion de la vorticidad geostrofica absoluta, y a los modelos que utilizaron
el viento geostréfico se les denominé modelos geostrdficos. Posteriormente, a los
modelos obtenidos aproximando el viento y la vorticidad (de forma selectiva, sélo
en algunos términos) por unos valores geostroficos se les llamé cuasigeostréficos

(cf- [7]y [8D)-

3.6 Modelos baroclinicos

Como contraposicién a los modelos barotrépicos estdn los modelos baroclinicos,
en los que las superficies de igual densidad estdn inclinadas con respecto a las
superficies de igual presion, o lo que es lo mismo, la presién no es constante
sobre las superficies con densidad constante, sino que varia con las variaciones
de la temperatura.

Mientras que los modelos barotrépicos predicen el movimiento de la
troposfera media, los modelos baroclinicos también incluyen la estructura
vertical de la atmoésfera. Se tiene entonces modelos de 2, 3, 4, ...niveles, los
cuales predicen el flujo atmosférico en esos niveles. Ni que decir tiene que
existen varias versiones para cada una de esas situaciones. Hay que resaltar que
estos modelos admiten intercambios calorificos con fuentes calientes o frias, son
capaces de describir procesos donde las energias potencial e interna se convierten
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en cinética, dan cuenta de algunas formas de inestabilidad atmosférica, y a partir
de tres niveles pueden incluso contener cambios en la estabilidad estatica.

Veamos ahora cémo variaciones horizontales de la temperatura implican
variaciones del viento con la altura y, por tanto, la necesidad de incluir la
estructura vertical de la atmédsfera. Combinemos por ejemplo la ecuaciéon de
estado p = pRT con las ecuaciones (20) del viento geostréfico y la ecuacién
hidrostética (15). Procediendo de esta forma se obtiene ([12]):

B R@(lnp) v  RO(Inp) v RO(lnp)

T oz T f oy > T f Ox

Derivando las dos tltimas ecuaciones respecto de z y teniendo en cuenta la

primera de las tres ecuaciones anteriores se tiene:

6(u>: g oT a(;>_ g oT

0z \T fr2 oy’ 0z - fT? 0z’

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones del viento térmico y reflejan el
hecho esencial de que en una atmdsfera baroclinica las variaciones horizontales
de la temperatura implican variaciones verticales del viento.

Naturalmente, los célculos para resolver los modelos baroclinicos son mucho
mas largos que los de los modelos barotréopicos. En la siguiente seccion
mostraremos un modelo numérico para el caso en que se admita la hipotesis
hidrostética.

Comentario a las referencias. Los libros [6], [7], [8] ¥ [12] son extensas guias
introductorias a la dindmica atmosférica. En ellos se decribe la estructura de la
atmésfera, se introducen los principios fisicos basicos necesarios para explicar su
comportamiento, para luego obtener las ecuaciones primitivas de su movimiento.
Después se estudian las implicaciones de las ecuaciones en una variedad de
casos especiales. Asi, se desarrollan distintos modelos utilizando suposiciones
simplificadoras, que en muchos casos restringen su aplicacién a fenémenos
pertenecientes a un determinado rango de escalas espaciales y temporales. En
[8] ¥ [12] se presta atencién a la resolucién numérica de los modelos introducidos
y en [8] también se estudian fendmenos de circulacién ocednica.

4 La resolucion numeérica

Vamos a describir aqui un esquema numérico para resolver un modelo
baroclinico en el que la coordenada vertical es la presién normalizada. En
concreto se utilizard un método en diferencias finitas con integraciéon temporal
explicita. Para ello se dividirda la atmodsfera en N capas de igual espesor en
presién y se definird un mallado regular sobre las variables horizontales. En
realidad, este mallado horizontal a menudo suele ser una cuadricula colocada
sobre un mapa, es decir sobre una proyeccién plana (o esférica como en el
modelo ARPEGE de Météo-France) de parte de la Tierra curva. En general
los meteordlogos utilizan mapas que conservan la forma de cualquier pequeno
elemento de drea de la Tierra (mapas conformes, como por ejemplo una
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proyeccidn estereogrdfica polar), pero que pueden distorsionar el tamano relativo
del elemento. En este caso, si el mallado es regular sobre la proyeccién, no lo
es sobre la superficie terrestre, por lo que en las ecuaciones del modelo escritas
para la proyeccién habra que introducir un factor de mapa. En lo que sigue y
para no complicar la exposicién, razonaremos sobre una malla horizontal fija y
un factor de mapa igual a uno que, por tanto, no aparecerd en las ecuaciones.

Esta presentacién nos permitird mostrar de manera bastante detallada
cémo funciona un modelo de predicciéon numeérica del tiempo. Los modelos
operativos modernos utilizan técnicas mds complicadas (mallado variable en
las variables horizontales y en la vertical, métodos espectrales, integracién
semi-lagrangiana y semi-implicita), pero una representacién detallada de esos
métodos nos conduciria a unos desarrollos que sobrepasan el marco de este
trabajo. En cualquier caso, el modelo que presentamos es un modelo totalmente
realista que, como hemos dicho, nos va a permitir comprender el funcionamiento
general de un modelo baroclinico y las técnicas de numerizacién adoptadas, en
particular el tratamiento de la variable vertical.

4.1 El modelo en coordenada vertical presién normalizada

Volvamos al sistema (13)-(19). La ecuacién
de la hidrostdtica (15) permite sustituir la
coordenada vertical z por la coordenada ©=0

o = p/ps, donde p es la presién en el punto e e e
de altura z y ps la presién en la proyeccion

de ese punto sobre el suelo. Asi pues, aqui la e
posicién vertical viene dada por la presién O e N
normalizada.

En la cima de la atmdsfera se tiene p = 0, T
luego o = 0, y en la base de la atmosfera, en el /\/ﬁ\“\-»\. .
nivel del relieve, se tiene p = ps, luegoo = 1. 5_ W%
Tenemos pues que esta nueva coordenada
vertical o varia desde 0 en la cima de la Superficie de la Tierra

atmésfera a 1 en su base. De aqui le viene el
nombre de coordenada presion normalizada.

La definicién de esta nueva C(izoordenada vertical necesita introducir una velocidad
. . ) o
vertical generalizada ¢ = e

Para que el problema propuesto se pueda resolver hay que fijar el valor de
¢ en la base y en la cima de la atmosfera. En concreto, en esas dos superficies
frontera se tomard & = 0, lo cual asegura la nulidad de los flujos para las
cantidades conservativas en la cima y en la base de la atmdsfera, supuesta
adiabatica y sin rozamiento.

Esta coordenada o facilita formular correctamente las condiciones de
contorno en el limite inferior de la atmodsfera en presencia de relieve. En
contrapartida, su introduccién complica ligeramente las ecuaciones, y obliga a
realizar una interpolacién de los valores de las variables medidos por el sistema
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internacional de observacién en los niveles de presion, a los niveles sigma del
modelo.
En las nuevas coordenadas (z, y, o) el sistema (13)- (19) se escribe:

ou ou ou . Ju 0P Olnpg
Y P S - _Rr 2
- o Yoy Car Ve BT the (&)
ov ov ov . Ov 0P Olnpg
o~ o vay 7 90 fu Jy RT y +ry (24)
orT oT or 90T RT 1 7 [(psu) = O(psv)
—_— = =Yy — — _— R — B — 2
ot = "oz "oy "0 CpUps/O [ gr Ty |t )
RT | Olnps Oln py Q
Cp {u or ¥ dy ]+Cp7
9¢  0q¢ Oq  9q
o Yar Yoy ‘a0 9 (26)
Ops - ! d(psu)  O(psv)
pr /0 [ o7 + ay do, (27)
b=, +/ RTd(Ino), (28)
1

é‘:

_pis O” {a(gzu) +8(g;v)] o +§S /01 [a(g;u) +8(g;v)}do7 )

donde ® es el geopotencial (P = gh donde z = h(z,y,p) define la superficie
de presién constante igual a p) y @y es el geopotencial al nivel del suelo. De
la definicién de geopotencial se sigue que ®4(x,t) = ghs(z,y) donde hg(x,y)
es la altitud del relieve del modelo. Notemos que, por ejemplo, en el capitulo 3
de [5] se obtienen estas ecuaciones en la variable o y que en [6] se introducen
las coordenadas isentrépicas en las que utiliza la temperatura potencial como
medida de la posicién vertical.

Determinada la parte fisica del modelo (es decir fr4, fry, @, @), este sistema
consta de siete ecuaciones con siete incégnitas (u, v, T, q, ps, ®, 7).

Principio de resolucion

Dividamos la atmésfera en N capas de igual espesor en presién. En el
instante inicial conocemos los valores de u, v, T' y q en los N niveles del modelo
(superficies mitad de cada capa) y de ps en la superficie del suelo (o = 1).
Mediante las ecuaciones diagnéstico (28) y (29) se calcula los valores de @ y &
en las N superficies intercapa. Esta distinta localizaciéon de las variables en las
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superficies mitad de capa y en las superficies intercapa se denomina mallado de
Lorenz, debido a E. Lorenz.

0
Las ecuaciones prondstico (23)-(27) permiten calcular las derivadas 7 de

las variables evolutivas u, v, T, ¢ v ps en el instante inicial, y un esquema
explicito en tiempo (en adelante « designara cualquiera de las variables u, v,

T,qy ps)

a(At) = a(0) + At (8_04(0)) ,
ot
nos da valores de u, v, T y q en los N niveles del modelo y de p, en la superficie
del suelo, en el instante At.
Hecho esto se vuelve a calcular las variables diagnéstico ® y ¢ en el instante
At, luego las tendencias de las variables evolutivas (derivadas temporales) y
mediante un esquema explicito de la forma

da

a(2At) = a(0) + 2At (81& (At)) ,

obtenemos los valores de u, v, T, ¢ y ps en el instante 2At.

1/2 =0 c=0
l - e - v, I, —— =

3/2 o,®

D s swem e mim s s B W o =

572 c,0

k-1/2 FyD

A e T T T u,v,T,q_4~1Aa
k+1/2——— 6,0 — —

k+l = e u v, T, qg—--
k+3/2 o,

N+1/2 o, ® —
e e u,v,T,q9 —-

N+3/2 —— 0=0 — p,, D, c=1

Discretizacion vertical y emplazamiento de las variables.
Los limites de las capas estan representados por lineas continuas y sus
superficies mitad por discontinuas.

Se puede continuar este proceso utilizando un esquema leap-frog, de orden 2
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de precisidn,
Ja
a(t + At) = a(t — At) + 2At E(t) ,
teniendo en cuenta que en el cdlculo de las tendencias intervienen varias

derivadas horizontales que se calculan con esquemas en diferencias centrados
de orden 2 de precision,

[Z_ﬂ _alz+ Axé;;z(x )

%

Un mallado clasico para la discretizacién por diferencias finitas en las
variables horizontales es el de Arakawa, debido a Akio Arakawa, actualmente
profesor emérito en UCLA. Dada la complejidad de los distintos términos
a discretizar no lo desarrollaremos en este trabajo. En cualquier caso, en
el capitulo 7 de [8] se desarrollan métodos en diferencias finitas para hallar
soluciones de las ecuaciones de la dindmica de la atmosfera. En concreto se
estudia el mallado de Lorenz, el de Arakawa, el esquema leap-frog, el de Matsuno
y combinaciones de los mismos.

Mostremos ahora los calculos que hay que realizar en los términos con la
variable vertical o. Para mds detalles ver [5], donde se describe el tratamiento
de la discretizacién en esa variable con el mallado de Lorenz y se comentan
distintas alternativas para mejorar los métodos presentados.

Cadlculo del geopotencial

La expresién del geopotencial estd dada por la ecuacién (28). Se puede por
tanto calcular ®,_, /o sobre las superficies intercapas evaluando la integral de
(28) por un método de rectdngulos:

N
Oj_1jp =P~ »  RTA(lno), para k=23,...,N.
=k

Ahora bien, para el cdlculo de las tendencias de u y de v mediante las
ecuaciones (23) y (24) se necesita conocer el valor de ® sobre los niveles del
modelo. Estos valores se calculan con la férmula

_ D120+ P10

q)k 2 3

para k=2,3,...,N.

Esta férmula no es vélida para k = 1, ya que en la superficie ¢ = 0 no
estd definido ®;/5. Por ello, para determinar ®; se discretiza la ecuacién de la

0P
hidrostatica e —RT (que se obtiene derivando la expresién (28)) para
no

la primera semicapa,

A
O, = &35 + RT) <1nAU —1n7”> — gy + RT, In2.
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Cadlculo de la presion en el suelo

Se tiene que calcular

ps _ /01 [a@su) N a(psw} i /01 Do,

ot or oy
donde hemos puesto D = (psu) + 9(psv)
or oy

D estéd definido en los mismos emplazamientos que u y v y su integral se
puede evaluar mediante un método de rectangulos:

Ops _ NDA
at__z ko0
k=1

Cdlculo de la velocidad vertical generalizada

Vayamos a la ecuacién (29). Evaluando las integrales por un método de
rectangulos se tiene

k N
. 1 o
Ok+1/2 :*p—ZDlAJ+—ZDZAJ,

S =1 S =1
que permite obtener la velocidad vertical generalizada en las superficies
intercapas.

Cdlculo de la integral de la divergencia

En la ecuacion de la temperatura tenemos que evaluar

_ 7 8(175“) 8(])51)) 7/0
Ik*/o {—833 +—8y do = ; Ddo

en los niveles del modelo (superficies mitad de capa). Teniendo en cuenta que
al llegar al punto medio de la capa k-ésima hemos recorrido k — 1 capas y la
mitad de esta capa k-ésima, utilizaremos la formula de integracién numérica:
k—1 Ao
Ik:ZDZAa+Dk7, para k=1,2,...,N.
1=1
Las advecciones verticales

0
Calculemos ahora & ga en los niveles del modelo.

g
Como la variable ¢ esta estimada en las superficies intercapas, empezaremos

. . Oa : . . N
estimando ¢ 70 en esas superficies. Para ello utilizaremos la discretizacién
o

] _ g1 —
— Ok+1/2 )
do ft1/2 Ao
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. Oa . Qg — Qg1
o — =0 1/9 ——— .
oo k—1/2 k—1/2 Ao

. O .
Hecho esto estimaremos el valor de ¢ — en los niveles del modelo

o
calculando la media entre los valores en la superficie y en la base de la capa,

. O 1/, Qpp1 — O, Qp — Q1
_1 e T el | k=12, .. N.
|:O- 80':| . 2 (gk+1/2 Ao + Ok 1/2 Ao , para ) &y )

Aquf es necesario tener en cuenta que &1/ = dny1/2 = 0, ya que hemos
considerado que ¢ se anula en las superficies c =0y o = 1.

Recapitulacion

Como acabamos de mostrar, resulta relativamente facil integrar de forma
explicita un modelo baroclinico en ecuaciones primitivas utilizando técnicas
numéricas elementales. Como contrapartida a esta sencillez, en este caso es
necesario tomar un paso de tiempo que satisfaga la condicién de estabilidad de
Courant, Friedrichs y Lewy (CFL):

At < 1
“Az = V2
donde ¢ es la velocidad de fase de las ondas gravitatorias més rapidas, que
estd préxima de la velocidad del sonido (¢ = 300 m/seg). El factor /2 aparece
al calcular la condicién de estabilidad para problemas bidimensionales sobre la
horizontal.

En el caso de un modelo real los calculos son un poco mas complicados, ya
que en las ecuaciones se debe introducir un factor de mapa. En lo que respecta
a la horizontal, se puede elegir una discretizacion mas sofisticada en la que las
variables u, v y T estén situadas sobre redes ligeramente desplazadas. Adema4s,
aunque ello implique complicaciones suplementarias, también se procura utilizar
discretizaciones que tengan propiedades similares a las de las ecuaciones
analiticas (conservacién de la masa, de la energia, del momento angular, ...)
y sean susceptibles de proporcionar representaciones mas fieles de la atmosfera
real (ver [8] y [12]).

La condicién CFL (30) exige que el paso de tiempo At sea dos mil veces
méas pequeno que el paso de espacio Ax. Ahora bien, esto se puede mejorar con
sélo tratar de forma implicita los términos responsables de la generacién de las
ondas gravitatorias. En este caso la condicién de estabilidad CFL a respetar es

p A1

Az — /2
donde U es la velocidad de propagacion de las ondas de Rossby que, como
mucho, es la del viento sinéptico (U ~ 50 m/seg). Asi pues, la utilizacién de un

método semi-implicito permite tomar un paso de tiempo seis veces més grande
que el de un explicito.

(30)
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Los métodos semi-implicitos para las ecuaciones primitivas todavia se pueden
mejorar més si se tratan de forma lagrangiana los términos advectivos. Asi,
combinando adveccion lagrangiana y tratamiento implicito de los términos
generadores de las ondas gravitatorias, se obtiene un modelo semi-lagrangiano
semi- implicito incondicionalmente estable. Estos modelos son mas complejos y
costosos de ejecutar que los explicitos pero como permiten un paso de tiempo
mayor, al final son los que ganan la partida.

Béasicamente, los métodos espectrales consisten en desarrollar el campo
considerado en una serie de funciones conocidas y realizar los célculos
correspondientes en la serie truncada. En meteorologia, si se usa, la técnica
espectral solamente se utiliza en el cdlculo de las derivadas horizontales. En
lo que concierne a la vertical se mantienen las diferencias finitas en la forma
que hemos descrito. En ese caso, para trabajar sobre la esfera se utilizan como
funciones de base los arménicos esféricos de superficie, que estan definidos por

YA, 1) =P () exp(imA),

donde A representa la longitud terrestre, p el seno de la latitud y P7'(u) son
las funciones (reales) asociadas de Legendre de primera especie definidas sobre
el intervalo [—1,1].

Los métodos espectrales inicialmente sélo se utilizaron para los modelos
globales. Hoy en dia su campo de accion se ha extendido para tratar dominios
geograficos limitados. En estos casos, considerando un dominio de trabajo lo
suficientemente grande para que se pueda suponer que los campos tengan
periodicidad lateral, se han probado con éxito métodos espectrales basados en
una descomposicion en funciones trigonométricas.

Otra alternativa para los modelos de dominio limitado es tomar como
condiciones de contorno laterales los valores obtenidos en otro modelo de escala
mas grande. En esta situacion es necesario introducir un término disipativo
destinado a atenuar las perturbaciones engendradas por la artificiosidad de las
condiciones de contorno laterales, perturbaciones que se propagan al interior
del dominio. Se llega asi a los modelos encajados. Este es el caso del modelo
ALADIN, encajado en el ARPEGE, ambos desarrollados por Météo-France (ver
9).

Paralelamente, la utilizacién de una transformacién “conforme” de la esfera
sobre si misma ha desembocado en el concepto de malla variable que, aunque el
modelo sea global, aumenta la resolucién en la zona de mayor interés (modelo
ARPEGE).

Otra cuestién a la que se ha dedicado mucha atencién y que ha supuesto
una notable mejoria de los modelos, es la determinacién precisa de un estado
inicial de la atmésfera a partir de las observaciones meteorolégicas disponibles.
Esta operacion, denominada anélisis objetivo, al principio se realizaba utilizando
métodos de interpolacién geométrica. A mediados de los anios 1980 se propuso
una formulacién variacional (btisqueda del minimo de un funcional) muy
general, que puede resolverse utilizando métodos de control 6ptimo. En este
caso se habla de asimilacién variacional de los datos de observacién.
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Esta dltima aproximacién permite tener en cuenta la informacién
suministrada por una gran variedad de sistemas de observacién, en particular de
los datos teledetectados por el sistema de satélites, los cuales estan ligados a las
variables de los modelos por relaciones no lineales. Ademads, la minimizacién
se puede extender ficilmente a datos repartidos en el espacio y tiempo: se
habla entonces de asimilacién variacional cuatridimensional (en forma abreviada
4D-VAR). En este caso el mismo modelo asegura que los campos verifican la
restriccion de coherencia interna y no es necesario recurrir a un proceso de
inicializacién. El desarrollo de estos métodos ha desembocado en la obtencién de
nuevas herramientas derivadas del modelo, como son el modelo lineal tangente
y el modelo adjunto. Sefialemos que en [10] se describe la asimilacién 4D-VAR
de los datos de observacién y los problemas relativos a la asimilacién de los
datos de observacion para la prediccién numérica del tiempo. Para un estudio
mas exhaustivo ver su bibliografia.

5 La parte fisica de los modelos

La parte fisica de los modelos permite calcular los distintos intercambios
energéticos entre la atmésfera y las fuentes externas. Considerada la atmédsfera
de forma global, las fuentes son la radiacién solar, los océanos y en menor
medida los continentes. Los procesos de intercambio de energia entre esas
fuentes externas y la atmdsfera son extremadamente variados y altamente
interactivos, por lo tanto muy complejos. Como estos procesos no estan tratados
de forma explicita en las ecuaciones de la parte dindmica del modelo (sea por
su naturaleza fisica, sea por las escalas consideradas), se deben parametrizar.
Esto significa que se tiene que determinar e introducir el efecto medio de estos
procesos en las variables dinamicas del modelo, o lo que es lo mismo, se tienen
que calcular los términos ﬁ:, Q y Q' de las ecuaciones.

En esta seccién nos limitaremos a describir brevemente los fenémenos fisicos
mas relevantes que intervienen en estos procesos. Para un estudio mas detallado
ver por ejemplo [1], [5], [8] v [11]. Asi, en [5] se describen con sencillez los
principales fenémenos fisicos y la manera de parametrizarlos para incluirlos
en las ecuaciones de la dindmica atmosférica. [1] es un libro de texto a nivel
de licenciatura que trata principalmente aspectos fisicos de la atmdsfera. [11]
es una buena introduccién a la meteorologia y dedica especial atencién a la
formacion de nubes, al estudio de las masas de aire y a la frontologia. Como
novedad respecto de los libros anteriones, en [8] se estudian procesos quimicos
atmosféricos.

Vapor de agua y aire humedo

Toda porciéon de atmosfera contiene algo de vapor de agua. Ahora bien,
como indica el hecho de que las nubes solo ocupan una pequena parte de la
atmésfera, se puede decir es muy raro que este aire esté saturado. La mezcla
de aire seco con vapor de agua se denomina aire humedo. Para tratar de
forma rigurosa las tranformaciones del aire himedo, se tienen que modificar
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ligeramente la ecuaciones del modelo. En concreto, basta con reemplazar los
términos RT y C, por R, T, y Cpn, donde R, es la constante del aire seco, T,
la temperatura virtual y Cpy, el calor especifico a presiéon constante para el aire
himedo. Notemos que estas dos tltimas cantidades dependen de la humedad
especifica gq.

Los efectos de la radiacion

El sol es el gran motor de la maquina atmosférica, por tanto es muy
importante conocer con precision sus efectos directos e indirectos. Los efectos
combinados de la radiacién solar, de la radiacién atmosférica y de la radiacion
terrestre van a contribuir a modificar la temperatura de las diferentes capas del
modelo.

Dada la gran complejidad de los fenémenos que intervienen en la radiacién,
bésicamente la absorcion y la dispersién por las moléculas de aire, para calcular
efectivamente todas las interacciones es necesario conocer la reparticion de los
distintos constituyentes atmosféricos.

El célculo de los efectos de la radiacion reposa sobre el calculo de los flujos en
la base y en la cima de cada capa considerada. Asi, el aumento de temperatura
debido a los efectos de la radiacién vendra dado por la divergencia de los flujos de
radiacion. Tedricamente se pueden calcular esos flujos si se conoce la distribucién
de los distintos constituyentes atmosféricos y su temperatura.

Los flujos de radiacién en el suelo (radiacién solar global y radiacién
atmosférica) son muy dependientes de la cobertura nubosa. Para determinar
la evolucién de la temperatura de la superficie del suelo (condicién de contorno)
es esencial conocer esos flujos radiativos, el flujo de radiacién terrestre y los
flujos turbulentos de calor sensible y de evaporacion.

La interfase tierra-atmosfera

La capa limite atmosférica (CLA) es la parte de la atmésfera comprendida
entre los 0 y 1500 metros de altitud, dependiendo de la topografia del terreno. En
esta capa se tienen movimientos de tipo turbulento, los cuales contribuyen a que
el suelo y la atmdsfera intercambien cantidad de movimiento (rozamiento), calor
(calor sensible) y vapor de agua (evaporacién). La CLA se puede descomponer
en dos partes: la capa limite superficial (CLS), en la cual se pueden despreciar
los efectos de la fuerza de Coriolis, y la capa limite planetaria (CLP), en la que
hay que introducir esos términos. La CLS es variable, pero mas o menos llega
hasta los 50 o los 100 metros de altitud. La CLP llega hasta los 1500 metros de
altitud.

La parametrizacién de la capa limite consiste en determinar los valores de
los flujos turbulentos en el suelo, en la CLS y en la CLP, en funcién de los
valores de las variables de estado proporcionadas por la parte dindmica del
modelo, de variables en el suelo proporcionadas por un modelo de superficie y
de parametros caracteristicos del suelo. Se tiene pues que conocer los valores del
viento en la CLS, de la energia estdtica seca (s = C, T + gz) y de la humedad
especifica. En lo que respecta al viento se supone nulo en la superficie. En lo
que respecta a la temperatura y humedad, el problema es mas complejo y lleva
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a introducir ecuaciones prondstico suplementarias para describir esas variables
de superficie, gobernadas por los flujos de radiacién, el flujo de precipitacién y
los flujos de calor sensible y latente.

Las precipitaciones de gran escala

Se incluyen aqui las precipitaciones que no son de origen convectivo. Fl
principio béasico consiste en examinar si una capa estd saturada o no. En el
primer caso el exceso de vapor de agua se condensa y precipita en la capa inferior
y, paralelamente, la capa en la que se produce la condensacion se calienta debido
a la liberacién de calor latente.

Sobre este fenémeno habitualmente se hacen las siguiente hipdtesis:

e el agua se condensa en cuanto se alcanza la saturacién,
e en el transcurso de las transformaciones la energia se conserva,

e ¢l agua condensada precipita inmediatamente en la capa inferior (no se
tiene en cuenta el agua liquida de las nubes),

e parte del agua transmitida a una capa se evapora hasta que eventualmente
se alcance la saturacion, y parte se transmite a la capa inmediatamente
inferior.

Las conveccion intensa

Recordemos que la hipétesis hidrostatica se obtiene suponiendo que el orden
de magnitud de las velocidades verticales es menor que el de las velocidades
horizontales. Si bien esto es cierto a gran escala, no lo es a pequena escala, por
ejemplo en las tormentas. Asi, en los modelos de previsién numérica basados
en las ecuaciones primitivas (13)- (19) no se tienen directamente en cuenta los
movimientos convectivos. Sin embargo, como sus efectos se dejan sentir en la
escala sindptica, resulta indispensable evaluar los efectos de la conveccién sobre
las variables de gran escala.

La conveccién se desencadena si existen capas inestables debido a la
estratificacion térmica o, adicionalmente, si hay un aporte de vapor de agua
debido a una fuerte evaporacién o a una importante convergencia de humedad.
En este caso el efecto de la conveccién es una homogeneizacién vertical de la
energia estdtica seca, de la humedad especifica y de la cantidad de movimiento.
Naturalmente, la atmosfera convectiva es sede de movimientos ascensionales.

Efectos de las ondas gravitatorias orogrdficas

Las ondas gravitatorias orograficas pueden aparecer cuando un flujo
atmosférico estable circula por encima de un relieve accidentado. En
determinadas condiciones, la heterogeneidad del relieve induce un flujo de
cantidad de movimiento que se puede propagar verticalmente y disiparse o
ser absorbido en la parte alta de la atmédsfera. Como su propagaciéon de onda
generalmente es débil con relaciéon a la resolucion horizontal del modelo, es
necesario parametrizar el efecto de estos fenémenos sobre la circulacion a gran
escala.
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Transportes turbulentos horizontales

Introducida teéricamente para parametrizar el efecto de los transportes
turbulentos horizontales, la difusién horizontal también permite eliminar el
ruido de pequena escala que puede generarse en el modelo.

En general, a las ecuaciones de evolucién se les anade un laplaciano iterado
multiplicado por un coeficiente de difusion horizontal. Se introduce este término
difusivo en las ecuaciones de evoluciéon para el viento horizontal, la energia
estatica seca y la humedad especifica. Es inmediato constatar que el efecto de
estos términos difusivos es suavizar las heterogeneidades.

Validacion de las parametrizaciones

Como se ha mencionado al comienzo de esta seccién, las parametrizaciones
fisicas son muy interactivas y dependen de parametros que deben ser ajustados.
En general se intenta limitar el nimero de parametros ajustables, ya que cada
reglaje necesitard una serie de ensayos del modelo. Las pruebas de las distintas
parametrizaciones se pueden realizar examinando la mejora de la prediccién al
modificar los pardmetros.

6 Modelos de predicciéon operativos

La creciente complejidad de los modelos de prediccién numérica y las dificultades
para poner a punto programas realmente eficaces en superordenadores cientificos
han propiciado el paso de una forma de trabajo artesanal individual a un
gran proyecto cientifico. De hecho, mientras que los primeros modelos de
prediccién numérica pudieron ser concebidos, desarrollados y probados por una
sola persona, la puesta a punto de los modelos actuales implica la cooperacion
de numerosos equipos que sobrepasa las disponibilidades de un tnico servicio
nacional. Asi, sobre todo en Europa, se ha asistido a la realizacién de “modelos
comunitarios” o de “modelos unificados”, destinados a varias categorias de
utilizadores de distintos servicios meteoroldgicos.

Entre las realizaciones de modelos comunes a distintos servicios
meteoroldgicos citaremos:

o el modelo HIRLAM (High Resolution Limited Area Model), resultado del
trabajo comun llevado a cabo desde 1985 por los paises escandinavos,
Irlanda, Holanda y Espana;

e ¢l modelo ARPEGE-IFS (Integrated Forecast System), desarrollado
por Météo-France y el ECMWF (European Center for Medium-Range
Weather Forecast) desde 1987;

e ¢l modelo ALADIN (Aire Limitée, Adaptation Dynamique, Déve-
loppement InterNational), desarrollado a partir de 1992 por Météo-France
en colaboraciéon con investigadores de Europa central. Este modelo es
explotado por Austria, Bélgica, Bulgaria, Croacia, Eslovaquia, Eslovenia,
Francia, Hungria, Republica Checa y Rumania.
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Dos centros meteorolégicos se explotan en comin en Europa:

e El ECMWEF, creado en 1974 y localizado en Reading (Reino Unido).
Agrupa a dieciocho paises de Europa occidental y suministra diariamente
previsiones a medio plazo (hasta diez dias).

e El centro RCLACE (Regional Center for Limited Area Modelling in
Central Europe), creado en 1994 en Praga. Agrupa a seis paises de Europa
central y oriental (Austria, Croacia, Hungria, Reptiblica Checa, Eslovaquia
y Eslovenia) y hace funcionar dos veces al dia un modelo de dominio
limitado de escala fina que proporciona predicciones para hasta dos dias
de plazo.

En el mundo sélo alrededor de una docena de Servicios meteorolégicos
nacionales hacen predicciones numéricas operativas para el conjunto del planeta.
En Europa, ademas del ECMWEF la hacen Météo-France en Toulouse, el
Meteorological Office britdnico en Bracknell y el Deutscher Wetterdienst en
Offenbach.

Los modelos ARPEGE y ALADIN

El1 6 de diciembre de 1993, Météo-France puso en servicio operativo el modelo
ARPEGE (acrénimo de Action de Recherche Petite Echelle Grande Echelle).
Este es un modelo que abarca todo el globo terrestre y su principal innovacién
es su resolucién horizontal variable: las dimensiones de la malla son minimas
sobre Francia y crecen progresivamente hasta sus antipodas donde son maximas.
De esta forma, con un tnico modelo se puede hacer predicciones a escala fina
sobre el territorio francés y describir con una precisién suficiente los grandes
fendmenos de escala planetaria. En [9] se describe de forma detallada los modelos
ARPEGE y ALADIN. Los otros modelos operativos existentes son similares a
estos.

El modelo ARPEGE operativo es una versién de un modelo espectral de
resolucién variable sobre la horizontal y en diferencias finitas sobre la vertical,
con una coordenada vertical hibrida p — o (presién y presién normalizada). La
resolucién horizontal méxima corresponde a una malla de 19,1 km de lado y
la minima a una de 234 km de lado. La atmdsfera estd dividida en 31 capas,
su nivel mas alto estd en los 5 mbar de presién y el méas bajo 20,5 metros
por encima del suelo. El esquema numérico es semi-lagrangiano de dos niveles
temporales y el paso de tiempo es de 900 segundos. Se tiene pues que la relaciéon
entre el tamano de malla y el paso de tiempo es 21 m/seg, que probablemente
es la mejor de todos los modelos operativos actuales. Las ecuaciones prondstico
estan escritas para la presion en el suelo, las componentes horizontales de la
velocidad, la temperatura y la humedad especifica, y son similares a las que
hemos descrito en la seccién 4. Por ultimo, este modelo operativo contiene un
juego completo de parametrizaciones fisicas que introducen los efectos de los
fenémenos descritos en la seccién 5.

Las observaciones para los datos iniciales se realizan intermitentemente,
con 4 andlisis por dia: 0, 6, 12 y 18 h UTC (Coordinated Universal Time);
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y se obtienen de observatorios en superficie, aviones (temperatura y viento),
radiosondas y satélites.

Desde su inicio, el modelo ARPEGE fue concebido como multiuso, lo mismo
permite efectuar predicciones a corto plazo, de hasta tres dias, que a medio
plazo, del orden de la semana. Ahora bien, su funcién mds importante es la
prediccién general para un plazo de hasta dos o tres dias. Més alla de tres
o cuatro dias los pronosticadores europeos se basan casi exclusivamente en
las previsiones numéricas proporcionadas por el ECMWEF. Hay que indicar
que una prediccién para un plazo de 48 horas con el modelo ARPEGE en el
superordenador Fujitsu VPP700 (20 mil millones de operaciones por segundo)
que Météo-France tiene en Toulouse costaba en 1998 un poco menos de un
cuarto de hora.

Para previsiones a corto plazo (uno o dos dfas) se utilizan modelos de
dominio limitado en los que la malla es lo suficientemente fina para simular
correctamente las escalas pequenas del movimiento, en particular las inducidas
por el relieve. Este es el caso del modelo ALADIN, que se planteé como un
complemento al modelo planetario ARPEGE para realizar predicciones a corto
plazo (tipicamente hasta 48 horas) en un dominio limitado (¢f. [9]). En este
modelo el dominio es un cuadrado de 2740 km de lado, en proyecciéon Lambert,
centrado en el punto de resolucién méxima de ARPEGE. Los niveles verticales
son los mismos que los de ARPEGE. La resolucién horizontal de 9,9 km es casi
el doble que la resolucién maxima de ARPEGE y el paso de tiempo es de 470
segundos. Las partes dindmica y fisica son totalmente idénticas a las del modelo
ARPEGE.

ALADIN sobre todo permite refinar los detalles del escenario previsto por
ARPEGE para el mismo dia y el dia siguiente, salvo en el caso en que el
escenario de ARPEGE se juzgue incorrecto. De hecho, la informacién de base de
ALADIN (condiciones iniciales y condiciones de contorno) viene enteramente de
ARPEGE y no contiene, por ejemplo, informacién analizada a una escala mas
fina. El refinamiento de los detalles viene de la mejor resolucién horizontal
y, en particular, de la mejor adaptacion de los campos al relieve del suelo
y a otros pardametros de superficie (vegetacién, albedo, etc.), que estdn dos
veces mejor descritos. Es natural que una evaluacién de ALADIN realizada
por pronosticadores de distintas regiones contenga mejores informaciones que
ARPEGE en las zonas montanosas y cerca de las costas, debido a que en
ALADIN el relieve y el contraste tierra-mar estan descritos con méas detalle.

7 Sensibilidad respecto de los datos iniciales

A pesar de las continuas mejoras de las predicciones meteorolégicas realizadas
con los modelos numéricos, hay que rendirse a la evidencia de la imposibilidad de
proveer predicciones precisas para méas alld de un cierto limite. La existencia de
un limite para la previsibilidad es debida a varias razones: las imperfecciones de
los modelos numéricos que simulan la atmosfera, las incertidumbres inherentes
a las medidas efectuadas para determinar el estado inicial y el cardcter no lineal
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del modelo.

A comienzos de los afios 1960 el meteorélogo americano Edward Lorenz se
preguntaba: ;Cdmo es posible que conociendo las ecuaciones de la circulacion
atmosférica y las condiciones de partida, no se llegaba a predecir con un grado
de fiabilidad aceptable el tiempo que haria tres dias después? Para tratar de
responder a esta pregunta, Lorenz simplificé drasticamente las ecuaciones de la
circulacion atmosférica hasta llegar al sistema que lleva su nombre:

dx dy dz
— t+o(@—y) =0, I T

dt
Para los pardmetros Lorenz tomé los valores o = 10, b = 8/3 y r = 28. Notemos
que en el anexo D de [4] se detalla la obtencién de estas ecuaciones de Lorenz
a partir de las ecuaciones inerciales de la dindmica de la atmésfera, en concreto
a partir del sistema de Bénard.

Es facil adivinar que simplificado hasta este punto, este sistema no tenga
ninguna utilidad para previsiones meteorolégicas reales. Sin embargo posee los
ingredientes necesarios para ser representativo de los movimientos atmosféricos
y constituye el modelo tedrico de caos determinista mas célebre y mas estudiado.

Lo mismo que los modelos meteorolégicos completos, y a pesar de su aspecto
tan sencillo, estas tres ecuaciones no tienen solucién analitica. Por tanto hay que
resolverlas por métodos numéricos utilizando un ordenador. Asi lo hizo Lorenz
y se topd con numerosas sorpresas.

+y—re+zz=0, +bz —xy =0.

La primera fue que la evolucién de cada
una de las componentes de la solucién tiene
un comportamiento que parece que sélo
obedece a la fantasia del azar.

El segundo descubrimiento fue que si
dibujamos la sucesion de valores que en el
transcurso del tiempo toman las soluciones,
se obtiene una trayectoria que se enrolla sobre
| un curioso objeto de dos l6bulos. Se descubria
t———+———————— asi el primer “atractor extrano”.

Atractor de Lorenz La tercera sorpresa se produjo cuan-
do comprobé que la introducciéon de un
pequenisimo error inicial crecia exponencial-

mente con el calculo, de forma que se obtenia un resultado radicalmente difer-
ente. Esto ponia en evidencia la sensibilidad del sistema de Lorenz respecto de
las condiciones iniciales.

Los “verdaderos” modelos atmosféricos presentan las misma extrema
sensibilidad respecto de los datos iniciales. Asi, dos datos iniciales muy cercanos
y cuyas diferencias son del orden de las incertidumbres inevitables derivadas de
las imperfecciones de la red de observacién, para plazos de tiempo superiores
a un cierto limite pueden conducir a soluciones divergentes. Lorenz dio de
este efecto una imagen muy impactante, que bautizé “efecto mariposa’: una
perturbacion tan débil como el aleteo de las alas de una mariposa puede producir
en la otra punta del Globo, un mes mds tarde, un efecto considerable, como por
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ejemplo el desencadenamiento de un ciclon o lo contrario, el término de una
tempestad.

Hay que resaltar que de forma general, el limite de previsibilidad estd mas
lejos cuanto mayor es la escala de los fendmenos meteoroldgicos considerados.
Asi, para los fenémenos de escala sinéptica, es decir de una dimensién
caracteristica de 1000 a 2500 km y una duracién de vida de uno a tres dias,
el limite para los modelos actuales es de tres o cuatro dias.

Conocido el estado inicial y sus incertidumbres, para predicciones superiores
a cuatro o cinco dias actualmente se utiliza lo que se denomina previsiones de
conjunto. Con estos métodos se pretente suministrar a los pronosticadores un
numero tan grande como sea posible de evoluciones diferentes de la atmédsfera
que se puedan derivar del estado inicial de referencia. Se tiene asi la prediccién
probabilistica, consistente en prever para un plazo dado la distribucién de los
valores previstos y las probabilidades asociadas. Para ello hay calcular una
funciéon de probabilidad en cada uno de los puntos y para cada una de las
magnitudes atmosféricas.

Una alternativa para acceder a la misma informacién es la utilizacién de un
método Monte-Carlo, consistente en efectuar un cierto nimero de predicciones
equiprobables y, a partir del conjunto de previsiones obtenidas, calcular los
valores medios y los momentos estadisticos de orden superior. Se ha aplicado
esta idea efectuando varias integraciones de un mismo modelo con distintos
estados inciales obtenidos haciendo en el estado inicial de referencia pequenas
modificaciones aleatoriamente repartidas y compatibles con los errores del
analisis.

El problema fundamental de la prediccién de conjunto consiste en efectuar
una eleccion razonable de las variantes de la situacién inicial de referencia,
de manera que utilizando un minimo de estados iniciales se pueda obtener un
maximo de soluciones relativamente alejadas las unas de las otras. El empleo
del modelo adjunto permite identificar las modificaciones del estado inicial que
sufren las mayores amplificaciones para un plazo dado (en el sentido de una
norma convenientemente elegida). Esta técnica es la utilizada por el ECMWF
para efectuar una cincuentena de integraciones que conducen a un conjunto de
previsiones para el cual es posible calcular la media y la varianza de las distintas
magnitudes meteorolégicas. Senalemos que en [2] se describe los métodos de
interpretacién de las predicciones numéricas a medio plazo adoptadas por los
servicios de previsién de Météo-France, que son similares a las de otros servicios
operativos. Para un estudio més exhaustivo ver su bibliografia.

8 Conclusién

En sus inicios, los hombres del tiempo pudieron considerar los modelos
numéricos como algo anecddtico capaz de reproducir con mayor o menor
fidelidad las caracteristicas de la circulacién atmosférica. Sin embargo, gracias
a su constante mejora, actualmente son una herramienta imprescindible para
la prediccion. Hoy en dia nadie duda de que los modelos numéricos realizan



96 M. LEZAUN

mucho mejor que el hombre la sintesis de todos los procesos de interacciéon
fisica, que antes s6lo eran parcialmente comprendidos. Ahora bien, aunque estos
modelos suelen dar previsiones realistas, no siempre dan una prediccién exacta
y a veces aparecen importantes errores, incluso para predicciones a muy corto
plazo. Esto significa que los resultados de los modelos numéricos deben ser
continuamente confrontados con la realidad: a posteriori para intentar corregir
sus defectos sistemdticos, y en tiempo real para detectar a tiempo divergencias
en las simulaciones que sean susceptibles de conducir a una estimacién errénea
de los fenémenos meteoroldgicos implicados.

Para terminar, las palabras de Miguel Azpiroz (1916-1965) en su discurso de
ingreso en la Real Academia de Ciencias y Artes de Barcelona ([3]): “La gente
que, a pesar de todo, estd dispuesta siempre a dejarse enganar muy a gusto,
como dice un proverbio latino, sequird creyendo en los intuitivos de esta ciencia,
como también ocurre en Biologia o en Medicina, y en las predicciones realizadas
con recursos extremadamente simples. Forma parte de la naturaleza humana
el querer saber, de modo inmediato, a qué atenerse en todos los aspectos que
afectan a su dmbito vital, antes que el comprender las dificultades de cualquier
problema que requiere una formacion especializada; y adopta esta actitud incluso
en cuestiones de mayor categoria cultural o humana, sin que nadie se asombre
por ello.”
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Resumen

Este articulo contiene una breve descripcién de cuatro problemas
diferentes relacionadas con el control y el Disefio Optimo en sistemas
gobernados por Ecuaciones Diferenciales Parciales. El primer problema
que se presenta consiste en el andlisis y control de sistemas hibridos
compuestos por cuerdas y vigas acopladas con masas de Dirac. El segundo
problema se refiere al estudio de la propagacién de ondas en medios muy
heterogéneos. El tercer problema es una adaptacién del método de la
homogeneizacién al diseno 6ptimo de un conocido problema en ingenieria
nuclear. Por tltimo, describimos una forma o6ptima de estabilizar las
vibraciones de una cuerda vibrante.

Palabras clave: Control, Sistemas Hibridos, Homogeneizacion, Diseno
Optimo
Clasificacién por materias AMS: 35B37, 35B27, 35L05, 35L30, 35P15

1 Introduccién

Este articulo presenta una breve descripcion de los principales problemas que
han constituido la actividad investigadora que he desarrollado durante los
dltimos anos.

La motivaciéon principal de nuestro trabajo es el estudio de propiedades
de control y optimizacion en sistemas mecdnicos gobernados por ecuaciones
diferenciales parciales.

Fecha de recepcién: 8 de Mayo de 2002
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Concretamente hemos trabajado en cuatro tipos de problemas relacionados
con este tema: andlisis y control de sistemas hibridos, andlisis y control
de sistemas sobre medios muy heterogéneos, diseno Optimo mediante
homogeneizacién y disipacién 6ptima de una cuerda vibrante.

A continuacién presentamos una breve descripcién de los cuatro problemas
en los que hemos trabajado y los resultados obtenidos. La tultima seccién
contiene un resumen de las principales conclusiones.

2 Analisis y control de sistemas hibridos

Se llaman sistemas hibridos a aquellos que acoplan estructuras flexibles de
diferente naturaleza.

En los ultimos anos el estudio de este tipo de sistemas ha tenido un gran auge
justificado por los numerosos problemas de ingenieria en los que suelen aparecer.
Un ejemplo de estos problemas, que ademés dio lugar a los primeros modelos
matematicos de sistemas hibridos, es el estudio de las vibraciones de un satélite
con una antena adosada. El objetivo a la hora de estudiar este sistema era en
primer lugar analizar la interaccién entre las dos estructuras (la antena y el
satélite) para posteriormente actuar mediante un control, situado en el satélite,
que permitiese anular las vibraciones no deseadas en ambas estructuras.

El modelo matemético mas simple utilizado para estudiar este sistema
consistié en una cuerda vibrante vibrante con una masa puntual en un extremo
(ver [37] y [36]). Este modelo constituye una buena aproximacién siempre que
la longitud de la antena sea significativamente grande con respecto al didmetro
del satélite. Se trata de un modelo lineal en el que se acoplan la ecuacién de
ondas para describir las vibraciones de la cuerda con la ley de Newton para las
vibraciones de la masa.

Figura 1: Sistema cuerpo-cuerda eldstica.

Un modelo mas complejo, pero a la vez més realista, del mismo problema
consiste en describir las vibraciones de la antena mediante la ecuacion de
vigas. Este modelo, que también conduce a un sistema lineal de ecuaciones,
fué estudiado en [34] y [35].

En todos estos trabajos se abordd el problema de la controlabilidad del
sistema cuando se actia sobre la masa puntual.

Otro problema interesante en el que aparece un sistema hibrido es el estudio
de la propagacién y control de ruido en cavidades con paredes elasticas. Es el
caso, por ejemplo, de la cabina de un avién que constituye un medio con un
alto nivel de ruido rodeado de una estructura elastica. El modelo matematico
mas sencillo para estudiar este tipo de problemas fué introducido por H. Banks,
W. Fang, R.J. Wilcox and R.C. Smith [7] y consiste en un fluido contenido
en un cuadrado en el que uno de sus lados es elastico. Mas tarde, S. Micu y
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E. Zuazua estudiaron rigurosamente la controlabilidad y estabilizacién de este
sistema cuando se actuaba en diferentes partes del dominio (ver [38] y [39]) ¥
dieron una descripcién completa del espectro del problema a altas frecuencias.

La dificultad principal a la hora de estudiar este tipo de sistemas hibridos
es la interaccién entre las distintas estructuras que lo forman. Esta interaccion
constituye un problema dificil y que atin no se comprende bien.

Nuestro estudio se ha centrado fundamentalmente en modelos mateméticos
unidimensionales que nos han permitido analizar con detalle la interaccion
entre ciertos tipos de estructuras muy particulares y deducir propiedades de
control. A pesar de que la particularidad de los problemas considerados hace
que las técnicas utilizadas sean a veces dificilmente transportables a marcos
mas generales, creemos que algunos de los comportamientos detectados son
significativos y de caracter genérico, es decir, seguiran presentes en otros modelos
mas complejos en este campo.

El punto de partida fué un trabajo realizado por S. Hansen y E. Zuazua sobre
un modelo hibrido compuesto por una cuerda vibrante con una masa puntual
en su interior (ver [28]). En dicho trabajo se muestra que la interaccién entre
la masa y la cuerda produce el siguiente fenémeno sorprendente: FEl sistema
estd bien puesto en espacios de diferente reqularidad a ambos lados de la masa
sin que exista una energia natural asociada. Mas concretamente, si consideramos
un dato inicial con un orden de regularidad mayor a uno de los lados de la masa
entonces la soluciéon mantiene esa propiedad a lo largo del tiempo.

Figura 2: Sistema cuerda-cuerpo-cuerda. Hemos estudiado
la influencia del cuerpo en las vibraciones del sistema

La interpretacién fisica de este hecho es la siguiente: cuando una vibracién
llega a la masa se descompone en dos nuevas vibraciones: una de ellas se
refleja manteniendo la regularidad inicial mientras que otra parte se transmite
al otro lado ganando un orden de regularidad. Este efecto regularizante es
debido a la presencia de la masa ya que, como es bien conocido, en una cuerda
las vibraciones se propagan a través de las caracteristicas sin ningun efecto
regularizante.

La demostracion de este resultado esta basada en una construccién explicita
de las soluciones mediante la formula de D’Alambert que se verifica a ambos
lados de la masa. Esta férmula tan sélo sirve para construir soluciones de la
ecuaciéon de ondas y esto hace que no se pueda generalizar el resultado a sistemas
gobernados por otras ecuaciones diferenciales.

El modelo introducido en [28] para el sistema hibrido compuesto de dos
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cuerdas unidas por una masa es el siguiente:

Ut = Ugg, en —1<z<0,t>0
Ut = Uz, enl<z<1,t>0
[u(0,t)],_, =0 ent>0 (1)

[uz(0,8)],_g = uw(0,t) ent>0
u(=1,t) =u(l,t) =0, ent>0,

donde [u(z,t)],_, denota el salto de la funcién en « = 0, es decir, [u(z,t)],_, =
w(0T,t) —u(07,¢). En (1) la funcién u(x,t) mide los desplazamientos verticales
de las cuerdas situadas en los intervalos (—1,0) y (0,1), y u(0,t) mide el
desplazamiento vertical de la masa, situada en x = 0. Observemos que las
dos primeras ecuaciones modelizan el movimiento de las cuerdas mientras que
la tercera y cuarta ecuaciones representan las condiciones de transmisiéon de
energia entre las cuerdas y la masa.

El estudio de este modelo tenia dos objetivos concretos. En primer lugar
pretendiamos justificarlo desde el punto de vista matemdtico. Los modelos
sobre sistema hibridos aparecidos hasta el momento se deducian a partir de
consideraciones fisicas o argumentos matematicos formales. Para cumplir este
objetivo, estudiamos el sistema hibrido como limite de un conjunto de sistemas
S formados por tres cuerdas vibrantes conectadas entre si, en los que la
cuerda central es de longitud € y densidad 1/e. Los sistemas aproximados que
consideramos son:

Ut = Ugg, en —l<z<—e, t>0
éutt:um, en —e<x<eg, t>0
Utt = Ugy, ene<x<l, t>0

u(te™,t) = ,1), ent>0 (2

(+
Uz (Fe™, 1) = uy (£ (8 5+ t) ent>0
u(=1,t) = u(l,t) = ent>0.

De esta forma, en el limite cuando € — 0 obtenemos una densidad con una
delta de Dirac, es decir, una masa puntual.

Para estudiar la convergencia de los problemas aproximados al problema
limite utilizamos dos métodos diferentes: El primero de los métodos consiste
en definir las soluciones introduciendo las formulaciones débiles (soluciones en
sentido de las distribuciones) y después pasar al limite en dichas formulaciones.
La convergencia de las soluciones resulta un problema delicado debido a que la
densidad de la cuerda central en los problemas aproximados no estd acotada
uniformemente cuando € — 0.

El segundo método consiste en definir las soluciones mediante su desarrollo
en series de Fourier y después pasar al limite en las series. Este tiltimo método
requiere un detallado conocimiento del espectro de los problemas aproximados
y su dependencia con respecto al parametro e — 0. En este sentido, los métodos
cldsicos de perturbacion de operadores lineales permiten encontrar la tasa de
convergencia de un nuimero finito fijo de autovalores y autofunciones, lo que
resulta insuficiente para probar la convergencia de las series de Fourier. Un
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calculo explicito del espectro del problema proporciona mejores resultados y se
puede establecer la convergencia uniforme de los autovalores Aj, y autofunciones
@f, para un nimero finito k& < Ce~1/6 pero que crece cuando € — 0. Esto permite
obtener la convergencia de las series de Fourier. Al mismo tiempo se pone de
manifiesto que el sistema limite sélo refleja el comportamiento de la parte de
las soluciones con frecuencias por debajo de la tasa e /6. El comportamiento
de la parte de las soluciones asociada a frecuencias por encima de este rango
no se conoce bien. Como veremos en la proxima seccién, este tipo de soluciones
puede dar lugar a patologias muy sorprendentes.

Este andlisis permite convencerse de que el sistema hibrido (1) refleja
fielmente el comportamiento limite de los sistemas aproximados, al menos en lo
que respecta a las "bajas” frecuencias (ver [10]).

El segundo objetivo que nos planteamos consistié en dar una demostracion
del fenémeno descrito por Hansen y Zuazua en [28] basada en propiedades
espectrales y que no utilizase la férmula de D’Alambert. Con ello pretendiamos
deducir el mismo fenémeno en otros modelos gobernados por ecuaciones
diferenciales diferentes de la ecuacién de ondas, como por ejemplo las ecuaciones
de vigas.

El analisis realizado demostré que las propiedades espectrales que
caracterizan el fendmeno descrito son por un lado la falta de separacion entre
las raices cuadradas de dos autovalores consecutivos, es decir,

ir]%f(v N1 — V) =0, (3)

y por otro lado un comportamiento singular de las autofunciones que permite
establecer combinaciones lineales de las mismas con una apariencia asimétrica
(ver Figura 3).

Segunda autofuncién ¢o Tercera autofuncion ¢g

(2 + ¢3) | (g2 — b3)

Figura 3: Se observa el comportamiento singular de la tercera
autofuncion que permite encontrar combinaciones lineales sencillas
con un comportamiento asimétrico respeto de la masa.

La dificultad principal radica en la caracterizacién de los espacios con
diferente regularidad a ambos lados de la masa usando sélo la propiedad
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espectral descrita. Este problema fué resuelto mediante una técnica basada en
la construcciéon de una base de Riesz para estos espacios asimétricos generada
por una perturbacion de ciertas combinaciones lineales de autofunciones como
las presentadas en la Figura 3.

Posteriormente ensayamos con éxito este método en el problema de la viga
con una masa en el interior. Para modelizar las vibraciones de la viga hemos
considerado dos modelos lineales diferentes: el modelo de Timoshenko y el
modelo de Euler-Bernouilli.

El médelo de Timoshenko incorpora en la ecuacién un término de inercia de
rotacién que hace que el sistema sea hiperbdlico:

"Yuzztt(xat Utt(xat) u:cmzm(xat) =0 z¢€ (7170) U (Oa 1)3 t>0

[u(z, )]z:O [“r(xat)]m 0=0 t>0
Ut (0,1) + [Uage(2,1)],_o =0 t>0 (@)
uttm(07t) Y 1[uww(x7t)]w20 =0 t>0

u(—1,t) =u(l,t) = t>0

0
Uge (—1,1) = um(l,t =0 t>0.

La constante 7 > 0 es la constante de inercia de rotacion. Cuando consideramos
este modelo, la situaciéon es andloga a la que se produce en el caso de la
cuerda con una masa en el interior, es decir, es posible probar a partir de
propiedades espectrales que el sistema esta bien puesto en espacios con un orden
de regularidad mayor a uno de los lados de la masa (ver [16]).

La situacién es muy diferente cuando consideramos el modelo (més clésico)
de Euler-Bernouilli que corresponde al caso v = 0 en (4). Entonces, el sistema
deja de ser hiperbdlico y las vibraciones se propagan con velocidad infinita. La
singularidad que produce la presencia de la masa no es suficiente para reducir la
separacion espectral asintética de manera que se verifique la propiedad espectral
(3). Este hecho permite deducir, en particular, que no existe ningun efecto
regularizante de las vibraciones al atravesar la masa (ver [17]).

Por dltimo, hemos aplicado los resultados anteriores al estudio de la
controlabilidad de los sistemas descritos cuando actuamos sobre uno de los
extremos. Brevemente, la controlabilidad de un sistema consiste en buscar una
fuerza externa, denominada control, que actie sobre una parte del sistema y
que permita conducirlo a un estado deseado como puede ser el equilibrio. Por
ejemplo, consideremos el sistema (4) con un control ¢(¢) que actiia en el extremo
z=1

Vurrtt(zyt - Utt(x7t) - Ur'prr(x,t) =0 S (*1, O) U (0, 1)7 t>0
[u(,1)],—g = [ue(z, )], = 0 t>0
utt( ) [uzzz (LL' t)]x:O = t>0
utm(O t) — Y g (2, )] s=0 = 0 t>0
u(—1,t) = u(1,t) = ug(—1,t) =0 t>0

(5)
El problema de control al equilibrio puede formularse como sigue: Dado un
tiempo T > 0 y unos datos iniciales ug, uy encontrar un control q(t) tal que la
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solucion del sistema (5) que satisface las condiciones iniciales
u(z,0) = uo, ur(x,0) = ug

verifique

u(z,T) = w(x,T) =0.

Naturalmente la respuesta al problema de control planteado dependera en
gran medida de los espacios donde se tomen tanto el control ¢ como los datos
iniciales. Para fijar ideas supondremos que tomamos los controles en L2(0,T) y
los datos iniciales en el mayor espacio para el cual existe un control ¢ € L2(0,T).
Entonces, el problema de control se reduce a calcular este espacio de datos
iniciales controlables.

Para estudiar la controlabilidad hemos aplicado el conocido método HUM
(Hilbert Uniqueness Method) introducido por J.-L. Lions en los anos 80 (ver
[33]). HUM es un método de dualidad que reduce la controlabilidad de un
sistema al estudio de ciertas desigualdades de observabilidad para el sistema
adjunto sin control.

En general, la dificultad principal del método es probar las desigualdades
de observabilidad. En el caso que estamos considerando, la controlabilidad del
sistema (5) se reduce a la siguiente desigualdad para las soluciones del problema
adjunto sin control (4):

T
(o, w)|J3 < Ctte / itz (1, 1) (6)

donde F' (que se define como el espacio mds grande para el que se verifica (6))
es el espacio de datos iniciales observables.

Observamos que una desigualdad de observabilidad es una desigualdad que
estima la energia total del sistema, medida en alguna norma, con la informacién
que se puede obtener de una parte del dominio (zona de observacién). En la
desigualdad (6) la zona de observacién es el extremo x = 1.

Debido a la existencia de espacios asimétricos en los que el sistema estd bien
puesto, el espacio F' de datos observables para el sistema (4) es un espacio
formado por funciones que tienen un orden mas de regularidad a la izquierda de
la masa. Aplicando la dualidad del método HUM se deduce inmediatamente
que el espacio de datos controlables para el sistema (5) estd formado por
funciones que tienen un orden de regularidad menor a la izquierda de la masa.
Naturalmente este efecto es debido a la presencia de la masa. En ausencia
de la masa, los espacios de datos iniciales observables y controlables son
completamente simétricos.

La prueba de estos resultados se realiza con una técnica basada en el
desarrollo en serie de Fourier de las soluciones. Esta técnica precisa un detallado
andlisis de las autofunciones y algunos resultados sobre series de Fourier
no arménicas (ver [14], [15], [16] y [17]). El principal inconveniente es que,
por lo general, requiere que el espectro del problema esté compuesto por
autovalores simples, y esto hace que se aplique casi explusivamente en problemas
unidimensionales.
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3 Propagacion de energia en medios muy heterogéneos

Entendemos por medios heterogéneos aquéllos que estan formados por diferentes
tipos de materiales, o por un mismo material pero con diferentes densidades.
Un especial interés tienen aquellos medios heterogéneos que presentan una
estructura periédica con un periodo € muy pequeno en comparacién con el
tamano del dominio que se considera. De esta forma se crean modelos de
materiales con microestuctura que tienen una apariencia homogénea y en los
que la heterogeneidad y la estructura periédica del medio sélo son observables
a un nivel microscépico.

Analizar el comportamiento de las soluciones teniendo en cuenta las leyes de
comportamiento de cada uno de los materiales que originan la estructura seria
un proceso muy laborioso y muchas veces impracticable. Por ello, desde el punto
de vista matematico se ha desarrollado toda una teoria en torno a este tipo de
estructuras conocida por “homogeneizacion”. Con ella se pretende describir las
leyes que rigen el comportamiento macroscépico de estos sistemas.

En los dltimos anos estos modelos heterogéneos y la teoria de la
homogeneizacion para describirlos han sido objeto de estudios exhaustivos.
Véase por ejemplo las monografias de Bensoussan - Lions - Papanicolau [§]
y Oleinik - Shamaev - Yosifian [41].

Aunque la teoria de la homogeneizaciéon nos ha permitido avanzar mucho
en la comprension de la propagacién de energia en este tipo de medios existen
aun muchos problemas interesantes por resolver. Voy a destacar dos preguntas
interesantes en este sentido:

1. ;Como afecta la estructura microscopica de un material compuesto en
su comportamiento macroscopico?, o mas concretamente, ;cuando son
validas las leyes macroscépicas obtenidas por la homogeneizacion?

2. La homogeneizacién permite aproximar las soluciones de una ecuacién
sobre un medio muy heterogéneo. ; Es esto suficiente para describir la
distribucién de energia de una solucién en cualquier instante de tiempo?
Si no es asi, ;Cudl es la ley de propagacion de energia en estructuras muy
heterogéneas compuestas de diferentes materiales?

Ambas cuestiones se presentan en muchos disenos de construcciones
complejas actuales en los que un modelo macroscépico que no tenga en cuenta
la interaccion entre los diferentes materiales puede producir resultados erréneos.

La respuesta a las cuestiones planteadas no se conoce bien y tan sélo se han
hecho estudios en casos muy particulares que ademds han arrojado resultados
sorprendentes. En nuestro analisis hemos intentado profundizar lo més posible
en este tipo de problemas manejando los modelos mas sencillos.

A continuacién desarrollo brevemente nuestro trabajo en este campo:

1. Acerca de la influencia de la estructura microscépica de un material
compuesto en su comportamiento macroscépico

Uno de los aspectos que mejor describen la propagacion de energia y que
estd estrechamente relacionado con la controlabilidad es la observabilidad, y en
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pocas palabras establece la relacién entre la energia que posee un sistema y
aquélla que uno es capaz de medir desde una reducida zona del mismo durante
un periodo de tiempo T > 0 (ver Figura 4). Concretamente, si consideramos la
ecuacion de ondas sobre un dominio 2 C R"
p(@)uy — div(A(x)Vu) =0, €, 0<t<T, (7)
u(z,t)=0, 2€9Q, 0<t<T,

vy w C € una regién de observacion, la observabilidad consiste en encontrar
desigualdades del tipo

T
/ [o(@)lur (2, 0)? + [Vu(z,0)%] dz < Cte / / [A(0)|Vu(e, t)] dedt, (8)
Q 0 w

para toda solucién u de (7). Observamos que a la izquierda de esta desigualdad
aparece la energia de las soluciones de (7) y a la derecha, cierta informacién
obtenida sélo de la zona de observaciéon w durante un periodo de tiempo 7" > 0.

Figura 4: La observabilidad consiste en estimar la energia
de un sistema mediante la que se puede observar en una
pequena region w a lo largo de un cierto tiempo T > 0.

A la hora de estudiar este tipo de propiedades, las leyes macroscopicas que
proporciona la homogeneizaciéon no son suficientes. Por ejemplo, se sabe que
la interaccién entre las ondas de alta frecuencia y la microestructura puede
producir soluciones que concentran toda su energia en una parte de la frontera
(ver [6] y los trabajos de G. Allaire y C. Conca [1]), es decir, se produce un
cierto fendmeno de resonancia de las ondas con la microestructura.

Para ilustrar este hecho consideremos el modelo més simple formado por la
ecuacion de ondas unidimensional sobre un medio de densidad muy heterogénea
con estructura perddica. Las ecuaciones que describen el sistema son:

pe (o) L) "’“g”” ze(0,1), t>0
u(z,0) =u(z), $E(z,0) =u'(x) 9)
u(0,t) =u(l,¢) =0 t>0,

donde p¢(x) = p(z/e) con p(x) una funcién peridédica tal que 0 < p,, <

p(x) < py < 00, € — 0 un pardmetro pequenio que mide el periodo de la
microestructura.
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El problema de autovalores asociado a (9) posee autofunciones que se
concentran en los extremos. En la Figura 5 se muestra el perfil de una de
estas autofunciones ¢ que se concentra exponencialmente en x = 0. Estas
autofunciones permiten construir soluciones de (9) en variables separadas del
tipo

u(x, t) = cos(VAL)d(x),
que mantienen el perfil de ¢ a lo largo del tiempo. De esta forma se construyen
soluciones de la ecuacién de ondas (9) que estdn muy concentradas en el extremo
x = 0 a lo largo del tiempo. Por supuesto, estas soluciones son muy dificiles
de observar desde el extremo x = 1 y, en realidad, debido a ellas la mejor
constante en la desigualdad de observabilidad (8) para el problema (9) es del
orden exp(1/e), que explota cuando € — 0.

; ﬂﬂAA
"

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5: Comportamiento singular de algunas autofunciones de la
ecuacion de ondas unidimensional en un medio periddico.
Se observa concentracion de la energia en un extremo.

Observemos que este comportamiento singular de algunas soluciones de (9)
se pierde en el problema limite. De hecho, es facil deducir que las soluciones de
(9) convergen a las del problema limite

plulet) _ Sulet) ze(0,1), t>0
u(@,0) =u’(z), Fi(x,0)=u'(z) (10)
u(0,t) = u(l,£) =0 t>0,

en donde la densidad oscilante se sustituye por su media p = fop p(x)dz, con
p el periodo de p. En este sistema las singularidades se propagan a través
de las caracteristicas con velocidad finita y no pueden existir soluciones que
concentren su energia en el extremo z = 0 a lo largo del tiempo. La desigualdad
de observabilidad (8) se cumple para el problema limite (10).

Vemos, por tanto, como el estudio del problema limite o problema
homogeneizado se muestra insuficiente para detectar ciertos fenémenos como
la localizacion de energia de las soluciones.

El andlisis de este tipo de situaciones singulares constituyen la motivacion
principal de nuestro trabajo.
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Un cuidadoso andlisis espectral del sistema (9) permite acotar el rango de
frecuencias que producen un efecto de resonancia con el medio. Se trata de
aquellas frecuencias cuya longitud de onda coincide con la periodicidad del
medio (ver Figura 6).

o

L)

il

Figura 6: Solo las autofunciones ¢ que oscilan con el mismo orden
que la densidad p presentan fendmenos de resonancia con el medio.

Concretamente, las frecuencias mayores o menores que este rango critico no
muestran estos fendmenos de resonancia.
Para explicar este resultado introducimos el problema de autovalores
asociado a (9):
{ <p”(.7;) + )‘pe(P(m) =0, (11)
¢(0) = (1) = 0.

Para cada € > 0, existen un conjunto de autovalores
0 <Al <AS < ... <A <... > 00 cuando k — o0

y un conjunto de autofunciones asociadas {5}
El sistema limite de los sistemas (11) cuando € — 0 es el siguiente:

") + App(x) = 0,
{ 20) = o() — 0, (12)

en el que se sustituye la densidad oscilante p® por su media p. Los autovalores
(M) ken y autofunciones asociadas (¢ )ren pueden calcularse explicitamente

)\k: = k%v
{ ok (x) = sen(kmx).

Observemos que las autofunciones del problema limite no exhiben ninguna
concentracién en ninguna parte del dominio.
Se sabe que los autovalores y autofunciones de los problemas (11) convergen
a los del problema limite (12) cuando ¢ — 0. Concretamente, se tiene el siguiente
resultado (ver [41])
AL, — A < ci(k)e

) 13
95 — drllm0,1) < c2(k)e. (13)
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Puesto que las autofunciones del problem limite no presentan ninguna
concentracién, estd claro que aquellas autofunciones que se encuentren
suficientemente cerca de las del problema limite no presentaran tampoco
ninguna concentraciéon. Resulta por tanto esencial conocer bien las constantes
c1(k) y ca(k) en (13).

Para estudiar esta dependencia realizamos un desarrollo asintético de los
autovalores y autofunciones en funcién de k y € con el conocido método WKB.
Esto permite analizar la validez del sistema limite como aproximacién de los
sistemas (11). Concretamente, se obtiene

G — M| < k2 "

6% — drllaz0.1) < c2ke.
Observamos que los autovalores del problema limite constituyen una buena
aproximacién de los autovalores \§, si k& < ce~2/3. Por encima de este rango,
es necesario introducir correctores a los autovalores limite para obtener una
aproximacién uniforme. La necesidad de introducir correctores para encontrar
mejores aproximaciones de los autovalores ya se conocia desde hace tiempo
(ver [30]) pero un célculo detallado del primer corrector tan sélo se produjo
recientemente para un problema similar al que estamos tratando pero con el
coeficiente oscilante en la parte principal del operador (ver [42]). El método
WKB proporciona una férmula explicita para un conjunto infinito de correctores
(ver [21]). Por supuesto, cada corrector mejora la convergencia, sin embargo, ain
con un numero infinito de correctores, sélo es posible aproximar los autovalores

¢ por debajo del rango critico k < ce~! con c suficientemente pequeiia.

En cuanto a las autofunciones, vemos que las correspondientes al problema
limite constituyen una buena aproximacién a las de los problemas aproximados
cuando estamos por debajo del rango critico k < ce™! con ¢ suficientemente
pequena.

Esto permite deducir que por debajo del rango critico no hay autofunciones
que concentren energia en un extremo del dominio.

En el caso de las bajas frecuencias G. Lebeau ha extendido recientemente el
resultado de la densidad oscilante al caso de varias dimensiones usando técnicas
de andlisis microlocal (ver [32]).

En cuanto a las altas frecuencias, es decir aquéllas que estan por encima
del rango critico, también realizamos un andlisis de su comportamiento (ver
[22]). En este caso, se comprueba que si p € C? es periédica, los autovalores
y autofunciones (A\S,#5) del problema (11) con k > ce~? y ¢ suficientemente
grande, pueden aproximarse por los del siguiente problema:

(rb” + A :Qb = Oa
{ 5(0) = 9(1) — 0, (15)

en el que la densidad oscilante se sustituye por la constante p} =

(fol \/de)2~
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Los autovalores y autofunciones (A}, ¢;) de (15) también pueden calcularse

explicitamente:
* _ _km
VA=
% N fow p(z/€)dx
di(x) = sen(knr—\/z ).

Podemos observar que las autofunciones del problema (15) no exhiben
ninguna concentracién de energia en los extremos del dominio y por tanto
tampoco van a exhibirla las autofunciones ¢§ de (11) si k > ce~? con ¢
suficientemente grande.

A medida que consideramos autofunciones ¢§ con k mds cercano al
rango critico & ~ ¢! se hace necesario introducir correctores para obtener
aproximaciones uniformes. Cada corrector requiere una derivada més de la
densidad p de manera que si p € CN*! podemos encontrar una férmula
asintética para los autovalores y las autofunciones de (11) por encima del rango
k > e 1=1/N_ En particular, si p € C* podemos deducir que las autofunciones
de (11) no presentan ninguna concentracién de energfa si k > ce™® con ¢
suficientemente grande y a > 1 cualquiera.

Nuevamente, este resultado estd basado en un desarrollo asintético de los
autovalores y autofunciones mediante el método WKB similar al realizado para
las bajas frecuencias.

Cabe destacar que el espectro de (11) tiene un comportamiento muy
diferente para las frecuencias altas y bajas. Concretamente, mientras las bajas
frecuencias se comportan como las de una ecuacién con densidad constante p,
las altas frecuencias se comportan como las de una densidad p} < p. Ademés
la igualdad sélo se da si p es constante. En consecuencia, las velocidades de
propagacién de las altas y bajas frecuencias no son iguales.

En el caso de las altas frecuencias, la complejidad del problema en varias
dimensiones hace que existan muy pocos resultados en este contexto por el
momento.

El caso critico K ~ € ' es el mas dificil de tratar y hasta el momento
tan sélo hemos podido dar una descripcién detallada cuando € = 1/n con
n € N (ver [12]). En él se mezclan autofunciones que se concentran en
los extremos, autofunciones que se concentran en el interior y autofunciones
que no presentan ningun tipo de concentracién. Este caso también ha sido
recientemente estudiado por G. Allaire y C. Conca [1], donde se propone un test
para determinar las autofunciones que se concentran en una parte del dominio
basado en ondas de Bloch. El test resulta vélido sélo para e = 1/n (ver [19]).

Finalmente, hemos aplicado los resultados espectrales al estudio de la
controlabilidad del sistema (9) cuando actuamos en uno de los extremos (ver
[20] que contiene resultados preliminares para las soluciones que contienen bajas
frecuencias y [11] para un andlisis global). Hemos probado que, si p € CV,
las proyecciones de las soluciones sobre los subespacios generados por las
autofunciones ¢j, con k < celyk > Ce1=UN yerifican las desigualdades
de observabilidad con constantes uniformes en e. El método utilizado para
la demostracion, al igual que ocurre con el usado en los problemas hibridos

1
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presentados en la secciéon anterior, esta basado en el método HUM y dos
propiedades espectrales:

e Separacién uniforme de dos autovalores consecutivos, es decir

ko1 — A = a>0.

e Las autofunciones no se concentran en un extremo.

Ambas propiedades se verifican para las altas y las bajas frecuencias pero
dejan de verificarse en el rango critico k ~ e 1.

2. Acerca de la propagaciéon de ondas en medios compuestos por
materiales de diferente naturaleza

Consideramos ahora el problema de la observabilidad (y por tanto la
controlabilidad) de sistemas gobernados por ecuaciones de ondas cuando los
coeficientes son C% con 0 < a < 1. Observemos que un caso particular de
estos coeficientes, con regularidad incluso menor, lo constituyen las funciones
constantes a trozos que modelizan estructuras compuestas de diferentes
materiales.

En este caso la propagacién de energia atin no se entiende bien y ni siquiera
es posible establecer una definicién de rayos como medio de propagacién. Cabe
mencionar que la regularidad minima de los coeficientes para poder definir rayos
que se propagen segtin las leyes de la éptica geométrica es C? (ver [9]).

Como muestra de las posibles patologias que pueden producirse se sabe que
es posible construir coeficientes, con la regularidad arriba indicada (C'%%), para
los cuales existen soluciones que se concentran en un entorno de un punto a
lo largo del tiempo. Por tanto, dichas soluciones no exhiben la propagacién
finita de energia caracteristica de las ecuaciones de ondas. En otras palabras, es
posible construir rayos que permanecen atrapados en torno a un punto y que
no pueden escapar de un entorno del mismo (ver [23]).

Existen muchas implicaciones interesantes de este resultado que puede
extenderse al caso multidimensional o la ecuacion de Schrodinger. Por ejemplo,
es claro que cualquier ley de propagacién que se enuncie para coeficientes poco
regulares debe contener soluciones que representen este tipo de rayos inmoviles.

Otra implicacién interesante se refiere a las conocidas propiedades de
dispersion que se ponen de manifiesto con las desigualdades de Strichartz y
que resultan ser falsas en nuestros ejemplos.

4 Optimizacién mediante homogeneizaciéon

En esta seccion presentamos un problema de diseno éptimo mediante el método
de la homogeneizacién.

La descripcién general de este tipo de problemas es la siguiente: Se
considera un dominio y un conjunto de materiales diferentes con una proporcién
establecida a priori. El objetivo es encontrar una distribucion adecuada de los
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materiales sobre el dominio (diserio) que optimice alguna propiedad fisica o
mecdanica.

Existen una gran variedad de problemas que se adaptan al esquema anterior.
Entre ellos podemos mencionar el diseno de estructuras en los que se trata de
encontrar aquélla que, con una cantidad de material fija, alcance la maxima
resistencia. Se trata de un caso particular en el que se considera el esquema
anterior con un sélo material que se combina con el vacio.

Es claro que el diseno de estructuras es un campo interesante con muchas
aplicaciones industriales. El proceso habitual que se ha seguido hasta el
momento en este campo es el ensayo sucesivo de prototipos basados en la
intuicién de los ingenieros. Sin embargo, cada vez mads, esta técnica manual
se estd sustituyendo por técnicas de modelizacién matematica y optimizacién
que permiten un andlisis mucho mas eficiente.

Los esquemas numéricos que se han ensayado estan basados en una
representacién de un diseno inicial por un conjunto de pardmetros descriptivos
(generalmente controles en la frontera). A continuacidn, se realiza un andlisis
basado en variaciones de estos parametros que permita mejorar la forma inicial.

Los principales problemas a la hora de implementar estos métodos son por
un lado el costo excesivo y, lo que es mas grave, una fuerte dependencia tanto
del diseno inicial elegido como del conjunto de parametros elegidos para hacer
variaciones.

En los ultimos afios se ha desarrollado un nuevo método para abordar los
problemas de diseno estructural basado en la homogeneizaciéon. El origen de
este método se encuentra en los trabajos de F. Murat y L. Tartar de los anos
70 (ver [40]) en los que introdujeron un método para resolver problemas de
optimizacién mediante homogeneizacién. La adaptacion definitiva del método
al disenio de estructuras es mds reciente (ver, por ejemplo, [2]). A continuacién
describimos brevemente los puntos més importantes de este método.

Como hemos dicho, el problema tipico consiste en calcular la estructura
que con una cierta cantidad de materia fija aguante la mayor fuerza externa
en una o varias direcciones. Desgraciadamente, este problema no suele tener
solucién. Esto se debe al hecho de que mecédnicamente resulta més efectivo hacer
varios agujeros pequenos que uno grande. De esta forma, la configuracién éptima
resulta ser un material con infinitos agujeros que forman una microestuctura.
Desde el punto de vista numérico esta situacién produce una fuerte dependencia
de la solucién con respecto a la fineza del mallado.

La forma de solucionar este problema consiste en introducir una extensién de
la nocién de estructura que incluya los materiales con microestructura. Esto se
consigue a través de la homogeneizacion que permite caracterizar las estructuras
a través de sus propiedades efectivas.

La nueva nocién de estructura ya no queda determinada por una funcién
caracteristica que distingue los puntos en los que hay materia o agujero. En su
lugar aparecen dos nuevos parametros que son la densidad de materia en cada
punto y la geometria de la microestructura.

La estructura O6ptimal estarda compuesta principalmente por material
compuesto, es decir con microestructura y se hace necesario buscar una forma
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de encontrar la estructura mas cercana que contenga sélo materia y agujeros, es
decir sin microestructuras. Una aproximacién adecuada no es dificil conseguir
mediante un proceso de penalizacién.

Nuestro trabajo ha consistido en desarrollar una generalizaciéon del método
expuesto para problemas de diseno Optimo mas generales en los que, en
particular, aparezcan estructuras compuestas por mas de un material y sistemas
de ecuaciones.

La motivacién fisica parte de un problema ya cldsico en el ambito de la
energia nuclear. Se trata del problema de la reparticién de combustible en el
nucleo de un reactor nuclear que describimos a continuacion.

El nicleo de un reactor es un medio compuesto por 157 ensamblados
diferentes pero con una estructura comuin (ver Figura 7). Cada ensamblado
contiene basicamente un conjunto de 17x17 barras de combustible rodeadas por
agua. Se trata por tanto de un medio tremendamente heterogéneo.

Figura 7: Estructura de la seccion transversal del nicleo
de un reactor con 157 ensamblados.

Para simplificar supondremos que los ensamblados son completamente
homogéneos. Sin embargo, tomaremos las caracteristicas fisicas de cada
ensamblado diferentes debido fundamentalmente al mayor desgaste del
combustible en unos ensamblados que en otros.

Cada cierto tiempo se realiza un ajuste en la distribucién de ensamblados en
el que se remplazan aquellos que contienen el combustible més usado por otros
nuevos. Desde el punto de vista técnico, es posible combinar este proceso de
recambio con un proceso de permutacién de ensamblados. El problema consiste
en encontrar la distribucién éptima de los ensamblados para que el flujo sea
lo mayor y més uniforme posible. Esto hard que el rendimiento del reactor sea
maximo sin peligro de que existan zonas localizadas donde el flujo se concentre
creando una reaccién incontrolada.

Lo ideal seria realizar el calculo con todas las posibles configuraciones del
nucleo que son 157! En la actualidad es imposible llevar a cabo un célculo de esta
naturaleza y por ello se han desarrollado procesos de optimizacién similares a los
descritos para los problemas de diseno estructural en los que se hacen pequenas
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variaciones de una configuracién inicial elegida. Estos métodos estdn ain lejos
de conducir a la configuracién éptimal pricipalmente por su enorme dependencia
de la configuracién inicial y la dificultad para encontrar una configuracién inicial
lo bastante buena.

El método que hemos implementado esta basado en el método descrito para
el diseno de estructuras y tiene la particularidad que permite encontrar disenos
optimos que combinan més de dos materiales diferentes, a diferencia del diseno
estructural en el que se combinan tan sélo materia y vacio.

La formulacién matemética del problema es como sigue: Sea {2 un abierto
de IR? y consideremos el sistema de ecuaciones:

—div (D () Vo) — X(x)d = Aa(x)p x € Q,
{ é(z) = 0, z € 99 (16)

En (16) ¢ representa el flujo neutrénico, D es el coeficiente de difusién, ¥
es coeficiente de absorcién y o el coeficiente de fision. El proceso es el siguiente:
Para conseguir calor se produce una reaccion nuclear en la que el flujo neutrénico
sufre cambios debidos a la fisién de los nicleos, la difusién del flujo y la absorcion
de neutrones por otros nucleos. Las ecuaciones (16) representan un modelo
simplificado de este proceso en estado estacionario. El coeficiente A es el valor
minimo para el cual existe solucién de (16) y mide el equilibrio entre el aumento
del flujo debido a la fisiéon y su disminucién debida a la absorcién y la difusion.
Si A > 1 el flujo tiende a decrecer y la reaccién se extingue, mientras que si
A < 1 la reaccién crece y puede hacerse incontrolada.

En la practica, existen medios de reducir la reaccién mediante mecanismos
eficientes de control. Por ello, nuestro objetivo es maximizar el flujo, es decir,
minimizar el autovalor A. Por otro lado, la concentracién de flujo puede ser
peligrosa en este tipo de reacciones por lo que impondremos una restriccién al
flujo para que sea lo mas uniforme posible. Por tltimo, el conjunto sobre el que
minimizaremos serd el conjunto de coeficientes (D, X, o) que representen una
configuracién admisible del nicleo (ver Figura 8).

Nuestro problema de diseno éptimo se reduce a minimizar el siguiente
funcional:

(gléng)J(D 3,0)= )\1+ZH¢1*/Q¢1HL2(Q) (17)

donde A; es el primer autovalor en (16) y ¢; su autofuncién asociada.
Observamos que la condicién sobre la uniformidad del flujo esta incorporada
en el funcional J mediante el multiplicador de Lagrange [ € IR que constituye
un parametro desconocido.

El conjunto de coeficientes (D, X, o) sobre el que se minimiza es el conjunto
de todos aquellos coeficientes que representan una posible configuracién del
nucleo. Para simplificar vamos a suponer que sélo hay dos tipos de ensamblados
que se encuentran caracterizados por las funciones (d;,>;,0;) con i = 1,2. De
esta forma,

D(z) = d'x(z) + d*(1 - x(x)),
S(x) = Bx(z) + Z*(1 — x(2)), (18)
o(z) = o'x(x) +o*(1 - x(x)),



116 C. CASTRO

Figura 8: Posible configuracion de ensamblados en un reactor.

donde x(z) es la funcién caracteristica que vale 1 en los puntos donde esta el
ensamblado de tipo 1 y 0 en donde se encuentra el ensamblado de tipo 2.
Supondremos también que cada ensamblado homogéneo, es decir los
coeficientes sobre cada ensamblado (d;, X;, 0;) son constantes. Por dltimo, para
que el problema no sea trivial, introducimos una restricciéon de volumen sobre
los ensamblados, es decir fQ X = 71 constante.
Con estas consideraciones el problema de optimizacién que resolvemos es el
siguiente
min J 19
(x t.q. Jox=m) G0 (1)

Para resolver este problema, en una primera etapa introducimos una
extensiéon del conjunto de posibles coeficientes a un conjunto continuo en
el que no imponemos ninguna condicién geométrica a los ensamblados.
Mateméticamente, consideramos en (18) cualquier funcién caracteristica y
con fQ x(z)dx = v dado, que mide la proporcién de ensamblados del tipo
1 (ver Figura 9). Observemos que esta extensién transforma el espacio de
configuraciones admisibles de un conjunto finito a un conjunto infinito.

Esta primera extensién no es suficiente porque nos conduce a un problema
sobre un espacio no convexo, con multitud de minimos locales, en el que es
muy dificil implementar un método numérico para calcular el minimo absoluto.
Por ello, es necesario introducir una nueva extensiéon que contenga lo que en
homogeneizaciéon se denomina medios compuestos con microestructura.

En la segunda etapa extendemos el funcional J a este nuevo conjunto de
coeficientes valiéndonos de la teoria matematica de la homogeneizacién. Este
es el proceso mas delicado. La dificultad estd en caracterizar todas las posibles
microestructuras que se pueden obtener por combinacién de varios materiales.
En el caso de dos materiales este conjunto estd bien caracterizado desde los
anos 60 (ver los trabajos de Hashin-Shtrikman [29]). En el caso de 3 o mds
materiales, este problema ha sido muy estudiado pero aun permanece abierto
(ver [31] ¥ [5]). Afortunadamente, no es necesaria una caracterizacién completa
de estos materiales para resolver el problema de optimizacién y es posible
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probar que trabajando con un conjunto més pequeno (materiales construidos
por laminacién) se puede alcanzar el éptimo.
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Figura 9: Posible configuracion de los coeficientes tras la primera
extension que no respeta la geometria de los ensamblados.

En la tercera etapa efectuamos el proceso de minimizaciéon. El espacio
sobre el que se minimiza es convexo y resulta relativamente sencillo encontrar
condiciones de optimalidad para los minimos.

Estas condiciones se implementan numéricamente sin dificultad. Para
ello hemos utilizado el paquete informatico PDETOOLBOX del programa
matematico MATLAB que permite resolver una gran variedad de ecuaciones
diferenciales parciales mediante el método de elementos finitos.

Una observacién importante es que el minimo no se corresponde, en
general, con una configuracién real del niicleo puesto que contiene zonas
con microestructura. Por ello, en la cuarta etapa intentamos reconstruir una
configuracion real que se encuentre proxima del minimo. Este proceso se realiza
introduciendo una penalizacién en el funcional de manera que aquellas partes
que contengan mas densidad se saturen y las que tengan menos densidad se
aproximen al vacio.

Con este método hemos resuelto el problema obteniendo una configuracion
éptima por laminacién con cuatro tipos de ensamblados (ver [3]).

En general, no sabemos si el minimo encontrado es o no tnico aunque todos
los ensayos que hemos realizado nos proporcionan la misma configuracion final.

Seguidamente hemos aplicado nuestro método al siguiente sistema maés
complejo:

v (D4 (1) V0) + B(0)6 = A(o1(a)6 + oalav) €.
—div (D2 (z) V) + Ea(2)¢ = op(x) ¢ x €, (20)
¢(x) = ¢(z) = 0, x € 0.

En (20) aparecen dos tipos de flujos neutrénicos, ¢ y 1, correspondientes a
neutrones de velocidad alta y térmicos respectivamente. El modelo (20)
conoce como modelo de dos grupos y es més realista que el modelo (16).

En este caso, nuestro método tropieza con una dificultad matematica seria
ya en la primera etapa. Los resultados conocidos sobre homogeneizacién no
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permiten extender el funcional a todo el conjunto de configuraciones con
microestructura porque este conjunto no estd atn bien caracterizado al haber
dos matrices en juego. Existen cotas optimales en ciertos casos (ver [24]) pero el
problema general parece dificil de solucionar. Hemos salvado esta dificultad
introduciendo una nueva hipétesis en el problema: hemos supuesto que las
propiedades fisicas de cada ensamblado son similares. Esta hipétesis es realista
desde el punto de vista fisico puesto que los ensamblados se remplazan antes de
que el combustible se agote. Bajo esta nueva hipotesis es posible introducir
un funcional aproximado que podemos extender a las configuraciones con
microestructura (ver [4]).

5 Disipacion 6ptima en una cuerda vibrante

En esta seccién planteamos el siguiente problema: encontrar la forma mds eficaz
de amortiguar las vibraciones de una cuerda vibrante sujeta en los extremos.
Para ello consideramos mecanismos pasivos, es decir mecanismos de disipacién
distribuidos sobre la longitud de la cuerda, como puede ser el rozamiento con
un medio externo.

Sea u(x,t) el desplazamiento de una cuerda vibrante de longitud 1, fija en sus
extremos y en presencia de un amortiguamiento distribuido 2a(z). Se satisfacen
las sigientes ecuaciones

Ut (T, 1) — Ugy (2, 1) + 2a(x)u(z,t) =0, 0<zx<l1, 0<t{, (21)
u(0,t) =u(l,£) =0, 0<t,
junto con las ecuaciones del estado inicial
u(z,0) = ug(x), wu(x,0)=vo(x). (22)

Es bien conocido que dado un coeficiente positivo a € L*°(0,1) la energia
viene dada por

E(t) E/O u?(z,t) + u?(x,t)dx

y verifica E(t) < CE(0)e** con C > 0y w < 0, independiente del dato inicial.
Al menor de tales w,

w(a) =inf{ w:3C(w) >0 s.t. E(t) < CE(0)e*?!,
para cada solucién de energia finita de (1.1)}

se le conoce como tasa de decaimiento asociada a a.

Buscamos el coeficiente a que produzca la minima tasa de decaimiento.

De forma intuitiva parece que la disipacién constante a = ag es la mejor
forma de amortiguar. Sin embargo, se observa que al elegir la disipacién
constante no parece cierto el hecho de que 'més es mejor’. Es decir, una mayor
disipacién en la cuerda no produce, en general, una mayor tasa de decaimiento.
Concretamente, cuando a = ag constante, al aumentar ay hasta el valor 7 la
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tasa de decaimiento decrece. Sin embargo, a partir de este valor critico la tasa
de decaimiento comienza a crecer rdpidamente (ver por ejemplo [26]).

Este hecho sorprendente es conocido como overdamping. En la Figura 10 se
ilustra este fenémeno tomando una cuerda vibrante sometida a un rozamiento
constante en toda su extension. Se puede apreciar como el fuerte rozamiento
hace que el primer modo de vibracién apenas se mueva y tarde un tiempo muy
largo en amortiguarse.

A pesar de todo, durante mucho tiempo se pensé que la distribucién
constante de rozamiento a lo largo de la cuerda era la mejor forma de
amortiguar. De esta forma, el fenémeno del overdaming proporcionaba un
limite a la cantidad de rozamiento que debemos utilizar para obtener una
tasa de decaimiento 6ptima. Apoyando esta conjetura S. Cox y M. Overton
[25] mostraron ademds que la constante Optima es un minimo local entre
todas las posibles distribuciones de rozamiento. Sin embargo, P. Freitas ([27])
daba posteriormente algunos ejemplos numéricos que mostraban evidencias de
disipaciones no constantes que mejoraban la disipacién constante éptima.
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Figura 10: Desplazamiento u(x,t) de una cuerda vibrante que
ocupa el intervalo (0,1) a lo largo del tiempo 0 <t < 2
con un fuerte rozamiento uniformemente distribuido.

Nuestro estudio resolvié de forma negativa esta conjetura (ver [13]). Existen
formas mejores de amortiguamiento que la distribucién constante de rozamiento.
Concretamente se tiene el siguiente resultado:

Si an(x) =1/(x + 1/n) entonces w(ay,) — —oo0 cuando n — 0.

Todavia més sorprendente es el hecho de que cuando n — oo, las dispaciones
an(xz) — 1/x ¢ BV(0,1) y en este caso las soluciones se extinguen en tiempo
finito (ver Figura 11). Concretamente, si a(z) = 1/z, dado cualquier dato inicial
(ug,u1) € HE(0,1) x L2(0,1) la solucion u(z,t) de (21)-(22) satisface

u(z,t) = u(z,t) =0, Vit > 2. (23)

La demostracién de estos resultados estd basada en dos hechos
fundamentales: Por un lado, la tasa de decaimiento puede caracterizarse
mediante la abcisa espectral del problema de autovalores asociado a la ecuacion
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Figura 11: Amortiguamiento de una cuerda vibrante con un
rozamiento localizado en el extremo izquierdo del tipo a(x) = 1/x.

amortiguada. En segundo lugar, un estudio cuidadoso del espectro muestra
que la abcisa espectral se hace cada vez mas negativa a medida que tomamos
a(x) =1/(xz+¢) con ¢ > 0 més pequetio. En el caso en que ¢ = 0 un argumento
directo basado en la transformada de Laplace muestra que no hay autovalores
del problema asociado.

6 Conclusiones

Sistemas hibridos: Hemos visto que se pueden caracterizar en términos de
series de Fourier espacios asimétricos en los que los modelos hibridos estan bien
puestos o, en su caso, ver que estos espacios no existen. Para ello es necesario un
andlisis riguroso del comportamiento asintético del espectro a altas frecuencias
y en particular, un andlisis de la distancia espectral asintética.

Ademiés, hemos deducido algunas consecuencias correspondientes en lo que
respecta a la propagacion, observacién y control de ondas en estos modelos.

El analisis de estos fenémenos en varias dimensiones espaciales o en modelos
no lineales son temas mucho m&as complejos y sobre los que apenas hay
resultados. Es de esperar que los fenémenos descritos tengan su analogo en
varias dimensiones.

Propagacién de ondas en medios heterogéneos: Hemos planteado
el problema de la propagacién de ondas en un medio muy heterogéneo con
estructura periédica de periodo € — 0 en una dimensién de espacio.

El andlisis realizado proporciona una descripcién detallada de algunas
situaciones singulares que se producen. Hemos visto que existe un valor critico
€, que coincide con el periodo de la estructura, de forma que las soluciones que
contienen frecuencias con longitud de onda mayor o menor que € no presentan
ningin fenémeno de localizacion de energia. En cambio, aquellas soluciones
que contienen frecuencias del orden de e pueden producir resonancia con la
estructura creando localizaciéon de energia en uno de los extremos del dominio.

Estos resultados se pueden aplicar para obtener condiciones observabilidad
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y control, uniformes en €, de las soluciones con frecuencias de longitud de onda
mayor y menor que €, es decir, aquellas que no presentan resonancia.

Por dltimo hemos expuesto el tipo de patologias que se pueden esperar en el
comportamiento de estructuras muy heterogéneas compuestas por diferentes
materiales. En particular, hemos visto que pueden existir ondas que no se
propaguen en ninguna direccién. Cabe destacar que un resultado similar en
la ecuacién del calor constituye un problema de gran interés que no se conoce.

Diseno 6ptimo mediante homogeneizacion: Hemos planteado un
problema de disenio éptimo motivado por su aplicacién dentro del campo de
la energia nuclear.

El método que hemos utilizado para resolverlo estd basado en un
planteamiento similar en el diseno de estructuras. Este método se basa en el uso
de la homogeneizacién para encontrar una adecuada relajacién del problema de
optimizacién que generalmente estd mal puesto.

La aportacién principal consiste en una generalizacién del método de la
homogeneizacién a sistemas de ecuaciones no necesariamente autoadjuntos, y
que permite combinar mas de un material bajo la hipétesis adicional de que
todos los materiales sean similares.

Disipacién é6ptima en una cuerda vibrante: Hemos visto que existen
formas de repartir la disipacién en una cuerda vibrante que producen una tasa
de decaimiento arbitraria. Incluso existe una disipacién, que no esta acotada, y
que produce extincién en tiempo finito de las soluciones. Este hecho responde
negativamente a la conjetura que establecia que la constante es la mejor forma
de disipacion en una cuerda vibrante.

El resultado estd basado en un calculo explicito. Seria interesante probar
un resultado similar en dimensién mayor que uno y en otros sistemas similares
como en la ecuacién de vigas.
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Hacia un marco comun para los titulos de Matematicas en
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THE MATHEMATICS TUNING GROUP!

Presentacion

En mayo de 2001 se puso en marcha, bajo los auspicios de la Comision Furopea,
el programa piloto Tuning educational structures in Europe para facilitar e
impulsar la construccion del espacio europeo de educacion superior previsto en
los acuerdos de Bolonia y Praga. En dicho programa se seleccionaron cinco
titulaciones (Administracion de Empresas, Geologia, Historia, Matemdticas
y Ciencias de la FEducacién) y para cada una se constituyé una red con
universidades de los distintos paises de la UE. El proyecto finalizé el 31 de mayo
de 2002, y en el documento que publicamos se encuentran las conclusiones de
la red de matemdticas, en la que han participado la Universidad Auténoma de
Madrid y la Universidad de Cantabria. Estas conclusiones se van a publicar en
los Boletines de varias sociedades matemdticas europeas.

Aprovechamos esta ocasion para informar de que la Conferencia de Rectores
de Universidades Espaniolas (CRUE) ha decidido utilizar la experiencia de
Tuning para desarrollar a su vez un proyecto piloto. Al grupo de matemdticas,
coordinado por las dos Universidades ya mencionadas, se han incorporado la
Universidad Autonoma de Barcelona, la Universidad de Santiago de Compostela
y la Universidad de Sevilla. Tan pronto como el grupo termine sus trabajos,
los documentos que los recojan se pondrdn en conocimiento de la comunidad
matemdtica espanola para su discusion.

José Manuel Bayod (Universidad de Cantabria)
bayodjm@unican.es

Adolfo Quirds (Universidad Autdénoma de Madrid)
adolfo.quiros@Quam.es

Tras la firma de la Declaracion de Bolonia [1] en 1999 por Ministros
responsables de la Educacién Superior de 29 paises europeos, y de su
continuacién, el Comunicado de Praga 2], un grupo de universidades puso en
marcha el proyecto “Tuning educational structures in Furope” [4, 5]. Lo han
coordinado las universidades de Deusto y Groningen y ha obtenido financiacién
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de la Unién Europea. Como su nombre indica, el objetivo principal del proyecto
fue estudiar la forma de “afinar” (como los distintos instrumentos de una
orquesta, no uniformizar) las estructuras educativas europeas, y colaborar asi en
la construccién del Espacio Europeo de la Educacién Superior. Esto deberia a
su vez contribuir a la movilidad y mejorar las posibilidades laborales de los
titulados europeos.

Uno de los campos incluidos en el proyecto Tuning fue el de las matemaéticas,
y este documento refleja el consenso unanime del grupo de matematicas
del proyecto. Pero dado que el grupo no pretende tener ningin papel
representativo, consideramos necesario someterlo a discusién entre la comunidad
de matematicos europeos. Estamos convencidos de que cualquier clase de accién
en las direcciones que aqui sefialamos solamente serd posible y fructifera cuando
se haya alcanzado un amplio acuerdo. Por supuesto, todos los matemaéticos
pertenecientes al grupo recibirdn gustosos cualquier comentario sobre este
documento. Sus direcciones electrénicas aparecen al final.

El Grupo Tuning de Matemdticas quiere mostrar su agradecimiento a los
coordinadores del proyecto Tuning, Julia Gonzédlez (Universidad de Deusto) y
Robert Wagenaar (Rijksuniversiteit Groningen), y a la Comisién Europea por
crear las condiciones que permitieron una agradable y provechosa comunicacion
entre sus miembros.

Resumen

e Este documento se refiere tinicamente a las universidades (incluyendo las
politécnicas), y ninguna de nuestras propuestas se aplica a otros tipos de
instituciones de educacién superior.

e La finalidad de disponer de un “marco comun para los titulos de
matematicas en Europa” es la de facilitar un reconocimiento automatico,
que contribuya a la movilidad.

e La idea de un marco comun debe ir ligada a la de un sistema de
acreditacion.

e Las dos componentes de un marco comin son unas estructuras similares
(aunque no necesariamente idénticas) y una parte troncal, bdsica y comin,
en los contenidos de los dos o tres primeros anos del plan de estudios
(permitiendo cierto grado de flexibilidad local).

e Mids alla de la parte basica y troncal del plan de estudios, y sin duda en
todo el segundo ciclo, los planes podrian diverger de modo significativo.
Puesto que hay muchas areas en matematicas, y estan enlazadas con otros
campos del conocimiento, la flexibilidad es de la médxima importancia.

e La base comun de todos los planes de estudios incluira el cdlculo en una
y varias variables reales y el dlgebra lineal.
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e Proponemos una amplia lista de otras materias que nuestros graduados
deberian conocer para ser inmediatamente reconocidos como matematicos.
No se propone que todos los planes incluyan asignaturas especificas que
se dediquen a cada uno de estos temas.

e No presentamos una lista obligatoria de temas que haya que estudiar, pero
si que mencionamos tres destrezas que cualquier graduado en matemaéticas
deberia poseer:

(a) la capacidad de idear demostraciones,
(b) la capacidad de modelizar mateméticamente una situacion,

(¢) la capacidad de resolver problemas con técnicas mateméaticas.

e El primer ciclo normalmente deberia incluir el aprendizaje de algo de
computacién y la adquisicién del conocimiento de al menos uno de los
mas importantes campos de aplicaciéon de las matemaéticas.

e Se deberfa procurar que los segundos ciclos de mateméticas fueran de
muy diversa indole. Su caracteristica comun deberia ser que todos los
estudiantes lleven a cabo una apreciable cantidad de trabajo individual.
Para conseguir esto, parece necesario un minimo de 90 créditos ECTS?
para obtener un titulo de Master.

e Puede ser aceptable que coexistan titulaciones con diversos disenos, pero
en el caso de que se dieran desviaciones significativas del estandar (en lo
relativo a los contenidos minimos o a la estructura ciclica), éstas han de
estar fundamentadas en unos requisitos de ingreso adecuados o en otros
factores especificos del plan que puedan ser juzgados en la acreditacién
externa. De otro modo, tales titulos corren el riesgo de no beneficiarse
del reconocimiento automatico europeo que dara el marco comiin, aunque
puedan constituir titulos validos de educacién superior.

1. Un marco comin: lo que significa y lo que no significa

1.1 El tnico objetivo posible de acordar un “marco comun europeo” deberia
ser el de facilitar un reconocimiento automatico de los titulos de matematicas en
Europa para contribuir a la movilidad. Esto significaria que cuando una persona
con un titulo en matemaéticas obtenido en un pais A se traslada a un pais B:

a) Se le reconocerd oficialmente el titulo, y para ello las autoridades del pais
B no le exigirdan ninguna otra prueba de su capacidad.

2ECTS son las siglas de European Credit Transfer System. Los créditos ECTS se utilizan
para medir el aprendizaje de los alumnos. Por definicién, los resultados del aprendizaje que se
espera que un alumno medio a tiempo completo pueda obtener en un ano académico, valen 60
créditos ECTS. En consecuencia, la carga de trabajo que se precisa para obtener 60 créditos
ECTS deberia corresponder a lo que se espera que un estudiante medio a tiempo completo
realice durante un ano académico.
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b) Quienquiera que vaya a contratarle en el pafs B podrd suponer que el
poseedor del titulo tiene los conocimientos generales que se esperan de
alguien con un titulo en matematicas.

Naturalmente, ninguna de estas facilidades garantizard la obtencién de
un empleo: el titulado en matematicas tendrda que pasar por cualesquiera
procedimientos (oposiciones, entrevistas, andlisis de su curriculum vitae,
valoracién por parte del empresario de la universidad en la que obtuvo el
titulo,...) que se utilicen en el pais B para obtener un empleo, ya sea publico o
privado.

1.2 Una componente importante del marco comun de los titulos europeos
de matematicas es que todos los planes tengan estructuras similares, aunque
no necesariamente idénticas. Otra componente es un acuerdo sobre una parte
troncal, basica y comun del contenido del plan que permita cierto grado de
flexibilidad local.

1.3 Queremos insistir en que de ningin modo pensamos que un acuerdo
sobre un marco comin pueda usarse como un instrumento para los traslados
automaticos entre universidades. Los traslados deberan considerarse caso a caso,
puesto que diferentes planes de estudios pueden llevar a los estudiantes hasta
los mismos niveles de formas diferentes pero todas ellas coherentes, mientras
que una mezcla inadecuada de varios planes puede no servir para el mismo fin.

1.4 En muchos paises europeos existen instituciones de educacién superior que
difieren de las universidades tanto en el nivel que exigen a sus estudiantes como
en su enfoque general de la ensenanza y el aprendizaje. Para no excluir de la
ensefianza superior a un numero importante de estudiantes, en la practica es
esencial mantener estas diferencias. Queremos declarar expresamente que este
documento se refiere solamente a las universidades (incluyendo las
politécnicas), y que cualquier propuesta de un marco comuin disenado para
las universidades no seria autométicamente aplicable a instituciones de otro
tipo.

2. Hacia una troncalidad comun

2.1 Consideraciones generales

A primera vista, las matematicas parecen idéneas para la definiciéon de unos
contenidos comunes, por ejemplo, para los dos o tres primeros anos. Por la
naturaleza misma de las matematicas, y por su estructura légica, habra una
parte comun a todos los planes de estudios de matematicas, que constard de
las nociones fundamentales. Pero por otra parte, existen muchas areas de
las matemadticas, y muchas de ellas estan relacionadas con otros campos del
conocimiento (informadtica, fisica, ingenieria, economia, etc.). La flexibilidad es
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de la maxima importancia para preservar esta variedad y las interrelaciones que
enriquecen nuestra ciencia.

Podria alcanzarse un acuerdo sobre una lista de materias que con toda
seguridad deben estar incluidas (dlgebra lineal, cdlculo/andlisis) o que debieran
estar incluidas (probabilidad/estadistica, cierta familiaridad con la utilizacién
matemdtica de un ordenador) en cualquier titulo de matemadticas. En el
caso de algunos temas especializados, como fisica matemaética, sin duda
habréa variaciones entre paises e incluso entre universidades del mismo pais,
sin que deba deducirse ninguna diferencia de calidad entre los distintos planes
de estudios.

Por otra parte, actualmente existen en Europa planes de estudios de
matematicas muy variados, con diferentes requisitos de acceso y con distintas
duraciones de las ensenanzas y distintos niveles de exigencia sobre los
estudiantes. Es enormemente importante que se mantenga esta variedad,
tanto para la eficiencia del sistema educativo como desde el punto de vista
social, con objeto de conseguir atender a las demandas del mayor nimero
posible de alumnos potenciales. La fijacion de una tnica definicién de los
contenidos, las destrezas y los niveles para la totalidad de la educacién superior
europea excluiria del sistema a muchos estudiantes y, en conjunto, resultaria
contraproducente.

De hecho en el grupo hay un acuerdo total acerca de que los planes puedan
diverger de modo significativo en lo que sea adicional a la parte troncal basica
(por ejemplo en la direccién de la matemadtica “pura”; o de la probabilidad-
estadistica aplicada a la economia o a las finazas; o de la fisica matemaética; o
de la ensenianza de las mateméticas en la educacién secundaria). Lo que hara que
esos planes sean reconocibles como planes validos de matematicas serd su forma
de presentacion y su nivel de rigor, admitiendo que hay y debe seguir habiendo
variantes en la importancia que se dé a cada tema y, hasta cierto punto, en el
contenido, incluso dentro de los dos o tres primeros anos.

En cuanto al segundo ciclo, no sélo pensamos que los distintos planes pueden
diferir, sino que estamos convencidos de que, para reflejar la diversidad de
las matematicas y de sus relaciones con otros campos, se deberian desarrollar
en las diferentes instituciones todo tipo de segundos ciclos diferentes en
matematicas, aprovechando en particular los aspectos en los que méas destaque
cada institucion.

2.2 La necesidad de la acreditacion

La idea de una troncalidad béasica debe combinarse con un sistema de
acreditacién. Con el objetivo de reconocer que un programa dado cumple con
los requisitos de la troncalidad, hay que comprobar tres aspectos:

e una lista de contenidos
e una lista de destrezas o competencias

e el nivel del dominio de los conceptos.
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No es posible reducir estos aspectos a una simple escala.

Para conceder la acreditaciéon a un plan de matematicas es imprescindible
un andlisis por parte de un grupo de evaluadores académicos, de los cuales la
mayor parte seran matemadticos. Los aspectos clave a ser evaluados deberian
ser:

a

(
(b
(

el plan de estudios en su conjunto

las unidades o asignaturas (tanto en contenido como en nivel)

(c

d

)

)

) los requisitos de acceso al plan

) los objetivos del aprendizaje (las destrezas y el nivel alcanzado)
)

(e

una evaluacién cualitativa tanto por los graduados como por quienes les
contratan.

El grupo no cree que se necesite un (elaborado) sistema de acreditacién
europeo, sino que las universidades, buscando el reconocimiento, actuaran a
nivel nacional. Para que este reconocimiento tenga valor internacional, parece
necesario que entre los evaluadores se incluyan matematicos de otros paises.

3. Algunos principios para la troncalidad comun del primer
titulo (Bachelor) en matematicas

No creemos que sea necesario, ni siquiera oportuno, fijar una lista detallada de
los temas a cubrir. Sin embargo, creemos que es posible dar algunas directrices
sobre el contenido comun de un “primer titulo europeo en matemaéticas”, vy,
lo que es més importante, sobre las destrezas que todos los titulados deberian
poseer.

3.1 Contenido

3.1.1 Todos los titulados en matemaédticas conoceran y entenderan, y seran
capaces de usar, los métodos y las técnicas apropiados a su plan de estudios. La
parte comun de todos los planes incluird

e calculo en una y varias variables reales

e Algebra lineal.

3.1.2 Los titulados en matemédticas han de conocer las areas bésicas de
las matematicas, no solo las que histéricamente han guiado la actividad
matematica, sino también otras de origen més moderno. En consecuencia los
titulados normalmente habran de conocer la mayoria de las siguientes materias,
y preferiblemente todas:

e ccuaciones diferenciales a nivel bésico
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e funciones de variable compleja a nivel bésico

e algo de probabilidad

e algo de estadistica

e algo de métodos numéricos

e geometria de curvas y superficies a nivel basico
e algunas estructuras algebraicas

e algo de matematicas discretas.

No es necesario que estos temas se aprendan en asignaturas o mddulos
individuales que cubran en profundidad y desde un punto de vista abstracto
cada materia. Por ejemplo, un estudiante podria aprender sobre los grupos
en un curso de teorfa de grupos (abstracta) o en el marco de un curso sobre
criptografia. Las ideas geométricas podrian aparecer en varias asignaturas, dado
su papel central.

3.1.3 De acuerdo con el caracter y las exigencias del plan de estudios, se
desarrollarédn otros métodos y otras técnicas, cuyos niveles serdn definidos por el
propio plan. En cualquier caso, todos los planes incluirdn un niimero importante
de asignaturas con contenido matematico.

3.1.4 En la practica y hablando en términos algo imprecisos, hay dos tipos de
estudios de matemadticas que coexisten actualmente en Europa, y ambos tipos
de estudios son ttiles. Podemos llamarlos, siguiendo [3]?, “basados en la teorfa”
y “basados en la practica”. La incidencia de cada uno de estos dos tipos de
ensenanzas varia ampliamente segin el pais, y podria ser interesante averiguar
si la mayor parte de los estudios universitarios europeos de matematicas son
“basados en la teoria” o no.

Los graduados en planes de estudios basados en la teoria tendran
conocimiento y comprensién de los resultados de varios de los campos mas
importantes de las matemaéticas. Ejemplos de tales campos son el algebra, el
andlisis, la geometria, la teoria de numeros, las ecuaciones diferenciales, la
mecanica, la teoria de la probabilidad y la estadistica, pero hay otros muchos.
Sobre este conocimiento y esta comprension se apoyaran el conocimiento y la
comprensién de los métodos y técnicas matematicos, otorgandoles un contexto
matematico bien fundamentado.

Los graduados en planes de estudios basados en la practica también
tendran conocimiento de los resultados de varios campos matematicos, pero
este conocimiento normalmente estard disenado para apoyar la comprension
de modelos y de cémo pueden aplicarse. Ademéas de los mencionados maés

3El grupo consideré enormemente 1itil este documento, y mostré un acuerdo unédnime con
su contenido. Incluso se han utilizado al pie de la letra algunas de sus frases.
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arriba, estos campos incluyen el andlisis numérico, la teoria de control, la
investigacion operativa, las matematicas discretas, la teoria de juegos y muchos
otros. (Naturalmente estos campos también pueden estudiarse en las ensefianzas
més tedricas.)

3.1.5 Es necesario que todos los titulados conozcan al menos una de las
mas importantes areas de aplicacién de las matematicas, en la que el uso
de las matematicas sea esencial para entender verdaderamente la materia. La
naturaleza y la forma en que se estudia esta drea de aplicacién puede variar en
funcion de si el plan de estudios estd basado en la teoria o en la practica. Algunas
de las posibles areas de aplicaciéon pueden ser la fisica, la astronomia, la quimica,
la biologia, la ingenieria, la computacion, la tecnologia de la informacién y
las comunicaciones, la economia, la contabilidad, las ciencias actuariales, las
finanzas y muchas otras.

3.2 Destrezas

3.2.1 Para un concepto como la integracién en una variable, el mismo
“contenido” podria significar:

e calcular integrales sencillas
e comprender la definicién de la integral de Riemann

e conocer las demostraciones de la existencia y de las propiedades de la
integral de Riemann para ciertas clases de funciones

e usar las integrales para modelizar y resolver problemas en diversas
ciencias.

Concluimos que por una parte el contenido ha de ser detallado claramente,
y que por otra mediante el estudio de una misma materia se desarrollan varias
destrezas.

3.2.2 Los estudiantes que se gradiian en matemadticas disponen de una amplia
variedad de posibilidades de empleo. Los empresarios valoran en alto grado la
capacidad y el rigor intelectual, y las habilidades de razonamiento que estos
estudiantes han adquirido, asi como sus demostradas capacidades numéricas y
el enfoque analitico a la solucién de problemas que constituyen sus cualidades
mas distintivas.

Por tanto, las tres destrezas clave que consideramos que cualquier titulado
en matematicas deberia adquirir son:

(a) la capacidad para idear demostraciones
(b) la capacidad para modelizar mateméticamente una situacién

(¢) la capacidad para resolver problemas con técnicas matemaéticas.
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Hoy en dia estd claro que resolver un problema debe incluir su resolucién
numérica y computacional. Para esto se requiere un firme conocimiento de
algoritmos y de programacién, asi como del uso del software actualmente
existente.

3.2.3 Conviene resaltar también que estas destrezas y el nivel de las mismas
se desarrollan de forma progresiva a través de la practica de varias materias.
No se empiezan los estudios de matemadticas con una asignatura llamada “cémo
hacer una demostracién” y con otra llamada “cémo modelizar una situacién”
con la idea de que estas destrezas se adquieran inmediatamente, sino que se
desarrollan practicindolas en todas las asignaturas.

3.3 Nivel

Todos los graduados habran desarrollado el conocimiento y la comprension a
un alto nivel en algin area en particular. El nombre de los estudios o del titulo
reflejaré su contenido de materias a alto nivel. Por ejemplo, los poseedores de
titulos que incluyan “estadistica” tendran un conocimiento y una comprension
sustanciales de la teoria central de la inferencia estadistica y de muchas
aplicaciones de la estadistica. Quienes posean un titulo en “matematicas”
pueden tener conocimientos de muy distintas partes de las matematicas, pero
en todo caso habran tratado en profundidad algunos temas.

4. El segundo titulo (Master) en matematicas

Ya hemos dejado claro nuestro convencimiento de que serfia un error establecer
cualquier clase de curriculum troncal para los estudios de segundo ciclo. Dada
la diversidad de las matematicas, los diferentes planes deberian dirigirse a una
amplia gama de estudiantes, incluyendo muchos cuyo primer titulo no sea en
matemdticas sino en otros campos mds o menos relacionados (informética,
fisica, ingenieria, economia, etc.). En consecuencia se deberia procurar que los
segundos ciclos de matematicas fueran de muy diversa indole.

Pensamos que el denominador comiin de todos los segundos ciclos deberia
residir, mas que en el contenido, en el nivel que se espera que los alumnos
alcancen. Una caracteristica unificadora podria ser el requisito de que todos los
estudiantes de segundo ciclo lleven a cabo una apreciable cantidad de trabajo
individual, lo que se podria plasmar en la presentacién de un proyecto individual
de cierta consideracion.

Creemos que, en orden a lograr el nivel necesario para realizar un verdadero
trabajo individual en matematicas, el tiempo requerido para obtener un titulo
de Master deberia ser al menos el equivalente de 90 créditos ECTS. Por tanto el
nuimero de créditos ECTS de un Master estara comprendido normalmente entre
90 y 120, dependiendo de cudl sea la duracién de cada uno de los dos ciclos en
los distintos paises.



134 THE MATHEMATICS TUNING GROUP

5. Un marco europeo y el acuerdo de Bolonia

5.1 La forma en que los diferentes paises implementen el acuerdo de Bolonia
tendra trascendencia sobre la troncalidad comun. En particular, 3+2 puede no
ser equivalente a 5, porque en una estructura de 342 anos los 3 primeros anos
podrian conducir a un titulo profesional, lo que significaria que se invierte menos
tiempo en las nociones fundamentales, o podrian conducir a los 2 anos siguientes,
en cuyo caso el espiritu del plan de estudios de los 3 anos seria diferente.

5.2 Si es mejor que los estudios de matematicas estén formados por un
Bachelor de 180 créditos ECTS seguidos por un Master de 120 créditos
ECTS (es decir, una estructura 342, en términos de anos académicos),
o si por el contrario es preferible una estructura 240490 (es decir,
4+1+proyecto), dependerd de varias circunstancias. Por ejemplo, una estructura
342 seguramente facilitard la movilidad entre materias para estudiantes que
decidan seguir un Master en un &area distinta de aquella en la obtuvieron su
Bachelor.

Un aspecto que no se puede ignorar, al menos en matemadticas, es la
formacion de los profesores de ensenanza secundaria. En caso de que la
cualificacién pedagégica haya de obtenerse durante los estudios de primer ciclo,
éstos probablemente deberian durar 4 anos. Pero si el ser profesor de ensenanza
secundaria exige un Master (o algin otro tipo de cualificacién postgraduada),
entonces un Bachelor de 3 anos puede ser adecuado, y en este caso la formacién
pedagégica serfa una de las posibles opciones de postgrado (a nivel de Master
o a otro nivel).

5.3 El grupo no ha intentado resolver las contradicciones que podrian aparecer
en el caso de que haya diferentes implementaciones del acuerdo de Bolonia
(es decir, si coexisten planes universitarios de tres afios con otros de cinco
anos; o si se establecen diferentes estructuras ciclicas, ya que se han propuesto
todos estos esquemas: 3+1, 3+2, 441, 4+1+4proyecto, 44+2). Como se ha dicho
mas arriba, podria ser aceptable que coexistan diversos sistemas, pero creemos
que si hay grandes alejamientos del estdndar (como la estructura 3+1, o el
incumplimiento de los principios enunciados en la seccién 3) éstos tienen que
estar fundamentados en unos requisitos adecuados sobre los niveles de acceso
o en otros factores particulares del plan de estudios, que puedan ser juzgados
en la acreditacién externa. De otro modo, tales titulos corren el riesgo de no
beneficiarse del reconocimiento automatico europeo que dara el marco comun,
aunque puedan constituir titulos validos de educacién superior.
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Proyectos empresariales en la sociedad del siglo XXI

J.A. GARRIDO"

Iberdrola
Gardoqui 8, 48008 Bilbao

Hemos iniciado el siglo XXI sumidos en una gran confusién, sin duda
acrecentada por los escdndalos econémicos de los tltimos meses, cuando en
realidad entre el siglo XX y el XXI, no ha habido ninguna frontera més que la
artificial y convenida del calendario.

La mejor manera de comprender el siglo XXI es entender los cambios
producidos a lo largo del siglo XX. Cambios que han suscitado riesgos e
incertidumbres, que han sustituido capital por conocimiento, cantidad por
calidad y todo ello en un entorno de abundancia, hasta de despilfarro podriamos
decir, de informacién, tecnologia y capital, frente a escasez de tiempo, atencién
y justicia social. Cambios que nos han conducido a una globalizacién donde las
ideas universales han sido desplazadas por las interpretaciones locales, donde se
ha producido la desaparicion de lo extrano y donde el espacio geografico ha sido
sustituido por el espacio social. Cambios que nos permiten abordar el futuro
utilizando, en vez de dejarnos llevar por, la tecnologia; futuro que lo definimos
como el destino al que queremos llegar.

En definitiva, salimos del siglo XX y entramos en el XXI con las mismas
variables clave que nos deben de servir para la reflexion y la definiciéon de un
proyecto de futuro en el cual la complejidad, y no la confusion, deberd ser
la base de todas nuestras acciones. Complejidad entendida como analisis de
muchas variables; hoy en dia cualquier situacién que estudiemos a nivel familiar,
empresarial, institucional, ...es compleja y, por lo tanto, debe de ser abordada
conociendo las variables que la definen.

Una situacién que ha contribuido a crear confusiéon ha sido la superposicién
en el tiempo de dos efectos muy distintos. Uno fue la explosién de algo que nunca
existio: las empresas de la llamada nueva economia, cuya analogia con el traje
invisible del sefior duque fue notable. Otro, la capacidad real de transformacién
en la forma de desarrollar las actividades empresariales, con el soporte de las
tecnologias de la informacién y comunicaciones.

La utilizacién de las capacidades de computaciéon para potenciar muchas
de las actividades “convencionales” y la capacidad de integrar el conocimiento
especializado disperso mediante el uso de Internet, son realidades que no pueden
ser ignoradas y que previsiblemente daran lugar a cambios importantes en los
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esquemas organizativos de las empresas. El proceso estd en marcha, el desarrollo
tecnoldgico y organizativo continta y las transformaciones se prolongaran atin
bastante tiempo.

“En el siglo XXI, hacer empresa es hacer Sociedad, capitalizando a la
persona”.

La Empresa es el lugar de concurrencia de personas creativas que se retinen
para aportar un valor que es apreciado por los grupos de interés que participan
en ella, clientes, trabajadores, accionistas, proveedores y la Sociedad. La
Empresa es un ente social en que cada persona puede y debe aportar su libertad
creativa, a partir de los valores de la solidaridad, la responsabilidad, la tolerancia
y la profesionalidad. Valores que deben articularse a través de los principios
culturales sobre los que se basan las relaciones con los grupos de interés antes
citados.

La Empresa, asi concebida, se caracteriza por “crear riqueza”, con lo que:
satisface a sus clientes, satisface a sus trabajadores, retribuye adecuadamente
a sus accionistas, contribuye al desarrollo y crecimiento de sus proveedores y
contribuye al perfeccionamiento sostenido del entorno econémico y social.

Empresa y sociedad, al menos en el mundo occidental, son dos realidades
estrechamente vinculadas, casi incluso dos aspectos de una misma realidad. Los
cambios que experimente la sociedad influirdn, estan influyendo maés bien, en los
modelos y en la concepcion de la empresa. La sociedad lleva camino de sufrir
importantes transformaciones que tendran su reflejo en la forma de concebir la
empresa, en su estructura, en la forma de gestionarla y en su funcién dentro de
la sociedad civil, la cual parece que toma cada vez mas cuerpo en las sociedades
mas cultas y mas avanzadas.

Por eso la gran necesidad de “civilizar” a la Sociedad, lo que significa
dar mayor protagonismo a la “Sociedad civil” frente a la “Sociedad politica”.
Muchas veces se transmite la sensaciéon de que los empresarios son subsidiarios
de los politicos cuando en realidad estan llamados a ser lideres sociales. Lideres
sociales comprometidos con la creacién de riqueza y no con otros objetivos
cortoplacistas cuyas consecuencias negativas afectan a toda la Sociedad.

La “creacién de riqueza”, y su justo reparto, es un compromiso de largo
plazo con el que la empresa consigue legitimidad para poder seguir existiendo
en un determinado contexto econémico, social y politico. Uno de los aspectos
de la crisis actual del capitalismo es precisamente el enfrentamiento y la eleccion
en la empresa entre valores sociales frente a los valores operativos tradicionales.

La empresa se caracteriza por su naturaleza simbdlica y moral, de tal forma
que se puede definir como el lugar de integraciéon de conocimiento especializado,
alrededor de las ideas. De esta forma la empresa del siglo XXI logra la
transformacién de Ideas en Beneficios, en contraste con la empresa del siglo
XX que transformaba los Recursos en Beneficios.

De nuevo aparece la persona y la organizaciéon como referente empresarial,
tal vez lo mas importante hasta ahora de la Sociedad del Conocimiento es
el descubrimiento, o la percepcién, de que el conocimiento constituye un
activo fundamental en los procesos de creacién de valor anadido. El principal
problema pendiente es que ain no se han encontrado soluciones efectivas para
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optimizar la utilizacién del conocimiento disponible o para mejorar los procesos
de produccién de nuevos conocimientos. Europa se resiente de forma especial
del primero de estos males y no consigue encontrar el remedio.

En estos momentos el desarrollo de las neurociencias cognitivas, con el apoyo
de la tecnologia con aportaciones como, por ejemplo, la posibilidad de obtencién
de neuroimégenes funcionales, es algo, que si bien tiene un origen reciente y
un desarrollo todavia corto, su incidencia a lo largo del siglo puede ser mas
trascendente de lo que en estos momentos se puede estar pensando.

La Sociedad del Conocimiento podria contar, para su desarrollo, con unos
instrumentos que hasta ahora ni siquiera habia imaginado.

La transformacién de Ideas en Beneficios da lugar a unas nuevas empresas
que fundamentan su actividad en la capacidad de integrar el talento y la
creatividad individual en una dimension colectiva. La nueva estructura de estas
empresas, basada en las potencialidades individuales y sociales de las personas,
impone una nueva forma de entender la propia empresa y de gobernarla. Hablar
de visién, misién y valores es apoyarse en la ilusién, el conocimiento y el
comportamiento. Para definir la visién, objetivo a largo plazo ilusionante y
alcanzable, es necesario tener bien clara la misién, conocimiento de lo que
sabemos hacer (del negocio) y ambas deben estar soportadas por unos sélidos
valores.

El empresario tiene que ser capaz de crearse su propia ilusiéon para que pueda
ser compartida por sus colaboradores y por los distintos grupos de interés que
participan de una forma u otra en la vida de la empresa. El lider empresarial
tiene que ser un lider referente que colabore a la formacion y despliegue de otros
lideres dentro de su propio negocio: liderazgo compartido.

Una de las caracteristicas relevantes de este nuevo lider, es su capacidad
para seleccionar personas, quienes bajo la influencia de la cultura del liderazgo
compartido se transformaran en nuevo lideres. Ser lider seleccionador significa
buscar personas que compartan Proyectos, huir de la mediocridad, marcar un
estilo acorde con el Proyecto, seleccionar a los “seniors” que quieran ayudar
desde la experiencia y el conocimiento, no tener miedo a equivocarse...

La principal aportacién de un lider empresarial es la de crear y potenciar la
cultura en la que la competencia (conocimiento) y los comportamientos (valores)
sean las bases del desarrollo del proyecto empresarial.

Es preciso ser suficientemente competente en los conocimientos basicos y en
los fundamentos de cada negocio. Conocer, manejar y controlar las variables
clave de cada negocio y en cada ocasiéon. La competencia tecnolégica es un
factor fundamental para un lider empresarial y vemos céomo, paulatinamente,
va perdiendo su “glamour” social e intelectual.

El lider empresarial tiene un poder ético que debe desarrollarlo de manera
positiva para su empresa, para sus colaboradores, para quienes se relacionan con
su negocio y para la Sociedad. Los valores de los lideres empresariales estan
vinculados a los asumidos por la Sociedad en la que viven.

Los valores del lider son el marco de referencia para él y para su equipo
(liderazgo compartido). Este lider tiene que elegir y llevar a su comportamiento
una serie de principios culturales que dejen su impronta alli por donde pase.
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Cumplir con los comportamientos exigidos por las leyes y los reglamentos no
es ningin mérito especial, sino una condicién previa que se debe suponer en
cualquier empresario o directivo.

El nuevo capitalismo tiene que dar lugar a una nueva sociedad. A su vez, la
nueva sociedad que se estd configurando exige un nuevo paradigma del sistema
econémico. Algunos de los aspectos determinantes del cambio social son el
incremento de la esperanza de vida, la transformaciéon de los esquemas de
valores, el desarrollo de Tecnologias de la Informacién y de las Comunicaciones
(TIC), el progresivo desarrollo de la Sociedad del Conocimiento y desviacién
del esfuerzo investigador del campo de las TIC al de las Ciencias de la Vida.

Necesitamos definir la Nueva Corporacion que ha de generar el nuevo
capitalismo de siglo XXI.

La empresa entendida como corporacién es uno de los logros y simbolos del
desarrollo de la sociedad industrial y, como tal, ha sufrido su misma evolucién y
recibido sus mismos impactos. La “calidad de vida” fue definida como el espiritu
de la sociedad industrial. Maés tarde, este concepto de “calidad” invadiria la
vida empresarial mas alld de su actividad productiva, incorporando nuevos
compromisos que hoy una empresa no puede eludir: Calidad en los productos,
Calidad de las condiciones de Trabajo, Calidad del Medio Ambiente... Hasta
el punto que estos factores impulsados por la presién de la opinién publica
han llegado a transformar los valores que han soportado durante el siglo XX la
actividad empresarial, sustituyendo:

e El Crecimiento por el Crecimiento equilibrado.

e La Tecnologia por el uso tecnolégico seguro, respetuoso con el medio
ambiente y la estabilidad social.

El Beneficio por la Responsabilidad Social de las Corporaciones.

La Gestién autoritaria por la gestion participativa.

La eficiencia econémica por la eficiencia en la economia, en el factor
humano, en la cultura empresarial.

e La supuesta lealtad a la empresa por la adhesién a proyectos compartidos.

Hasta el punto que hoy una empresa no puede desarrollar su actividad
permaneciendo ajena a las expectativas de la Sociedad.

En definitiva, se trataria de producir un cambio radical de tendencia en
“nuestros Proyectos Empresariales” de manera individual y colectiva acertando
a saber definir correctamente (no dejar que lo hagan otros), la visién, la misién
y los valores; adquiriendo, manteniendo y mejorando el conocimiento de los
aspectos clave de cada negocio (variables claves), lo que también es aplicable a
nivel familiar y personal.
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Varios autores

ESAIM:COCV. A tribute to Jacques-Louis Lions

EDP Sciencies, Les Ulis Cedex A, France, 2002.

ISBN: 2-86883-602-X (Tomo 1) y 2-86883-609-7 (Tomo 2)

Estos dos Tomos de ESAIM:COCV
estan dedicados a honrar la memoria
de Jacques-Louis Lions.

La serie de revistas ESAIM
(European Series in Applied and

: Aobrf Industrial Mathematics) fue creada
co Jacoenbours Lions | {03 *s-Louis 1 en septiembre de 1995 por la SMAI,
ammage 8 s 213 270 L Sociedad Francesa de Matemdtica
Aplicada e Industrial, con el apoyo
del Ministerio de Educacién y
Ciencia francés. Esta iniciativa
fue posible gracias al impulso del
entonces presidente de la SMAI
Jean-Pierre Puel.

La serie comprende cuatro
revistas, ESAIM: Modélisation Mathématique et Analyse Numérique
(ESAIM: M2AN), ESAIM: Control, Optimisation and Calculus of Varia-
tions (ESAIM: COCV), ESAIM: Probability and Statistics (ESAIM: PS) y
ESAIM: Proceedings.

Jean Michel Coron, ha sido el editor en jefe de ESAIM: COCV desde su
creacion.

Como su propio nombre indica, los temas en los que el interés de esta
publicacién se centra son la Teoria del Control, el Calculo de Variaciones y
la Optimizacién. Si bien en sus origenes se traté de una publicacién meramente
electrénica, en la actualidad los articulos publicados cada ano son recogidos en
un volumen impreso que es enviado a las Instituciones que lo suscriben, cuyos
miembros pueden a su vez consultar en tiempo real los contenidos de la revista
de manera electrénica.

La editorial que en la actualidad se encarga de su ediciéon y difusién es
EDP Sciences (EDP = “Editions de Physique” en este caso y no Ecuaciones en
Derivadas Parciales), cuya direccién es http://www.edpsciences.org/cocv/.

Desde su creaciéon, ESAIM: COCV ha publicado méas de 160 articulos y més
de 5000 paginas. En mi opinién, las contribuciones publicadas hacen de esta
revista una de las de mayor calidad en su campo.
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Este ano, ademas del volumen anual habitual, ESAIM: COCV ha publicado
este volumen especial en dos tomos dedicados a la memoria del reciente y
prematuramente desaparecido Jacques-Louis Lions, que ha sido un pionero
de la Matemadtica Aplicada contempordnea (véanse las resenas al respecto en
el anterior nimero del Boletin) y que ha influenciado de manera decisiva los
campos abarcados por esta revista.

J.L. Lions fue también el autor del primer articulo de la revista y ofrecié
su apoyo entusiasta en todo momento, lo cual contribuy6 de manera decisiva al
éxito de la empresa.

Mediante estos dos tomos, la revista ESAIM: COCV, su Comité Editorial
y los numerosos autores que han contribuido a este volumen, que representan
a su vez a un colectivo mucho més amplio de investigadores del campo, desean
recordar y rendir homenaje a J.L. Lions, por sus contribuciones cientificas y la
labor de maestro realizada, que marcaran el futuro de este campo ya de manera
permanente.

E. Zuazua
enrique.zuazua@uam.es
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Titulo: ANALISIS DE UN MODELO BICAPA DE AGUAS POCO
PROFUNDAS.
Doctorando: Maria de la Luz Munoz Ruiz.
Director/es: Carlos Parés Madronal y Pierre Orenga.
Defensa: 28 de junio de 2002, Universidad de Mélaga.
Calificacién: Sobresaliente cum Laude.

Resumen:

El objetivo principal de esta memoria es el anélisis tedrico de un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales acopladas, que corresponde a un modelo bicapa
de aguas poco profundas, aplicable al estudio de la dindmica que tiene lugar en la
zona del Mar de Alborén y el Estrecho de Gibraltar.

En primer lugar se aborda la construccién del modelo de aguas poco profundas
bicapa en formulacién velocidad-espesor, y se recuerdan aquellos resultados relativos
al anélisis de un modelo de aguas poco profundas de una sola capa que se extenderan
al caso de dos capas.

A continuacién se aborda el anilisis del problema bicapa con condiciones de
contorno homogéneas, ofreciendo un teorema de existencia de solucién para datos
controlados, y algunos resultados de regularidad que permiten probar un teorema
de unicidad de solucién. La principal dificultad es la apariciéon de términos de
acoplamiento entre las capas. Esto plantea la necesidad de obtener estimaciones
a priori en el espacio de las funciones de cuadrado sumable con el fin de obtener
la existencia de soluciones. En el caso de una sola capa estas estimaciones eran
obtenidas una vez probada la existencia de solucién.

Después se estudia el problema bicapa con condiciones de contorno no
homogéneas, para el que se ofrece un teorema de existencia de solucién. A las
diferencias propias del modelo bicapa se unen ahora las debidas a la aparicién de
términos de borde que es necesario estimar.

Por ultimo se realiza el andlisis tedrico y la aproximacién numérica de un
problema bicapa unidimensional que modela un flujo bicapa en un canal con seccién
rectangular variable. Desde el punto de vista tedrico se presentan resultados de
existencia, regularidad y unicidad de solucién. Desde el punto de vista numérico se
propone un esquema de tipo volimenes finitos para su resolucién: el ()-esquema de
Van Leer con descentrado de los términos fuente y se presentan algunos resultados
numéricos obtenidos con este esquema.
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Titulo: ALGUNOS RESULTADOS DE EXISTENCIA, UNICI-
DAD Y ESTABILIDAD PARA EDP FUNCIONALES ES-
TOCASTICAS NO LINEALES.
Doctorando: Maria José Garrido Atienza.
Director/es: Tomds Caraballo Garrido y José Real Anguas.
Defensa: 29 de mayo de 2002, Universidad de Sevilla.
Calificacién: Sobresaliente cum Laude (por unanimidad).

Resumen:

En la Memoria se analiza la existencia y unicidad de solucién para ecuaciones en
derivadas parciales estocasticas con retardos en un contexto variacional, asi como el
comportamiento asintdtico de las soluciones de sistemas diferenciales estocésticos,
tanto en el caso en el que no haya caracteristicas hereditarias como en el que
la ecuacidén contenga retardos. La principal dificultad que surge al estudiar la
existencia de solucién de los sistemas planteados es que no se puede aplicar ni
un método de Galerkin adecuado, puesto que las ecuaciones consideradas son
retardadas, ni un esquema de Picard conveniente, debido a que los operadores
que intervienen en los sistemas son muy generales. En concreto, en el Capitulo 3
se presentan resultados relativos a una ecuacién en derivadas parciales estocastica
de primer orden en tiempo, bastante general, y con caracteristicas hereditarias,
donde los retardos son de tipo variable. Motivados por los resultados obtenidos
para un sistema diferencial estocastico de primer orden en tiempo y con retardos,
en el Capitulo 4 se ha tenido como objetivo establecer resultados similares en el
caso de que la ecuacién sea retardada y de segundo orden en tiempo. Se han
obtenido varios resultados para un problema de este tipo donde las familias de
operadores que intervienen son no lineales y muy generales, constituyendo estos
una de las aportaciones mads significativas de esta Tesis, debido principalmente a
que no conocemos resultados de este tipo para estos problemas. El Capitulo 5
se dedica a un anélisis del comportamiento asintético de sistemas diferenciales.
Fundamentalmente se ha centrado en la ecuacién de primer orden en tiempo, para
la que se obtienen resultados de estabilidad trayectorial de una manera directa, es
decir, sin necesidad de establecer resultados de estabilidad en media cuadratica.
Ademds, el decaimiento que se analiza no es, en general, de tipo exponencial,
sino que se trabaja con funciones de decaimiento mas generales. Por otro lado,
los resultados obtenidos relativos a estabilidad casi segura de las soluciones de
ecuaciones diferenciales estocdsticas de primer orden en tiempo se aplican a la
estabilizacién de sistemas deterministas y estocdsticos. Md4s concretamente, si
el ruido no causa estabilidad exponencial, o no se sabe determinar si el sistema
perturbado estocasticamente es o no exponencialmente estable, se investiga si el
ruido produce algiin tipo de estabilidad mas débil, o incluso mas fuerte. También
se dan algunos criterios para la construccion de estabilizadores de tipo feedback.
En este dltimo Capitulo se establecen ademds algunos resultados relativos a la
estabilidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales estocdsticas de segundo
orden en tiempo. En concreto, se analiza la estabilidad exponencial en media
cuadratica y, a partir de ahi, la estabilidad exponencial trayectorial del sistema.
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