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EDITORIAL

Estimados amigos,

Con gran satisfaccién, encabezamos con estas breves palabras un nuevo
nimero de nuestro Boletin. En él encontraréis una gran variedad de articulos
(cientificos, de cardcter aplicado/industrial, educativos) que esperamos sean de
vuestro agrado.

En esta ocasion, tenemos ademads la gran alegria de anunciar que nuestros
companeros Fuensanta Andreu-Vaillo, Vicent Caselles y José M. Mazo6n han sido
galardonados con el Premio Ferrdn Sunyer i Balagué 2003 por la monografia
titulada Parabolic quasilinear equations minimizing linear growth functionals.
De todo ello se ofrecen mas detalles en el apartado referente a las noticias de
SeMA.

Seguimos a vuestra disposicion para cualquier sugerencia que permita
mejorar nuestra labor.

Grupo Editor
boletin_sema@orion.ciencias.uniovi.es



INFORME DEL PRESIDENTE

Queridos amigos:

Tras el relevo de nuestros compaferos de la Universidad de Cérdoba, el
nuevo grupo editor ha cumplido ya el ano de trabajo. En este tiempo,
nuestros companeros de la Universidad de Oviedo han dado un nuevo impulso
al boletin. El boletin no solamente ha mejorado su imagen, sino que ademaés se
ha conseguido un objetivo que nos habiamos marcado: lograr una periodicidad
en su publicacién. Marzo, junio, septiembre y diciembre son los meses en los
que nuestro boletin aparecerd. Os aseguro que no es tarea facil cumplir con
este compromiso, pero ellos, con la ayuda de Enrique Fernandez Cara, estan
teniendo éxito en esta empresa. Nuestras felicitaciones y agradecimientos por
el trabajo que estan realizando.

Con el curso académico terminado, hago un breve balance de la actividad de
SéMA durante los ultimos nueve meses. En este tiempo hemos firmado nuevos
convenios de reciprocidad con la Societa Italiana di Matematica Applicata e
Industriale (SIMATI), la Societé de Mathématiques Appliquées et Industrielles
de Francia (SMAI) y la Societat Catalana de Mathematiques (SCM). Con todas
ellas el acuerdo de reduccién en la cuota es del 50%. Estos acuerdos se unen a los
ya firmados anteriormente con la Real Sociedad Matematica Espanola (RSME)
(60%), Gesellschaft fiir Angewandte Mathematik und Mechanik (GAMM)
(33%) y la American Mathematical Society (AMS) (50%). Ademéds en estos
momentos estamos dando pasos para la firma de acuerdos con la Sociedade
Brasileira de Matemética Aplicada e Computacional (SBMAC) y la Association
des Mathématiques et Applications de Tunez.

Por otro lado, intentamos que estos acuerdos se consoliden mediante la
organizacién de eventos conjuntos. Asi el dia 30 de mayo se desarrolld
en la Universidad del Pais Vasco una jornada sobre Mecéanica de Fluidos
en colaboracién entre la RSME y SéMA y organizada por Mikel Lezaun,
vicepresidente de nuestra sociedad. En estos momentos José M. Arrieta estd
ultimando la organizaciéon de una sesion en Brasil, en el XXVI Congresso
Nacional de Matemética Aplicada e Computacional que organiza la SBMAC.
Durante los dias 22 y 25 de septiembre, tendra lugar en Santiago de Compostela
el Encuentro de Sociedades Latinoamericanas de Matemdticas en el que
SeMA participa. También participa SéMA, junto a SCM, RSME y SEIO
(Sociedad de Estadistica e Investigacién Operativa) en la organizacién del
International Congress of Mathematicians (ICM2006) a celebrar en Madrid.

Seguramente me dejo en el tintero alguna otra actividad, pero creo que los
ejemplos dados son suficientes para mostrar que SEMA estd viva y tiene una
presencia importante en la matemaética espanola. Por otro lado, de puertas
adentro, también estamos trabajando y espero que préximamente podamos
contar con una pagina web mas dindmica, con foros de debate, que nos
permitirda una mayor comunicacién. Tengo que agradecer el trabajo que nuestro
companero de la Universidad de Cadiz, Rafael Rodriguez, esta realizando para
adaptar la pagina.
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Por supuesto no me he olvidado del evento mas importante que tenemos este
ano. Como todos habréis adivinado, me refiero al XVIII CEDYA/VIII CMA
que nuestros companeros de la Universidad Rovira i Virgili de Tarragona estan
organizando. La semana del 15 al 19 de septiembre espero encontraros alli,
donde ademds celebraremos nuestra Asamblea General y entregaremos los
premios SeMA al Joven Investigador y a la Divulgacion de la Matemdtica
Aplicada. Os deseo un feliz verano.

Eduardo Casas
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Métodos iterativos para resolver sistemas lineales

R. Bru

Departament de Matematica Aplicada, Universitat Politecnica de
Valencia

rbru@mat.upv.es

Resumen

En este trabajo se revisan diferentes métodos iterativos para la
resolucién de sistemas lineales Az = b, mediante una pauta comun
basada en particiones de la matriz de coeficientes del sistema. En los
diferentes métodos presentados se estudia la convergencia de cada uno
de ellos, para diferentes tipos de matrices A. En particular, se trabaja
con matrices monétonas, M-matrices, H-matrices y matrices simétricas
definidas positivas. Algunas ideas a desarrollar se indican al final del
trabajo.

Palabras clave: Sistemas de ecuaciones lineales, métodos iterativos,
particiones, M -matrices, H-matrices, matrices definidas positivas, métodos paralelos,
método de Schwarz.

Clasificacién por materias AMS: 65F10, 15A06

1 Introducciéon

En este trabajo vamos a estudiar diversos métodos iterativos que sirven para
resolver sistemas lineales del tipo

Az =b, (1)

donde A € C™ ", es una matriz no singular, x € C" y b € C", si bien
algunos tipos de matrices consideradas se definen directamente en R"*™. Estas
ecuaciones lineales surgen, por ejemplo, cuando se discretizan ecuaciones en
derivadas parciales mediante técnicas de diferencias finitas o de elementos finitos
(ver [34] y [37)).

Fecha de recepcién: 19 de Junio de 2002
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Las diferentes discretizaciones dan lugar a diferentes propiedades de la
matriz del sistema A. Por ello, es conveniente estudiar la resolucién del
sistema (1) bajo las diferentes situaciones que se pueden presentar.

Aunque sélo sea de forma rapida, indicaremos que los métodos iterativos
tienen ciertas ventajas respecto a los métodos directos, cuyo paradigma es el
método de Gauss. Cuando la matriz del sistema A estd mal condicionada los
métodos directos pueden dar soluciones con mucho error. Por otra parte, el coste
computacional de los algoritmos directos que més se usan es del orden n3, O(n?),
mientras que el coste de los iterativos es de O(n?) por iteracién. Ademds, si la
matriz A es una matriz vacia o dispersa, con O(n) elementos no nulos, entonces
el coste por iteracién de los métodos iterativos es de O(n), siendo en este caso la
diferencia de costes muy significativa. También existen determinadas estructuras
matriciales, como las matrices banda, que favorecen el uso de los métodos
iterativos. Por 1ltimo, los métodos iterativos son intrinsecamente paralelizables,
mientras que los directos no lo son (ver [23] y [33]).

Iniciaremos el estudio con la puesta en comun de los métodos clasicos
mediante la técnica de las particiones. Con ella se pueden estudiar no solamente
los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel o SOR, sino también los métodos de dos
etapas y los métodos de direcciones alternadas. Ademés, se pueden obtener
algoritmos sincronos y asincronos para la computaciéon en paralelo, mediante el
uso de multiparticiones. En un trabajo posterior queremos estudiar los métodos
iterativos basados en los subespacios de Krylov, asi como los precondicionadores
de los mismos.

Estos dos grandes tipos de métodos iterativos matriciales para la resolucién
de sistemas lineales tienen diversos puntos en comin. Por ejemplo, los métodos
clésicos se pueden utilizar como precondicionadores de los métodos basados en
los subespacios de Krylov, incluso algunos métodos pueden ser considerados por
ambos tipos de esquemas iterativos (ver también [23] y [33]). Recordamos que
consideraremos sélo sistemas lineales cuya matriz de coeficientes es invertible.
En la dltima seccién se indican unas notas sobre los sistemas singulares.

2 Resultados basicos
Para resolver el sistema (1) se puede realizar la siguiente particion de la matriz A
A=M — N, donde M es invertible y N # O, (2)
y por tanto escribir el sistema (1) como
Mx =Nz +b.

Esta ecuacién inspira la construccion del método iterativo, del tipo de punto
fijo, siguiente
Mx;=Nx;_1+0b, [=1,2,... (3)

Este esquema da lugar al primer algoritmo que estudiaremos.
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Algoritmo 1. (Una particién). Dado un vector inicial zg,

1. Paral=1,2,..., hasta convergencia,
1.1. Resolver Mx; = Nx;_1+b

Este esquema serd el esquema iterativo basico que vamos a analizar. El
andlisis se centra en la convergencia del método iterativo cuyo esquema es (3)
y, en caso de convergencia, en la rapidez de la misma.

Como por definicién M es invertible, la ecuacién (3) se puede escribir de la
forma

oy =M Nz +M 1, 1=1,2,... (4)

Por recursidn, la ecuacién (4) se puede escribir en funcién del vector inicial
xg, de donde se puede observar que la convergencia es funcién de la sucesién

matricial {(M_lN)l}. Aqui el radio espectral de M ~'N, representado por

p(M~IN), es decir, el mdximo valor absoluto de los valores propios de la
matriz, juega un papel esencial. De hecho se define la velocidad media de
convergencia del esquema iterativo anterior, para [ iteraciones, como

R(M™'N) = —In{/|| M-V

donde ||.|| representa una norma matricial inducida. La velocidad asintética
de convergencia se define como

Roo = lim R (M™IN).

Puesto que
tim {/|I(M T N)| = p(M™IN)),

l—o00
(ver [37]), se tiene que
Reo = —Inp(M™'N).

En consecuencia, el radio espectral de la matriz de iteracion M ~'N mide la
velocidad asintética de convergencia. Por tanto, si tenemos dos particiones
convergentes de una misma matriz A = M; — Ny = My — N, para comparar su
convergencia tendremos que comparar sus radios espectrales, es decir, verificar
si p(M{*Ny) < p(My*Ny) o viceversa. Vale la pena hacer notar que puede
darse el caso en que se de la desigualdad anterior entre radios espectrales pero
que para un nimero pequeno de iteraciones la velocidad media de convergencia
de la segunda particién sea mayor que la de la primera particiéon.

El estudio de la convergencia del Algoritmo 1 o del método correspon-
diente (3) se basa en el estudio del error

eg=x.—x, 1=1,2,...,

donde z, es la solucién exacta de la ecuacién (1). Esta solucién verifica la
ecuacion (3) y por tanto (4), es decir,

z, =M ‘Nz, + M~ b, (5)
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Restando las ecuaciones (4) y (5), se obtiene
eg=a,—x; =M 'Nep_q, 1=1,2,...,
o escrito en funcién del error inicial eq
e = (M"*N)ley, 1=1,2,... (6)

En consecuencia, el método iterativo (3) converge a la solucién del sistema (1)
si y sélo si la sucesién del error {e;} converge a cero, lo que es equivalente a que
la sucesion de potencias de la matriz de iteracion satisface

lim (M~'N)! = 0.

l—o00

Para decidir cuando detener la iteracién es necesario estimar alguna norma
del error ||z, — 2], lo que se suele hacer considerando ||z; — z;—1]|.
La forma candnica de Jordan de una matriz se utiliza para realizar el estudio

de la convergencia de este método, obteniéndose el siguiente resultado bésico
(ver [37]).

Teorema 1 FEl esquema iterativo (3) —o equivalentemente, el Algoritmo 1—
converge a la unica solucion del sistema (1), para cualquier vector inicial xg, si
y sélo si, el radio espectral de la matriz de iteracion M~'N es menor que 1.

Puesto que el radio espectral de una matriz es el infimo del conjunto de todas
las normas matriciales de dicha matriz, (ver [24]), intentamos buscar condiciones
bajo las cuales el radio espectral es menor que 1 o que una determinada
norma matricial sea inferior a 1. Para estudiar esta caracterizacién usaremos
diferentes clases de matrices del sistema y diferentes particiones de la misma.
En particular, investigaremos tres clases de matrices, las denominadas matrices
mondctonas, las H-matrices, y por ultimo las matrices simétricas definidas
positivas. La eleccidn de estos tres grupos no es casual sino que obedece a causas
cientificas. En efecto, los tres tipos de matrices aparecen en la discretizacién de
diferentes problemas de ecuaciones en derivadas parciales, como por ejemplo
la ecuacién del calor o la ecuacién de difusién neutrénica [8]. Por ejemplo,
si se discretiza con la técnica de diferencias finitas la ecuacién del calor con
condiciones de frontera constantes (condicién de Dirichlet) en el cuadrado
unidad, utilizando una discretizacién de cinco puntos, se obtiene la matriz

B I
-1 B -I
-I B -I

-I B -I
-1 B
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donde I denota la matriz identidad y B con el mismo tamano que [ es

4 -1
-1 4 -1

Es facil ver que A es simétrica, también es facil comprobar que su inversa
es no negativa, luego es una matriz monétona. Ademads, se puede comprobar
directamente que cumple la definicion de M-matriz y por tanto de H-matriz
(ver definiciones 1 y 2). En el clasico trabajo de Varga [38] o en el més reciente
de Frommer y Szyld [18] se puede consultar una extensa bibliograffa sobre
aplicaciones de estas matrices y ejemplos de ellas. Sin embargo, hay otras
matrices que no son ni M-matrices ni H-matrices y que aparecen en aplicaciones.

Definicién 1 Se dice que una matriz no singular de tamaiio n X n es
mondtona si su inversa es una matriz no negativa.

Una subclase muy interesante de matrices monotonas esta formada por las
llamadas M-matrices definidas a continuacién. Asi como una matriz simétrica
definida positiva tiene muchas caracterizaciones, como por ejemplo, que todos
sus valores propios son reales positivos, las M-matrices y H-matrices también
tienen muchas caracterizaciones (ver [5]).

Definicién 2 Sea A = [a;5] una matriz cuadrada de orden n.

(i) Si A es real, se dice que es una M-matriz si se puede escribir como
A =sI— B donde s > p(A) y B es una matriz cuyos elementos son todos
no negativos.

(i) Si A es compleja, se dice que es una H-matriz si la matriz (A) cuyos
elementos fuera de la diagonal son —|ai;|, i # j y los de la diagonal |a;;|
es una M-matriz.

Como se puede observar de la definicién anterior, las propiedades de las
M-matrices estdn ligadas a las de matrices no negativas. Toda matriz no
negativa tiene la peculiar propiedad de que su radio espectral es valor propio.
Ademas, asociado a dicho valor propio existe un vector propio cuyos elementos
son no negativos. Estas propiedades se engloban en el conocido teorema de
Perron-Frobenius (ver [37]). Por |A| denotamos a una matriz cuyos elementos
son los de A en valor absoluto. De la misma forma, A > O significa que los
elementos de A, a;;, son nimeros reales no negativos.

Usaremos a continuacién particiones de alguno de los tipos siguientes
(ver [37], [18] y [34])

Definicién 3 Sea A = M — N una particion de la matriz A.
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(i) Se dice que dicha particion es regular si M—1 > O y N > O.

(ii) Se dice que dicha particion es débilmente regular si M~* > O y
M~IN > 0.

(7i1) Se denomina H- particion si (M) — |N| es una M -matriz.
(tv) Se dice que es una particidon H-compatible si (A) = (M) — |N]|.

(v) Si A es simétrica, se dice que es una particion P-regular si MT + N es
simétrica definida positiva.

De la no negatividad de las matrices implicadas en los dos primeros tipos de
particiones se deduce que una particion regular es siempre débilmente regular.
La particiéon débilmente regular definida aqui se suele decir que es del tipo 1.
Permutando el papel de las matrices M y N de la particién se pueden obtener
particiones del tipo 2 que también tienen propiedades interesantes. Un estudio
detallado de estas particiones se puede seguir en [36].

Antes de finalizar esta seccién, consideremos la iteracién (4). Teniendo en
cuenta que la particién (2) se puede escribir como

MN=I-M"1A (7)

se tiene
Xy = Tj—1 —M_l(Axl,1 —b), l:1,2,..., (8)

que utilizaremos en la Seccién 6. Este esquema iterativo es el que se usa para
presentar el método (estacionario) de Richardson, donde la matriz M ~! es un
multiplo de la matriz identidad (ver [22] y [23]).

3 Meétodos sincronos

Si en la matriz A = [a;;], consideramos que los elementos de la diagonal son
todos no nulos, es decir, a; # 0, i« = 1,2,...,n, entonces al considerar la
particién

A=D-L-U

donde D = [d;;], es una matriz diagonal con

dii — Qjj, st 1= j,
Y 0, si i#7],
y L = [lij] y U = [u;;] son matrices estrictamente triangulares —inferior y
superior, respectivamente— con
o si1> 7, e — 4 % st1<j,
*J 0, st <7, * 0, sio1 > g,
se pueden obtener los métodos cldsicos de Jacobi (M = Dy N = L+ U),
Gauss-Seidel (M = D—Ly N =U)y SOR (M = L (D-wL) y N =
L1(1 = w)D + wU]), donde w € R.
El primer resultado interesante de convergencia que se obtiene es el siguiente.
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Teorema 2 Consideremos el sistema lineal (1). Entonces el método
iterativo (3) —o equivalentemente, el Algoritmo 1— converge a la solucién
dnica del sistema (1), para cualquier vector inicial xo, si se cumple alguna de
las siguientes condiciones:

(i) A es una matriz mondtona y A = M — N es una particion débilmente
reqular de A.

(1) Ay M son H-matrices y A= M — N es una H-particion de A.
(#i1) A es una H-matriz y A= M — N es H-compatible.

(iv) A es una matriz simétrica definida positiva y A = M — N es una particion
P-regular. Ademds, en este caso, el método (8) es convergente si y sdlo si
la matriz A es definida positiva.

El primer apartado de este teorema se demuestra en [37]. En realidad,
esta parte se puede establecer con varias condiciones equivalentes asi como
bajo hipétesis més generales (ver [14]). La convergencia para H-matrices
y H-particiones se puede ver en [18]. Ademds, en [15] pueden encontrarse
resultados de convergencia para matrices no singulares cuya matriz de iteracién
es simétrica definida positiva. Cuando la matriz del sistema A es simétrica
definida positiva y la particién (2) es P-regular, el resultado se encuentra en [34].

Como hemos mencionado en la seccién anterior, dadas dos particiones
convergentes de una misma matriz A = M; — N7 = My — N, resulta
interesante comparar los radios espectrales de las respectivas matrices de
iteracién, p(M; "Ny) y p(My ' Ny), para poder establecer cudl de ellas converge
més réapidamente. Fueron Varga [37] y posteriormente Woznicki [39] quienes
introdujeron los primeros y maés conocidos resultados de comparacién que
recogemos en el siguiente teorema.

Teorema 3 Sea A una matriz mondtona y A = My — Ny = My — Ns dos
particiones requlares. Si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(1) Ny < Ns, es decir, No — N1 > O,
(i) Myt > My,

entonces

p(MIN1) < p(My 'Na) < 1.

Condiciones de comparacién analogas a las del apartado (i) del Teorema 3
para matrices simétricas definidas positivas pueden encontrarse en [30]. Ademas,
en [14] y [36] pueden encontrarse otras condiciones de comparacién, asi como
las relaciones existentes entre ellas.

Inspirados posiblemente por el método de Jacobi por bloques, O’leary y
White en 1985 [32] introdujeron el método iterativo basado en més de una
particién, con el objeto de construir algoritmos para ordenadores paralelos, lo
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que en la década de los 80 tuvo un gran impulso. Consideremos p particiones
de la matriz del sistema (1)

AZM}C*N]@, kil,?,...,p,

y las matrices diagonales no negativas E, k= 1,2,...,p, tales que su suma es
la matriz identidad. El conjunto de p particiones de A junto con las matrices
de peso E}, se conoce con el nombre de multiparticion de A. Entonces se puede
construir el siguiente algoritmo.

Algoritmo 2. (Multiparticién). Dado un vector inicial zg,

1. Paral=1,2,..., hasta convergencia,
1.1. Parak=1,2,...,p
1.1.1. Resolver Myyr; = Nyz;—1 +0b
1.2, 2= > 7 _ Exyry

Cada subsistema de este algoritmo se puede resolver en paralelo por cada uno
de los p procesadores de un computador paralelo. Después de obtener cada
procesador el correspondiente vector yi; en cada iteracién [, se construye la
solucién global segun la ecuacion del paso 1.2 del Algoritmo 2, produciendo una
sincronizacion de las soluciones parciales o de los correspondientes procesadores
en cada iteraciéon. En esta ecuacién se observa que cada vector obtenido se
multiplica por la matriz de peso Ej correspondiente, luego los elementos nulos
de la diagonal de esta matriz anularan las correspondientes componentes de
ese vector. En consecuencia, en ese vector el correspondiente procesador no
necesita calcular dicha componente. De esta forma el método de multiparticién
distribuye el célculo de las n componentes del vector en cada iteracién entre los
diferentes procesadores, de forma que el procesador k sélo calcula la componente
i si el elemento i de la diagonal de la matriz Ej es diferente de 0. Ademds, si
los elementos no nulos son distintos de 1, este método pondera la aportacién de
los diferentes procesadores.

Supongamos que A es una matriz por bloqgues A = [A;;], i,j=1,2,...,p.
Si se consideran las p particiones con My = diag(A11, Aas, ..., App) vy las
matrices peso Ej como las matrices diagonales que tienen 1 en los elementos
diagonales correspondientes al bloque Ay, y nulos los demés elementos, se
obtiene el método de Jacobi por bloques mencionado anteriormente.

Los resultados basicos de convergencia del método de multiparticién son los
siguientes.

Teorema 4 Considérese el sistema lineal (1) y una multiparticion de la matriz
del sistema A = My — Ni, con las matrices de peso Ei, k = 1,2,...,p.
Entonces el esquema iterativo explicitado en el Algoritmo 2 converge a la
solucion del sistema (1), para todo wvector inicial xq, si se cumple alguna de
las tres condiciones siguientes:
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(1) la matriz del sistema es mondtona y las p particiones de la multiparticion
débilmente regulares.

(i) A es simétrica definida positiva y las p particiones de una multiparticion
de A son P-regulares, con las matrices de peso Ey, k = 1,2,...,p,
escalares (9). En este caso, la convergencia se da si y sdlo si, A es
simétrica definida positiva.

(#i7) la matriz del sistema lineal es H-matriz y las p particiones de la
multiparticion son particiones H-compatibles.

Las primeras dos condiciones se dan en [32]. Para matrices definidas positivas
se obtiene el resultado con la particularidad de que las matrices peso Ej deben
ser escalares, es decir,

P
E, = apl, con Zak =1, 9)
k=1

(ver [32]). El caso (#ii) para H-matrices se estudia en [10].

Los dos algoritmos anteriores corresponden a métodos que se pueden
denominar estacionarios, en el sentido de que en cada iteraciéon principal
los célculos internos tienen los parametros constantes. Por ejemplo, en el
Algoritmo 2 se podria pensar que, en el bucle definido por el indice k, en alguna
particién se resuelva el sistema con diferente niimero de iteraciones que en otras
particiones. En este caso se tendria un método no estacionario. El método
clasico no estacionario viene dado cuando el sistema del paso 2 del Algoritmo 1
o los subsistemas del paso 1.1.1 del Algoritmo 2 se resuelven de forma indirecta
utilizando particiones de las matrices Mj.

Supongamos que la matriz M} de la particién de la matriz A del sistema
admite la particién interna My = By — Cj; entonces se tiene el siguiente
algoritmo no estacionario.

Algoritmo 3. (Sincrono de dos etapas con multiparticién). Dado un
vector inicial xg,

1. Paral=1,2,..., hasta convergencia,
1.1. Parak=1,2,...,p
L11. ypo = 11
1.1.2. Para j =1,2,...,s(k,l)
1.1.2.1. Resolver Byyi j = Cryk,j—1 + Npxi—1 +0
1.2, 2 =301 Exlsry)
Otra vez, la solucién global en cada iteracion se obtiene por la ecuacion del paso

1.2 del Algoritmo 3, produciendo una sincronizacion de todas las soluciones
parciales o de todos los procesadores.
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El modelo A presentado en [7] es un caso particular de este algoritmo cuando
la particién externa se reduce a A = A — O. Por otra parte, el Algoritmo 3 se
reduce al Algoritmo 2 cuando la particién interna de My es My = M — O y
s(k,l) =s=1,parak =1,2,...,py 1 =1,2,... Cuando se trabaja con una
particién externa, k = 1, y otra interna, se obtiene el método de dos etapas,
llamado a veces iteraciones internas-externas. Este método ha sido estudiado
en [9], [17], [21], [25] v [31].

El estudio de la convergencia del Algoritmo 3 se basa, como en los otros
algoritmos, en el estudio de la convergencia del error ¢; = x, — x;, donde x, es
la solucién exacta del sistema. Para ello, del algoritmo se desprende que

p s(k,)—1
m=Y B[R+ Y RIBI (Nywoi+0)|
k=1 j3=0

donde, Ry = B,;le. Luego

ep=Tiei—1 =TT ---Theo,

donde
p s(k,l)—1
=" E B+ > RIB'Ni|,
k=1 §=0

es la matriz de iteracion en la iteracion [-ésima.

Con estas consideraciones la convergencia del método no estacionario
considerado se dard cuando lim;_, Hélei = 0. La demostracién de este limite
se basa en el siguiente resultado.

Lema 5 Sea T1,T5,..., una sucesion de matrices no negativas. Si existe un
numero real 0 < 0 < 1 y un vector v > 0 de R™ tal que

Tiv < 0v, para todol=1,2,...,
entonces p(T(1)) < 6!, donde T(l) = T;-...-Ty-T1, y por tanto lim;_., T(I) = O.

El teorema siguiente sélo aporta condiciones para que las matrices de
iteracién Ty,T5, ..., tengan las condiciones de este lema y as{ conseguir la
convergencia. Esas condiciones son sobre la matriz de coeficientes A y para
cada tipo de matriz considerada en los dos tipos de particiones, las externas e
internas.

Teorema 6 Sea el sistema lineal (1). Entonces, el método no estacionario
de multiparticion en dos etapas, dado en el Algoritmo 3, es convergente a la
solucidn exacta del sistema (1), para cualquier vector inicial xo y cualquier
nidmero de iteraciones internas s(k,l) > 1, k = 1,2,...,p, l = 1,2,..., si se
cumple alguna de las condiciones siguientes:
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(1) A es una matriz mondtona, las particiones externas A = My — Ny, k =
1,2,...,p, son regulares y las particiones internas My = By — Cy son
débilmente requlares.

(1) A es una H-matriz y las particiones externas A = My — Ny, k =
1,2,...,p, son H-compatibles, al igual que las particiones internas My, =
By — C.

(79i) A hermitica definida positiva, A= M—N, con M = diag(My, M>, ..., M,)
hermitica y N semidefinida positiva, M = B — C' particion P-regular y el
ndmero de iteraciones internas acotado.

Las dos primeras condiciones se obtuvieron en [10], y la tercera en [12].
Obsérvese que, en este caso, la particion externa M es una matriz diagonal
por bloques, que es un caso mas general que el de la correspondiente matriz
de Jacobi, permitiendo asignar un bloque a cada procesador y trabajar con
bloques. El caso estacionario no exige la acotacién de las iteraciones internas
como se demuestra en [29]. Otros resultados relacionados se dan en [1].

4 Métodos asincronos

Hemos comentado rapidamente que los dos métodos secuenciales y paralelos
presentados en la Seccién 3 son sincronos ya que el paso 1.2 del correspondiente
algoritmo se realiza después de que todos los vectores yi s(x,;) que se necesitan
han sido previamente calculados.
Supongamos que las matrices de peso E} forman una particién de la matriz
identidad, es decir,
Ey, = diag[O I, O],

con tamanos de bloques adecuados. Entonces en cada procesador se obtiene
el valor de la parte del vector correspondiente Epys sx,1), que puede pasar a
formar parte del vector de la iteracién x; sin tener que esperar a actualizar
todas las componentes. De este modo, el vector actualizado en parte puede
servir “mas eficazmente” para los posteriores calculos, dejando de ser valido el
anterior vector x;_, para los demds procesadores o célculos. Asi, el dltimo vector
actualizado puede tener grupos de componentes actualizados en diferentes
momentos. Con ello, se evita la sincronizacion del calculo y por tanto la
sincronizacién de los procesadores, que en muchos casos puede ser importante
en el coste computacional.

Normalmente, se considera una nueva iteracién cuando algin grupo de
componentes que corresponden a los elementos de un conjunto de indices, J;,
se actualiza. Para explicitar el algoritmo correspondiente interesa definir los
siguientes parametros: (i) k& € J; es el k-ésimo bloque del vector = que se
actualiza en la iteracién [-ésima, (ii) el subindice r(k,1) denota la iteracién en
la que el bloque k-ésimo del vector x esta siendo usado para la actualizacién de
cualquier bloque en la iteracion [-ésima. Con estos pardmetros podemos escribir
el algoritmo del método asincrono.
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Algoritmo 4. (Asincrono dos etapas con multiparticién) . Dado un
vector inicial xg, donde sus componentes estan agrupadas en p

bloques, xél), . ,J;ép),
1. Paral=1,2,..., hasta convergencia,

1.1. Sik e Jl, hacer
s(k,l)—1

2 = ZE RV L+ Z RLB (Nl +0) |

k k
en otro caso, xl( ) = a:l( )1
Para poder obtener convergencia en el método asincrono hay que suponer
las tres condiciones siguientes:

r(k,l) <lparatodo k=1,2,...,p, l=1,2,...,
o lim;_ ., r(k,l) = oo paratodo k=1,2,...,p
e El conjunto {I | k£ € J;} no estd acotado para todo k =1,2,...,p

La primera condicién sélo asegura que grupos de componentes previamente
calculadas son usados para los célculos posteriores. La segunda condicién indica
que las componentes, que se utilizan para calcular otras, son actuales y no
muy antiguas. Por su parte, la tercera condicién indica que cada componente
es actualizada un numero infinito de veces. Esta condiciéon es equivalente al
concepto de sucesién regulada utilizada en [7].

Los siguientes resultados son védlidos para este método asincrono (ver [10]).

Teorema 7 El método del algoritmo asincrono de dos etapas con multiparticion
converge a la solucidn exacta del sistema (1), para cualquier vector inicial xg
y cualquier sucesion de nimero de iteraciones internas s(k,l), | = 1,2,...,
k=1,2,...,p, si se cumple alguna de las condiciones siguientes:

(i) A es una matriz mondtona, las particiones externas son regulares, las
particiones internas son débilmente regulares, y los pardmetros r(k,1) y los
conjuntos J;, | = 1,2,..., k =1,2,...,p, satisfacen las tres condiciones
mencionadas anteriormente.

(i4) A es una H-matriz y las particiones externas e internas son particiones
H -compatibles.

El Algoritmo 4 (también los Algoritmos 1, 2 y 3) se pueden modificar
ligeramente mediante la introduccion de un parametro de relajacion w en la
matriz de iteracién. Con ello, se puede obtener mejor velocidad de convergencia.
Los resultados de convergencia siguen siendo los mismos con la condicion que el
pardmetro de relajacién pertenezca a un cierto intervalo real, por ejemplo (0, 1)
(ver [11] y [28]).
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5 Meétodo alternado

Entre el método de una particién (Algoritmo 1) y el de multiparticién
(Algoritmo 2) se encuentra el método alternado o de dos direcciones alternadas
que fue introducido por Conrad y Wallach [13] y estudiado posteriormente por
Marchuk [26]. Este método se basa en considerar dos particiones diferentes de
la matriz del sistema de la forma

A=M-N=P-Q. (10)

Alternando estas dos particiones se construye el siguiente algoritmo.

Algoritmo 5. (Direcciones alternadas). Dado un vector inicial z,

1. Paral=1,2,..., hasta convergencia,

1.1. Resolver Mx; 1/ = Nxj—1+0b
1.2. Resolver Px; = Q112 +0

La convergencia de este método se analiza mejor escribiendo las dos
ecuaciones del algoritmo en una sola de la forma

2 =P QM 'Nay_, + P Y QM +1)b, 1=1,2,... (11)

Con la matriz de iteracién P~'QM !N, Benzi y Szyld [4] obtienen los
siguientes resultados.

Teorema 8 FEl método iterativo de direcciones alternadas —o equivalentemente
el Algoritmo 5— converge a la solucidn exacta del sistema (1), para cualquier
vector inicial xq, si se cumple alguna de las condiciones siguientes:

(7) la matriz A es mondtona y las dos particiones (10) son particiones
débilmente requlares.

(#7) la matriz del sistema A es simétrica y definida positiva y las dos
particiones (10) son P-regulares.

Por otra parte, y también muy recientemente, Climent y Perea [16]
introducen una generalizacion no estacionaria del Algoritmo 5 considerando
una multiparticion A = M, — N para k = 1,2,...,p, asi como resultados de
convergencia para dicho algoritmo analogos al Teorema 8.

Este método es una generalizaciéon del conocido método ADI que
introdujeron Peaceman y Rachford [35] para resolver ecuaciones diferenciales
parabdlicas sobre un dominio 2 discretizado con una malla de dos dimensiones
simétrica.

Recientemente Bai, Golub y Ng [2] estudian la convergencia de sistemas
lineales cuando la matriz del sistema es definida positiva pero no necesariamente
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hermitica. Para ello, considerando la parte hermitica y anti-hermitica de la
matriz de coeficientes

1 1
A=H+S= §(A+A*)+§(A—A*)
consideran las particiones
A=(al+H)—(al = S)=(al +S) — (o — H), (12)

donde « es una constante positiva. Con ello, construyen el esquema iterativo
denominado HSS, cuyo algoritmo es el siguiente.

Algoritmo 6. (HSS). Dado un vector inicial zg,

1. Paral=1,2,..., hasta convergencia,

L.1. Resolver (al 4+ H)xy41/2 = (ad —S)x;—1 +b
1.2. Resolver (al + S)z; = (al — H)xy 12 +b

En este caso, la matriz de iteracién es
T(a) = (al + S) Y al — H)(al + H) Y (al - 8), (13)

totalmente similar a la matriz de la ecuacién (11). La convergencia de este
método se consigue con las siguientes condiciones.

Teorema 9 Sea la matriz del sistema (1) una matriz compleja definida
positiva. Entonces se cumple que el radio espectral de la matriz de iteracion
T(«a) estd acotado por

CY*)\Z'
a4+ A

e ),

y por consiguiente p(T(a)) < 1, ya que o > 0, y por tanto el algoritmo HSS
converge a la solucion exacta del sistema, para cualquier vector inicial xg.

El teorema anterior muestra que la velocidad asintética de convergencia de
este algoritmo estd acotada por o(«) que sélo depende del espectro \(H) de H,
y no del espectro de la parte anti-hermitica S. Incluso se puede comprobar que

[zi41 — 2| < o(@)||lz — @],
indicando que la reduccién del error, en una iteracion, esta acotada por el mismo

factor que el radio espectral de la matriz de iteracién. También se puede obtener
que el valor éptimo del pardmetro a viene dado por el valor v/ AmixAmin-
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6 Meétodo de Schwarz

Supongamos que se quiere resolver una ecuacién en derivadas parciales en un
dominio 2. La técnica de descomposicion de dominios consiste en considerar
varios subdominios del dominio inicial y resolver dicha ecuacién en cada
subdominio. Estos subdominios pueden ser disjuntos o no y su eleccién puede
venir dada no solamente por conseguir subproblemas de menor tamano sino
también porque el material de cada subdominio sea diferente o porque se quiere
utilizar célculo en paralelo.

Como estamos resolviendo la ecuacién (1), consideraremos que dicha
ecuacién es el resultado de la discretizacién del problema inicial y no tendremos
en cuenta la discretizacion misma y por tanto tampoco la malla considerada.
Por ello, en esta seccién consideraremos el punto de vista algebraico del método
y no el variacional.

El método de Schwarz, desde el punto de vista algebraico, es un método de
descomposiciéon de dominios ya que descompone los vectores considerados del
espacio vectorial E, de dimensién n, en vectores de subespacios vectoriales E;,
de dimensién n; < n. Cuando

N
Z n;,=mnmn
i=1

los subdominios son disjuntos, mientras que si

N
E n; >n
i=1

los subdominios se solapan, siendo N el niimero de subdominios considerados.
Para transformar vectores de E; en E o viceversa, consideramos los
operadores prolongacion

pi: E; —E

y los operadores restriccion
T . E — Ei,

que vienen representados en las correspondientes bases por las matrices
P, € C" "™ y R, € C"*"™ respectivamente. En los dos casos de subdominios
considerados, se supone que

Si en cada subdominio €2; se consideran las submatrices
el sistema inicial (1) puede ser descompuesto en varios subsistemas

Ay = ¢;.
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Un punto importante a considerar es como realizar la construccién de la solucién
total a partir de las soluciones de los subsistemas. Cuando esta construccién se
hace sin mas que sumar las soluciones de cada subdominio se tiene el método
de Schwarz aditivo, que se puede implementar con el siguiente algoritmo.

Algoritmo 7. (Schwarz aditivo). Dado un vector inicial zg,

1. Paral=1,2,..., hasta convergencia,
1.1. Hacer x; = ;-1 + 0 Zfil PiAi_lRi(AiL‘l_l — b)

donde se ha escrito el factor damping 6 > 0. En el paso 1.1 del algoritmo se
observan las operaciones que se hacen en cada iteracién: en cada subespacio,
se restringe el vector residuo (cambiado de signo), r; = Ax;_; — b, mediante
el operador R;, se resuelve el problema local A;e; = r;, después se prolonga el
error local obtenido, se suman todas las soluciones locales y finalmente se anade
esta correccién al vector anterior.

En este caso la matriz de iteracion es

N
T=1-0% PA'RA.
i=1
De forma andloga, se puede construir la solucién global a partir de las

soluciones parciales de cada subespacio de forma multiplicativa, dando lugar
al siguiente algoritmo.

Algoritmo 8. (Schwarz multiplicativo). Dado un vector inicial zo,

1. Paral=1,2,..., hasta convergencia,
1.1. Hacer zFt! = T2k 4 ¢

siendo la matriz iteracién
1
T=(I-P)-(I-Py1)-...-(I=P)=[J(I - P)
i=p
donde
Py = RIA7 'R A.

Las operaciones que se realizan son las mismas que en el Algoritmo 7, excepto
la ultima donde se construye la correccién componiendo las soluciones antes de
anadir a la solucion anterior. En este caso la matriz de iteracion es

N
T =1-]][PA ' R:A

i=1
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Una forma particular, aunque natural en muchos casos ([19]), de los
operadores restriccién y prolongacion corresponde al caso en que cada columna
de RI estd formada por los vectores canénicos sin orden establecido. Por
ejemplo, si trabajamos en R® y la restriccién la hacemos al subespacio R3,
la matriz restriccién seria

RT —

(2

H[é] (14)

[N eNel ==
— o O oo
[eleBoBel S

0 0

donde II; representa una matriz permutacién de orden 3.

Para mantener propiedades de simetria se suele trabajar con P; = R]. En
estos casos las matrices de los subdominios A; son submatrices principales de
la matriz A.

Cuando no hay solapamiento (subdominios disjuntos) y ademds la matriz
RT se puede escribir como en (14) pero con II; = I y P; = R], se tiene que
el método aditivo de Schwarz es justamente el método de Jacobi descrito en la
Seccion 3, y el método multiplicativo de Schwarz es el método de Gauss-Seidel,
(ver [23]).

Frommer y Szyld [19] dan un resultado de convergencia del método aditivo
para M-matrices, cuando hay solapamientos entre subdominios. Para ello, hay
que considerar el pardametro ¢ que indica el nimero de colores necesarios para
dibujar cada subdominio €;, de acuerdo con la siguiente regla: si Q; N Q; # 0,
entonces se dibujan con diferentes colores. Normalmente ¢ < N.

Teorema 10 Sea la matriz del sistema (1) una M-matriz. Supongamos que
las matrices R; estdn definidas como en (14). Entonces, si 6 < 1/q, el método
aditivo de Schwarz, o equivalentemente, el Algoritmo 7, converge a la solucidn
exacta del sistema (1), para cualquier vector inicial x.

Un resultado similar para el método multiplicativo de Schwarz ha sido dado
por los mismos autores en [20], que expresamos a continuacién. En este caso
los autores prueban la convergencia para dos tipos de matrices: M-matrices y
simétricas definidas positivas.

Teorema 11 Sea la matriz del sistema (1) una M -matriz (o simétrica definida
positiva). Supongamos que las matrices R; estin definidas como en (14).
Entonces, el método multiplicativo de Schwarz (Algoritmo 8) converge a la
solucion exacta del sistema (1), para cualquier vector inicial xg.

Otros resultados similares se encuentran en [3].
7 Consideraciones finales

Como se ha indicado en la introduccién los métodos anteriores se utilizan sobre
todo como precondicionadores de los métodos basados en subespacios de Krylov.
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Cuando se precondiciona la matriz A mediante la matriz M de una particién
de la forma

M 'A=I-T,

se obtiene la matriz de iteracion de alguno de los métodos estudiados. Se puede
comprobar que precondicionar de esta forma equivale a resolver un sistema
auxiliar donde la matriz de coeficientes es la matriz M.

Como se puede observar en los algoritmos anteriores, siempre hay un paso
donde se debe resolver un sistema lineal con una matriz de coeficientes, en el
caso mas sencillo M. Este sistema se puede resolver invirtiendo M si es una
matriz sencilla de invertir como en el caso del método de Jacobi. En otro caso,
se puede utilizar un método directo si la estructura de la matriz lo aconseja, por
ejemplo, cuando es triangular. También se puede resolver este segundo sistema
por una nueva particiéon, como es el caso del método de dos etapas, o incluso
por métodos de tipo subespacios de Krylov.

La teoria de los métodos iterativos basados en particiones tienen diferentes
problemas a estudiar. Por ejemplo, en el método en dos etapas, las exigencias
en las particiones internas y externas son diferentes. Se puede estudiar la
convergencia cuando la particiéon externa es también débilmente regular.

El método de direcciones alternadas cuando se aproximan los dos sistemas
del Algoritmo 6 por otras particiones no estd estudiado. En el caso de los
métodos de Schwarz, la convergencia estd dada para M-matrices en los dos
Algoritmos 7 y 8, y para matrices simétricas definidas positivas para el ultimo
algoritmo. Sin embargo, no hay resultados de convergencia para H-matrices.

No se ha comentado nada respecto a la convergencia de sistemas cuando
la matriz del mismo no es invertible, ya sea cuadrada o rectangular. En este
caso, también hay bastantes resultados analogos a los presentados para sistemas
singulares (ver por ejemplo [6] y [27]), pero de cualquier modo falta mucho por
obtener, especialmente en el caso asincrono.
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Resumen

En este trabajo diremos cémo se pueden modelar ciertos sistemas
tomados de la realidad que usan conceptos propios de la Matematica
Difusa (conjuntos, multifunciones e inclusiones diferenciales “fuzzy”).
Consideraremos problemas de valor inicial para inclusiones diferenciales
“fuzzy” y analizaremos la existencia de solucién local. También nos
referiremos a la estabilidad de los puntos de equilibrio de las inclusiones
diferenciales “fuzzy”. Finalmente, mostraremos algunas aplicaciones de
este desarrollo a problemas que aparecen en Biologia.

Palabras clave: Inclusiones diferenciales difusas, problemas de valor inicial,
estabilidad de puntos criticos, aplicaciones a la dindmica de poblaciones.
Clasificacién por materias AMS: 46540, 34K60, 34D20, 35Q80

1 Introduccién

Es bien conocida la amplia variedad de aplicaciones de las ecuaciones dife-
renciales y de la teoria de control de sistemas gobernados por éstas. Sin
embargo, los sistemas deterministas parecen ser demasiado restrictivos para
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describir la evolucién de una gran clase de fenémenos que se dan en la
realidad. Frecuentemente aparecen problemas con algunas de las siguientes
caracteristicas, conocidas con el término inglés “fuzzyness”:

e Desconocimiento del medio ambiente futuro del sistema.

e Falta de determinismo (lo que hace en algunos casos imposible describir
de forma completa la dindmica).

e Desconocimiento exacto de la manera en la que el estado del sistema
depende de los posibles parametros de control.

Muiltiples dindmicas “admisibles”, etc.

En un primer andlisis, es posible superar estas dificultades con lenguaje
matematico apropiado haciendo uso de inclusiones diferenciales. En el caso
mads sencillo, éstas toman la forma

z € F(t,x), (1)

donde z : [0,T) — R es una funcién escalar que describe el estado del sistema y
F:[0,T) x R — P(R) es una multifuncién. Aqui y en lo que sigue, la variable
t tiene asignado el significado “tiempo”, & denota la derivada de = respecto de
t v P(R) es la familia de todos los subconjuntos de R.

Las inclusiones diferenciales (1) indican, grosso modo, la forma en la que en
cada instante de tiempo 4(t) depende del estado del sistema x(t) y del valor de
t. Generalmente, (1) es complementada con una condicién inicial

z(0) = zo (2)

con zy € R dado, que indica que conocemos el estado del sistema en un instante
inicial.

Los problemas de valor inicial (1) — (2) han sido intensamente estudiados
en los ultimos anos y se conocen diversas técnicas para su resolucion, entre las
cuales sobresalen los métodos de punto fijo y de seleccién continua (parte de
este desarrollo ha sido resumido en la Seccién 2).

Por otra parte, en una gran cantidad de ocasiones, los sistemas analiza-
dos permiten cierta capacidad de maniobra, es decir, pueden ser controlados
al menos parcialmente por nosotros. Cuando la situacién no es excesivamente
compleja, un modelo aceptable es el siguiente:

z = f(taxvv(t))v v(t) ev,
{ z(0) = g, (3)

donde f:[0,T) X RxR—Rywv:[0,7)— R (v es el control, una funcién que
podemos elegir). Bajo hipdtesis razonables, puede probarse la equivalencia del
problema de control (3) y el problema de valor inicial (1) — (2) con

F(t,z) = f(t,z,U)={heR;FweU tal que h= f(t,z,w)}.
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Aqui, U C R juega el papel de una restriccién del sistema (de origen fisico,
econdmico, etc.), en el sentido de que ha de respetarse la relacién v(t) € U para
cada t € [0,T).

El sistema (3) es de cardcter determinista: bajo condiciones aceptables de
regularidad para f, fijados un dato inicial x¢ y un control v con valores en U
por ejemplo continuo, queda determinado el estado x = z(t), i.e. la dindmica
del sistema. No obstante, hay muchas situaciones en las que tan sélo es posible
elegir el control de manera difusa. Esto ocurrird, por ejemplo, cuando haya
constancia de que nuestra eleccién estd afectada por un “ruido” y no es captada
nitidamente por el sistema. Entonces conviene modelar la situacién recurriendo
a una inclusién diferencial “fuzzy”. La descripcion y andlisis de estas inclusiones
diferenciales es uno de los principales objetivos de este trabajo.

De momento, digamos tan sélo que una inclusién diferencial “fuzzy” es una
relacion

€ H(t, ), (4)

donde H : [0,T) x R — E(R) es una “multifuncién fuzzy”. Aqui,
ER)={u:R+~[0,1] ; Lyu € K(R) para 0<a <1},

K(R) es la familia de los compactos no vacios de R, para cada a > 0
Lyu={z€R;u(z)>a}esel conjunto de nivel a de uy Lou es la adherencia
del conjunto {z € R ; u(x) > 0}, i.e. el soporte de u.

Obviamente, E(R) es una extensién de K(R) via la inyeccidn candnica
A+ xa, donde x4 es la funcién caracteristica de A, véase (11).

Resolver (4) en el intervalo [0,7) consiste en encontrar una funcién
z: [0,T) +— R absolutamente continua (al menos) tal que, para casi todo
t, se tenga

(t) € H(t,x(t)) (5)

en un sentido difuso (véase mdas adelante).

También estd claro que (4) es una extensién de (1) via la inyeccién A — x 4 .
Conviene por tanto desarrollar una teoria “fuzzy” que permita abordar este
problema y, para ello, hay que extender apropiadamente las ideas y conceptos
habituales.

El resto de este trabajo esta organizado como sigue. En las Secciones 2 y 3,
recordaremos brevemente varios resultados relacionados con las inclusiones
diferenciales “clasicas” (1). En la Seccién 4, daremos un repaso a los conceptos
basicos de la teoria “fuzzy”. Posteriormente, en la Seccién 5, mostraremos
algunos resultados para problemas de valor inicial para inclusiones diferenciales
“fuzzy”. Finalmente, la Seccion 6 estd dedicada a mostrar en qué forma la
resolucién de inclusiones “fuzzy” andlogas a (4) puede ser aplicada al andlisis
de la dindmica de poblaciones.

El primer autor desea agradecer las conversaciones sobre el tema tenidas
con los Prof. Dr. Rodney C. Bassanezi de la UNICAMP (Brasil), Prof. Geraldo
Nunes Silva de la UNESP, Sao José do Rio Preto (Brasil), Prof. Dr. Heriberto
Romaén-Flores de la Universidad de Tarapacd, Arica (Chile) y, obviamente, con
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sus alumnos de Doctorado en esta area: Lucelina Batista dos Santos y Yurilev
Chalco Cano.

2 Multifunciones e inclusiones diferenciales “clasicas”

En esta seccién presentaremos varias situaciones que justifican la conveniencia
de introducir el concepto de inclusion diferencial. De manera no riguro-
sa y bastante simplificada, recordaremos algunas definiciones y cuestiones
trascendentes y, también, motivaremos las técnicas utilizadas para responder
a algunas (realmente muy pocas) de estas cuestiones.

En lo que sigue, (-, -) y ||-|| denotardn, para distintos valores de m, el producto
escalar Euclideo en R™ y la norma asociada, respectivamente.

Comenzaremos recordando que el objeto de estudio de la teoria de control
de sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales es, en términos simples,
gobernar el comportamiento de tales sistemas. Asi, admitamos que estamos en
presencia de un proceso sometido a control, modelado por la ecuacién diferencial

T = f(t’xvv(t))v (6)

donde f : [0,T) x R" x R* + R" es, por simplicidad, una funcién regular.
La funcién v : [0,T) — R* es el control y debe satisfacer ciertas propiedades
de regularidad (usualmente la exigencia mds débil es la medibilidad) y una
restriccién geométrica:

Para todo t € [0,T), ha de tenerse v(t) € U, donde U C R* es un
conjunto dado.

Usualmente U estd ligado a limitaciones fisicas, econémicas, etc. de los
dispositivos de control. Un control v que verifica estas restricciones se denomina
control admisible.

En (6), el control debe ser escogido de tal forma que la solucién x satisfaga
ciertas condiciones deseadas. Por ejemplo, que & minimice un cierto funcional
(teoria de control éptimo), tome un valor dado para ¢ = T (controlabilidad),
satisfaga adecuadas restricciones geométricas (teorfa de la viabilidad), etc.

Es importante comprender bien cémo depende la trayectoria x = x(t) del
control v. Para ello, conviene razonar como sigue. Supongamos que el grafo de
una solucién = de (6) pasa por el punto (tg,zo) € [0,7) x R™. En este punto,
la pendiente de la tangente a la trayectoria es f(to,zo,w) para algin w € U;
es decir, la trayectoria debe elegir su velocidad en el conjunto de velocidades
permitidas

F(to,z0) ={heR"; Jwe U tal que h= f(t,z,w)}.

Por tanto, cualquier solucién de (6) asociada a un control v satisface la inclusién
diferencial
i € F(t,x).
Esto conduce de forma natural a la formulaciéon del problema matemaético
siguiente:
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Cuestién 1: Dada una multifuncién F : [0,7) x R™ — P(R"),
i.e. una relacién que a cada punto (¢,z) € [0,T) x R™ asocia un
conjunto no vacio F(t,z) C R™, fijado el punto o € R™, hallar una
solucién en [0,T) del problema de valor inicial para una inclusion
diferencial
z € F(t,x),
{ z(0) = g . ™

Aqui, por solucidn en [0,T) se entiende una funcién absolutamente continua
x :[0,T) — R™ que verifica (5) en casi todo ¢t € [0,T) y verifica también la
condicion inicial x(0) = xg .

Ademés de los sistemas controlables de la forma (6), existe otra amplia clase
de fenémenos que pueden ser descritos por inclusiones diferenciales. Esta clase
incluye sistemas donde el control estd sometido a restricciones que cambian con
el tiempo y/o el estado

&= ft,z,u(t),  u(t) €U (1)),
sistemas de desigualdades diferenciales,
filt,z,2) <0, i€l

ecuaciones diferenciales implicitas, sistemas controlables con restricciones sobre
el espacio de fases, etc.

Otro ejemplo estd dado por las inecuaciones variacionales de evolucién. En
este caso, el problema se reduce a la busqueda de una funcién absolutamente
continua z : [0,7) — R™ tal que

i) z(t)e K y

ii) sup (@(t) = f(t, (), 2(t) —y) =0

para casi todo t € [0,T), donde K C R™ es un cono convexo cerrado de R™. La
multifunciéon que aparece ahora es F , con

Fg(t,z)={heR"; sup (h— f(t,z),z —y) =0}
yeK

para cada (t,z) € [0,T) x R™.

Las ecuaciones diferenciales & = f(¢, ) con segundo miembro f discontinuo
en x también pueden ser tratadas sumergiendo f en una multifunciéon F
con propiedades convenientes, de tal forma que la inclusién posea soluciones
relacionadas con las soluciones de la ecuacién original.

Pueden darse més ejemplos. La teoria de inclusiones diferenciales procura
extraer lo que es comun a todos ellos y proporciona resultados relativos a la
existencia y otras propiedades de las soluciones.
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Por supuesto, las inclusiones diferenciales (1) puede ser vistas como genera-
lizaciones directas de ecuaciones de la forma

&= f(tvx)a

en el sentido de que éstas ultimas son inclusiones diferenciales particulares
correspondientes a multiaplicaciones univaluadas. En consecuencia, todas las
cuestiones pertinentes a las ecuaciones diferenciales, como por ejemplo la
existencia, prolongabilidad y limitacién de las soluciones, la dependencia conti-
nua respecto de datos iniciales y parametros, la bifurcacién de soluciones,
la existencia y estabilidad de puntos de equilibrio y 6rbitas especiales, la
estabilidad global, el comportamiento asintdtico, etc. también lo son para las
inclusiones diferenciales.

Nota 1 No obstante, para una inclusion diferencial dada, existe en general toda
una familia de trayectorias que comienzan en cada punto inicial zo. En otras
palabras, con F' multivoca, es previsible que el problema (7) posea més de una
solucién. Esta propiedad de no unicidad conduce a cuestiones que son especificas
para sistemas diferenciales multivaluados, relativos a la convexidad de la familia
de soluciones, la existencia de soluciones extremales, la selecciéon de soluciones
con propiedades dadas, etc.

2.1 Existencia de solucion local del problema de valor inicial para
una inclusién diferencial

Para motivar el aparato matemaético que debe ser desarrollado, reflexionaremos
a continuacion sobre la existencia de solucién de (7).

Recordemos que, en el caso de una ecuacién diferencial ordinaria, es necesaria
una cierta regularidad (por ejemplo la continuidad del segundo miembro) para
garantizar la existencia de soluciones. Por otra parte, una multiaplicacién
F = F(t,z) puede ser pensada como una funcién usual F' : [0, T) xR"™ — P(R"),
donde P(R"™) es el conjunto de las partes de R™. Asi, para garantizar la existencia
de solucién de (7), parece adecuado extender las nociones de regularidad usuales
(continuidad, medibilidad, la condicién de Lipschitz, etc.) a las funciones con
valores en P(R™) (véase por ejemplo [4],[21]).

Ahora bien, incluso disponiendo de estas herramientas, jcémo podriamos
proseguir y probar la existencia de solucién de (7)7

Una posible via es la siguiente. Supongamos asegurada la existencia de una
funcién f : [0,T) x R™ — R™ suficientemente regular (continua por ejemplo),
con la propiedad de que

f(t,z) € F(t,x) Y(t,z) € [0,T) x R™.
Entonces cualquier solucién del problema de Cauchy

i
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cuya existencia estd garantizada por el Teorema de Carathéodory, sera necesa-
riamente solucién de (7).
El argumento anterior conduce a la siguiente cuestién de caracter general:

Cuestién 2: Dada una multiaplicacion
G: E1 — E2 3

donde F; y E3 son espacios dotados de una estructura adecuada
(espacios topolégicos, espacios de medida, etc.), jcudndo puede
afirmarse que existe una funcién univaluada g : E; — FEs tal que
para cada e € Ej se tiene que g(e) € G(e) y, ademds, g verifica
propiedades de regularidad deseadas (continuidad, medibilidad,
ete.)?

Si existe, a una funcién g como la que precede se le llama una seleccion
(continua, medible, etc.) de la multiaplicacién G. Si supiéramos responder
satisfactoriamente a la Cuestién 2 en el contexto de (7), estarfamos muy cerca
de conseguir resultados de existencia para este problema. Obsérvese por otra
parte que, si no imponemos nada a g, la cuestién precedente es trivial y dar una
respuesta positiva a la misma equivale a aceptar el azioma de eleccion.

Nota 2 Para responder a la Cuestién 2, estos dltimos anos se han seguido
principalmente dos estrategias diferentes.

a) La primera de ellas consiste en buscar una regla que a cada e € F; asocia
un punto de G(e) con una determinada propiedad y, a continuacién, comprobar
que, bajo ciertas condiciones, la funcién g asi obtenida es regular. Este camino
conduce a varios resultados importantes: el Teorema de la Seleccién Minimal, el
Teorema de la Seleccién de Chevishev, el Teorema de la Selecciéon Baricéntrica,
etc., ver por ejemplo [3].

b) La segunda estrategia consiste en buscar selecciones de carédcter local
(es decir, definidas en una vecindad de cada punto) y construir una seleccién
global (es decir, definida en todo E;) utilizando una particién de la unidad. Un
Teorema bien conocido al que se llega de esta forma es el debido a Michael [24].

Nota 3 Obsérvese que, cuando la inclusién diferencial (1) tiene su origen en el
sistema de control (3), la existencia de selecciones y la existencia de controles
admisibles son, hablando en términos generales, problemas equivalentes. Esto
es esencialmente lo que afirma el llamado Lema de Filippov; para més detalles,
véase [10],[20].

En lo que sigue, nos referiremos principalmente a multifunciones F' que
toman valores en K(R™). Por definicién, K(R™) es la familia

KR") ={ACR"; Aes compactoy A+ ¢}.

Hablando en términos generales, las multifunciones que admiten selecciones
continuas son las denominadas multifunciones semicontinuas inferiormente. Se
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dice que la multifuncién F : [0,T) x R — K(R"™) es semicontinua inferiormente
si, para cada (tg,z9) € [0,T) x R" y cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que, si
(t,x) €[0,T) x R™ y |t — to| + ||z — x0]| < I, entonces

F(t,x) N F(to, o) # ¢ (8)

Aqui, F(to,x0). designa el entorno cerrado de radio & de F(¢g, o) (la unién de
las bolas cerradas de radio e centradas en puntos de F(tg, z)).

Por otra parte, se dice que F : [0,T) x R" — K(R") es semicontinua
superiormente si para cada (tg, zo) y cada & > 0 se tiene la propiedad precedente,
cambiando (8) por

F‘(t7 {L‘) C F(to, {,C())E .

Para las multifunciones semicontinuas superiormente, existe un Teorema de
Selecciéon Aproximada, debido a Cellina [9], que en muchas situaciones es
suficiente para nuestros propositos.

Nota 4 Digamos también que, en el marco de la medibilidad, el resultado mas
conocido que garantiza la existencia de selecciones se debe a Kuratowski y Ryll-
Nerdzewski, cf. [20].

Combinando la existencia de selecciones continuas y el teorema de Carathéo-
dory, se deduce el resultado de existencia siguiente:

Teorema 1 Supongamos que, en (7), la multifuncion F : [0,T) x R" — K(R")
es semicontinua superiormente y xog € R™. Entonces el problema (7) posee al
menos una solucién en [0,T*) para algin T* mazimal que verifica 0 <T* < T.

Hay otras formas de encarar la existencia de solucién del problema de valor
inicial para una inclusién diferencial que intentan simular las técnicas utilizadas
en el caso de una ecuacion diferencial.

Por ejemplo, consideremos el siguiente argumento de punto fijo. Dada la
inclusién diferencial (1), introducimos la multiaplicacion integral

Y : C°([0,T);R™) — C°([0,T); R™),
dada como sigue:

Para cada z € C°([0,T); R™), Y (2) es la familia de las funciones z :
[0,T) — R™ absolutamente continuas que verifican &(t) € F (¢, z(t))
para casi todo t € [0,T) y z(0) = x¢ .

Obviamente, una funcién = € C°([0,7); R™) es solucién de (1) en [0,7) si y
solo si
x €Y (x),

esto es, x es un punto fijo de la multiaplicacién Y. Es posible entonces demostrar
un resultado analogo al conocido Teorema de Schauder que, aplicado en este
contexto, conduce a la existencia de puntos fijos de Y. Como consecuencia del



Inclusiones diferenciales difusas y aplicaciones 39

mismo, se puede volver a deducir el Teorema 1. También es posible extender
la Teoria del Grado Topolégico de Brower y de Leray-Schauder al caso de una
multiaplicacién; para més detalles, véase [8],[19].

Otra técnica muy utilizada (y de hecho también de tipo punto fijo) se basa
en el siguiente resultado, que es cierto para cualquier ecuacién diferencial que
satisfaga adecuadas restricciones de regularidad:

La funcién z : J — R™ es solucién en J del sistema & = f(¢,z) y
verifica la condicién inicial 2(0) = zq si y sélo si es continua en J y
se tiene

¢
z(t) = xo —|—/ f(s,z(s)) ds vteJ
0
(J es un intervalo que contiene a 0).

En el caso multivoco, debe aclararse el sentido que tiene la integral de
una multifuncién. A este respecto, existe una nocién debida a Aumann [5] y
Debreu [17], con la cual se puede probar una equivalencia andloga a la precedente
para las soluciones de (7) (véase la definicién de integral de una multifuncién
en la Seccién 3).

Existen otras técnicas (construccién de aproximaciones adecuadas y ex-
traccién de subsucesiones convergentes, métodos constructivos basados en
poligonales generalizadas de Euler, etc.). Por razones de espacio, no es posible
describirlas aqui con detalle. Los lectores interesados pueden consultar, por
ejemplo, las referencias [2],[7],[8],[16] y las que en ellas se citan.

Nota 5 Otras muchas ecuaciones funcionales tienen su correspondiente gene-
ralizacion en el contexto de las multifunciones. Asi, para inclusiones integrales,
existe una teoria desarrollada que conduce a resultados de existencia
satisfactorios, véase [1],[16]. Las inclusiones funcionales con retardo han
sido tratadas en [14],[15],[33] y sus referencias. Finalmente, para inclusiones
diferenciales de la forma

€ Az + F(t,x),

donde A : D(A) C H — H es (por ejemplo) un operador no acotado maximal
mondtono en el espacio de Hilbert H, véase [27].
2.2 Estabilidad segin Lyapunov para Inclusiones Diferenciales

Otra cuestién que nos interesa analizar en relacién con (7) es la estabilidad
de los puntos de equilibrio. Por comodidad, nos limitaremos al caso en que la
inclusién diferencial es auténoma, esto es

i€ F(x), 9)

con F : R" — K(R™). El problema de valor inicial asociado toma la forma

& € F(z),
{ z(0) = zo, (10)
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donde xy € R™.
Recordemos en primer lugar el resultado fundamental de Lyapunov para
ecuaciones diferenciales ordinarias:

Teorema 2 Sea f :R™ — R" una funcion continuamente diferenciable en una
vecindad del punto x = 0, con diferencial-Fréchet f'(0) en 0 y tal que f(0) = 0.
Supongamos que todos los autovalores de f'(0) tienen parte real negativa, es
decir, que el origen es asintoticamente estable para el sistema lineal

y=f(0)y.
Entonces el origen es asintoticamente estable para el sistema no lineal
T = f(x).

Para conseguir una extensién de este resultado en el contexto de (10),
previamente necesitamos poder hablar de multiaplicaciones diferenciables.

Obsérvese que la definicién de derivada de una multifuncién no es trivial. En
efecto, no es dificil probar que, si E; y FE5 son espacios vectoriales, G : E; — F»
es una multiaplicacion y se tiene

G(Oélel + Oézeg) = OzlG(Bl) + OZQG(BQ) Val, Qo € R, Vel, e € E,

entonces G es univaluada. Dicho de otro modo, la nocién de funcién diferencia-
ble no puede extenderse al caso de una multiaplicacion palabra por palabra. No
obstante, véase [8].

El conjunto K(R™) se convierte en espacio métrico una vez dotado de la
distancia de Hausdorff h(-,-), donde

h(A, B) = méx { sup d(a, B), sup d(b, A) }.
a€A beB

Aqui, d(-,-) es la distancia euclidea habitual en R™.
El espacio métrico (K(R™), h) es completo y separable. De hecho, se trata
de un espacio cuasi-normado, con cuasi-norma dada por la aplicacion

A h(A, {0}).

La introduccién de h(-,-) nos permitird a continuacién hablar de multifunciones
cuasi-lineales acotadas 'y de multifunciones Fréchet-diferenciables.

Definicién 1 Se dice que una multifuncion @ : R™ — K(R"™) es cuasi-lineal si

Q(l’l +£E2) C Q(l’l) + Q(iﬂz) VI, 2o € R™

QA\x) =2Q(z) VYAeR, VxeR™
Se dice que Q es acotada si existe K > 0 tal que

hQ(x),{0}) < K|jz|  VzeR.



Inclusiones diferenciales difusas y aplicaciones 41

Definicién 2 Se dice que la multifuncion F : R™ — K(R"™) es Fréchet-
diferenciable en xo € R™ si existe una multifuncion cuasi-lineal acotada F'(x) :

R™ — K(R"™) tal que
h(F(z), F(zo) + F'(w0)(x — w0)) = o([|& — ol])-
La multifuncion F'(xg) se denomina derivada de Fréchet de F' en xq .

Obviamente, si F' : R" — K(R™) es cuasi-lineal y acotada, entonces es
Fréchet-diferenciable en 0 y ademds F'(0) = F.

Definicién 3 Consideremos la inclusion diferencial (9). Supongamos que
F(0) = {0}. Se dice entonces que x = 0 es un punto de equilibrio de (9).
Diremos que este punto de equilibrio es estable (en el sentido de Lyapunov) si
se cumplen las siguientes condiciones:

1. Existe g > 0 tal que, si ||xo]| < o, entonces existe una solucion x = x(t)
de (10) definida para todo t > 0.

2. Para todo € > 0, existe 61 € (0,00 tal que, si ||xol| < 61, entonces
llz(t)|| < € para todo t > 0.

Finalmente, diremos que el punto de equilibrio Lyapunov-estable x = 0 es
asintdticamente estable si existe da € (0,00] tal que, si ||z < d2, entonces
lim— o [2(2)]] = 0.

Tenemos entonces el siguiente resultado relativo a la estabilidad de los puntos
de equilibrio de (9):

Teorema 3 Supongamos que la multifuncion F : R™ — K(R"™) es Fréchet-
diferenciable en 0 y que existe 09 > 0 tal que cualquier solucién x = x(t) existe
en el intervalo [0,+00) si ||x(0)|] < dp. En estas condiciones, si el origen es
un punto de equilibrio asintdticamente estable de la inclusion diferencial cuasi-
lineal

§ € F'(0)(y),

entonces también es un punto de equilibrio asintdticamente estable de (9). En
tal caso, existen ademds o >0, k >0 y & > 0 tales que, si ||xo] <9, cualquier
solucion de (10) verifica

lz@®)ll < & [lz(0)]le™" Vvt =0.

3 Otros resultados relacionados con las multifunciones

En esta secciéon, mostraremos brevemente otros aspectos del Anadlisis Ma-
tematico relacionados con las multifunciones que han tenido un desarrollo
reciente. Comenzaremos hablando de multifunciones Lipschitz-continuas y de
la generalizacion del Teorema de Banach del Punto Fijo.
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Definicién 4 Se dice que la multiaplicacion F : A C R™ +— K(R") es
Lipschitz-continua en A si existe v > 0 tal que

h(F(z), F(y) <vlz—y|l  Vz,yeA

En particular, si se tiene esta propiedad con 0 < v < 1, se dice que F' es una
contraccion multivoca o bien que F es contractiva.

El andlogo del Teorema de Punto Fijo de Banach para una multifuncién
fue probado en [25] por Nadler en los afios 60. En el caso de una multifuncién
definida en R™, dice lo siguiente:

Teorema 4 Sea F : R"™ — K(R™) una contraccidn multivoca. Entonces F posee
un punto fijo, es decir, existe x € R™ tal que

x € F(x).

Para algunas mejoras y variantes del Teorema anterior, puede consultarse
la referencia [19] (donde también se encontrardn los andlogos multivocos del
Teorema de Schauder).

Una herramienta esencial para el estudio de multifunciones con valores
convexos compactos es el funcional soporte del Analisis Convexo, cuya definicién
es la siguiente:

Definicién 5 Sea A C R™ un conjunto no vacio. El funcional soporte de A es
la funcidn o4 : R™ — RU {400}, dada por

oaly) =sup (z,y)  VyeR™
€A

Algunas propiedades importantes de este funcional estan recogidas en la
Proposicién siguiente:

Proposicién 5 Sean A C R™ un conjunto no vacio, o4 el correspondiente
funcional soporte y D(oa) = {y € R™ ; 04(y) < +o0} su dominio efectivo.
Entonces se tiene:

1. D(oa) es un cono convero con vértice en 0.

2. oa(Ay) = Xoa(y) para cada X > 0 y cada y € R™, ie o4 es
homogéneamente positiva.

3. 04 es una funcion convera, semicontinua inferiormente y propia. En
particular, o4 #Z +00.

4. o4 coincide con el funcional soporte de €o A, la envolvente convexa cerrada

de A.
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La denominacién “funcional soporte” estd motivada por lo siguiente. Si
A C R™ es convexo, compacto y no vacio, para cada u € R™ con u 0
) ) 9

existe x,, € A tal que

oa(u) = (zy,u)

y el hiperplano H = {z € R™ ; (z,u) = 04(u) } soporta a A en z,, . Esto dltimo
quiere decir que A estd contenido en H~ = {z € R™ ; (z,u) < o4(u) } y toca
al hiperplano en x, .

Otras propiedades interesantes del funcional soporte estdn recogidas en la
siguiente

Proposiciéon 6 Sean A, B C R™ conjuntos no vacios. Entonces se tiene:

1.

2.

ca(y) >0 para todo y € R™ si y sdlo sico A > 0.

oxa+uB(Y) = Aoa(y) + pog(y) para A, p > 0.

Si A C B, entonces 04(y) < op(y) para cada y € R™. Reciprocamente,
st para todo y € R™ se tiene que c4(y) < op(y), entonces €6 A C ¢ B.
En particular si A y B son convexos y cerrados, tenemos:

ACB < oaly) <op(y) VyeR™

.S {A; ;i € I} es una familia de conjuntos no wvacios de R™ y

A = ;er Ai, entonces

oaly) :sullo o, (y) Yy € R™.
ic

A es simétrico (es decir, A= —A) si y sdlo si su funcional soporte o4 es
par.

Si A es de la forma A=Ay X ... x A, , entonces

oaly) = Z% (y)  VyeR™

A continuacién, vamos a indicar explicitamente qué es la integral de una
multifuncion en el sentido de Aumann.

Sea {Q,3,u} un espacio de medida completo. Dada una multifuncién
G : Q+— P(R"), denotaremos S*(G) el conjunto

SUG)={f e L' (%R ; f(w) € G(w) p—ctp.}.

Definicién 6 La integral de G en 2, denotada

| cwran



44 E. FERNANDEZ-CARA, M.A. RoJAS-MEDAR, A.J. VIERA BRANDAO

es, por definicion, el siguiente conjunto de R™:

/Gwmw:{/fWMumeWQ}
Q Q

Se dice que la multifuncion G es medible si, para cada conjunto medible B
de R™, se tiene G™Y(B) € 8. Aqui, G*(B) ={w e Q; Gw)NB#¢}.

Se dice que G estd acotada integralmente si es medible y ademds la funcion
G|, dada por

IGl(w) = sup{ || f(w)|| ; f € SHG)} p—ctp.,
es p-integrable.

Las principales propiedades de la integral multivoca aparecen en el resultado
siguiente:

Teorema 7 Con la notacion precedente, [, G(w)dp es un convexo. Por otra
parte, si G estd acotada integralmente, entonces S'(G) es mo wvacio y, en
consecuencia, también lo es fQ G(w)du. Si los valores de G son cerrados,
entonces fQ G(w)dp es un compacto y se da la igualdad

[ G = [ @ G)wan

Finalmente, si G estd acotada integralmente y toma wvalores compactos y
ponemos A = [, G(w)dp, entonces

oaly) = /Q oG (y)dp Yy € R™.

Con ayuda de este resultado, es posible calcular explicitamente algunas
integrales. Para ello es suficiente construir la funcién soporte og(.) , integrar
la funcién o¢ () (y) respecto de w para cada y € R"™ y, después, reconstruir el
convexo compacto no vacio fQ G(w) dp a partir de la funcién soporte resultante.
Veamos algunos ejemplos que permiten aclarar este procedimiento.

En primer lugar, sea A un convexo compacto no vacio de R™. Entonces,
cualesquiera que sean t1,ts € R, con t; < t5, se tiene que

12
/ Adt= [ Adt = (ty —t;)A.
(t1,t2)

ty

En efecto, por el Teorema 7, tenemos

(2
Tz aa(y) = / oaly)dt

- /dt

= (t2 —t1)oa(y).



Inclusiones diferenciales difusas y aplicaciones 45

Luego

to
Adt = {zeR"; (z,y) < (ta—t1)oaly) Yy eR"}

ty

= (ta—1)A.

Si A no fuese convexo, entonces tendriamos

ta
t1

ta
/ Adt:/ (5 A)dt = (s — )T A.
t

1

Veamos un segundo ejemplo. Asi, sea G : [-m, 7] — R? la multifuncién
definida por
G(t) =U(@t){—v,v} vt € [—m, 7],

[ sent tgt .
ut) = < cost cotgt >’ v <

s

G(t)dt = B(0;4),

donde

1
E
Entonces

i.e. la bola cerrada de R? de centro el origen y radio 4. En efecto, tenemos que
017 _G(t) ay) = / 0G(t) (y) dt

T
= / ly1sent + yocost| dt

—T

Alyll-

Deducimos que

Gt)dt = w {zeR*; (z,y) <o amaly) Yy e R?}

—T

= @ {zeR*; (z,y) <4lyll VyeR*}
= DB(0;4).

Obsérvese que, en este ejemplo, no hubiera sido posible calcular la integral
de G directamente usando la definicién de integral multivoca.

4 Conceptos de la Teoria “Fuzzy”

Los conjuntos difusos (también denominados “fuzzy sets”) fueron introducidos
por Zadeh [35] en 1965. Desde entonces, un gran nimero de publicaciones ha
tenido como objetivo extender los conceptos clasicos al nuevo campo y resolver
los problemas planteados.
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En este trabajo, la motivacién principal del concepto conjunto difuso es
nuestro interés por matematizar aspectos subjetivos en fendmenos tomados de
la realidad. Veremos que esto se consigue generalizando la idea de pertenencia
clésica (de un elemento a un conjunto) e introduciendo la idea de grado de
pertenencia.

Recordemos el argumento basico desarrollado por Zadeh. Sea X un conjunto.
Los subconjuntos usuales A C X pueden ser identificados a partir de sus
correspondientes funciones caracteristicas x4 , con

we={o Grgd a

Un punto & € X pertenece a A (resp. al complementario de A) si y sélo si
xa(x) =1 (resp. xa(x) = 0). Zadeh llamé conjunto difuso o conjunto “fuzzy”
en X a toda funcién u : X — [0, 1]. De esta forma, dado un conjunto difuso w,
el grado de pertenencia de un punto x € X a este conjunto es u(z), un nimero
entre 0 y 1.

Obviamente, este concepto constituye una extensién de la idea habitual.
Para hacerlo operativo, es preciso extender las definiciones y reglas usuales entre
conjuntos, tales como determinar el complementario, la unién, la interseccion,
etc., véase [26].

En lo que sigue, consideraremos conjuntos difusos u : X — [0, 1], donde X es
un espacio topolégico (usualmente tendremos X = R™). Veamos en primer lugar
que todo conjunto difuso puede identificarse con una familia (no numerable) de
conjuntos “estandar” que cumplen ciertas propiedades.

Asi, sea u : X + [0,1] un conjunto difuso y denotemos L,u el conjunto de
nivel a de u para cada a € (0, 1], esto es,

Lou={ze X ;ulx)>a}.

Por otra parte, pongamos

Lou= sop (u) ={ze X ;u(z)#0}
(el soporte de u). Entonces
Lou D L,u D Lyu para b>a > 0.

De este modo, al conjunto “fuzzy” u : X +— [0,1] le podemos asociar
la familia { Lyu ; a € [0,1] }. Reciprocamente, tenemos el siguiente resultado
debido a Nagoita y Ralescu, cf. [26]:

Teorema 8 Sea X un espacio topoldgico y sea { My ; a € [0,1]} una familia
de subconjuntos de X con las propiedades siguientes:

1. My C X,

2. Sia<b, entonces M, C M, ,
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3. 5i0<a;<ay<---<1y lim a, = a, entonces

n—oo

Entonces existe un dnico conjunto difuso u: X w [0,1] tal que M, = L,u para
cada a € [0,1].

Obsérvese que, en particular, si u : X — [0,1] es un conjunto “estdndar”,
i.e. si u = xa para algin A C X, entonces la familia { Lyu ; a € [0,1]} es la

siguiente:
A sia=0,
La“_{A Si0<a<l.

Recordemos que K(R™) denota la familia de los compactos no vacios de R™. La
extensién adecuada al contexto “fuzzy” de K(R") es la familia E(R"™).

Definicién 7 E(R"™) es la familia de los conjuntos “fuzzy” u: R™ — [0,1] que
cumplen las propiedades siguientes:

1. u es semicontinua superiormente,
2. Lou es compacto,
3. El conjunto Liyu={x € R" ; u(x) =1} es no vacio.
Dada u : R™ — [0, 1], no es dificil comprobar que
u € E(R") < Ly,u € K(R") Va € 0,1].

Esta caracterizacién es esencial para abordar las cuestiones mencionadas en
la Seccién 1.
Podemos definir una estructura métrica sobre E(R™) poniendo

D(uy,uz) = sup h(Lquy, Lauz)
a>0

(recuérdese que h(-,-) es la distancia de Hausdorff habitual en K(R™)).
Claramente,
(R, d) — (K(R"), h) — (E(R"), D),

con inyecciones continuas (recuérdese que d(-, -) es la distancia euclidea en R"™).
En lo que resta de esta seccién, mostraremos la extensién al contexto
“fuzzy” de la mayor parte de conceptos y resultados presentados en la seccién
precedente.
Sea K.(R") el subconjunto de K(R™) formado por los compactos convexos no
vacios de R™. Indicaremos en primer lugar cudl es la generalizacién al contexto
“fuzzy” de K.(R™). Para ello, nos hace falta una definicién:
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Definicién 8 Se dice que el conjunto difuso u : R™ — [0,1] es fuzzy-convexo
si, para cada x,y € R™ y cada A € [0, 1], se verifica la desigualdad

u(ha + (1= A)y) > min [u(), u(y).

Esta definicién es bastante natural si pensamos en u(z) como el grado de
pertenencia de x al conjunto “fuzzy” w. De hecho,

u es fuzzy-convexo <= L,u es convexo para cada a € [0, 1].
Pondremos ahora
E.(R") = {u € E(R") ; u es fuzzy-convexo }.

Claramente, K.(R") — E.(R") via la inclusién canénica A — x4 . Por otra
parte,
u€E.(R") < L,u € K.(R") Vae€l0,1].

El conjunto E.(R™) puede dotarse de una estructura de espacio vectorial,
poniendo

o (u1 ®uz)(r) =sup, ,_, minfu;(y), uz(z)] para ui,uz € E.(R"),

e Aou)(z) =u(x/A)si A e R\ {0} y (AOu)(x) = xq01(x) si A =0, para
cada u € E.(R™).

Aunque a primera vista estas operaciones parecen extrafas, son completa-
mente naturales si pensamos en términos de conjuntos de nivel. En efecto, la
definicién precedente de suma permite escribir que

La(ul D UQ) = Loui + Lauo V’U,l, U € EC(RH)

para cada a € [0, 1]. Por otra parte, con la definicién del producto por un escalar,
tenemos
LoA®u)=ALu VAER, Vuy,us € E(R").

Obsérvese por otra parte que una manera equivalente de definir la suma en
E.(R™) es a partir de la inf-convolucion del Anélisis Convexo.
Se tiene el resultado siguiente (cf. [28] y [30] para la demostracién):

Teorema 9 (E(R™),D) es un espacio métrico completo y no separable. Por
otra parte, E.(R™) es cerrado en (E(R™), D).

Una propiedad importante de (K. (R™),h) es el Teorema de Inmersién de
Minkowski. Una forma de enunciar este resultado es la siguiente:

Teorema 10 La aplicacion jo : K.(R™) +— C°(S™~1) definida por
Jo(A) =04 VA € K.(R"),
es aditiva, positivamente homogénea e isométrica, i.e.

[70(A) = jo(B)llco(sn-1) = h(A,B) VA, B € K(R").
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Para poder generalizar este Teorema al contexto “fuzzy”, conviene que nos
restrinjamos a un subconjunto adecuado de E.(R™). Asi, vamos a considerar el
conjunto E..(R™), formado por las u € E.(R") tales que la funcién a — Lyu es
continua de [0, 1] en el espacio métrico (K.(R™), h).

No es dificil probar que (E..(R™), D) es un subespacio métrico completo de
(E.(R™),D). Y la generalizacién del Teorema de Inmersién de Minkowski es
como sigue:

Teorema 11 Existe una inyeccion j : Eq..(R™) — C°([0,1] x S™71) que es
aditiva, positivamente homogénea e isométrica, i.e. tal que

17 (u1) — j(u2)llcoo,1xs7-1) = D(u1,uz) Vur, up € Eqo(R™).

Este resultado estd probado en [29] (véase también [32]). Para la demos-
tracién, se usa el funcional soporte “fuzzy” S, : [0,1] x S"~! — R, definido
por

Sula,z) = o u(x) Y(a,z) € [0,1] x S"1.

Como consecuencia del resultado anterior, deducimos que (E..(R™), D) es un
subespacio métrico completo y separable de (E.(R™), D) y, ademds, que se trata
del mayor subespacio que puede ser inmerso a través de j en C°([0,1] x S*~1).

Definiciéon 9 Sea A C R™ un conjunto no vacio. Se llama multifuncion “fuzzy”
a toda aplicacion H : A C R™ — E(R"™).

Definicién 10 Diremos que H : R™ — E(R"™) es una multifuncion “fuzzy”
Lipschitz-continua st existe v > 0 tal que

D(H(x),H(y)) <vllz—yl  Vo,y e R"

Diremos que H es contractiva si se tiene la propiedad anterior para algun
~v € (0,1). Finalmente, diremos que x es un punto fijo de H si

H(x) > X{a} -

El analogo del Teorema de Nadler para multifunciones “fuzzy” es el que
sigue (véase [31] para la demostracién del mismo):

Teorema 12 Sea H : R"™ — E(R") una multifuncion “fuzzy” contractiva.
Entonces H posee al menos un punto fijo.

El problema de la estabilidad del punto fijo es resuelto por el Teorema 15,
presentado maés abajo. Este resultado es de gran importancia en el contexto
de las inclusiones diferenciales “fuzzy” y también cuando hablamos de control
6ptimo “fuzzy”. Antes de enunciarlo, debemos definir el concepto de conjunto
difuso de puntos fijos de una multifuncion “fuzzy”. Para ello, usaremos las
siguientes Proposiciones:
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Proposicién 13 Sea H : R" — E(R"™) una multifuncion “fuzzy” contractiva.
Entonces, para cada a € [0,1], la multifuncién H, : R™ — K(R"), dada por

H,(z) = L,[H(z)] Vo € R",
es contractiva en el sentido de la Definicion 4.

Proposicion 14 En las condiciones de la Proposicion precedente, sea S, el
conjunto de los puntos fijos de H, para cada a € [0,1]. Entonces existe un
dnico u € E(R™) con la propiedad siguiente:

Lou=S, Va € [0,1].

Las demostraciones pueden encontrarse en [31]. En particular, para la prueba
de la Proposicion 14, se usa el Teorema de Representacion de Nagoita y Ralescu
(Teorema 8).

Podemos ahora dar la Definicién anunciada:

Definicién 11 Sea H : R™ — E(R"™) una multifuncidn “fuzzy” contractiva. El
conjunto difuso u € E(R™) que proporciona la Proposicion 14 es, por definicion,
el conjunto difuso de los puntos fijos de H.

Obsérvese que el conjunto difuso u que precede verifica lo siguiente:
u(z) = (H(x))(z) Vo € R".

Con estos ingredientes podemos ya enunciar el resultado de estabilidad mencio-
nado mas arriba:

Teorema 15 Sean Hy y las H; multifunciones “fuzzy” contractivas con la
misma constante v € (0,1), tales que H; — Hy uniformemente en R™, i.e.

sup D(H;(x), Ho(x)) — 0

z€R™
cuando i — 4o00. Sean ug y los u; los correspondientes conjuntos difusos de
puntos fijos. Entonces D(u;,ug) — 0 cuando i — +00.

Para finalizar esta seccién, presentaremos una extension de la integral de
Aumann al caso multivoco “fuzzy” debida a Ralescu, cf. [28]. Previamente,
definiremos la nocién de medibilidad:

Definicién 12 Sea {Q, 3, u} un espacio de medida completo y sea H : Q —
E(R™) una multifuncidn “fuzzy”. Diremos que H es medible si la multifuncion
H, : Q— K(R"™), definida por

Ho(w) = Lo[H(w)]  Vw € Q,

es medible para cada a € [0,1]. Diremos que H estd acotada integralmente si
cada H, lo estad.
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Teorema 16 Sean {Q, %, u} un espacio de medida completo y H : Q — E(R™)
una multifuncion “fuzzy” medible y acotada integralmente. Entonces existe un
dnico conjunto difuso u € E(R™) con la propiedad siguiente:

Lou= / H,dp  Vae]0,1].
Q

Este u es, por definicion, la integral de la multifuncion “fuzzy” H y se denota

Jo H dp.

Con esta definicién de integral de una multifuncion “fuzzy”, bajo condiciones
razonables (por ejemplo, cuando p no es una medida atdmica), se tiene que
fQH du € E.(R™). En efecto, como consecuencia inmediata de las propieda-
des de la integral de Aumann, los conjuntos de nivel L[ fQ H du) son todos
compactos y convexos.

Por otra parte, no es dificil comprobar que la integral “fuzzy” multivoca es
lineal en el sentido siguiente:

La[/ (Hl @HQ)d/J] =L, HldM+La HQd:U7
Q Q Q

L. [ N\oHdu) =)L, | Hdpu.
Q Q

Para més detalles sobre las propiedades de esta integral, se pueden consultar
las referencias [12],[23],[28],[30].

5 Dinamica de poblaciones e inclusiones diferenciales
“fuzzy”

Como hemos indicado ya en la Seccion 1, las ecuaciones diferenciales “clasi-
cas” no son capaces de describir todos los fenémenos observados en la realidad.
Asi, cuando nos interesamos por modelos de poblaciones, debemos afrontar con
frecuencia hechos que no estdn completamente de acuerdo con la teoria clasica.
En efecto,

e Los individuos pueden exhibir algunas estrategias o preferencias, tales
como la eleccion de alimentos, la huida de depredadores, etc.

e Pueden existir restricciones adicionales que el sistema debe satisfacer
(limitaciones de espacio, nutrientes o toxinas inducidas, etc.). Muchas
veces éstas no pueden ser tenidas en cuenta por un sistema diferencial
“estandar”.

e Puede haber indefiniciones en la dindmica debidas a ruidos producidos en
el medio o en el crecimiento demografico.
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Consideremos por simplicidad un modelo determinista simple que, en
ausencia de indefinicién, estd descrito por una ecuacién diferencial ordinaria
escalar

I.:fO(t’x% (12)

donde fy : [0,7) x R — R es una funcién regular dada. Podemos modelar
la indefinicién o ruido en la evolucién de la poblacién, introduciendo un
“parametro” v, por ejemplo una funcién o distribucién que toma valores en
U C R. El sistema resultante es de la forma

&= f(t,z,0(t)), (13)
donde f:[0,7) x R x R+ R es tal que f(t,2,0) = fo(t,x).

Al menos existen dos formas distintas de llegar a sistemas de este tipo:

a) Si aceptamos que la naturaleza de la indefinicién es aleatoria, entonces lo
mas adecuado es utilizar una ecuaciéon diferencial estocastica. En este caso,
debido a dificuldades técnicas, se suele suponer que la perturbacién afecta
linealmente a la dinamica. Mas precisamente, se suele escribir

z = fo(t,z) + f1(t, x)v,

donde v es un ruido blanco, esto es, la “derivada estocastica” de un movimiento
Browniano. Para un primer anélisis de estos modelos, véase por ejemplo [18].

b) Si, por el contrario, no parece adecuado suponer que el ruido posea
estructura probabilistica (debido a que las elecciones o preferencias de los
individuos son subjetivas), parece mds conveniente recurrir a la teorfa “fuzzy”.
Para méds detalles, cf. [22].

Como hemos indicado en las Secciones anteriores, una manera adecuada de
reescribir (13) es poner
& € F(t,x), (14)

donde F' es una multifunciéon determinada por f y el conjunto U donde debe
tomar valores v. A la vista de las metodologias propuestas en trabajos previos,
una generalizacién razonable de (12) para modelar sistemas dindmicos con
indefiniciones se consigue admitiendo que, en (14), F es una multifuncién
“fuzzy” (es decir, que F(t,z) es un conjunto difuso para cada (¢, z)). Con este
objetivo, Zhu y Rhao introdujeron en [34] las inclusiones diferenciales difusas.
El concepto es como sigue. Sean H : [0,T) x R” — E(R™) una multifuncién
“fuzzy”, a : R™ — [0, 1] una funcién y J C R un intervalo y consideremos el
problema siguiente: Hallar z : J +— R"™ absolutamente continua y tal que

.’L‘(t) S La(z(t)) [H(t, a’:(t))] , te Jct.p. (15)

Diremos que (15) es una inclusidn diferencial “fuzzy”. Abreviadamente,
escribiremos (15) en la forma

& € Lo [H(t, )], teld (16)
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Vemos pues que una inclusién diferencial “fuzzy” estd determinada por la
multifuncién “fuzzy” H y por la funcidn de nivel a. Si x = 2(t) es una solucién
de (16) en el intervalo J, entonces

H(t,x(1))(2(t) > afz(t)) (17)

parat € J c.t.p.
Supongamos que
alz) >0 Vo € R™.

Si H toma valores en K(R"™), i.e. si
H(t,r) = XF(,2) Y(t,xz) € [0,T) x R"™,

donde F : [0,T) x R" — K(R™) es una multifuncién “cldsica”, entonces la
inclusién diferencial “fuzzy” (16) es equivalente a la inclusién diferencial clésica

z € F(t,x) teJctp.

Miés adelante veremos que, para otras elecciones apropiadas de H y «, (17)
también equivale a una inclusién diferencial “cldsica”.

A continuacién, hablaremos de la existencia de solucién del problema de
valor inicial para (16) y, posteriormente, de la estabilidad de los puntos de
equilibrio.

El problema de valor inicial para (16) consiste en hallar una solucién = = z(t)
en un intervalo de la forma [0,7*) que, ademds, verifique x(0) = zo, donde
o € R™ es un punto dado. Abreviadamente, pondremos

S La(m) [H(t,z)],
{ x(0) = xg. (18)

Combinando el Teorema 1 con las definiciones y propiedades que preceden,
es posible deducir el resultado de existencia siguiente:

Teorema 17 Supongamos que, en (18), la multifuncion “fuzzy” H : [0,T) x
R™ — E(R™) y la funcidn continua o : R™ +— [0, 1] son tales que la multifuncion

(t,2) — Loy [H(t, 2)]

es semicontinua superiormente. Entonces, para cada xg € R™, el problema (18)
posee al menos una solucion en [0,T*) para algin T* mazimal que verifica
0<T*<T.

Para analizar las propiedades de estabilidad de los puntos de equilibrio de
(16), como en la Seccién 2, nos restringiremos al caso auténomo. Consideraremos
por tanto la inclusién diferencial “fuzzy”

T € La(x) [H(LC)] R teJ, (19)
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y el problema de valor inicial

{ & € Lo [H(2)],
z(0) =z,

donde H : R" — E(R"), a: R" — [0,1] ¥ zp € R™.

Convendrd hablar previamente de multifunciones “fuzzy” cuasi-linealesy de
la diferencial de una multifunciéon “fuzzy”. Recordaremos en consecuencia estos
conceptos, que han sido introducidos en [11] y [12] y generalizan los que fueron
presentados en la Seccion 2.

)

Definicién 13 Se dice que una multifuncion “fuzzy” @ : R™ — E(R"™) es cuasi-
lineal si

Q(.’El + (EQ) C Q(.’El) D Q(xz) Vaqi,z9 € Rn,

QAzx)=A0Q(zx) VAER, VzeR™

Se dice que QQ es acotada si existe K > 0 tal que
D(Q(x), x{0y) < K|z Vo € R.

Diremos que la inclusién (19) es cuasi-lineal si la correspondiente multifun-
cién H lo es.

Definicién 14 Se dice que la multifuncion H : R™ +— E(R™) es Fréchet-
diferenciable en xg € R™ si existe una multifuncion “fuzzy” cuasi-lineal acotada
H'(zg) : R™ — E..(R™) tal que

D(H(z), H(zo) + H'(z0)(x — 20)) = o([lz — o))
La multifuncion “fuzzy” H'(xo) se llama derivada de Fréchet de H en xq .

No es dificil probar que, si H : R” — E(R") es cuasi-lineal y acotada,
entonces es Fréchet-diferenciable en 0 y ademés H'(0) = H.

Definicién 15 Consideremos la inclusion diferencial fuzzy (19). Supongamos
que H(0) > xqoy - Se dice entonces que 0 es un punto de equilibrio de (19).
Diremos que este punto de equilibrio es estable (en el sentido de Lyapunov) si
se cumplen las siguientes condiciones:

1. Existe 69 > 0 tal que, si ||zo]| < do, entonces existe una solucion x = x(t)
de (19) con la condicidn inicial x(0) = x¢ definida para todo t > 0.

2. Para todo € > 0, existe 61 € (0,d0] tal que, si ||x(0)|| < 61, entonces
llz(t)|| < € para todo t > 0.

Finalmente, diremos que el punto de equilibrio Lyapunov-estable x = 0 es
asintdticamente estable si existe do € (0,00] tal que, si ||z(0)]] < da, entonces
limy e [l (8)]] = 0.
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El resultado principal relativo a la estabilidad de los puntos de equilibrio de
(19) es el siguiente:

Teorema 18 Supongamos que la multifuncion “fuzzy” H : R™ — E(R") es
Fréchet-diferenciable en 0 y que existe 6o > 0 tal que cualquier solucion x = x(t)
existe en el intervalo [0,400) si [|x(0)|| < do . En estas condiciones, si el origen
es un punto de equilibrio asintdticamente estable de la inclusion diferencial
cuasi-lineal

§ € La[H'(0)(y)]

para algin a € [0,1], entonces también es un punto de equilibrio asintdticamente
estable de (19). En tal caso, existen ademds o > 0, k > 0 y 6 > 0 tales que
cualquier solucion de (19) para la que se tenga ||z (0)| < 6 verifica

lz@®)ll < E[lz(©)le™" vt =0.

6 Algunos casos particulares (dindmica de poblaciones
con ruido)

En esta Seccién, consideraremos varias situaciones particulares que aparecen
en Dinamica de poblaciones y pueden ser modeladas de forma satisfactoria con
las herramientas precedentes. Consideramos por simplicidad sélo sistemas uni-
dimensionales, correspondientes al comportamiento de una poblacién aislada.

Asi, sea x(t) la densidad de poblacién en el tiempo ¢ y consideremos los
modelos de crecimiento exponencial y logistico, dados por la ecuacién & = f(x),
con

f@=rz y  f@=rz(1-7), (20)

respectivamente.

En Biologia existen dos interpretaciones posibles para las perturbaciones
que pueden aparecer en modelos como éstos: el ruido demogrdfico (que se debe
a aptitudes individuales distintas) y el ruido ambiental (que tiene su origen en
variaciones imprevistas). Nisbet y Gurney propusieron la siguiente aproximacién
para el ruido demogréfico:

g9(z) = V/(b(z) + d(2)) z, (21)

donde b(x) y d(x) son las razones de natalidad y mortalidad instantdneas,
respectivamente. En particular, para el modelo exponencial, tenemos b(x) = r,
d(z) =0y g(z) = rz.

Supongamos que, de algin modo, hemos tenido conocimiento de que el ruido
estd acotado por una constante positiva C. Entonces tiene perfecto sentido
considerar la inclusién diferencial

& € f(z) + Cg(x)[-1,1], (22)

donde f es alguna de las funciones de (20) y g estda dada por (21). Un estudio
detallado de (22) se lleva a cabo en [22].
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Sin embargo, en poblaciones con gran densidad, el ruido demografico es
insignificante frente al ruido ambiental. Parece por tanto mucho méas natural
aceptar que el ruido afecta sélo a los pardmetros. Suponiendo ademds que
solamente el pardametro r se ve afectado, tenemos los modelos perturbados

t=(r+v)z

:'v:(r—f—v)x(l—%).

Basandonos en estos modelos, en los conceptos anteriores y en la indefinicién
del pardmetro r, se ha introducido en [13] un nuevo modelo, donde hemos
interpretado r» como un conjunto “fuzzy”. La presencia de este conjunto “fuzzy”
estd justificada por la nebulosidad de los factores que influyen sobre el aumento
de poblacién y/o la expectativa de vida.

Maés precisamente, consideraremos inclusiones diferenciales del tipo

T € La(m)[()\l + A2“) ’ I], te [Oa +OO)1 (23)

donde « : R +— [0, 1] es una funcién continua dada, A\; y A2 son funciones de la
variable ¢ y u es un conjunto “fuzzy”.

Cuando A1 y A2 son independientes de t, vemos que (23) es una inclusién
diferencial auténoma. La multifuncion “fuzzy” asociada es cuasi-lineal y acotada
y, por tanto, Fréchet-diferenciable en 0. También tenemos que x = 0 es un punto
de equilibrio de (23).

6.1 Ejemplo 1: Un modelo “fuzzy” con crecimiento exponencial

Supongamos que, en ausencia de ruido, la poblacién considerada esta descrita
por el modelo de crecimiento exponencial

T =rz, (24)

donde 7 es la tasa de natalidad cuando la poblacién posee todas las condiciones
necesarias para subsistir, i.e. cuando hay espacio suficiente, nutrientes, etc. (r
es una constante positiva).

Ahora supongamos que el pardmetro r es perturbado por la saturacion del
espacio y que esto determina el grado de competicién entre los componentes de
la especie. Introduzcamos el conjunto “fuzzy” wu, con

Vs > 0.

La variable s mide la cantidad de espacio libre y uw modela la competicion entre
especies de acuerdo con la capacidad limite &k, basdndonos en el principio de
que, cuanto mayor es el espacio, menor es el nivel de competicién dentro de la
poblacién.
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La perturbacién de r basada en el conjunto “fuzzy” w conduce a la ley
& € Lo(g)[re —z © ul, t € [0, +00),
que por analogia con las leyes “estandar” escribiremos
& € Lo[(r —u)x], t € 10,400). (25)

Naturalmente, la funcién a = a(x) debe ser dada.

Obsérvese que, si s — 400, tenemos u(s) — 0. Luego, en el limite s — +o0,
(25) se reduce formalmente al modelo determinista (24).

Elijamos a como sigue:

k2
a(zr) = = Vx € R.
Entonces
k k2
L =  — >
a4l {s€l0,400)5 o2 5}
+
= 0%

Por tanto, con esta eleccién de «, (25) es equivalente a la inclusién diferencial
ordinaria "
$E<T—EWJDx. (26)
En (25) tenemos que x = 0 es un punto de equilibrio. Pero no se trata de
un punto Lyapunov-estable, pues existen soluciones de (26) de la forma

B zorke™
© Oxpemt + (rk — x00)

x(t) con 6 € [0, 1].
Asi, si 0 < 6 < rk min(1,1/z), las soluciones verifican x(t) — oo cuando
t — +oo.

6.2 Ejemplo 2: Un modelo para la expectativa de vida de una
poblacion.

Supongamos dada una poblacién con z(t) individuos en cada instante de tiempo
t > 0. Presentaremos a continuacién un modelo para determinar la expectativa
de vida en el que admitiremos que la pobreza es un factor que contribuye a la
mortalidad de los individuos.

Para modelar la pobreza, podriamos utilizar varios indicadores distintos,
como el consumo de vitaminas, el saneamiento bésico, etc. Aqui, elegiremos
como factor determinante la renta econémica del grupo estudiado.

Razonando como en [6], vemos que el conjunto “fuzzy” de los pobres de una
determinada localidad queda bien descrito poniendo

2
[1(8) 1 si0<s<rg,
To

u(s) =

0 sis>rg,
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donde k es un parametro positivo caracteristico del grupo, s es una variable
proporcional a la renta del individuo considerado y rg es la renta minima,
a partir de la cual los individuos no tienen ya categoria de pobres y, en
consecuencia, no influyen en la tasa de mortalidad.

El modelo viene dado por la inclusion diferencial “fuzzy”

& € Lo)[—Az 4+ Aoz O ), t € [0, 400),

que, de nuevo por analogia con las inclusiones diferenciales clasicas, escribiremos
en la forma
T € La(m) [— (A1 + Au)x], t € [0, +00). (27)

Aqui, A1 y A2 son constantes positivas. Mas precisamente,

e )\; es la tasa de mortalidad natural, obtenida a partir del anélisis de un
grupo que dispone de condiciones satisfactorias de supervivencia.

e )\ es un factor de proporcionalidad de la influencia de la pobreza en el
aumento de la tasa de mortalidad del grupo.

Observamos que, si s > o, entonces u(s) = 0y (27) se reduce, al menos
formalmente, al modelo determinista

T = —)\11).
Pongamos
0 six <0,
a(r) =4 o* si0<z <1,
1 six > 1.

Entonces, si > 0, tenemos

{s20; u(s) > o)}
= r9[0,4/1—min(1,z)].

La(z) [u]

La inclusién diferencial “fuzzy” (27) para 0 < x < 1 es, por tanto, equivalente
a la inclusion diferencial

T € —Ax — Aeroxv1 — 2 [0,1] (28)

(justamente este hecho hace pensar que la idea de enfocar los problemas de
Dinamica de poblaciones usando inclusiones diferenciales “fuzzy” es realmente
util).

Asi, buscando selecciones apropiadas de la multifuncién que aparece en (28),
podemos determinar soluciones. Por ejemplo, las funciones f1, fo y f3, con

fi(z) = =\z — Aaroxy/1 —min (1, 21),

fo(x) = =M 1x — Aorpz(1 — min (1,27))



Inclusiones diferenciales difusas y aplicaciones 59

fs(@) = =iz,

son selecciones continuas. Para cada i, podemos facilmente resolver la ecuacion
diferencial

&= f; (x)7
completada con la condicién inicial 2:(0) = zq. Esto conduce a las soluciones

deseadas.
En particular, tenemos las siguientes:

(/\1 + /\27“0)370 .
[()\1 + )\27‘0) — )\27’01’0]6()‘1+/\2T0)t + AaToZo ’

xI9 (t) =

x3(t) = zoe M.

Veamos a continuacién que x = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente
estable para (27).

En esta inclusién diferencial “fuzzy” tenemos la multifuncién H(z) =
— (A1 + Aqu)x, que es cuasi-lineal acotada y, por tanto, Fréchet-diferenciable
en 0, con

H'(0)x = —(A\1 + Xu)z  Vx €R.

Probaremos a continuacién que, para algin a € [0,1], el origen es un punto
de equilibrio asintéticamente estable de la inclusion diferencial cuasi-lineal

¥ € La[H'(0)(y)]- (29)
En efecto, tomemos a = (3)*. Entonces (29) se reduce a
e ()\1 + Aarol0, 1 /\/i]) x (30)

Las soluciones de (30) son de la forma x(t) = z(0)exp(—(A1 + 0Aaro)t),
con 6 € [0, %] y existen para todo ¢ > 0. Por otra parte, dado € > 0, existe

01 = € tal que ||z(t)]| = ||z(0) exp(—(A1 + aXaro)t)|| < ||z(0)|| para todo t > 0.

Ademas, lim;_, ||z(t)|| = 0.
Luego el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable para la
inclusién (29) con a = (3)*. Usando el Teorema 16, deducimos que z = 0

es también un punto de equilibrio asintéticamente estable para la inclusion
diferencial “fuzzy” (27). Ademds, existen ¢ > 0, k > 0y § > 0 tales que
cualquier solucién x = z(t) que cumpla que ||z(0)|| < § verifica

lz@)] < & ||lz(0)|| exp(—ot) V= 0.
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Abstract

Metasolutions are a class of very weak generalized solutions introduced
to describe the dynamics of reaction diffusion equations with spatially
heterogeneous coefficients. They have been introduced by the author and
a number of coworkers in order to clarify a number of quantitative features
specific of spatially heterogeneous media. This paper goes back up to
the generation of the first metasolution fully describing the temporary
evolution and main hits of the theory and eventually providing with some
new very recent findings. The theory has a huge number of applications
in wide areas of mathematics and in many applied sciences, e.g., ecology,
chemistry, and biology. As most of the first part of the paper is of
expository nature, an appreciable number of applied mathematicians
might enjoy its reading.

Key words: semilinear parabolic equations, classical solutions, large solutions,
metasolutions, attracting properties.
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1 Going back to the first metasolution

Metasolutions are a class of very weak generalized solutions introduced
to describe the dynamics of reaction diffusion equations with spatially
heterogeneous coefficients. Although they are extensions by infinity of large
solutions and large solutions have been extensively studied in the literature,
the concept of metasolution has been introduced by R. Gémez-Renasco and the
author in [20] and [18]; [20] was primarily submitted to Professor H. Brezis on
September 24th 1998 for publication in the Arch. Rat. Mech. Anal., and, on
March 4th 1999, it was formally rejected. Then, it was submitted to Professor

Fecha de recepcién: 4 de septiembre de 2002
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P. H. Rabinowitz for publication in Nonl. Anal. TMA, where it appeared after
three years time. Fixing dates might be imperative to avoid some eventual
priority dispute.

Although metasolutions arose from the mathematical analysis of the logistic
equation with diffusion —a paradigmatic model in Ecology—, we believe that
their role in understanding the dynamics of more realistic reaction diffusion
equations will be shown to be crucial upon the next few years; as they will
be necessary in order to understand the dynamics of all spatial heterogeneous
models. Nevertheless, in this sort of introduction to the theory of metasolutions
we are going to concentrate on the mathematical analysis of the model that
originally motivated its discovery. So, attention will be focused into the problem
of ascertaining the asymptotic behavior of the solutions of

% — Au = du — a(z)uP in Qx (0,00)
u(z,t) =0 on 99 x (0,00) (1)
u(-,0) =up >0 in Q

where (2 is a bounded domain of RY, N > 1, with smooth boundary 0%, e.g.,
of class C3, A € R, p € (1,00), and a > 0, a # 0, is a smooth function, e.g., of
class C!, such that

Qp={zeQ :alx)>0}

is a subdomain of Q with Q, C Q, whose boundary, 9, is of class C3, and
the open set

QO ::Q\Q+

consists of two components, Qq;, i € {1,2}, such that Qp1 N Qo2 = 0 and
Qp,2 C Q. Figure 1 represents typical situation where all the assumptions made
on a(x) are satisfied. Note that

I'= (‘3(2, Fl = 89071 \89, Fg = 89072 5 8Q+ = Fl @] FQ .

Subsequently, given a regular subdomain D of Q and V' € C(D), we denote
by o[—A + V, D] the principal eigenvalue of —A + V in D under homogeneous
Dirichlet boundary conditions, and, using this notation, it will be throughout
assumed that

g1 1= O'[—A, 9071] < 09 1= O'[—A, 9072] . (2)

Thanks to Faber-Krahn inequality, (2) can be reached by taking oo with
sufficiently small Lebesgue measure (e.g., [24, Section 5] and [7, Section 10]).
Actually, one might think in (2) as a sort of hierarchical order size between the
components €y and g 2 establishing that €y, is larger than Qg 2, although
one should be careful since the principal eigenvalue o[—A; D] also depends on
some hidden geometrical properties of D, and not merely on its size.
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Figure 1: The nodal behavior of a(z).

In Ecology, (1) provides us with the spatial-temporal distribution of a single
species u(z,t) diffusing in the inhabiting area 2 according to the classical
Fick-Fourier law, where A represents the neat birth —or dead— rate and a(x)
measures the intra-specific competition in €2, while in Qg the species is allowed
to grow exponentially, according to Malthus’s law. The inhabiting area (2
is assumed to be fully surrounded by completely hostile regions, because of
the homogeneous Dirichlet boundary conditions, and ug € C(§) represents the
initial population distribution.

Apart from the intrinsic interest of model (1) in the applied sciences
and engineering, analyzing (1) is imperative because it provides us with a
sort of cellular component of more sophisticated —and, so, more realistic—
multi-species interacting models. As a consequence, the analysis carried out
throughout the next pages should be of huge importance in wide areas of science
and engineering.

Under the assumptions above, (1) possesses a unique smooth solution
upr,a,0) (2, t; up) which is non-negative and globally defined in time, since au? >
0. Subsequently, given any function v € C(£2) it is said that v > 0 if v(z) > 0 for
each z € Q and v # 0, and, if v € C}(2), then it is said that v > 0 if v(x) > 0
for each x € Q and %(w) < 0 for each z € 012, where n stands for the outward
unit normal to Q at x € 9€; C}() is the space of functions of class C! in
vanishing on 9€). By the parabolic maximum principle, one has that uy 4.0 = 0
if ug = 0, while up q,0)(-,t;u0) > 0 for each t > 0 if up > 0. Our main goal
here is ascertaining the behavior of the population distribution as time passes
by, and, particularly, finding out the limiting behavior of the population, i.e.,
determining the limit

Unna0)(u0) = lim iy a0t uo) (3)
—if such a limit existsl—, according to each of the admissible values of the

several parameters used in the formulation of the problem.
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Suppose D C 2 is an open set such that

Upn,a,0) (5 u0) 1= t1>120 U a,0)(T,t;ug) €R - foreach z e D.

Then, under some minimal regularity requirements, passing to the limit as ¢t T oo
in the differential equation of (1), gives

_AU[)\7(17Q] = )‘U[)\,a,Q] - aU[Z;\’a’Q] in D

and, henceforth, it is rather natural postulating that all limiting profiles of the
positive solutions of (1) will be given through the non-negative solutions of the
elliptic boundary value problem

—Au = du — a(z)uP in Q

(4)
u=20 on 0N
Actually, all classical known results concerning (1) corroborated this claim. By
classical results it is meant all those available for (1) in the very special case
when a is positive and bounded away from zero, e.g.,

U — Au=Xu—(a+puP in Qx(0,00)
u(z,t) =0 on 90 x (0,00) (5)
u(-,0) =ug >0 in Q

where p > 0 is constant, whose associated steady-states are the non-negative
solutions of

—Au=Mu— (a+ p)uP in Q

6
u=20 on 0N ©)

Nevertheless, there is a crucial difference between (1) and (5) as a result of
the fact that a vanishes somewhere. Indeed, although due to the continuous
dependence of the solutions of (1) with respect to u for any T' > 0 —arbitrarily
large— and € > 0 —arbitrarily small— there exists po > 0 such that

a0y (5 510) — Upna.0) (55 u0) [ Lo @xjo,r) <€ foreach 0<pu<pg,

it turns out that in case A > o7 the limiting profiles of the solutions of (1)
differ considerably from those of the solutions of (5), independently of the size
of p > 0. Namely, however Uy 44,0 Provides us with the unique positive
solution of (6) for any A > oy and p > 0, Upy a0 = o0 in Q1 \ 9N for any
A 2> 01, and U}y q,0) = o0 in (Qo,1 \89) U QO,Q if A > 05. Actually, explaining
all those differences is the main goal of this work.

Throughout the rest of this paper we will use the notations

(o)) I:O'[—A7Q}, QZZQ+UQ()72:Q\QQJ,
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(see Figure 1). Then, by the monotonicity of the principal eigenvalue with
respect to the underlying domain (e.g., [24, Proposition 3.2(iii)]), (2) gives

og<o01<02.

The following result collects some of the most important results for the
perturbed problem (5); it is a classical result attributable to H. Amann [1],
D. Cohen and T. Laetsch [8], and D. Sattinger [36], among others.

Theorem 1 Suppose pp > 0 and ug > 0. Then,

(a) The problem (6) possesses a positive solution if, and only if, A > og.
Moreover, it is unique if it exists and if we denote it by O\ oy 0], then

m upy gqp,0] (5 85 00) = Opnarp,0)  uniformly in Q.
t,/o0

(b) In case A < o, we have that

li/rn U, a+,0) (5 B u0) = 0 uniformly in Q.
t,/oo

In particular, for each X € R the maximal non-negative solution of (6) is a
global attractor for the positive solutions of (5).

Sketch of the Proof: It is based upon a rather simple application of the
method of sub and supersolutions for both models (5) a (6) (cf. [2] and [36]).
Eventually, we will use the characterization of the strong maximum principle
found in [31]; the details of the proof should be consulted in [24, Section 2].
We first focus our attention on (6). For each A € R large positive constants
are supersolutions. Let ¢ > 0 denote the principal eigenfunction associated
with og. Then, for each A > o, €p is a positive subsolution of (6) if ¢ > 0 is
sufficiently small. Thus, for each A > o( the problem (5) possesses an ordered
sub and supersolution pair and, therefore, it admits a minimal and a maximal
solution in the corresponding order interval, necessarily positive. Now, suppose
(6) possesses a positive solution u > 0. Then,

[~A+(a+pu lu=Xu in Q and ulpe=0.

Thus, A is an eigenvalue of —A + (a + p)uP~! associated with it there is a
positive eigenfunction v > 0. Henceforth, by Krein-Rutman theorem and the
uniqueness of the principal eigenvalue we obtain that u > 0 and

A=0[-A+ (a+ puP Q.

Thus, by the monotonicity of the principal eigenvalue with respect to the
potential, one has A > og and, therefore, (6) cannot admit a positive solution if
A < og. Actually, this entails that (6) cannot admit a positive subsolution
if A < o0g, since large positive constants provide us with arbitrarily large
supersolutions.
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To show the uniqueness of the positive solution suppose A > o( exists
for which (6) possesses two positive solutions u # v. We already now that
u > 0 and v > 0, and that v and v are the principal eigenfunctions of
o[-A+ (a+ p)uP~1, Q] and o[-A + (a + p)vP~ 1, Q], respectively. Moreover,

A=A+ (a+p)uP Q) = o[-A+ (a+ p)vP~ Q. (7)

On the other hand, since

up—vp:/o %[tu—k(l—t)v]pdt:p/o ftu+ (1 — )P~ dt (u— ),

it is easily seen that
1
{A + (a+ u)p/ [tu + (1 — t)v]P~? dt] (u—v)=Au—"0).
0

Thus, w := u—wv # 0 provides us with an eigenfunction of —A+ (a+pu)p fol [tu+
(1 — t)v]P~1 dt associated with the eigenvalue \. Hence, since the principal
eigenvalue is the lowest one, we find that

A>o[-A+ (at ,u)p/o [tu+ (1 — t)o]P~t dt, Q). 8)

On the other hand, (1 — ¢)v > 0 implies that

1 1
p/ [tu+ (1 — )Pt dt > p/ PPt dt = uP !
0 0

and, hence, taking into account (7),
1
o[-A+ (a+ ,u)p/ [tu+ (1 —t)w]P~tdt, Q] > o[-A+ (a + p)uP~ Q] = A,
0

which contradicts (8). This contradiction shows the uniqueness of the positive
solution for each A > oyg.

The global attractive character of the maximal non-negative solution of (6)
is a consequence from the general theory of [36]. Indeed, suppose A > o( and
consider uy := ux q44,0](, 1; o). By the parabolic maximum principle u; > 0.
Thus, if € > 0 is sufficiently small and M > 0 is sufficiently large, ep < u; < M
and, hence, for each t > 0,

u[A,a—i—u,Q]('vt; 5@) < u[/\,a—i-u,Q]('vt; ul) = u[/\,a+u,ﬂ]('vt+]-;u0) < u[)\,a—&-p,,ﬂ](‘at; M)
(9)
Since ep is a subsolution of (6), wu[xaqu0)(-t;ep) grows with ¢ and it
approximates the minimal positive solution of (6) in the order interval [ep, M],
Ona+u,0- Similarly, since M is a supersolution of (6), wupxatpu,0)(-t; M)
decreases with ¢ and it approximates the maximal positive solution of (6) in
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the order interval [ep, M], 0\ a4,,0)- Therefore, passing to the limit as ¢ T oo
in (9) gives the desired result. When A\ < 0p, the function wupy q1,.0)(-; M)
must converge to zero, since otherwise (6) would have a positive solution and
we already know that this is not the case. This concludes the proof.

By using some further continuation techniques —implicit function theorem—
it is easy to see that the mapping

(00,00) —  C3(Q)
A = a9
is differentiable and point-wise increasing. Moreover,

lim 0\ a1p,0 =0 uniformly in Q

ANoo
i.e., O\ atp,0 bifurcates from v = 0 at the value of the parameter A = oy.
In Figure 2 we have represented the positive solution 6y 44, ) versus the
parameter \; most precisely, we have taken x € { and represented 0 q+,,0)(%)
versus A. Stable solutions are indicated by solid lines, and unstable solutions by
dashed lines. The state u = 0 loses stability as A crosses g, such stability being
gained by O[x o4,,0)- It turns out that local stability actually entails global
attractiveness.

O na+ua®

T

Figure 2: The steady-states of (5).

Nevertheless, when dealing with (4) —(6) for the special choice p = 0— live
is severely much harder. The first difficulty coming from the fact that (4)
cannot admit a positive solution if A > o7. Indeed, if u is a positive solution
of (4), then, arguing as in the proof of Theorem 1, we find that v > 0 and
A = o[-A + auP~1,Q]. Hence, by the monotonicity of the principal eigenvalue
with respect to the domain,

A=A+ auP Q] < o[-A+auP ™, Qo1] = 0[-A,Q01] = 01

because a = 0 in €. Moreover, by the monotonicity with respect to the
potential,
A=0o[-A+ a1, Q] > o[-A,Q] =g
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and, therefore, condition
oo <A< oy (10)

is necessary for the existence of a positive solution. As for any A > g the
function eyp constructed in the proof of Theorem1 still provides us with a
positive subsolution of (4) for any £ > 0 small enough, the method of sub
and supersolutions shows that (4) cannot admit a positive supersolution above
ep if X > o1, in strong contrast with the situation described by Theorem 1,
where large positive constants are supersolutions of (6) above .

Nevertheless, for A within the range (10) the problem (4) possesses
arbitrarily large supersolutions above ep and, therefore, the proof of Theorem 1
can be easily adapted to get the following result.

Theorem 2 Suppose ug > 0. Then,

(a) (4) has a positive solution if, and only if, oo < A < o7.
Moreover, it 1s unique if it exists and if we denote it by Oy 4.0, then
limy oo Upx,a,01 (-, 1 U0) = Opx,a,0) uniformly in €.

(b) In case X < 0g, limy oo Upx q,0] (-t u0) = 0 uniformly in Q.

(¢) In case A > o1, limy oo Upx,a,0) (5 1 u0) = 00 uniformly in compact subsets

Of QO,I \ of.

Part (a) is attributable to [14], although some related results had already been
published at that time (e.g., T. Ouyang [35] and M. A. Del Pino [9]), none
of them with the generality, amplitude and simplicity of techniques exhibited
by [14]. Part (c) is attributable to [32, Theorem 4.3]. The proof given here
is based upon [20], [25] and [32]; its key point being the construction of an
adequate supersolution within the range (10) —those supersolutions go back to
[22]—.

Sketch of the proof: It follows the general scheme of the proof of Theorem 1,
except for the construction of the supersolution and the proof of Part (c). So,
suppose (10) is satisfied and, for each § > 0 sufficiently small, consider the open
d—neighborhoods

Qg}j ::QO,J‘U{J:GQ : diSt(l‘,Qo’j)<6}, j€{1,2}.

We have represented those neighborhoods in Figure 3. Note that €25 is formed
by Qo,1, I'1 and the set of € Q such that dist (x,I'1) < 4. Similarly, Q52
is formed by €2 and the set of z € Q4 such that dist (z,I'2) < §. By the
continuous dependence of the principal eigenvalues with respect to the domains
(e.g., [24, Theorem 4.2]),
}{%U[_A7 Q5] = o[=A,Q05] =05, jefl,2}.

Thus, using the monotonicity of the principal eigenvalues with respect to the
domains, it is apparent that

og < A< CT[—A,Qg’ﬂ <o < U[—A,Qg,g] < 092 (11)
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if 9 > 0 is sufficiently small. Pick up one of those §’s.

Figure 3: The é—neighborhoods 5 ; and ;.

For each j € {1,2}, let 5, > 0 denote a principal eigenfunction associated
with o[—A, Q5 ;] —unique up to a multiplicative constant— and consider the
function @ defined through

P51 in Qg,1
b= ©s,2 in Q%Q (12)
Yy in Q\(QgJUQgg)

where ¢ is any smooth extension of @51 V ¢s2 to

L 5
Q\ (ml UQ%Q) - {:r e, : dist(z,00,) > 5}

positive and bounded away from zero. Note that ¢ exists, since s ; is positive
and bounded away from zero on 2, N 89%7]4, j € {1,2}. We claim that x® is a

supersolution of (4) if  is sufficiently large. Indeed, K® = 0 on 92. Moreover,
for each j € {1,2}, we have that

—A(k®) > M\e® — a (kD) in Qs ;
if, and only if,
Ko[=A,Qs3lps,5 = Arpsj — alkes;)”  in Qs
or, equivalently,

a(kps;)’ ' 2 A —0[-A,Qs;]  in Qs ;
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which is satisfied for every x > 0, since, due to (11),
a(kps )P > 0>\ —o[-A, Q] in Q.
Further,
—A(k®) > Me® — a (kPP in Q\ (Q%l U Q%Q)
if, and only if,

—Apy -1 - ~ ~
TZA_G/(RSO-’—)I) m Q\(Q%71 UQ%2)
which is satisfied for all x > 0 sufficiently large, since agpﬂ’fl is positive and

bounded away from zero in €\ (Qg’l U Qg,z) CcC Q4. Figure 4 shows the
sliced profile of ®. Note that ep < k® if « is sufficiently large.

Figure 4: The sliced profile of the supersolution element ®.

Now, the details of the proofs of Parts (a), (b) can be be easily completed
by adapting the proof of Theorem 1. Our proof of Part (c¢) is based upon the
following fundamental property

)\li/m O/r,0,0) = o0 uniformly in compact subsets of Qg \ 9. (13)
o1
To prove (13) one can argue as follows. Pick up A1 € (0p,01) and consider
1 > 0 such that

Oni,a,0 > Nwo1 In Qog
where ¢q 1 stands for the principal eigenfunction associated to o1 = o[—A, Qo 1].
By differentiating (4) with respect to A, particularizing the result at 0[5 , o,
rearranging terms and setting

d

O, :=—0
r = el

gives
(~A+padh = A)Ox = 0o i Q
0,=0 on Of)

(14)
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Since
-1 —1
o[—-A +pa¢9§\7a79] —\Q]>o0[-A+ aaf)\,a,ﬂ] -AQ]=0
applying the maximum principle to (14) gives © > 0 and, hence, the mapping
A+ 0]y q,0) is increasing. In particular, for each A € [A\1,01), we have that
Ona0 > Npo1 in Qon

and, so, (14) gives

(FA=XN)Ox>npo1 in Qo

(15)
0, >0 on 091
because O|r, > 0. Moreover,
J[—A—)\,Qo’l] =01 —A>0
and, therefore, thanks to the maximum principle, we find from (15) that
O,>U, in Q()’l (16)
where ¥ is the unique solution of
“A—-\NVU, = in Q
( ) WA =100 0,1 (17)
‘I’)\ =0 on 890’1
A direct calculation shows that Wy = 501 and, hence, (16) gives
limy ~,, ©x = oo. In particular, limy o, 0[x 4,0 = 00 uniformly in compact

subsets of Qg 1. The completion of the proof of (13) can be done by using a
device coming from [32], where we send for further details. To end the proof
of Part (c) one can argue as follows. By the parabolic maximum principle, for
each A\ > o1 and € > 0, we have that

u[/\,a,ﬂ]("t;u()) > u[zﬁ—a,a,ﬂ]('at;u()) in Q.
Moreover, for any € > 0 sufficiently small,

tl}rgo Ulg, —2,0,0] (1 U0) = o, —c.0,0)

uniformly in Q. Thus,

1133}.# Upr,a,0) (1 U0) = Ojo; —c.a,0)

for each ¢ > 0 sufficiently small. Passing to the limit as € | 0 in the previous
inequality, (13) concludes the proof of Part (c).

By using some further continuation techniques it is easy to see that the mapping
A = O[x.q,0) is differentiable and increasing. Moreover, 0|y 4,q) bifurcates from
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u=0at A = 0g. In Figure 5 we have taken z € {9 1 and represented 0|y 4 o (x)
versus A € (0g,01). Thanks to (13),

lim 6 =

Alfl{‘ll na0) (T) =00

and, hence, the diagram exhibits a bifurcation from infinity at A = o1. In Figure
5, stable solutions are indicated by solid lines, and unstable solutions by dashed
lines. The state u = 0 loses stability as A crosses g, such stability being gained
by 0)x,4,0; local stability actually entails global attractiveness.

a0 ™

T

Figure 5: The steady states of (1).
Subsequently, we consider the compact set K defined by
K:={zeQ : dist(x,00) > dist (02,T1)/2} .

Thanks to Harnack inequality, for each A\ € (0¢,01) a constant Cy > 0 exists
such that
max Oxna,0 < Cx H}%nf)[)\’a,g] . (18)

Thus, if for some € > 0 and C' > 0 an estimate of the form

sup C),<C (19)

o1—e<A<o1

would be satisfied, then, necessarily, (13) and (18) would imply that

lim 0y 40 =00 uniformly in K (20)
A/‘O’l
and, hence, 0 4.q], 00 < A < 01, would exhibit entire blow up in K as A T ;.
Therefore, under condition (19) the diagram of positive solutions of (4) looks
like shows Figure 5 for every x € K, and, henceforth, for all z € €2, because of
(13). Since the length of the interval (o1 —€,01) is € —arbitrarily small—, the
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temptation of believing in the validity of (19) is extremely strong to be resisted.
As a result, several P.D.E’s experts asked about by the author during the period
1995-96 tried to convince him of the complete blow up of O\ 4.0 as A T o1.
Actually, after spending one week in the Canary Islands during September
1996 in order to take part in the Master Degree Committee of Professor J.
C. Garcia-Melidn —an student of Professor J. C. Sabina at that time—, the
author received from professor J. C. Sabina a fax containing the proof of (20)
in the radially symmetric case. Experts in history of mathematics might wish
to know that the fax was sent to the Dean Office and that it was changing of
hands during one week until it reached the author. As a result, when the author
finally got the faxed manuscript several distinguished members of the Faculty
already new Sabina’s theorem. Unfortunately, it was wrong. The reader should
not jock too much, as Professor J. C. Sabina is one of the very best experts in
P.D.E’s that we ever had in Spain, and.... at the end of the day no body is
free from making mistakes; the only way of avoiding mistakes is doing nothing.
Anyway... after receiving Sabina’s fax, the author was able to prove that the
unique positive solution of the one dimensional problem

—u"' =X u—auP in J:=(—-R,R)
u(—R) =u(R) =M

where a > 0 is fixed and M > 0 is sufficiently large, subsequently denoted by
O(x,a,5,M], approximates to a fixed profile in J, say Ly 4,7, a8 M T oco. In the
specialized literature, such a solution Ly , jj is referred to as a large solution
of —u” = Au — au? in J. Although, some time later we learned that a huge
industry on large solutions was available in the literature (e.g., C. Bandle & M.
Marcus [4] and M. Marcus & L Véron [33]), it should be remarked that the a
priori bounds of J. B. Keller [21] and R. Osserman [34] do not apply straight
away to (4), and that, occasionally, they have been used in the wrong way (cf.
[25] for further details). Undoubtedly, a genuine mathematical “Bisociation ”
in the sense of F. Browder [6]. Bisociation... a word coined by the political
and scientific writer A. Koestler for designating unexpected —sharply hidden—
connections between a priori unrelated separated fields; the motor of Science.

Following with the previous historical remarks, when the right result
together with a right proof were electronically sent to the Canary Islands,
Professor J. C. Sabina and his student J. Garcia-Melidn were able to generalize
the author’s result to the radially symmetric case and could produce a first draft
of the pioneering paper [16]. The final draft was prepared in Madrid, where,
among other things, the 1-dimensional numerical experiments of R. Gémez-
Renasco were included; these computations confirmed and complemented the
analytical results.

Summarizing, it turns out that (20) fails to be true and, therefore, (19) is
false. Actually, the following result is satisfied. Subsequently, we set

Q = Q+ U 0072 . (21)
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Theorem 3 The point-wise limit

L[o—l,a,(z] (v) := )\h/H;l 9[)\,0,,9] () (22)

is well defined for each x € Q, and it provides us with the minimal positive
solution of

—Au = oqu — a(z)u? in ) (23)
U = 00 on 00 =T,

subsequently denoted by Sl[r;li:a,ﬁ]'

Note that Theorem3 was not covered in [16], where Q¢ was assumed to be
connected. Although not extremely involved, the changes in the proof are far
from straightforward, because of the presence of a second vanishing component
of a, Q9 2. Those degenerated cases were covered by R. Gémez-Refasco in [18]
—under author’s supervision— and in [20] and [25].

To illustrate how behave 65 , o) as A grows approaching o1, we shall consider
a model coming from [20]. Suppose N =2, p =5,
= Bys, Qo1 = A@0.3,0.5) » Dy =Aw0.1,03)> Qo2 = Bo.1,
where, for any 0 < a < 3, A4 5) and B, stand for

Apy ={z€eR?® : a<lz[<B}, Ba:={2zeR® :|z[<a}l,

respectively, and

—sin(57(|z| + 0.5)), x €Ny,

alxr) =
(=) 0, zeQ\ Q.

For this choice, one has that
op ~ 23.13 < 01 ~ 245.138590 < oo ~ 578.306304

(cf. [20, Section 1]) and, hence, all our conditions here are satisfied. Figure 6
shows the profiles of some of the positive solutions 0&(1] := 0[x,q,0) computed in
[20] coupling a pseudo-spectral-collocation method with path—following. Note
how these solutions grow in g 1 \ 92, while they stabilize in Q\ Qo ; as A grows
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approaching oy.

Q _ 0 B
0 ey » N=101.229218 6% ey » N=191.845246

6%a] > N=217.71643

Figure 6: Profiles of some steady states of (1).

Sketch of the proof of Theorem 3: For each § > 0 sufficiently small consider
the open set

Qs ={xeQ : dist(z,0Q0) >d}.

If 6 < dist (I'y,T'2), then I'y 5 := 9 is a compact subset of Q. and, hence, it
can be covered by a finite number of balls contained in €2;. Moreover, in each
of these balls a is bounded away from zero by a positive constant. Combining
this features with [16, Lemma 6.2] it is easily seen that there exists a constant
Mg > 0 such that

Opr,a,0)(2) < Ms  for each (A, ) € (00,01) X T'15. (24)
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By the reader’s convenience, we recall [16, Lemma 6.2]; it reads as follows:

Lemma 4 Let Br(xo) C RY denote the ball of radius R centered at o € RY
and consider the boundary value problem

—Au=Au— AuP in Bgr(xo)

25
u=M on OBgr(xo) (25)

1

where A > 0, A > 0 and M > (%)é are constants. Then, (25) possesses a
unique positive solution uyy € C*(Br(zo)), the mapping M — wupy is point-
wise increasing in Br(xg) and

Uso () 1= A}l;noouM(x) < oo for each x € Bg(xzg).

Moreover, us, provides us with the minimal classical solution —large solution—
of

—Au = Au— Au? in Br(xo) (26)
U= 00 on OBgr(xo)

Now, for each ¢ > 0 sufficiently small and M > M;, we consider the problem

—Au = Au— auP in Qs

3 (27)

u=DM on I'y 5 = 095
Adapting the proof of Theorem 2 it is easy to see that (27) has a positive solution
if, and only if, A < g9, and that it is unique if it exists. Moreover, if we denote
it by 9[/\@7@571\/[], then the mapping A — 9[/\@7@671\4] is increasing. Indeed, if we
suppose (27) to have a positive solution, say 6, then 6 provides us with a positive
strict supersolution of —A 4 a#?~! — X\ (under Dirichlet boundary conditions)
in 5. Hence, thanks to [24, Theorem 2.5],

o[-A4afPt — X\ Q5] > 0.

Thus, ~
A< O'[*A + aepil,Q(S] < O’[*A,Q()’Q] =02,

since 2 C Qs, and, hence, A < o5 is necessary for the existence of a positive
solution. To prove the converse, fix A < o9 and consider, for any n > 0
sufficiently small,

o | Pn2 i Qo

P+ in Q§\Q%,2

where the notations introduced in the proof of Theorem 2 are kept and ¢ is
any smooth extension of ¢, 2 to Qs \ Qgg bounded away from zero and such
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that o > M on I'y5 = 9Qs. As in the proof of Theorem?2, 4 = k® is a
supersolution of (27) if « is sufficiently large. Moreover, u := 0 provides us with
a subsolution of (27) such that u < @. Therefore, the existence of a positive
solution follows from H. Amann [1], [2]. The remaining assertions follow from
the strong maximum principle arguing as in the proof of Theorem 2. Actually,
the proof of (13) can be easily adapted to show that

Ali/n;2 O1x.0,05,0 = 00 uniformly in compact subsets of Qp2.  (28)

Relation (28) explains why those positive solutions do not exist for A > o2. Note
that (27) admits arbitrarily large supersolutions everywhere in Qs if A\ < o9,
since k£ can be taken arbitrarily large. Moreover, thanks to (24), for each
A € (00,01) and M > M;, 05 4,01 provides us with a positive subsolution
of (27). Thus, for each A € (09, 01), we have that

9[>‘7an] S 9[}\,&,@5,1\/[5] g 6[%,0,,{25,]%5] in Q(S (29)

and, therefore, for each € Qj, the point-wise limit (22) is well defined. As this
is true for any 6 > 0 sufficiently small, (22) is well defined in Q. The fact that
it is a solution of (23) follows by a rather standard argument; so, we will omit
the details. The minimality is an easy consequence from (22). g

Summarizing, thanks to Theorems 2, 3, it is apparent that

o0 in 0071 \8Q

S[Ul,a,fl] in Q

Mg, a,0) = Ali/rgl Oxa.0 =
Now, one is naturally tempted to propose as the limiting profile of
Uy ,a,0) (st u0) as t T oo the meta-generalized solution —metasolution— of
(4) given by the limiting profile M, 4 ), at least for up small. As it can be
easily realized from the proof of Theorem 3, these metasolutions actually exist
for each A < 09. Actually, they provide us with the limiting behavior of all
solutions of (1) for each A\ € [01,02) and ug sufficiently small.
In this section we have shortly described the genesis of the first metasolution
found in the literature. In the next section we shall fix some crucial related
concepts for describing the dynamics of (1).

2 Large solutions and metasolutions

In this section we collect the precise concepts of large solution and metasolution
and give their main existence results. Most of the results go back to [18], [20]
and [25], where we sent the interested reader for all necessary details, included
the proofs of the theorems, which might be easily completed from the basic
ingredients introduced in Section 1. Throughout the remaining of this paper,
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the dependence on a(z) of the several solutions, generalized solutions and meta-
generalized solutions will be dropped, unless emphasizing it be strictly necessary.
In particular, we will set

Ox.0) == Oxa.0) -
2.1 Large solutions

Given a subdomain D C {2, the classical positive solutions of the singular
problem

—Au = Au — au? in D 1)
u =00 on 0D
will be refereed to as large solutions in D of
—Au = u— au®. (2)
A smooth function w is said to be a solution of (1) if it solves (2) in D and
lim u(zx) =o0.
r€eD
dist (z,0D)\,0

The following result, characterizes the existence of large solutions of (2) in
D e {Q,Q4}.

Theorem 5 The following assertions are true:

(Q) Equation (2) has a large solution in Q if, and only if, X < o5. Moreover, in
such case, there is a minimal, and a mazimal, large solution. The minimal

(resp. mazimal) large solution will be throughout denoted by 2?;“(12] (resp.
Cpna/

(Q4) For each A € R the equation (2) has a large solution in Q. Actually,
it has a minimal, and a mazimal, large solution; throughout denoted by
Sﬁ{l"g‘l” and 2’{‘;\%+], respectively.

Subsequently, for any constant M > 0, any subdomain D C  of class c3,
and up € C(D), we denote by wux p,a(e,t;u0) the unique solution of the
evolutionary problem

9u _ Ay = u — auP in D x (0,00)

ot
u=M on 9D x (0,00) (3)
u(-,0) =ug >0 in D

Since a > 0, upx, p, mj (x,t;up) is globally defined in time. Moreover, by parabolic
regularity is smooth. Also, we shall consider the associated elliptic problem
—Au = u— auP in D

(4)
u=DM on 0D
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The following result is the key to prove Theorem 5.

Theorem 6 The following assertions are true:

(Q) Suppose D = Q. Then, (4) possesses a positive solution if, and only if,
A < 09, and it is unique if it exists. It will be throughout denoted by
9[A,Q,M]~ Moreover, for each \ < og,

min

] is the large solution given

(a) ER%] = limps oo O}y ¢ ap), where £

by Theorem 5.
(b) For each ug > 0, lim; oo u[)\,Q,M]('7t; up) = Q[A,Q,M] uniformly in Q.
(Qy) Suppose D = Q. Then, for each A € R, (4) possesses a unique positive

solution; subsequently denoted by 0o, a- Moreover, the following
properties are satisfied:

(a) Fklifflu] = limps oo 02 04, 01), where E?)‘j’é” is the solution given by
Theorem 5.
(b) For each ug > 0, lim; o upr 0, 211 (5 E500) = Opx 0, a1) uniformly in
Q.
Moreover, for each D € {Q, Q4 }, the mapping M — 0\ p ar is increasing, and,

if u (resp. W) is a subsolution (resp. supersolution) of (4), then u < 0\ p
(resp. W= 05, p,a)-

Remark 1 Theorem 6 is also true if Q and Q. are we inter-exchanged by their
respective d—neighborhoods

Qs ={zecQ : dist(z,0Q) >46} and Q) :={zeQ, : dist(z,00.) >4}

provided § > 0 is sufficiently small.

2.2 Metasolutions

Given D € {Q, Q. }, afunction My p : Q — [0, 00] is said to be a metasolution
of (2) —or (4)— supported in D if there exists a large solution of (2) in D, say
£[>\,D]7 for which

00 in Q\ D

Mix.py = .
£A,D) in D

In other words, metasolutions are extensions by oo to the whole of Q of large
solutions in D. As a consequence from the results of large solutions, the next
result is obtained.
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Theorem 7 The following assertions are true:

(Q) The equation (2) possesses a metasolution supported in Q if, and only if,
A < og9. Moreover, if this is the case, then there are a minimal and a
mazimal metasolution supported in Q; throughout denoted by srnmm and

937?;\33] , respectively.

(Q4) For each A € R, the equation (2) possesses a metasolution supported in
Q.. Actually, there are a minimal and a mazimal metasolution supported
in Q4 ; throughout denoted by Sﬁm“‘ Q) and sm[A IRE respectively.

Furthermore, the following fundamental relations are satisfied

)\11/‘121 H[A a m[al Q)’ Ah/H;Q m B Q] m [o2,924] (5)

The first limit is uniform in compact subsets of Qo1 \ OQ and Q. The second
limit is uniform in compact subsets of Q\ Q4 and Q.

Figure 7 shows the plots of some of the minimal large solutions of (2) in
Q1 :=Q = By.3 for the special choice for which the positive solutions of Figure

6 were computed. In our setting, E[ a’ 2?)‘\“;2] In [20, Section 6] we explained
how to compute all those large solutions. It should be noted how 2?;\“512] stabilizes
in Q4 as A | 02, whereas it blows up in 572072 = By.1.
Finally, note that, for each D € {Q, €}, we have
; 00 in Q\ D
S):nmax(mln) _ ' \ (6)
(A\,D] £max(m1n) in D
D] in
and, henceforth, the first relationship of (5) reads as follows
(0.9] in QO,I \ o0
Ahfl{‘l O = in L G—Q\0 (7)
E[al,ﬁ] 1mn = \ 0,1
whereas the second one can be stated under the form
o0 in Q
A1>H; EF)]‘I?)] - min : " (8)
2 (2.2 ] in Q4
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T T
A=300 - A=450

= [hal [\al

A=500

1000

Figure 7: Profiles of some large solutions supported in Q.

3 Characterizing the dynamics of (1)

Subsequently, the notations introduced in Section 2 will be kept. The following
result completely describes the dynamics of (1) for A > oy.

Theorem 8 Suppose u € C(Q), ug > 0. Then:
1.— In case 01 < A < 09, the following assertions are true:

(a) limy roo upy,0)(+ t;uo) = 0o uniformly on compact subsets of g1\
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(b) SE{%} < lminf; qoo upy ) (-t u0) < limsup, ~o upn (-5t u0) <

(c) When ug is a subsolution of (4), then lim; ~o0 upr ) (- t; u0) = E[m)j‘é]

uniformly on compact subsets of €.

2.— In case A > o9, the following assertions are true:

(a) limg oo upr,0) (-, t;u0) = 00 uniformly on compact subsets of Q\ Q.

(b) fii,rflbr] < hminft/oo“[A,Q]('vt;uO) < 1imsupt/oou[>\,§z]('7t§u0) <

g’ in Q.

(c) When ug is a subsolution of (4), then limy ~oo upy ) (-, 5 u0) = Sﬁi?”]
uniformly on compact subsets of Q.

Theorem 8 complements to Theorem 2 by establishing that, if 07 < A\ < g4, then
the limiting behavior of the solutions of (1) is governed by the metasolutions of
(4) supported in Q, whereas it is governed by the metasolutions of (4) supported
in Q4 if A > 0.

Parts 1(a), 2(a) of Theorem 8 have been already shown in [25], and Parts
1(b), 2(b) were stated in [25, Theorem 6.2], although the proof of [25, Theorem
6.2] contains a gap, since the comparison carried out in between formulas (6.4)
and (6.5) is not necessarily true! Parts 1(c), 2(c) of Theorem 8 are completely
knew, even in the simplest case when \ Q, is connected (cf. [13, Theorem
1.3]).

In general, large solutions, and, so, metasolutions, supported in Q and Qp
are not necessarily unique. As a consequence, the results of Parts 1(c), 2(c) are
not necessarily true when ug fails to be a subsolution of (4). Some uniqueness
results when Q \ € is connected and

a(z) = B [dist(xz, 0N)]7 [1 + pdist(z, Q) + o(dist(x, ON))] as dist(z,00) \, 0

for some constants 3 > 0,y > 0, and p € R, were given by Y. Du and Q. Huang
[13] and J. Garcia-Melidn et al. [17]. These results were substantially extended
in [30], where 8 > 0, v > 0 and p were allowed to be arbitrary continuous
functions.
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0,1 + 0,2 + 01 0,1

g <A<0o A>o0
1 2

Figure 8: The limiting profiles of the solutions of (1).

In Figure 2 we have represented all possible limiting profiles according to each
of the possible ranges of variation of A. In all cases we have represented a one-
dimensional slice of the limiting profile. To discuss the diagram we will assume
that either the corresponding metasolution is unique or else uq is a subsolution.
In the last case, the next discussion should refer to minimal metasolutions,
instead of to metasolutions. When A\ < oy, all solutions approach zero. When
09 < A < o1 all solutions approach the unique positive steady state. As A T o1,
the steady states grow to infinity in Qg ; while they stabilize in 0= QLU QOQ;
the limiting steady state being the minimal metasolution of (4) supported in
Q for A = 1. Quite naturally, this metasolution provides us with the limiting
profile as ¢t T co of the solutions of (1) at A = o1. Actually, the metasolutions of
(4) supported in Q provide us with the limiting profiles of the solutions of (1)
for every 01 < A < 02. As A | 09 the metasolutions of (4) supported in Q grow
to infinity in Qg while they stabilize to a bounded profile in 2; the limiting
generalized solution being the metasolution supported in Q4 for A = 5. Such
metasolution is the limiting profile of all positive solutions of (1) as ¢ 1 oo.
Actually, the metasolutions supported in Q4 provide us with the asymptotic
behaviors of all positive solutions of (1) for any A > os.
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Proof of Theorem 8: Let ug € C(Q) with ug > 0, and suppose
o1 <A< oy. (1)
Thanks to the parabolic maximum principle, for each ¢ > 0 and ¢t > 0,

up0) () > Uje,—c,0)(, tug), since A > o1 —e.  Thus, thanks to
Theorem 2(a),

htrggolf 'Ll,[;\@](-’t; Uo) > tl}rgo u[gl_s,m(.?t;uo) = 9[01_6791 . (2)

As (2) is valid for each € > 0 sufficiently small, using (5) it is apparent that

lltIBéIOIfU[AyQ](Ht; UO) > 21{‘1(1) 9[01_519] = Sﬁ[al’m . (3)

In particular,
lim inf upy o) (-, 5 uo) = o0 in Qo1\00=0\Q (4)
Py : ,
uniformly on compact subsets, and the limit is uniform on the component
I'i(= 09) of Q4. So, for each M > 0 a constant Th; > 0 exists such that

upy, ) (@, t;ug) > M for each (z,t) € 90 x [Th,00) and, hence, ujx o(-,t;uo)
provides us with a supersolution of the problem

%—Av:)\v—avl’ in QX(TM,OO)
v=M on 0Q x (Ta,00) (5)
v(+,0) = upn ) (-, Tars uo) in Q

Thus, by the parabolic maximum principle,

upn 0 (T, 15 u0) > upy g g (@5t — Tars ups ) (- Tars wo) )

for each (z,t) € Q x (Tar,00) (cf. (3)). So, thanks to Theorem 6(Q)(b), we have
that

litlggjlf up (st uo) > Jim w6 ay (vt = Tarsupn o) (- Tar; o)) = 01y 60y

in Q. Therefore, passing to the limit as M | oo, Theorem 6(£2)(a) gives

htH/l‘(l)Iolf upy,0) (- 5 uo) > S[A,Q] in Q.

Now, combining this estimate with (4), it is easily realized that
lim inf S tiug) > M in Q. 6
1,3103 u[)\,ﬂ]( ’ 7“0) = m ( )

(€]

It should be noted that (6) is independent of ug, and that it provides us with
Theorem 8 1(a) and the lower estimate of Theorem 8 1(b).
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Suppose, in addition, that ug is a subsolution of (4). Then, for each ¢ > 0,
the frozen function us(z) = up g)(2,t;uo), © € €, is a subsolution of (4) (cf.
[36]), because the mapping t +— wu[y o)(z,; uo) is non-decreasing. Now, fix ¢ > 0
and set

M; := mgx upy,0) (-t uo) -

for each M > M; and, hence, Theorem6(Q2)(a) implies up q)(-,%;uo)

limas oo 9[)\7Q7M] = Eﬁifé] in Q. Therefore, lim sup; ~o. upr,0) (-t o) < gmin

in Q and it is apparent from (6) that

Then, due to last assertion of Theorem®6, wupyo)(-,t;u0) < Q[A,Q,M] in Q
<

tl}nélo upy0) (-t uo) = 9)??;\‘?2] in Q. (7)
This concludes the proof of Theorem 81(c).
Now, suppose ug > 0 is arbitrary —not necessarily a subsolution of (4)—
and
)\ Z g9 . (8)

Then, thanks to the parabolic maximum principle, wup o)(-,t;u0) >
Uloy—e,) (- t;u0) in Q for each ¢ > 0 and ¢ > 0, and, hence, thanks to (6),
for each ¢ > 0 sufficiently small,

N

htrgg.}f up o) (-t uo) > htrgg)lf Ulgy—e.) (-t U0) > im[szE’m in Q@ (9

since 01 < 03 —& < 09; it should be noted that we cannot apply (7), because ug
is not necessarily a subsolution of (4). As (9) holds true for any € > 0, € ~ 0,
and, thanks to the second relationship of (5), limg o ™0 Sﬁfgi;‘gg, we

[02—¢,Q] -
obtain from (9) that

litn}g}fuﬂﬂ]("t; ug) > SmF:;QH in Q. (10)

In particular,
litn/linf upy,0) (-t ug) = o0 in Q\Qp, (11)

which concludes the proof of Theorem8 2(a). Moreover, (11) is satisfied
uniform on 9€4. Thus, for each M > 0 a constant Th; > 0 exists such that
upy, ) (@, t;up) > M for all (z,t) € 904 x [Ty, 00). Hence, upy op(-,t; ug) provides
us with a supersolution of

%fAv:/\vfavp in Qi x (Tar,0)
v=M on 90 x (Ty,00) (12)

v(,0) = up (-, Tarsuo)  in Qg

and, so, upy, ) (%, t;u0) > upn o, ) (2.t — Togs upn) (5 Tars o)) if (@) € Q4 X
(Thr,00). So, thanks to Theorem 6(24)(b), in Q4 we have that

litfggolfu[,\,ﬂ](wt;uo) > tl}f{.lo upn 0, ) (50— Tarsupoo) (5 Tars to)) = Opa 0, M)
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and, henceforth, passing to the limit as M T oo in this estimate,
Theorem 6(€24 )(a) gives iminfy; ~oo upy o) (-t u0) > ’[“)‘\i_rs‘)” in Q4. Therefore,
taking into account (11), we find that

litrgiogfup\yg](yt; ug) = MG, in Q. (13)

Relation (13) provides us with the lower estimate of Theorem 8 2(b).
Now, besides (8), suppose ug is a subsolution of (4). Then, for each ¢ > 0,
the function ujy o(-, ;uo) is a subsolution of (4). Thus, fixing ¢ > 0 and setting

M == maxup o) (-, t; o) ,
Q4

it is apparent from Theorem6 that wu(y o)(-;t;u0) < O, in Q4 for
each M > M; and, hence, Theorem6(,)(a) implies wufyq)(-,t;up) <
limys oo O30, M) = Sfii’?h] in Q. Therefore, limsup, -, up0)(-,tup) <
2?;\17?1” in Q4 and, due to (13), we find that

tl}rglo upn0) (5t ug) = imﬁt?h] in Q. (14)

which concludes the proof of Theorem 8 2(c).

To complete the proof of the theorem it remains to obtain the upper
estimates when ug > 0 is an arbitrary positive initial data. In order to get
these estimates, we will obtain upper bounds in 4 for any positive solution of
(1). Those bounds can be obtained arguing as follows. Fix A > o7 and froze
the solution of (1) at time unity by considering the function upy qj(-, 1;uo). By
the parabolic maximum principle, u[x o;(-, 1;uo) lies in the interior of the cone
of positive functions of C}(£2). Thus, a constant k = k(ug) > 0 exists for which

upn ) (5 Liug) < kg (15)

where ¢ is the principal eigenfunction associated with og. We claim that
A > max{\, o2} exists for which & ¢ is a subsolution of

—Au = Au — au? in Q
(16)
u=20 on 0N
Indeed, since Kk = 0 on 91, Ky is a subsolution of (16) if, and only if,
—A(kp) < Akp — a(kp)P in Q

or, equivalently, a(kp)P~t < A —og in Q, which is satisfied for any A sufficiently
large. Now, thanks to the parabolic maximum principle, (15) implies that

upn) (5 + Liuo) = upn ) (5t up,g) (5 Luo)) < upa) (5t k)
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for any (z,t) € Q x (0,00). Similarly, A > X implies uy o)(-,; kp) <
upp,0) (-, t; k) and, hence, for each ¢ > 0 we have that

upn,0) (5t + ug) < up)( t k) in Q. (17)
Moreover, since k¢ is a subsolution of (16), it follows from Theorem 8 2(c) that
tlggo up,o () =Myl in Q.
Thus, thanks to (17),

lim sup upy o) (-t + 1;u0) < ﬁi,?z] in Q (18)

t,/"o0

and, therefore, upy o) (-, t;uo), t > 0, is uniformly bounded above in any compact
subset of . This provides us with the necessary a priori bounds to conclude
the proof of the theorem.

Suppose (1), and, for each § > 0 sufficiently small, consider

Qs :={zeQ : dist(z,00) >4}.

Since 8Qs C Q., thanks to the existence of the a priori bounds, a constant
My > 0 exists such that, for each M > My and ¢t > 0,

upy0) (5t ug) < M on 0.
Thus, the parabolic maximum principle shows that
upy,) (2, tug) < Upy 65,0 (x,t;up) for each (x,t) € Qs x [0, 0)

where uy 6. 27 (2, %5 uo) stands for the solution of (3) with D = Qs. As the

vanishing region of a(z) in Qs equals 92 and we are assuming A < o9,
Theorems 2, 6 also apply in {25, besides in (2, and maintaining the notations
introduced above, we have that, in Qs,

lim sup Ul 62y, M] (z,t;u0) = Q[A,Qé,M]
t, oo

and, hence, for each 0 > 0 sufficiently small, limsup, ., up0)(z,t;u0) <

9[/\ G M) D Qs. As this estimate holds true for all M > My, passing to the
limit as M T oo gives

lim sup upy o) (7, t;ug) < )3‘[‘)‘\%5] in Q
t, oo

and, therefore, passing to the limit as § | 0, it is easy to see that

lim sup upy o) (z, t;ug) < EF;\%] in Q.
t, oo ’
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It should be noted that such a large solution is well defined because A < 0.
This estimate concludes the proof of Theorem8 1. Finally, suppose A > o5
and, for each § > 0 sufficiently small, consider the open d§—neighborhood
Q% ={z e : dist(z,004) > §}. Arguing as above, a constant My > 0
exists such that upy o)(-,t;u0) < M on 8Qi C Q4 for each M > My and t > 0.
Hence,

upy,) (2, t;up) < U8 M) (z,t;u0) for each (z,t) € Q% x [0,00).

Moreover, im sup; o, Uy 05 ar] (x,t;ug) = On2 a0 Q°, and, henceforth, for
each § > 0 sufficiently small, we have that lim sup, -, upx,q)(2,t;uo) < Q[A,Qi,M]

in Qi. As this estimate holds true for all M > M, passing to the limit as

M T oo gives limsup, o, upr,0)(z,t;u) < SF;\‘?ZJ] in Qi. Therefore, passing to
S

the limit as § | 0, we find that

lim sup upy o) (7, t; ug) < SF;\%H in Q.
t, oo

This concludes the proof of the theorem. [

4 Final comments and further reading

Although Theorems 1, 8 show that the dynamics of (1) and (5) are different,
the main result of [28] shows that the limiting profiles of the positive solutions
of (5) approach the limiting profiles of the solutions of (1) as p | 0. Therefore,
enlarging the spaces of smooth functions to include metasolutions gives the
structural stability of the dynamics of (5) as p | 0 when metasolutions are
unique.

The theory developed in this paper is valid in the general setting of [25],
where we send the reader for further details. In particular, the proof of
Theorem 8 can be adapted to cover he general framework of [25] —the technical
details will appear elsewhere—; in this slightly expository paper we have
preferred to keep controlled any irrelevant difficulty coming from the use of
sophisticated assumptions and/or notations.

The most pioneering result concerning the positive solutions of (4) seems to
be the one obtained by H. Brezis and L. Oswald in [5, Theorem 1], where it
was shown that (4) possesses at most one positive solution and that a positive
solution exists if and only if

o[-A —ap(2),Q] <0 < o[-A — ax(x),9Q], (1)
where
ag(x) := K%(A —a(x)uP™) = A
and

- if z€Q
oo () := lim (\ — a(z)uP™t) = R *
w00 A if xeQ\Qy



Metasolutions 91

Although it is rather obvious that the first inequality of (1) becomes A\ > o
in our setting, it is far from easy to realize why the second inequality becomes
A < o1 = 0[—A,Qp1]; actually, this is an extremely sharp result going back to
[22] and establishing that

E1i/m o[-A+atP™t =\ Q] = o[-A — )\, Q1] (2)

and having a number of applications in Mathematical Biology (e.g., [23]) —
certainly, another bisociation. As o[—A — \, Qg 1] = 01 — A, it is apparent from
(2) that (1) becomes into o9 < A < oy, which is the characterization of our
Theorem 2. Another significant pioneering work concerning with the existence
of smooth positive solutions of (4) was done by T. Ouyang in [35] as a part of his
Ph. D. Dissertation under the supervision of Professor W. M. Ni on Yamabe’s
problem [37] about compact Riemannian manifolds —a further bisociation.

Metasolutions are not only relevant for analyzing the dynamics of (1), as
since their discovery, they have reveled to be crucial for understanding the
dynamics of larger classes of reaction diffusion equations, e.g., [10] and [11],
and systems, e.g., [29] and Y. Du [12]. Actually, they might play a crucial role
in the problem of understanding the dynamics of superlinear indefinite problems
(cf. the final discussion of [19]).
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Herramientas de modelado de superficies en un sistema
CAD/CAM para disenno de buques
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SENER, Ingenieria y Sistemas S. A. es una empresa privada espanola
de ingenieria, fundada en Bilbao en 1956. Aunque SENER originalmente
surgié como una oficina de ingenieria naval, evolucioné de forma muy rapida
hasta convertirse en una empresa multidisciplinar trabajando en una gran
variedad de campos de la ingenieria.

SENER naci6 con una gran vocacion de innovacién y desarrollo tecnoldgico,
lo que le ha hecho participar en todo tipo de proyectos avanzados de ingenieria,
tanto nacionales como internacionales, utilizando y desarrollando las tecnologias
mas avanzadas en cada campo de la ingenieria. En la actualidad SENER
puede considerarse una de las ingenierias espaniolas de referencia en los campos
aeronautico, comunicaciones, espacial, energia, industrial, civil y naval.

El Sistema FORAN es un Sistema CAD/CAM especificamente desarrollado
para construccién naval, utilizado en méas de 120 astilleros en todo el mundo. El
Sistema FORAN comenz6 a desarrollarse inicialmente como una herramienta
interna de SENER para facilitar y automatizar los procesos de disefio naval.

El primer desarrollo que se abord6 fue el de una herramienta informatica
para la definicién rapida de las formas de un buque a partir de unos pocos
pardmetros bdsicos definiendo las caracteristicas principales del mismo (eslora,
manga, calado, etc.).

Otros requisitos de partida de este desarrollo fueron el que las superficies
generadas estuvieran intrinsecamente alisadas desde el punto de vista
del proyectista naval (requisito dificil de expresar matemé&ticamente) y la
disponibilidad de herramientas para una modificacion rapida y eficaz de las
superficies generadas.

El resultado de este desarrollo fue el primer médulo FORAN, de Generacién
de formas de buques, que también dio nombre al Sistema FORAN (acrénimo
de FORmas ANaliticas).

1Jefe de Sistemas Navales de SENER, Ingenierfa y Sistemas S.A.
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Posteriormente el Sistema FORAN se fue ampliando a otras dreas del diseno
del buque (arquitectura naval, definicién de la estructura, informacién para
fabricacién, equipos, tuberias, disefio eléctrico, ...) hasta llegar a la situacién
actual del Sistema en la que practicamente se cubre la mayor parte de las tareas
de diseno y fabricacién de un buque, a lo largo de sus distintas etapas de proyecto
(disetio inicial, diseno de clasificacién y diseno de detalle).

A finales de los anos 60, a la vista del éxito interno de las herramientas
informaticas desarrolladas y del interés detectado en distintos astilleros clientes
de SENER, se decidi6é comercializar el Sistema FORAN, tanto en Espafia como
en el extranjero. La primera versién del Sistema funcionaba en ordenadores IBM
1130 con 8 K de memoria, por lo que los algoritmos desarrollados (por supuesto
en Fortran) tenfan que estar absolutamente optimizados, tanto en lo referente
a memoria utilizada como a tiempo de proceso.

Una de las principales caracteristicas de FORAN es la creacién de un modelo
de producto del buque en una base de datos relacional conteniendo toda la
informacion del buque. La utilizacion de una base de datos relacional permite
trabajar en un entorno concurrente multiusuario.

El modelo de producto es una representacién completa del buque,
conteniendo datos geométricos, informacion de la estructura de producto,
atributos tecnolégicos de los elementos, asi como toda la informacién necesaria
para el proceso de fabricacién y montaje. Parte importante de esta informacién
son las relaciones topoldgicas o asociativas entre los distintos elementos, que
permiten gestionar de forma eficiente cambios o modificaciones en el diseno.

En la Figura 1 puede verse una representacién tridimensional del modelo
geométrico construido por el Sistema correspondiente a un buque de suministros
offshore.

Figura 1: Modelo 3D del buque. Buque de suministros offshore

En la Figura 2 puede verse con més detalle una zona del mismo buque. Para
poder visualizar el interior del modelo, en ambos casos se han eliminado las
planchas del casco del buque.

Un aspecto de primordial importancia en el desarrollo del Sistema FORAN
y en la evolucién del mismo a lo largo de los anos ha sido la utilizacién de las
tecnologias bésicas de modelado y visualizacién méas avanzadas disponibles en
cada momento. Especialmente importantes son las herramientas y los algoritmos
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matematicos basicos utilizados para la definicién del modelo de superficies y
solidos manejado por el Sistema.

Estas herramientas y algoritmos basicos han sido desarrollados, bien
internamente, como fue el caso de la Generacién de formas que constituyé el
origen del Sistema FORAN, o bien en colaboracién con prestigiosos
departamentos de algunas universidades espanolas.

Figura 2: Zona de proa con equipos y tuberias. Buque de suministros offshore

Como ejemplo de colaboracién con una universidad, se incluye a continuacion
una version en espanol del trabajo Mejoras en el modelado de la superficie del
casco, realizado por A. Rodriguez (SENER Ingenierfa y Sistemas, S.A.), M. Vivo
(Universidad Politécnica de Catalufia) y A. Vinacua (Universidad Politécnica
de Cataluna), que fue presentado en COMPIT’2000 (1st International
Euroconference on Computer Applications and Information Technology in the
Maritime Industries).

Mejoras en el modelado de la superficie del casco
A. Rodriguez, M. Vivo y A. Vinacua

Resumen

Este trabajo describe una serie de herramientas desarrolladas para
acelerar los procesos de definicién de la superficie del casco utilizando
algoritmos especializados. La primera etapa consiste en mejorar el proceso
de ajuste cuando se parte de una cartilla de trazado. La segunda etapa
consiste en automatizar al méximo posible el proceso de alisado una
vez creado el modelo de superficies. En este contexto, el modelo de
superficies se define mediante un conjunto de parches NURBS recortados.
Los procesos de aproximacién se implementan mediante algoritmos de
minimizaciéon mientras que el alisado se realiza mediante mecanismos
discretos mas cercanos a la manera tradicional de realizar dicho proceso
que un planteamiento basado en algoritmos variacionales.
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1 Introduccién

Las tareas de ajuste y alisado del plano de formas suelen ser el comienzo de un
proceso completo de ingenieria naval. Estas tareas pueden consumir un tiempo
considerable, mientras que el resultado de las mismas es una informacién esencial
para los procesos subsidiarios.

Existen varias estrategias para enfrentarse a este cuello de botella, siendo
la mas efectiva la que presentan los Sistemas integrados que utilizan de forma
extensiva una definicién topoldgica del producto. En estos Sistemas, una vez que
se tienen unas formas preliminares ajustadas dentro de un nivel de tolerancia
determinado, pero no necesariamente alisadas, se puede comenzar a trabajar en
los procesos subsidiarios. Mientras tanto se sigue progresando en las tareas de
ajuste y alisado hasta alcanzar la calidad requerida por los procesos productivos.

Una vez completado el modelo del casco, éste se incorpora a los procesos
subsidiarios de forma automatica, ya que la definicién de elementos realizada
sobre las formas preliminares sigue siendo vélida. Esta es una propiedad de la
definicién topoldgica, que es invariante ante pequenios cambios, como son los
que se producen en el proceso de alisado.

Este esquema permite establecer una serie de requisitos que debe cumplir
un sistema de modelado de superficies para construccion naval:

e Facilidad para un ajuste rapido dentro de un nivel de tolerancias
establecido.

e Métodos de alisado rapidos e intuitivos, basados en algoritmos complejos
pero evitando que el usuario tenga que involucrarse en procesos
matematicos complicados.

e Basado en una definiciéon topoldgica, de manera que las cosas sélo se
definen una vez.

Un Sistema que dispone de una definicién topolégica debe progresar por la
via de mejorar las herramientas de modelado de las superficies del buque, siendo
el objetivo de este trabajo el de presentar dichas mejoras.

2 Entrada de datos

Una de las caracteristicas mds importantes de un Sistema de CAD es su
capacidad de intercambiar informacién con otros Sistemas a través de un amplio
espectro de formatos. La informacién de partida de un proceso de ajuste suele
venir dada a través de una cartilla de trazado, por lo que es necesario poder leer
ficheros con informacién numérica (coordenadas de puntos) en formato textual.

También es muy habitual recibir informacién de trazado en formato DXF
(formato propio de Autodesk pero considerado estandar de facto) por lo que
debe incluirse en los requisitos del Sistema. Para gestionar los datos importados
de esta manera, el Sistema debera disponer de entidades adecuadas que reflejen
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esta informacién. Bdsicamente se consigue con puntos y polilineas (por supuesto,
en 3D).

Este tipo de informacién requiere ser procesada previamente a su utilizacion
en el modelado. El tipo de operaciones requeridas es:

e Seleccién de puntos para crear polilineas (por ejemplo, en un cierto plano).

e Construccién de polilineas a partir de puntos.

Unién y division de polilineas.

Recorte de polilineas.

Aplicacién de transformaciones geométricas sobre puntos y polilineas.

e Combinaciones lineales de dos polilineas.

Segmentacion de polilineas con un angulo umbral.

Figura 3: Antes y después de procesar la informacién proveniente de formato
DXF

De esta manera se prepara la informacién para que pueda ser utilizada en
las tareas siguientes. Mientras se realiza este trabajo, ya se estd considerando
como se va a subdividir la superficie en distintos parches, de acuerdo a las
caracteristicas geométricas del casco (codillos, zonas muy curvadas, zonas
planas, etc.).

Otro formato que no se puede olvidar cuando se trabaja con NURBS es el
formato IGES. En dicho formato existen entidades especificas para la definicién
de NURBS como es la entidad 128. A través de este formato se pueden
intercambiar directamente y sin pérdida de informacién modelos geométricos
basados en NURBS. Es también el formato habitual para intercambiar
informacién con los programas de CEFD, por lo que su importancia queda de
manifiesto.

3 Definicién de Curvas

El siguiente paso en la construccién del modelo es la creacién de curvas que
contienen la informacién geométrica de las superficies que se pretenden obtener.
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Estas curvas se construiran a partir de los puntos y polilineas obtenidos en la
etapa anterior.

El usuario debera disponer de herramientas sencillas pero efectivas, para
realizar las siguientes tareas:

e Creacién de curvas interpolantes a partir de un conjunto de puntos o
de una polilinea. Opcionalmente deberan poder definirse condiciones de
tangencia en los extremos.

e Creacién de curvas por aproximacién de un conjunto de puntos o de una
polilinea. Este tipo de algoritmos requiere una tolerancia especificada
por el usuario. Es normal trabajar habitualmente con una tolerancia
tipica (en construccién naval serd de algunos milimetros) que sélo se
cambiard cuando sea necesario. Para realizar esta aproximacién, se
ha seleccionado un algoritmo estdandar basado en ajuste de splines
suavizados. Se ha preferido este algoritmo frente a un ajuste tipico de
minimos cuadrados en distancias porque produce mejores resultados en la
distribucién de curvaturas, aunque introduce mas nudos en la definicién
del spline.

e Creacién automadtica de secciones coénicas a partir de condiciones
geométricas: circulo por tres puntos, circulo mediante tangencias y radio,
elipses, parabolas, etc.

Figura 4: Curva generada por interpolacién (izquierda) y por aproximacién. Se
muestran las curvaturas para verificar las diferencias

A veces puede ser util que el usuario pueda definir curvas NURBS a partir
de los elementos béasicos de esta formulacién. Definiendo el poligono de control,
el grado y eventualmente los pesos de los puntos, se puede construir una curva
de una manera bastante primitiva. No obstante, un usuario familiarizado con
esta definicién puede utilizarla de forma creativa, para rellenar zonas de las que
se carece de informacién, por ejemplo.

Con este conjunto de herramientas es posible convertir de una manera
rapida y efectiva un conjunto de puntos y polilineas en una serie de curvas
NURBS que contienen toda la informacién geométrica relevante para construir
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la superficie. La calidad de las curvas, desde el punto de vista del alisado, se
puede comprobar visualizando las curvaturas de las mismas. En cuanto al ajuste,
ha sido controlado a lo largo del proceso mediante las tolerancias establecidas.

4 Manipulaciéon de curvas

Una vez definido un modelo preliminar de curvas es necesario algun trabajo
adicional para adecuarlas a la definicién de superficies. Por un lado, es necesario
alisar dichas curvas para mejorar la calidad de los parches que se construyan
con ellas. También deberdan ser recortadas, copiadas, transformadas, etc. para
ajustarse a las fronteras de las superficies que se pretende construir.

Para realizar estas tareas el usuario necesita las siguientes funciones:

e Edicién de curvas. Se puede hacer de varias maneras:

— La méas comun, tratandose de NURBS, es mediante la manipulacion
de los puntos de control. La relacién entre la disposicién de los puntos
de control y la curva en si es algo abstracta. Esto condiciona que
aunque se pueda usar esta herramienta para ajuste, es mas adecuada
para alisado, ya que la disposicién de los puntos de control define las
derivadas de la curva. Por tanto, una distribucién regular de puntos
de control genera una distribucién de curvaturas mas homogénea,
que es un criterio de alisado.

— Cuando se pretende utilizar la edicién para ajuste es mas conveniente
poder manipular directamente puntos de la curva. Esto requiere
un algoritmo algo maés sofisticado, que permita mover una serie de
puntos de la curva a sus nuevas posiciones. Dependiendo del niimero
de puntos que se pretendan mover simultdneamente, el problema
puede ser superdeterminado. Si este es el caso, se deberd conseguir
la solucién més cercana al objetivo.

e Transformacién de curvas. Una ventaja de esta formulacién (NURBS)
es que es invariante para transformaciones afines (traslacién, rotacién,
simetria, escalado respecto a un punto, recta o plano, ...) por lo que
implementarlas es realmente sencillo.

e Alisado de curvas. Esta tarea requiere la utilizacion de un algoritmo
complicado que calcule una mejor redistribuciéon de las curvaturas,
manteniendo las modificaciones dentro de cierta tolerancia. A veces es
necesario un alisado previo “a mano”, antes de que estos algoritmos
puedan ser efectivos. Como ya se menciond antes, se ha seleccionado un
algoritmo estdandar basado en ajuste de splines suavizados para realizar
esta tarea.

e Otras tareas necesarias, como son las operaciones del estilo de “cortar y
pegar” con curvas y la redefinicién de una curva con puntos igualmente
espaciados sobre la misma.
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Figura 5: Curva generada por aproximacién (izquierda) y la misma curva
después de alisarse un poco. Se muestran las curvaturas para comprobar las
diferencias

Finalmente el usuario obtiene un conjunto de curvas adecuadas para poder
definir los parches. La calidad de los parches que se construyan dependerd de la
calidad de las curvas que se estén utilizando, por lo que es conveniente dedicar
esfuerzos en esta etapa a construir un modelo de curvas lo méas correcto posible.
De esta manera, la complejidad del proceso se descompone en etapas facilmente
abordables por un usuario normal.

5 Definicion de superficies

Definir superficies a partir de curvas no deberia ser muy complicado. Las curvas
que se utilizan pueden contener informacién sobre secciones internas y/o bordes
de las superficies. Las utilidades que necesita un usuario son:

e Generacién de un parche recubriendo un conjunto de secciones genéricas
(no necesariamente planas). Este proceso se denomina skinning.

e Generacion de un parche rellenando una superficie a partir de los bordes.
Los parches de Coon se pueden considerar un caso particular de este
método. El parche generado se ajustard a los bordes, generando el interior
de la superficie con algiin método heuristico, como el de minima energia
o similar.

La eficacia de estos algoritmos es el factor clave para garantizar el éxito del
proceso global.

6 Manipulacion de superficies

En este momento se dispone ya de un modelo de superficies que representa la
geometria del buque con un nivel de precisiéon determinado sobre la informacién
inicial con la que ha comenzado el proceso. No obstante, este modelo puede no
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Figura 6: Un conjunto de curvas preparadas para ser recubiertas (izquierda) y
el parche resultante

ser todavia lo suficientemente bueno, y no sélo con respecto al grado de alisado
conseguido.

Puede haber desajustes entre los bordes de los parches y en las condiciones
de tangencia de los mismos. Ademads, los algoritmos de generacién de parches
pueden producir resultados inadecuados en zonas dificiles, especialmente donde
existen fuertes curvaturas.

En cualquier caso, el usuario necesita disponer de una serie de herramientas
para realizar el ajuste final y conseguir un acabado lo més perfecto posible.

Las tareas que se han identificado como necesarias son:

e Edicién de superficies. Estos comandos son similares a sus homélogos de
curvas. Andlogamente, se puede realizar de dos maneras:

— Mediante la manipulacién de la malla de puntos de control de
la superficie. Una distribucién regular de los puntos de la malla
garantiza un buen grado de alisado a través de las derivadas de la
superficie en las dos direcciones. En general, este proceso de alisado
puede destruir el nivel de precision obtenido en el ajuste. La buena
noticia es que la mayor parte de las veces sélo se van a requerir
pequenas modificaciones locales en los parches, ya que una parte
importante del alisado se ha realizado a través de las curvas.

— La otra manera es moviendo directamente un conjunto de puntos
sobre la superficie. De nuevo puede aparecer un problema de
superdeterminacién, en cuyo caso se debera obtener la soluciéon mas
cercana.

Combinando estos dos comandos, se puede realizar una correccién de los
defectos locales originados durante el proceso previo, sin degradar el nivel
de ajuste conseguido.

e Transformacién de superficies. También en el caso de superficies la
formulaciéon de los NURBS es invariante ante transformaciones afines
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(traslacién, rotacion, simetria, escalado respecto a un punto, recta o plano,
... ) por lo que implementar dichas transformaciones es realmente sencillo.

e Recorte de superficies. Se trata de una herramienta béasica para conseguir

un buen modelado. La topologia rectangular de los parches puede ser muy
restrictiva para adaptarse a la geometria de un buque. Existe la posibilidad
de colapsar todos los puntos de control de un borde del parche en un sélo
punto para conseguir una forma triangular. No es recomendable abusar
de este procedimiento ya que produce un punto singular donde el vector
normal a la superficie no estd definido. Esto puede originar inestabilidades
numéricas en las computaciones que tengan lugar sobre dichos parches.
Por tanto, es mas recomendable utilizar el recorte para conseguir parches
de topologia no rectangular.

Cosido de bordes. El objetivo es el de eliminar los huecos entre parches.
Muchos programas evitan este problema definiendo la superficie del buque
en un unico parche. Esto es muy drastico ya que produce superficies con
excesivos puntos en zonas donde no se necesitan. Por ejemplo, de esta
manera se tiene que utilizar el mismo niimero de puntos para definir un
pantoque circular (que en NURBS sélo necesita tres puntos) y el bulbo
(que necesitard muchos méds) Otro inconveniente es que el trabajo no puede
ser repartido a distintos usuarios por zonas.

El cosido de parches requiere algoritmos sofisticados, pero las ventajas son
muchas. De nuevo se requiere de una tolerancia para ajustar los bordes de
los parches. Ademsds este proceso introducird sélo pequenas modificaciones
debido al ajuste previo.

Edicién de las condiciones de tangencia de los parches. De manera similar
a como se maneja la continuidad en posicién, se debe poder controlar la
continuidad de las derivadas en bordes adyacentes.

A partir de este punto se dispone ya de un modelo completo, ajustado y

alisado con lo que se puede considerar terminado el ciclo de vida del proceso.
La practica méas habitual, sin embargo, determina que este ciclo sea una espiral
convergente y se pueda refinar el proceso en sucesivas etapas. Esto es realmente
interesante cuando se dispone de un Sistema integrado basado en una definicién
topoldgica de los elementos, como ya se comentd al principio del articulo.

7 Conclusiones

Hay en el mercado bastantes herramientas para modelar cascos de buques
utilizando la formulacion de los NURBS. Sin embargo, la difusiéon de estas
herramientas no ha tenido la amplitud que cabria esperar. Las causas de que
esto ocurra podrian ser las siguientes:

e Estas herramientas se basan en el trabajo directo con una (o varias)

superficies NURBS.
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Figura 7: Un modelo de superficies de un catamaran terminado. Se visualizan
curvas isoparamétricas de los parches (izquierda) y cuadernas (derecha)

e Tanto para conseguir el ajuste como el alisado, el usuario debe posicionar
adecuadamente los puntos de control de las mallas. El ajuste se realiza “a
k2
mano”.

e El alisado se consigue cuando la malla tiene un “buen aspecto”.

Lo habitual es que el usuario deshaga un proceso cuando consigue el otro
(ajuste y alisado). Deberd decidir sobre la marcha cudndo y dénde insertar més
filas o columnas de puntos de control. El proceso de conseguir simultdneamente
un buen grado de ajuste y alisado resulta sumamente laborioso y este tipo de
herramientas se utilizan sobre todo en diseno libre.

Una herramienta de NURBS para produccién deberia contemplar otros
aspectos:

e El ser humano se siente mas cémodo trabajando con curvas. El trabajo con
superficies directamente es inherentemente complejo y deberia reducirse
lo méas posible.

e No obstante, construir superficies a partir de curvas que definan su
geometria si resulta més intuitivo y abordable.

e Si la calidad de las curvas es buena y los algoritmos de construccién de
parches funcionan razonablemente bien, el parche producido debera estar
ya bastante cerca de la solucién final.

e De esta manera, aunque haya que manipular superficies, se trata de
correcciones locales y terminaciones. Ademads, se disponen de algoritmos
especiales que facilitan las tareas mas engorrosas.

e Se debe disponer del recorte de parches para modelar trozos no
rectangulares.

e Se debe disponer de algoritmos de alisado automatico que solucionen
muchas de las situaciones que se presentan.
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El estado del arte en Geometria Computacional permite abordar la mayoria
de estos problemas, por lo que los autores consideran que aparecera pronto una
nueva generacién de herramientas de modelado de superficies con NURBS, que
contemplen todas estas funcionalidades.
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Resumen

En este documento se recogen algunas de las ponencias presentadas
por los participantes en las mesas redondas del Curso de Formacién del
Profesorado de Mateméticas en Secundaria “De la Artimética al Analisis:
los nuevos curricula de Matematicas en la Ensefianza Secundaria”
celebrado del 8 al 14 de julio de 2002 en el marco de los cursos de verano
que la Universidad Complutense de Madrid organiza en San Lorenzo de
El Escorial. Los participantes en estas mesas redondas y autores de las
contribuciones que reproducimos fueron M. de Leén, F. Marcelldn, T.
Recio, S. Rodriguez y A. Ruiz.

1 Introduccién

En este documento se recogen algunas de las ponencias presentadas por los
participantes en las mesas redondas del Curso de Formacién del Profesorado de
Matematicas en Secundaria “De la Artimética al Anélisis: los nuevos curricula
de Matemsdticas en la Ensefianza Secundaria” celebrado del 8 al 14 de julio
de 2002 en el marco de los cursos de verano que la Universidad Complutense
de Madrid y el Instituto Superior de Formaciéon del Profesorado del MECD
organizan en San Lorenzo de El Escorial.

La mayor parte del evento giré en torno a los cursos y conferencias que
resenamos seguidamente:

e El Cadlculo Diferencial y la Modelizacion Matemdtica. José M. Arrieta
(Universidad Complutense de Madrid)

107
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e FEl andlisis estadistico de grandes masas de datos: algunas tendencias
recientes. Antonio Cuevas (Universidad Auténoma de Madrid)

o Publicacion de contenidos matemdticos en la web. Agustin Munoz (Centro
Nacional de Informacion y Comunicacién Educativa/MECD)

e Una introduccion al Algebm y la Geometria Computacional. Tomés Recio
(Universidad de Cantabria)

o Matemdaticas, Ciencia y Tecnologia: una relacion profunda y duradera.
Juan Luis Vazquez (Universidad Auténoma de Madrid)

o Las Matemdticas del Control. Enrique Zuazua (Universidad Auténoma de
Madrid)

El objetivo del curso fue el de proporcionar a los Profesores de Matematicas
de Ensenanza Secundaria una visién divulgativa de algunos de los problemas
mas relevantes de la matematica actual y las técnicas que més comunmente se
emplean, incluidas las de caracter computacional, a un nivel que, resultando
accesible a los Profesores de Secundaria, pudiese resultarles de utilidad en su
tarea docente.

Los contenidos de estos cursos y conferencias seran publicados en breve
en el libro De la Aritmética al Andlisis: Historia y desarrollos recientes
en Matemdticas, en la coleccion Aulas de Verano del Instituto Superior
de Formacién del Profesorado del MECD, editado por los abajo firmantes,
organizadores del curso. De este modo, con este nuevo volumen hemos querido
continuar con la labor que se emprendié con el primer volumen Temas relevantes
de la Matemadatica actual: el reto de la ensenanza secundaria, editado por M. V.
Pinillos y E. Zuazua, publicado por el MECD en el ano 2000 y correspondiente
al curso del mismo nombre impartido en la Universidad Internacional Menéndez
Pelayo en septiembre de 1999, en el marco de los mismos cursos de Formacién
del Profesorado de Ensefianza Secundaria.

En esta ocasién, el volumen no recoge las contribuciones realizadas por los
ponentes en las mesas redondas. Sin embargo, creemos que las reflexiones que
en ellas se hicieron son sumamente interesantes y recogen en buena medida
la complejidad y diversos puntos de vista sobre la encrucijada actual de la
ensenianza de las Matematicas en la Educacion Secundaria y en general.

Hemos creido pues que merecia la pena recoger estas contribuciones y
publicarlas en este Boletin.

En el curso se celebraron dos mesas redondas con los titulos respectivos
Educacion Secundaria en el nuevo marco legal: realidad actual y perspectivas y
Metodologias y contenidos para las Matemdticas de la Educacion Secundaria.
Sin embargo, hemos creido més conveniente no distinguirlas en esta publicacién
y reproducir literalmente los textos aportados por los intervinientes en las mesas
tras realizar los retoques que nos solicitaron y con su visto bueno.
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Aprovechamos estas lineas para agradecer nuevamente a los ponentes de
estas mesas por haber hecho posible, junto con alumnos y conferenciantes, el
éxito del curso, y a los editores del Boletin por hacer posible esta publicacién.

Roberto Rodriguez del Rio y Enrique Zuazua

http://www.mat.ucm.es/~rrdelrio  http://www.uam.es/enrique.zuazua

2 Ponencia presentada por Manuel de Leén (Consejo
Superior de Investigaciones Cientificas)

En los ultimos meses el MECD est4 ultimando una reforma a fondo del sistema
educativo (la denominada Ley de Calidad) que sustituird a la LOGSE.

Hay un consenso bastante generalizado en la necesidad de una tal reforma
de la LOGSE, fundamentalmente entre los propios profesores de secundaria.

La LOGSE consiguié un modelo de ensenanza obligatoria hasta los 16 anos,
una gran conquista social, cuyo objetivo era conseguir que la totalidad de la
poblacién espanola poseyera unos estudios minimos, un escaléon mas arriba de
lo que supuso en su momento superar el analfabetismo de una parte importante
de la poblacién. En otras palabras, se trataba de lograr una auténtica instruccion
publica.

La universalizacion de la ensenanza secundaria llevé desgraciadamente a una
bajon en el nivel de contenidos asi como en su exigencia, al no ser capaces de
superar el compromiso necesario entre una educacién para todos y una educacién
que cubriera las expectativas de los mas capaces. Las causas de este proceso
son dificiles de discernir, y una de ellas probablemente haya sido la siempre
escasa dedicacion presupuestaria de las administraciones por la educacién. Otras
causas estan a mi entender en el cambio sociolégico experimentado en nuestro
pais en los ultimos 20 anos. En cualquier caso, como consecuencia, aspectos tan
importantes como el esfuerzo personal y la creacién de habitos de trabajo fueron
abandonados paulatinamente. Asi, el nivel de formacién de nuestros estudiantes
ha ido descendiendo afnio tras ano hasta alcanzar minimos insostenibles. Existe
un consenso bastante amplio sobre este diagndstico.

En el caso particular de las ciencias, disciplinas que exigen un trabajo
continuado a lo largo de todos los anos de escolarizacion, la situacién se agrava
notablemente. Es paradigmatico el caso de las Matematicas, edificio que se
va construyendo desde las primeras etapas de primaria (incluso ya desde la
educacién preescolar), y en cuya enseflanza el trabajo personal del alumno es
imprescindible (por ejemplo, en la resolucién de problemas).

Por una parte, los avances cientificos conseguidos a lo largo del ultimo siglo
(teorfa de la relatividad, mecénica cudntica, genoma humano, etc.) deben formar
parte de una cultura elemental del ciudadano, sin la cual no entenderd su lugar
en el universo, ni su papel como habitante de un planeta cuyos recursos naturales
estamos agotando, ni entenderd su contribucién indispensable a un desarrollo
sostenible.

Por otra parte, la creciente presencia de las nuevas tecnologias en la vida
del ciudadano corriente (especialmente las asociadas a la llamada sociedad de
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la informacién) hace imprescindible una buena preparacién cientifica de los
escolares, que los haga capaces de desenvolverse conscientemente en la sociedad
tecnologica del siglo XXI y no limitarse a ser meros consumidores de magicos e
incomprensibles procesos.

Ademss, si queremos que Espafia ocupe un lugar preeminente en la nueva
Europa, necesitamos una élite cientifica y tecnoldgica que desarrolle tecnologia
propia y que nos libre de una vez por todas de ser meros importadores.

Esta preocupacién por la deficiente ensenanza cientifica en nuestras aulas y
sus nefastas consecuencias a medio y largo plazo, llevé a las Reales Sociedades
de Fisica, Matematicas y Quimica a proponer la creacién de una ponencia en
el Senado cuyo objetivo fuera poner de manifiesto esta problemadtica, y extraer
conclusiones con la elaboracién de un libro blanco.

Al mismo tiempo, existia la intencién de conseguir un acercamiento de las
sociedades cientificas con las instituciones politicas, puesto que entendiamos que
aquellas son asesores naturales de las mismas, tal y como ocurre en los paises
avanzados.

La experiencia ha resultado enriquecedora e instructiva para ambas partes
y recientemente la Comisién de Educacion del Senado aprobé las conclusiones
provisionales de la ponencia que han sido elevadas al MECD para su posible
inclusién en la futura Ley de Calidad [1]. Confiamos en haber abierto un camino
para que las sociedades cientificas sean un contrapunto equilibrado en la logica
confrontacién de ideas propia del debate politico.

Quisiera a continuacién apuntar algunas de las sugerencias que han surgido
de la primera parte de esta ponencia aderezadas con opiniones personales pues,
como todos sabemos, la educacién secundaria es un tema que levanta polémicas
y pasiones y en el que cada profesional de la ensenanza mantiene opiniones en
general muy definidas. Permitaseme anadir que cuando el tema se analiza de
cerca y con profundidad, las soluciones ya no se ven con tanta claridad. Se trata,
no cabe duda, de un tema de gran dificultad y en el que resulta dificil (que no
imposible) llegar a acuerdos y compromisos.

Consideraciones generales

e El preambulo de la Ley de Calidad es demasiado utilitarista. La intencion
primaria es conseguir ciudadanos bien formados, y serd esa buena
instruccion la que les permitira ser competitivos en la Europa comunitaria.
En el caso de las matematicas, esa concepciéon utilitarista puede llegar a
poner en peligro las propias razones para su ensefianza, en una peligrosa
confusién entre utilidad y ultilitarismo, como se senala en el informe
Kahane [2].

e Asignaturas como Fisica y Quimica deben ser divididas, son muy
diferentes. Las horas de laboratorio son en estas asignaturas de una gran
importancia para un buen entendimiento por parte del alumno. En el caso
de las Matematicas (como en el de la Lengua) deberfa impartirse una clase
diaria, y elevar el nivel de contenidos.
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Deberian eliminarse una gran cantidad de asignaturas optativas. Las
tecnologias, por ejemplo, podrian perfectamente constituir, en gran
medida, partes de las asignaturas cientificas.

Asignaturas como la Religién deberian ser impartidas en el dmbito
privado, en las instalaciones habituales del colegio, pero no como parte
del curriculum.

Seria deseable una buena coordinacién entre la informatica y las
Matematicas. No se trata de adquirir meras destrezas informaticas
(manejo de internet, procesado de textos), tareas que pueden ser
desarrolladas perfectamente en las propias clases de ciencias.

Alumnos y padres

Es preciso inculcar el habito de trabajo y el valor del esfuerzo individual,
bases del aprendizaje.

La promocion automatica debe ser suprimida, necesitamos que los
alumnos valoren lo que aprenden, y que sepan demostrarlo en las diferentes
evaluaciones.

Son precisos grupos de refuerzo, pero no basados en la segregacion de los
alumnos segin sus aptitudes, sino como clases adicionales.

Es preciso abordar de una vez por todas, de manera decidida, la realidad
de la inmigracién. Deben formarse grupos de refuerzo para incorporar a
estos alumnos (con grandes dificultades de idioma muchas veces) lo més
rapidamente posible. Las matematicas, con su universalidad como parte
de cualquier cultura, pueden jugar un papel en esta integracion.

Se precisa una atencion especial a los alumnos superdotados, un problema
que va creciendo ano tras afio (un pais no puede renunciar a formar sus
élites, serfa un desperdicio).

No parece aconsejable la existencia de itinerarios antes de los 14 anos.

Las familias deben involucrarse mucho mas en la educacién de los hijos
y considerar los centros educativos como auténticas prolongaciones del
hogar familiar.

Se precisa definir una Formacion Profesional de gran calidad, que sea
apetecible a muchos alumnos, de manera que a los 14 anos pudieran
comenzar en ella pero que posea también contenidos de cultura general, a
la vez que se permitan pasarelas con el Bachillerato.

Profesores

Se constata una deficiente formacién en materias cientificas (especialmente
en Mateméticas) en los profesores de primaria. Debe pues aumentarse el
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contenido cientifico, o, mejor todavia, lograr una mayor especializacién
entre este colectivo. Los profesores de primaria ponen las primeras piedras
del edificio educativo y son por lo tanto una pieza esencial del sistema.

e Es deseable que los mismos profesores impartan la docencia en los
diferentes ciclos educativos, consiguiendo asi una confianza por parte de
los alumnos y un mejor conocimiento de las cualidades de estos por los
docentes.

e Se precisa también una mejor definicién de la carrera docente, que estimule
a los profesores.

e Se necesita acabar con la situacién de interinidad que viven los profesores
que han logrado sus oposiciones y que se ven obligados a cambiar ano
tras ano de instituto hasta lograr un destino definitivo. Es una situacion
totalmente incomprensible.

e La formacion continuada de los profesores es una tarea clave, tanto en
el caso de primaria como en el de secundaria. Seria deseable una mejor
estructuracion de los cursos de formacion, y una mayor interaccién entre
los centros de las diferentes Comunidades Autéonomas. La asistencia a
congresos especializados tendria que ser estimulada, actualmente, los
profesores de secundaria deben dedicar sus fines de semana a estas
actividades.

e Es preciso reforzar la autoridad del profesor, dotdndole de mecanismos
que hagan posible su trabajo.

Finalmente

e Es imprescindible que la reforma vaya acompanada de un incremento del
gasto educativo, estamos a la cola de los paises europeos en tanto por
ciento del PIB y hay margen para este aumento. Existe una incongruencia
en el mensaje que llega de nuestros gobiernos sobre la importancia de la
educacion para el futuro de Espafia y el capitulo correspondiente al gasto
educativo en los presupuestos generales.

Referencias
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numerosos documentos elaborados por diversas sociedades matemaéticas y la
Real Academia de Ciencias relativos a la Ley de Calidad).

[2] L Enseignement des Science Mathématiques, Rapport au ministre de
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3 Ponencia presentada por Francisco Marcellan (Univer-
sidad Carlos IIT de Madrid)

A la hora de enfocar el tema de la ensenanza de las Matematicas en Educacién
Secundaria considero necesario incorporar el anélisis de varios parametros que
no se limitan solo a metodologia y contenidos. Bésicamente son los siguientes:

1. ;Qué objetivos se plantean acerca del papel y contribucién de las
Matematicas en una ensenanza obligatoria que refleja tres principios
bésicos como son la comprensividad (curriculum bésico y comin, retraso
en la seleccién y especializacién, ampliacién del limite de edad escolar), la
atencion a la diversidad (medidas ordinarias y extraordinarias de atencién
y respuesta a las diferentes capacidades intelectuales e intereses de los
alumnos) y la equidad (compensacién de desigualdades y promocién de la
igualdad de oportunidades educativas independientemente de los recursos
socioeconémicos del alumno)?.

2. De acuerdo con los objetivos anteriores y los principios sustentadores del
sistema de ensenanza, jcuales deben ser los contenidos que se deben
contemplar en la elaboracion de un curriculum que contemple tanto
minimos como desarrollos acordes a las diversidades de los alumnos?

3. {Qué metodologia se debe seguir y cémo evaluar el proceso de aprendizaje
de los alumnos? En una direccién complementaria, parece natural
preguntarse acerca de qué caracteristicas deben reunir los docentes desde
el punto de vista formativo inicial como qué estimulos e incentivos se
aplican para la mejora de su aportacién al proceso de aprendizaje asi como
la evaluacién de su actividad.

En torno a objetivos.

En documentos oficiales ([1]) relativos a la ensenianza de las Matemadticas
en la ESO se manifiesta que “la finalidad fundamental de la ensenanza de las
Matematicas es el desarrollo de la facultad de razonamiento y de abstraccion....
asi como su caracter instrumental”. A continuacién se describen ocho grandes
objetivos que a efectos de discusion cito literalmente:

1. Utilizar las formas de pensamiento logico en los distintos ambitos de la
actividad humana.

2. Aplicar con soltura y adecuadamente las herramientas matemaéticas
adquiridas a situaciones de la vida diaria.

3. Usar correctamente el lenguaje matematico con el fin de comunicarse de
manera clara, concisa, precisa y rigurosa.

4. Utilizar con soltura y sentido critico los diversos recursos tecnolégicos
(calculadoras, programas informéticos) de forma que supongan una ayuda
en el aprendizaje y en las aplicaciones instrumentales de las Matematicas.
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5. Resolver problemas matematicos utilizando diferentes estrategias,
procedimientos y recursos, desde la intuicién hasta los algoritmos.

6. Aplicar los conocimientos geométricos para comprender y analizar el
mundo fisico que nos rodea.

7. Emplear los métodos y procedimientos estadisticos y probabilisticos para
obtener conclusiones a partir de los datos recogidos en el mundo de la
informacion.

8. Integrar los conocimientos matemaéticos en el conjunto de saberes que el
alumno debe adquirir a lo largo de la ESO.

Después de este compendio, me permito plantear unas preguntas
elementales: jSon conocidos y asumidos en la préctica estos objetivos por
profesores y alumnos? ;Representan la realidad del aprendizaje o no dejan de
ser deseos de dificil cumplimiento teniendo en cuenta las motivaciones de los
alumnos y la influencia de los valores dominantes socialmente?

A la bisqueda de los contenidos.

Si estan correctamente definidos los objetivos, los contenidos deberian ser
una consecuencia logica de los mismos. Curiosamente aparecen cuatro grandes
ejes naturales como son

1. Aritmética y Algebra.

2. Geometréa.

3. Tablas, funciones y graficas.
4

. Estadistica y probabilidad.

No obstante, la jerarquizacién de minimos no estd definida y se denominan
criterios de evaluacion una serie de items que més bien son lineas de concreccion
curricular.

Mi cuestion bésica es la acomodacién de dichos contenidos al origen y
a la evolucion de los problemas, la dificultad de los mismos y los medios
para abordarlos. Asimismo, la busqueda del utilitarismo frente al valor del
aprendizaje en si, condiciona de una manera clara la formalizacion y la
integracién de los contenidos en el curriculum global. ;En qué medida los
contenidos antes expuestos permiten sacar a las Matematicas de la torre
de marfil que historicamente se le ha asignado en la ensenanza secundaria?
., Qué debe aprenderse por si o para si en relacién con otras asignaturas
no solo cientificas (con la aparente paradoja del menor reconocimiento y
valoracién por parte de una sociedad basada en el uso intensivo de la Ciencia
y la Técnica) sino humanisticas y sociales? Finalmente, jen qué medida
los contenidos se acomodan a actitudes sociales y permiten incrementar las
aptitudes instrumentales de los alumnos ante el mundo que les rodea?
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El inexistente discurso del método.

Mi gran sorpresa ante las directrices oficiales anteriormente indicadas
radica en que la discusién sobre las cuestiones metodoldgicas se limita a
“la adaptabilidad a cada grupo de alumnos y situacién, rentabilizando al
méaximo los recursos disponibles. Como criterio general, parecen aconsejables
las actuaciones que potencien el aprendizaje inductivo, sobre todo durante los
primeros anos de la etapa, a través de observacion y manipulacion y refuercen,
al mismo tiempo, la adquisicién de destrezas basicas, esquemas y estrategias
personales a la hora de enfrentarse ante una situacién problemética cercana
al alumno, sin perder de vista la relacién con otras areas del curriculo”.
La metodologda debe significar estimular la experimentacién y la curiosidad,
dar a los docentes medios para ello, validar a través del contraste lo que
se ha desarrollado. El papel del profesorado ante ello es central, debiéndose
perfilar claramente su formacién de partida (prerrequisitos cientificos en el mas
amplio sentido), las estrategias para el aprendizaje permanente asi como la
adaptacion al intercambio de experiencias. Todos estos elementos constituyen
condiciones necesarias para la potenciacion de los aspectos metodoldgicos que
no pueden limitarse al voluntarismo individual sino que deben potenciar la
relacién entre los diferentes niveles educativos, las disponibilidades materiales
en los centros y la orientacién de los centros de formacion de los titulados que
imparten la docencia en Matematicas. Mi criterio bésico es que para ensenar
Matematicas hay que saber vivir las Matematicas y conocer sus interioridades
conceptuales con el fin de poderlas transmitir adecuadamente a personas que
deberian incorporarlas de manera natural y consecuente a su formacién integral
como ciudadanos libres. En esta direccién la formacion de los profesores de
Matemaéticas deberia constituir uno de los ejes prioritarios de actuaciéon no solo
de las administraciones publicas sino de los colectivos profesionales (sindicatos,
sociedades mateméticas, etc) que deben adquirir un papel central en el proceso.
Como ejemplo de dicha preocupacién me remito al documento [2] elaborado por
la Comisién de Educacién de la Real Sociedad Matemaética Espafiola.

Finalmente, me gustaria resaltar que el aprendizaje por parte de los
alumnos no debe limitarse a las horas de aula dirigidas por el profesor (en
clara competencia con otras materias del curriculo escolar) sino que se debe
fomentar el trabajo en equipo para un mayor contraste y autoevaluacién del
propio aprendizaje utilizando tecnologias de informacién y comunicaciones que
permiten el trabajo en red. El nivel de esfuerzo en el aprendizaje de las
Matematicas exige la capacidad de contrastar los avances y dificultades de
manera adecuada y proporcionar al alumno y al profesor los instrumentos para
la evaluacién de los mismos. La pasién por descubrir y entender la realidad no
debe estar alejada de toda esta concepcién de las Matematicas mas alla del
utilitarismo o de la autocontemplacion.

Del Bachillerato a la Universidad.

Una ultima consideracion, basada en mi experiencia cotidiana como profesor
universitario, me lleva a formular la necesidad antes apuntada de una visién
global del proceso educativo como condicién sine qua non de nuestro trabajo



116 R. RODRICUEZ DEL Rio Y E. ZUAZUA

profesional junto a una permanente relaciéon con profesores de los diferentes
niveles educativos.

En primer lugar, constato que, en su mayor parte, los profesores de
Universidad que imparten las asignaturas de Matemadticas en el primer ano
de las diferentes titulaciones, desconocen el nivel previo de formaciéon de
los alumnos y utilizan metodologias que no reflejan la evolucién real del
aprendizaje. Ello se traduce en lenguajes inasequibles para una mayoria de
los estudiantes, una huida hacia adelante ante el fracaso académico (que se
traduce en un elevado niimero de suspensos y abandonos, ensefianza paralela
extrauniversitaria), desmotivacién y ausencia de incentivos para la renovacién
metodologica y pedagogica por parte del profesorado universitario, escasa
utilizacién de tecnologias de informacién y comunicaciones (pizarra y tiza o, en
su versién “moderna”, rotulador, transparencias, etc., escasamente interactivos).

En segundo lugar, existe una escasa implicacién en la formacion del
profesorado de Secundaria y en su actualizacién tanto en contenidos como en
metodologias de aprendizaje. Los modelos “académicos” basados en actividades
de postgrado no resultan especialmente atractivos y habria que plantear modelos
alternativos que reflejaran anélisis de realidades y respuestas a retos evidentes
e inmediatos.

Finalmente, la pérdida de la inocencia de los estudiantes ante la validacién
social de la formacién cientifica y la incorporacién de los valores del mercado
de trabajo por encima de otras consideraciones estd ocasionando una notable
disminucién de las vocaciones en las areas cientificas y, en particular, en la
titulacién de Matematicas, que pueden condicionar gravemente el futuro de la
docencia de dicha disciplina en los niveles obligatorios.

Referencias

[1] Matematicas de la Educacién Secundaria (ESO).

http://www.mec.es/gabipren/documentos/realdecreto/eso_matemat.pdf

[2] La situacién de la ensenanza de las Matematicas: Un documento inicial.
Real Sociedad Matemética Espanola. 2002.

4 Ponencia presentada por Tomas Recio (Universidad de
Cantabria)

1. ;Como va a afectar la futura Ley de Calidad a la enserianza en general?

En general, cuando las Administraciones realizan un esfuerzo especial
en un sentido, como, por ejemplo, con motivo de una nueva Ley, el
resultado suele ser una mejora de muchos aspectos. No necesariamente por
el contenido concreto del articulado, sino por el especial esfuerzo humano
y material que se pone en tales circunstancias, por la renovacién de las
ilusiones de los agentes involucrados en su puesta en marcha y por las
expectativas que se crean en el conjunto de la sociedad .

Desde esta visién (que puede calificarse de optimista o de pesimista,
segin se mire) de la eficacia de los actos administrativos, pienso que
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la nueva Ley puede contribuir a una mejora de las ensenanzas. Otra
cosa es que se piense que algunos problemas no se van a resolver o no
se van a resolver bien, o que se podrian resolver mejor o que se van a
crear nuevos problema... Pero también hay que considerar que una Ley
tan amplia tendrd, necesariamente, luces y sombras. Lo verdaderamente
importante son los Reglamentos, es decir, el desarrollo normativo y la
practica implantacion de las medidas que establece la Ley. Es, por tanto,
pronto para juicios tajantes al respecto. Por ejemplo, la disposicién de este
proyecto de Ley que senala la obligacién que contrae la Administraciéon
para ofertar un numero suficiente de plazas gratuitas en Educacién
Infantil, puede desarrollarse en el sentido de dotar a la red de titularidad
publica de una cantidad abundante de tales plazas; o en el sentido de
concertar con centros de titularidad privada todas aquellas plazas que
ahora mismo no pueda ofrecer la Administracién en los centros de su
titularidad... Y no es lo mismo.

En el caso de las Matemaéticas la ley contiene elementos de progreso tales
como:

- la renovacién del caduco modelo de formacién inicial del profesorado
- la consideracién de los alumnos con facultades extraordinarias

puntos todos ellos que fueron en su momento planteados en el documento
de la RSME sobre la situacién de la ensefianza de las matematicas (La
Gaceta de la RSME, Vol. 4, no. 3, 2001). Otros aspectos considerados en
ese documento no han sido, de momento, contemplados en la Ley (lo que
no significa que no puedan ser tenidos en cuenta en el desarrollo futuro
de la misma).

Los itinerarios (separar a los alumnos segin su rendimiento) en la ESO:
sconvenientes o contraproducentes?

En el documento de la RSME antes citado se hace referencia explicita
a la necesidad de atender a la diversidad de intereses, capacidades y
situaciones “mediante actuaciones regladas y con dotacién de medios
suficientes, especialmente en aquellos centros donde, por razones socio-
econémicas o de otro tipo, las situaciones problematicas tengan una
especial incidencia”. De nuevo, la pregunta es incontestable hasta que
no se constate en el desarrollo normativo y préctico si, efectivamente, el
desarrollo de itinerarios va a significar una real atencion a la diversidad,
es decir, ensenar mejor a todos (y no simplemente ensenar a los mejores).

[13

En todo caso, como se senalaba también en el documento precitado, “no
basta con la segregacién: seria preciso en todo caso disenar un curriculo
adecuado... dotar a sus centros de medios idéneos para ese curriculo,
formar a sus profesores en los retos especificos de su ensefianza, promover
socialmente la imagen y la funcién de los itinerarios alternativos”.

Pero no parece estar en las prioridades ministeriales la urgencia de
una modificacién de contenidos (argumentando que se ha aprobado
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recientemente una modificacién del curriculo, dic. 2001) ni de la formacién
inicial del profesorado (se estd contemplando , en el momento de redactar
estas lineas, la (nueva) prérroga del CAP hasta el 2005).

Formacion inicial y continua del Profesorado de Matemdticas.

Desde luego los mecanismos que preconiza la Ley de Calidad para la
formacion inicial son sensiblemente mejores que los actuales, al menos
sobre el papel, puesto que pretenden dotar al futuro profesor de una
formacion mas completa en aquellos aspectos que, fuera del &mbito estricto
de su disciplina, son cada vez més necesarios en el complejo mundo de la
educacion.

Sin embargo el anteproyecto de Ley no hace referencia, por ejemplo, a
una modificacién substancial de la formacion inicial de los maestros, que
tiene un peso méas importante, si cabe, que la de los futuros profesores
de secundaria, si pensamos en la formaciéon matematica de los espanoles.
Tampoco hace referencia al modo de encardinar la formacion inicial de los
profesores de matematicas en los planes de estudio de las Licenciaturas de
Matemaéticas, justamente cuando estas estan abocadas a determinadas
modificaciones requeridas por la convergencia europea en educacién
superior (Proyectos Tuning o CRUE). De nuevo habrd que esperar al
desarrollo normativo correspondiente, esperando que se atiendan a estas
y otras cuestiones no dilucidadas en el texto que hoy conocemos.

El modelo de formacién continua no esté apenas desarrollado, pero parece
existir un excesivo intervencionismo de la Administracién (tal vez como
contrapartida a unos afios de autogestion en este d&mbito). La Universidad,
en mi opinién, permanece alejada (por voluntad propia y por olvido ajeno)
de este tema.

Seleccion del profesorado: el sistema de oposicion actual, (re)creacion del
Cuerpo de Catedrdticos

Dada la situacién de la pirdmide poblacional espanola este parece ser un
tema de menor trascendencia. En todo caso, y como previsién de futuro,
parece razonable insistir en que el mejor sistema de seleccion es aquel
que atrae a los mejores, para lo cual es muy importante dignificar y
valorar econémica y socialmente la profesién de profesor. La Ley no avanza
significativamente en este tema (o tal vez lo confunde con, o lo reduce a,
un problema de disciplina escolar). La carrera docente, en la Ley, tiende
excesivamente a considerar como meta suprema la Inspecciéon Educativa
y no deberia ser asi, sino que tendria que considerar la posibilidad de un
progreso profesional “in situ”, obtenido por mérito y rendimiento propios.
En lo que respecta al cuerpo de catedraticos, me temo que las disposiciones
normativas, que establezcan las condiciones para la incorporacién como
catedraticos de una parte de los actuales profesores, se enmaranaran en
una tupida red de derechos adquiridos, situaciones especiales, etc... que
contribuirdn poco al prestigio que se pretende tenga ese nuevo cuerpo.
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Es una medida que llega, posiblemente, tarde. Desde otra perspectiva se
me ocurre plantear si jse encargaran los catedraticos mas prestigiosos de
los itinerarios curriculares mas complicados (al igual que los médicos mas
valorados son los que tratan los casos mds dificiles)? Deberfa haber una
auténtica carrera docente que no consista en ir eludiendo el aula... y en
ella convendria enmarcar esta recreacién del cuerpo de catedraticos.

5 Ponencia presentada por Soledad Rodriguez (Universi-
dad Complutense de Madrid)

1. Metodologias.

e ;Qué es una metodologia para las matemadticas en Secundaria?
Cuantas hay? ;Son distintas de las metodologias para las
matematicas en la Primaria y en la Universidad?

e Martin Gadner, en un articulo publicado en el New York Times
Reviews el 24 de septiembre de 1998, titulado “The New New
Math”, habla de una nueva metodologia para la ensenanza de las
matematicas, que en nuestro pais se ha implantado con el nombre de
“método de resolucién de problemas”. ;Son tan grandes los riesgos de
este método como denuncia Gadner? ;En la fecha de hoy, podemos
hablar, no ya de riesgos, sino de desastres? ;Hasta qué punto
estd influyendo esta metodologia en la formacién académica de los
estudiantes?

e Un poco de historia: ;Cémo se ensenaban las mateméaticas en la
educaciéon secundaria de nuestro pais en los anos 60, 70, 80 y
90?7 Aquella historia de “los conjuntos”, con esas generaciones que
aprendieron de memoria lo que era una aplicacién inyectiva y un
anillo de polinomios, jpara qué vali6? ;Murié de muerte natural,
por lento contagio de lo que pasaba en otros paises, o influyeron los
matematicos espanoles en alguna direccién, bien alargando la vida de
“los conjuntos” en la escuela, bien clavdandoles el estoque? ; Podemos
hablar de alguna analogia con la situacién actual? ;Existird ahora
algun Morris Klein que publique algun libro similar a su tan leido
y traducido “;Por qué Juanito no sabe sumar? El fracaso de la
matemdtica moderna” (Alianza Editorial) ;Debemos involucrarnos
los profesores de matemaéticas de cualquier nivel en esto? Y los no
matematicos, cientificos en general, técnicos, economistas, etc., jno
tendran también algo que decir? O, ;debemos delegar todos en los
autodenominados “investigadores en educacién matematica”?

2. Contenidos.

e ;Resulta conveniente que estén claramente especificados los
contenidos minimos?

e En la ensenanza universitaria, jestan especificados?
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e ;Quién se atreve a contestar a las siguientes preguntas:
i) jqué hay que consolidar en las mateméticas basicas?
ii) {qué conocimientos debe tener un alumno al acabar la E.S.0.?
iii) jy al acabar el bachillerato?

6 Ponencia presentada por Andrés Ruiz (I.E.S. San Isidro
(Madrid))

Lo que hay

Las condiciones sociales han creado un ambiente que no favorece el esfuerzo
y dedicacién de los alumnos. La LOGSE, no sélo no ha ido contra esta nefasta
corriente sino que la ha fomentado. La cultura del “pelotazo” arraigada en
Espana a partir del 85, se ha visto reflejada en la LOGSE: se pueden conseguir
buenos resultados sin trabajar.

La LOGSE mantiene la ilusion de que los objetivos de la ESO, en los
casos de malos estudiantes que a los 16 anos se encuentran todavia en 3°, “se
alcanzardan con una metodologia especifica, a través de contenidos e incluso de
areas diferentes”. No hace falta ninguna experiencia para saber que se trata
de una falsedad. Los pocos alumnos que han obtenido el titulo de Graduado
en Educacion Secundaria con este método, lo han hecho a base de una notable
rebaja de contenidos.

La atencién a la diversidad comporta la idea de adaptacién curricular
personalizada. Estas adaptaciones pueden ser “significativas”, es decir, con una
rebaja de contenidos lo suficientemente amplia como para hacerlos alcanzables
para los alumnos. El desarrollo de la LOGSE llega en Real Decreto 1345/91 a
la locura de exigir adaptaciones de los mismisimos programas de diversificacién
para cada uno de los alumnos (Art. 17.3).

Con estas adaptaciones personalizadas, cada aula requiere el mismo trabajo
que las llamadas antiguamente unitarias, en las que un maestro rural se las tenia
que ver durante todo el dia con alumnos desde los 6 hasta los catorce anos.

La idea central de la LOGSE es que los conocimientos son privatizables
por los alumnos a base de las adaptaciones curriculares y, en definitiva,
se pueden “personalizar”. Y este es precisamente el gran error porque, los
contenidos de ensenanza, como tales, no pueden adaptarse a las
idiosincrasias o condiciones personales de los alumnos, sino que deben
ser estos los que tienen que adaptarse a la impersonal condicién de
los conocimientos.

Lo que si cabe en la escuela piblica, como se ha hecho siempre por quien
ha podido, es instaurar de modo sistematico los apoyos, eufemismo con que
se denominan las clases particulares, a los alumnos que, aun esforzandose, no
consiguen alcanzar los objetivos.

Por lo que respecta a la disciplina, esta idea, asi como la de sancién, han
desaparecido de los textos legales que se utilizan para poner orden en los
centros. Ahora se habla de conductas contrarias a las normas de convivencia
y de correciones, en lugar de faltas de disciplina y sanciones. Si un alumno tiene
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una conducta que impide el desarrollo de una clase se le llama hiperactivo.
Para sancionar una falta grave hay que montar un aparato analogo al que se
exige para juzgar delitos mayores y poner de acuerdo al jurado formado por los
miembros del Consejo Escolar.

Lo que viene

La ley de Calidad abandona la idea de adaptacién curricular. En su
Art. 41, en la Seccién sobre alumnos con necesidades educativas especiales,
habla de “determinados apoyos y atenciones educativas especificas” y nada de
adaptaciones curriculares personalizadas. En el Art. 39 se ocupa de los alumnos
extranjeros y propone programas especificos para su incorporacién al sistema.

La organizacién en itinerarios parece la unica diversificacion legitima con
objeto de que cada alumno elija lo que mas le conviene.

Respecto del Bachillerato, exige, ademdas de superar todas las asignaturas,
una Prueba General. La LOGSE, en Art.29 decia que “para obtener este titulo
serd necesaria la evaluacién positiva en todas las materias”. Parece que ahora
la condicién sigue siendo necesaria pero no suficiente. Esto los matematicos lo
entendemos bien. La LOGSE exige, ademas, superar una prueba de acceso para
entrar en la universidad. Este es uno de los temas de debate actual.

Respecto de la vida en los centros llama la atencién el hecho de que
los Consejos Escolares no serdn los encargados de imponer correcciones por
conductas gravemente contrarias a las normas de convivencia, sino los directores.
Esto podria ser el principio de una reforma sensata, pero queda por ver si
contintda el actual sistema de expedientes disciplinarios.

Los contenidos

Parece un problema insuperable el hecho de que un gran porcentaje de
alumnos, mayor entre los que no obtienen el titulo de Graduado en Educacién
Secundaria, pero relevante entre los que siguen el Bachillerato y continian
en la Universidad no adquieran jamés lo que podriamos llamar saberes o
conocimientos primordiales o bésicos, a saber:

e Leer, escribir y hablar correcta y fluidamente el espanol.

e Realizar cdlculos aritméticos, manejar la proporcionalidad (regla de tres)
y conocer los cuerpos geométricos, aprendiendo a “cuadrar” y “cubicar”
superficies y volimenes.

e Situarse en el espacio y en el tiempo (rudimentos de geografia e historia),
sobre todo en su entorno proximo.

e Conocer algunos aspectos de funcionamiento de la naturaleza y del propio
cuerpo.

Es esta una lista que habria que consensuar, pero que una vez aceptada
deberia servir para evaluar la labor de la Escuela y para permitir que un alumno
obtuviera el titulo de Graduado en Educacién Secundaria, sin tener que pasar
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forzosamente por todo lo que se le propone como obligatorio (jpara qué forzar
de manera universal la ensefianza de los rudimentos del lgebra?).

El Titulo de Graduado deberia estar al alcance de todos y deberia incluir
con algunos retoques lo que enseniaban los maestros en las escuelas, antes de
la implantacién de la EGB (Ley de 1970). ;Qué sentido tienen esos cursos con
diez o doce asignaturas, cuando no se aprende lo esencial? El problema de los
contenidos de la ESO sigue en pie. Los actuales no haran sino agravar el fracaso
escolar de los que quieren sélo obtener el Graduado y, al mismo tiempo, no
preparar adecuadamente a los que quieren continuar con el bachillerato.

Referencias

[1] http://www.mat.ucm.es/~rrdelrio/sanlorenzo2002/escorial2002.html  En
esta pdgina web se encuentran todos los materiales relativos al curso.



RESUMENES DE TESIS DOCTORALES

Titulo: PROBLEMAS DE CONTORNO NO LINEALES DE TIPO
ELIPTICO.
Doctorando: David Ruiz Aguilar.
Director/es: Antonio Canada Villar.
Defensa: 19 de Septiembre de 2002, Universidad de Granada.
Calificacién: Sobresaliente cum laude por unanimidad.

Resumen: Motivados por algunas aplicaciones a Ingenieria, Mecanica,
Astrofisica y Geometria Diferencial, en esta tesis se estudian diversos problemas
de contorno resonantes de tipo eliptico.

El capitulo primero se dedica al estudio de un problema resonante en el valor
propio principal, con condiciones de contorno tipo Dirichlet y términos no lineales de
tipo casiperiddico. Se aportan resultados novedosos, tanto desde el punto de vista
cualitativo como cuantitativo, sobre la descripcién del rango de los operadores no
lineales que surgen en este tipo de problemas. El segundo capitulo trata sobre
sistemas resonantes de ecuaciones con términos no lineales de tipo oscilatorio.
En este caso la principal dificultad es el caracter multidimensional del nicleo
del operador lineal asociado. El capitulo tercero describe nuevos resultados para
problemas no lineales asociados al operador p-Laplaciano y condiciones de contorno
tipo Neumann. El dltimo capitulo contiene problemas variacionales asociados a
problemas elipticos no lineales con exponente critico y potencial singular tipo Hardy.
Se presentan también algunos resultados para el caso de dominios no acotados y
dominios invariantes por la accién de ciertos subgrupos de movimientos rigidos del
espacio euclideo n dimensional.

Las demostraciones usan diferentes métodos del Andlisis no lineal, especialmente el
método alternativa (o reduccién de Liapunov-Schmidt), grado topolégico, teoria de
puntos criticos, desigualdades tipo Hardy y Liapunov, teoria de la medida, etc.
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Titulo: NONLINEAR BOUNDARY VALUE PROBLEMS.
Doctorando: Antonio Jestus Urena Alcdzar.
Director/es: Antonio Canada Villar.
Defensa: 5 de Noviembre de 2002, Universidad de Granada.
Calificacién: Sobresaliente cum laude por unanimidad.

Resumen: En esta tesis doctoral se tratan problemas de contorno resonantes
no lineales para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Ecuaciones en Derivadas
Parciales.

El primer capitulo estd dedicado al estudio de problemas de contorno tipo péndulo
no autoadjuntos, para condiciones tipo Dirichlet y donde la principal novedad
estriba en la consideracién de términos lineales que incluyen la derivada de la
funcién incégnita (friccién lineal). Usando el método alternativa (o reduccién de
Liapunov-Schmidt), asi como lemas generalizados del tipo Riemann-Lebesgue, el
autor consigue hacer un estudio preciso de las propiedades fundamentales de la
ecuacién de bifurcacién, poniendo de manifiesto las similitudes y diferencias basicas
con el correspondiente problema de contorno periddico. En el segundo capitulo
se abordan problemas similares para Ecuaciones en Derivadas Parciales. Usando
métodos topoldgicos y variacionales se pone de manifiesto como la dimensién
del problema puede influir claramente en el tipo de resultados obtenidos. En el
tercer capitulo se aportan resultados novedosos sobre multiplicidad de soluciones
para el problema de contorno periddico en ecuaciones tipo péndulo. Dentro de
la filosofia de la teoria de Bifurcacién. aqui se combinan diversas herramientas
como la mencionada reduccién de Liapunov-Schmidt, grado topoldgico de Leray
Schauder y método de soluciones superiores e inferiores. El dltimo capitulo se dedica
al estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con operadores del tipo
p-Laplaciano y con condiciones de tipo Hartman-Nagumo sobre los términos no
lineales.
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