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Resúmenes de libros: F.J. Sayas González (U. de Zaragoza)
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EDITORIAL

Estimados amigos:

Tenéis en vuestras manos el número 27 del Bolet́ın SEMA. Con éste, son ya
nueve los volúmenes conseguidos (que empezaron con el Anuario de 2002) desde
que nos hicimos cargo, en abril de ese año, de la edición del mismo. No nos
cansaremos de decir que estamos a vuestra disposición para cualquier sugerencia
que permita mejorar el resultado.

En el presente volumen queda en nuestra opinión muy clara la importancia
del avance que se ha conseguido en nuestro páıs en el ámbito de las aplicaciones
de las Matemáticas. En efecto, hemos conseguido reunir tres art́ıculos que nos
hablan respectivamente de la simulación numérica de incendios forestales, de
técnicas de codificación de la información y de la descripción matemática del
fenómeno de “El Niño”. Por si fuera poco, a estos art́ıculos les sigue, en la
sección de Matemáticas e Industria, un interesante trabajo sobre las relaciones
de nuestro ámbito con la empresa.

Los contenidos de este número han sido completados con otros dos art́ıculos
(en los que respectivamente se habla de la experiencia “Curso 0” en la Facultad
de Matemáticas de la Universidad de Sevilla y de la historia de la Unión
Matemática Intenacional) y con nuestras secciones habituales de noticias y
resúmenes de libros y Tesis Doctorales.

En nuestro nombre y (nos atrevemos a decir) en del colectivo de socios,
agradecemos a todos los autores la amable colaboración que han prestado con
estas aportaciones.

Como siempre, ha sido para nosotros un placer elaborar este volumen.
Un cordial saludo,

Grupo Editor
boletin sema@orion.ciencias.uniovi.es

5



Bol. Soc. Esp. Mat. Apl. no27(2004), 7–28

Simulación de incendios forestales

L. Ferragut y M.I. Asensio

Departamento de Matemática Aplicada, Universidad de Salamanca

ferragut@usal.es, mas@usal.es

Resumen

En este art́ıculo se resume parte del trabajo realizado en los últimos
años por los autores en el campo de la simulación de incendios forestales. A
partir de un modelo general presentamos diversos modelos de predicción
de la propagación de un incendio a corto plazo y sus correspondientes
ejemplos numéricos. Son modelos bidimensionales que permiten una
resolución numérica en pequeños ordenadores y moderados tiempos de
cálculo.

Palabras clave: Simulación de incendios forestales, elementos finitos.
Clasificación por materias AMS: 80A20, 80A25, 80M10

1 Introducción

Considerables esfuerzos y un gran número de medios materiales se dedican a la
prevención, control y extinción de incendios forestales. Aún aśı, las pérdidas
económicas, ecológicas e incluso humanas siguen siendo enormes. Según los
datos facilitados por la Dirección General de Conservación de la Naturaleza
[8], la evolución de la superficie quemada en las últimas dos décadas es muy
similar y está muy relacionada con las variaciones del clima, pero aunque los
valores de la superficie quemada en la década de los 90 es inferior a la de la
década de los 80, el número de incendios sigue aumentando, ver Figuras 1 y 2.
Es evidente pues que sobran justificaciones para cualquier tipo de esfuerzos con
el objetivo de luchar contra este grave problema.

Uno de los aspectos que se destacan como prioritarios en la investigación
en este campo es el desarrollo de métodos de predicción del comportamiento
del fuego. La capacidad de predecir el comportamiento de un incendio es una
valiosa herramienta en la lucha contra incendios y a la vez útil en la formación
de personal especializado mediante simulaciones. Se comprende que, si somos
capaces de estimar el comportamiento más probable del incendio en una zona,

Fecha de recepción: 17 de julio de 2003
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Figura 1: Hectáreas quemadas en España en las dos últimas décadas.

dispondremos de un criterio sólido para catalogar zonas según niveles de riesgo,
planificar actuaciones de ordenación del combustible, distribuir medios directos
de apoyo a la extinción, etc.

La simulación de la propagación de un incendio forestal se puede realizar a
diferentes escalas, véase [1]. Los modelos a corto plazo predicen la propagación
de un incendio en una escala de horas, midiendo la velocidad de avance en m/s.
Son modelos deterministas ya que suponen que los datos meteorológicos son
realistas. Los modelos a medio plazo predicen la propagación de un incendio en
una escala de varios d́ıas. Este tipo de modelos son similares a los anteriores salvo
que los datos meteorológicos son en realidad predicciones probabilistas basadas
en las predicciones diarias de temperatura, humedad y viento (se suponen datos
constantes para cada d́ıa). Los modelos a largo plazo son modelos probabilistas
que predicen la propagación de un incendio en una escala de semanas. Estos
modelos se basan en la probabilidad de que el fuego avance una distancia
determinada antes de que tenga lugar algún fenómeno que lo detenga.

Todos los modelos presentados en este trabajo son modelos a corto plazo.
Tratamos de estimar la velocidad y dirección de avance del frente de fuego
basándonos en las leyes f́ısicas de conservación que lo describen, lo cual
proporciona además otros datos del proceso (temperatura, combustible, etc.)
Quizá sea este el enfoque más olvidado en cuanto al modelado de incendios, a
pesar de que en los últimos años se han hecho grandes avances en el campo de
la simulación numérica de procesos de combustión, principalmente orientados a
los procesos de combustión controlada para aplicaciones industriales, ver [6].

Los factores que influyen en la propagación de un incendio, en la velocidad
de avance y forma del frente de fuego son muchos y muy variados, véase [16].
Las condiciones meteorológicas, viento, humedad, temperatura, son factores
determinantes tanto en el riesgo de aparición de incendios como en su evolución.
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Figura 2: Número de incendios en España en las dos últimas décadas.

La topograf́ıa de la zona también es fundamental a la hora de determinar en
qué dirección se propagará el incendio prioritariamente. El tipo de combustible
y su contenido de humedad es otro de los factores clave en la evolución de un
incendio y quizá el más complicado de calibrar debido a su diversidad. Otro de
los factores de gran influencia en la evolución de un incendio es el mecanismo de
propagación del mismo, es decir, si el incendio se trasmite de forma continua a
través del lecho de combustible (incendios de superficie), o lo hace por las copas
de los árboles, si las llamas se propagan por contacto o el viento arrastra material
ardiendo llevando el fuego incluso al otro lado de una zona sin combustible.

La formulación de modelos basados en las leyes de conservación, si no se
realizan muchas simplificaciones, es complicada por la diversidad de factores
que influyen en el proceso. El problema se complica más aún debido a los
diferentes mecanismos de transmisión del fuego: convección, radiación, contacto
de la llama, y también debido a que el efecto dominante vaŕıa mucho de unos
casos a otros.

Comenzamos presentando un modelo f́ısico general que nos permita entender
cómo podemos reducir el problema a dimensión dos. Aśı, las ecuaciones generales
descritas en esta primera sección sirven de punto de partida para cualquiera
de los modelos que se analizan a lo largo del trabajo. El primer modelo que
estudiamos nos permite ver el tipo de soluciones con frente de onda que aparecen
en este tipo de problemas. Continuamos con un modelo en dimensión dos, en
el que distinguimos fase sólida y fase gaseosa, tenemos en cuenta la radiación
local, la convección natural y el efecto de la pendiente y el viento a través
del término convectivo. En este modelo, el viento se toma como dato aunque
también se puede calcular como se describe en el texto. Por último, presentamos
un modelo en el que se tiene en cuenta el efecto de la radiación no local y de la
humedad, factores de gran influencia en la evolución de un incendio.
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2 Modelo f́ısico

El punto de partida para modelar un fenómeno f́ısico-qúımico como el de la
combustión son las leyes de conservación. Estas leyes se pueden escribir de
forma general como ecuaciones que tienen la forma

∂

∂t
(ρφ) +∇.(ρφv)−∇.(Kφ∇φ) = Sφ, (1)

donde φ es una variable genérica, ρ representa la densidad, v = (vx, vy, vz)
es la velocidad, Kφ es el coeficiente de difusión y Sφ es el término fuente.
Aqúı ∇ = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z ), es decir, estamos considerando un fenómeno tridimen-

sional en espacio.
En los procesos de combustión naturales, como sistemas de realimentación

positiva que son, podemos distinguir dos fases, una fase sólida o endotérmica en
la que el calor se utiliza para liberar volátiles, y otra fase gaseosa o exotérmica
en la que los volátiles mezclados con el ox́ıgeno reaccionan produciendo más
calor. Teniendo esto en cuenta y distinguiendo las dos fases con sub́ındices s
y g respectivamente, la siguiente Tabla recoge las magnitudes, coeficientes y
términos fuente de la ecuación genérica (1) en cada fase.

Fase φ Kφ Sφ
Sólida CsTs Ks/Cs Ss +H(Tg − Ts)
ρ = ρs,v = 0 1 0 ρsAe

−EA/RTs

Gaseosa CgTg Kg/Cg Sg −H(Tg − Ts)
ρ = ρg Yo ρgDo Ro

Yg ρgDg Rg
Yp ρgDp Rp

De esta forma resumimos el sistema de ecuaciones que describe la evolución
de la temperatura de las fases sólida y gaseosa, Ts y Tg respectivamente, la
conservación de la masa del combustible sólido y la evolución del ox́ıgeno Yo,
del combustible gaseoso Yg y de los productos de combustión Yp.

2.1 Reducción a un modelo bidimensional

Las ecuaciones anteriores describen la evolución de las magnitudes consideradas
en un dominio tridimensional como el de la Figura 3, que representa un lecho de
combustible de espesor τ . Sobre la frontera lateral podemos imponer condiciones
de tipo Dirichlet homogéneas, sobre la frontera inferior, es decir, para z = 0,
consideramos condiciones de contorno de tipo Neumann homogéneas, y sobre la
frontera superior, es decir, para z = τ , consideramos condiciones de Neumann
no homogéneas

Kφ
∂φ

∂η

∣∣∣
Γz=τ

= Gφ. (2)

Denotando

φ(x, y) =

∫ τ

0

φ(x, y, z) dz (3)
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Figura 3: Dominio tridimensional.

e integrando la ecuación (1) respecto a la variable z, podemos reducir el
problema a dimensión dos en espacio. Teniendo en cuenta que vz = 0 lejos
de la llama, aceptando que cerca de la llama la variación en la vertical de la
magnitud en cuestión es nula y suponiendo que Kφ es independiente de z, la
correspondiente ecuación genérica bidimensional tendrá, haciendo uso de las
condiciones de contorno anteriores, la siguiente expresión,

∂

∂t
(ρφ) +∇.(ρφv)−∇.(Kφ∇φ) = Sφ + Gφ, (4)

donde ahora ∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ) y v = (vx, vy).

Si el espesor τ es pequeño podemos aproximar Sφ por Sφ̄.

3 Modelo de una fase

Comencemos analizando un modelo de una fase que es sencillo pero que nos
aporta datos significativos sobre la forma y comportamiento de la solución. Es
conocido que las ecuaciones de reacción-difusión admiten soluciones con frente
de onda que se pueden interpretar como ondas de combustión. La velocidad de
estas ondas y su dependencia respecto a los parámetros es de interés considerable
tanto como problema matemático de combustión como para poder comparar los
resultados numéricos obtenidos con datos experimentales.

3.1 Las ecuaciones

Siguiendo la notación utilizada en las ecuaciones de conservación descritas en la
sección anterior, considerando un modelo de una sola fase en el que modelamos
la fracción másica de combustible sólido no consumida Y y la temperatura
media T , y considerando un proceso de combustión exotérmica gobernado por
la ley de Arrhenius, las ecuaciones son esencialmente

ρC(
∂T

∂t
+v ·∇T )−∇.(16

3
(σδT 3+k)∇T ) = s(T )+ρQAY e−

EA
RT −h(T−T∞), (5)
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ρC
∂Y

∂t
= −s(T )+AY e−

EA
RT , (6)

donde x y t son las variables espacial y temporal respectivamente, R es la
constante universal de los gases, ρ es la densidad del combustible, C es el calor
espećıfico, k es la conductividad térmica, Q es el calor de combustión, A es
el factor pre-exponencial (que suponemos constante) y EA es la enerǵıa de
activación.

Siendo T∞ la temperatura ambiente, la pérdida de calor en la dirección
vertical debida a la convección natural, es decir, el término Gφ en la ecuación de
la temperatura de la fase sólida, es igual a h(T−T∞), donde h es el coeficiente de
convección natural. Éste depende, entre otras cosas, de la pendiente del terreno.

El principal efecto de la pendiente y del viento es transportar la enerǵıa en la
dirección indicada por el sentido del viento y la pendiente positiva del terreno.
Este hecho queda reflejado en el término convectivo v · ∇T , donde se considera
que v es un dato conocido. En este modelo simplificado no tenemos en cuenta
el carácter turbulento del proceso.

El mecanismo de transmisión dominante en la proximidad del foco de un
fuego es casi siempre la radiación, véase [7]. Generalmente, es la radiación lo
que proporciona el calor de gasificación necesario para liberar los volátiles del
combustible sólido para mezclarse con el ox́ıgeno y liberar a su vez más calor.
Cuando un medio es ópticamente denso, la radiación sólo puede atravesar una
pequeña distancia antes de ser absorbida. Considerando una situación en la que
la distancia recorrida por la radiación es pequeña comparada con la distancia en
la que hay cambios significativos de temperatura, la influencia de la radiación
se puede representar mediante su aproximación por difusión, véase en [17] una
deducción, que da lugar a la siguiente expresión del flujo de calor debido a la
radiación:

−16

3
σδT 3∇T, (7)

donde δ es la longitud media recorrida por la radiación y σ es la constante de
Stefan-Boltzman. De esta forma, podemos incorporar la radiación local como
un término difusivo más de la ecuación de conservación de la enerǵıa.

Para simplificar el modelo, hemos incorporado las dos fases, sólida y gaseosa,
en un único sistema de ecuaciones que representa un medio poroso cuya
temperatura media es T . Las variables que queremos conocer son la fracción
de combustible sólido no consumida y la temperatura media. El combustible
sólido se consume a partir de una cierta temperatura de pirólisis Tp. Por
tanto, multiplicando los correspondientes términos de ambas ecuaciones por
la siguiente función, podemos modelar el proceso mediante un único sistema de
ecuaciones:

s(T )+ =

{
1 si T ≥ Tp,
0 en el resto.

El sistema de ecuaciones (5)-(6) en el que hemos incorporado todos estos tér-
minos, aunque no representa ningún modelo particular de reacción, es indicativo
del comportamiento general de una reacción de combustión, ver [12] y [18].
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3.2 Adimensionalización

Adimensionalizamos estas ecuaciones usando el cambio de variables de Frank-
Kamenetskii [4] de manera que podamos establecer los parámetros más
significativos. Fijamos como valores de referencia para la temperatura y el
combustible los valores iniciales de equilibrio antes de iniciarse el fuego, es decir,
la temperatura ambiente T0 = T∞ y el combustible inicial Y0 = Y (0). Fijamos
también unas magnitudes caracteŕısticas para las variables temporal y espacial,

t0 =
ε

q

1

A
e1/ε, l0 =

√
t0k

ρC
, (8)

donde ε es el inverso adimensional de la enerǵıa de activación, q es el calor de
reacción adimensional y h es el coeficiente de convección natural adimensional:

ε =
RT∞
EA

, q =
QY0

CT∞
, h =

ht0
ρC

. (9)

Con el cambio de variables,

x =
x

l0
, t =

t

t0
, u =

T − T∞
εT∞

, y =
Y

Y0
, (10)

las ecuaciones adimensionales obtenidas son,

∂u

∂t
+ w · ∇u−∇.(K(u)∇u) = s(u)+yeu/(1+εu) − hu, (11)

∂y

∂t
= −s(u)+ ε

q
yeu/(1+εu), (12)

donde K(u) = κu(1 + εu)3 + 1 y κu = 16σδ
3k T 3

∞.

3.3 Solución de tipo frente de onda en el caso unidimensional

Para analizar el comportamiento de la solución de este tipo de problemas
centrémonos en la siguiente ecuación clásica de reacción-difusión limitándonos
al caso de una dimensión espacial:

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= αeu/(1+εu) − u. (13)

Aqúı no estamos teniendo en cuenta el consumo de combustible ni el término
convectivo (este último supone una traslación de la solución). La ecuación (13)
admitirá soluciones en frente de onda si la función F (u) = αeu/(1+εu) − u se
anula en al menos un punto (los puntos en los que la función F se anula se
llaman puntos de equilibrio) y éste es estable. Es bien conocida en la literatura
sobre combustión la curva en forma de “S” que, para cada valor fijo de ε,
representa las soluciones de equilibrio para u en función de α, ver [11]. De estas
soluciones de equilibrio, al menos dos son estables. En el caso de funciones de
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reacción biestables en una ecuación de reacción-difusión, las ondas f́ısicamente
significativas pueden cambiar de una solución estable a otra. Suponiendo que la
velocidad de una de estas ondas solución es c, haciendo el cambio de variable
u(x, t) = u(ζ), donde ζ = x− ct, la ecuación (13) se transforma en una ecuación
diferencial ordinaria,

u′′ + cu′ + F (u) = 0. (14)

A partir de aqúı, podemos calcular el signo de c y conocer la dirección de
la onda, aunque no su valor numérico, como en [11]. Se puede sin embargo
calcular el mencionado valor de la velocidad c utilizando la adimensionalización
u = RT/EA, véase por ejemplo [18].

3.4 Solución numérica en el caso bidimensional

El modelo unidimensional nos proporciona información muy útil sobre la forma
con frentes de onda de la solución. Pero cuando el viento y la pendiente,
reflejados en el término convectivo, son variables a lo largo del dominio, como
ocurre en un caso real, no podemos reducir el problema a dimensión uno.
En [2] se presenta un método numérico para resolver estas ecuaciones en el
caso bidimensional.

Usando la transformación de Kirchoff, las ecuaciones (11) y (12) se pueden
escribir de la siguiente forma general,

ut −w · ∇u−∆H (u) = f (u, y) , (15)

yt = g (u, y) , (16)

para las que fijamos las siguientes condiciones iniciales y de frontera,

H(u)
∣∣
∂Ω

= 0, u
∣∣
t=0

= u0, y
∣∣
t=0

= y0. (17)

Resolvemos el problema utilizando un método de elementos finitos mixto
para la discretización espacial, con elementos de Raviart-Thomas de orden
mı́nimo, véase [15]. Un método mixto permite discontinuidad en la temperatura
preservando la continuidad del flujo entre los elementos del mallado. El término
convectivo se aproxima y calcula con una técnica de “splitting” usando el
método de Godunov, véase [9]. Para la discretización temporal del sistema
no lineal de ecuaciones diferenciales obtenido, utilizamos un método de Euler
expĺıcito con paso de tiempo variable, tratando de forma impĺıcita los términos
lineales.

Como aplicación, presentamos los resultados numéricos de una combustión
simulada de un cuadrado de lado 90 m, distribución uniforme de combustible
inicial, término convectivo uniforme en la dirección nordeste y un foco de fuego
inicial.

En la Figura 4 podemos comparar la solución aproximada de la temperatura
adimensional en la diagonal x1 = x2 y en el instante t = 0.1625 para diferentes
mallados rectangulares de tamaños: ∆x = ∆y = 7.5 con paso de tiempo entre
10−6 y 10−5, ∆x = ∆y = 1.875 con paso de tiempo entre 2.5×10−7 y 2.5×10−7
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Figura 4: Temperatura para diferentes mallados.

y finalmente ∆x = ∆y = 0.46875 con paso de tiempo entre 6.25 × 10−8

y 6.25 × 10−7. En la Tabla I se detalla la posición del valor máximo de la
temperatura en el frente de fuego para los tres mallados indicados en la Figura 4.
Podemos observar la convergencia del método numérico.

Tabla I Posición y valor del frente de fuego para diferentes mallas.

A Malla gruesa Malla media Malla fina
posición 307.5910 318.1981 323.5014
valor de u 49.069 48.856 49.011

B Malla gruesa Malla media Malla fina
posición 328.8047 328.8047 328.8047
valor de u 0 0 0

En la Figura 5 podemos observar la evolución de la temperatura adimen-
sional para la malla más fina. Las temperaturas más altas alcanzadas durante los
pasos iniciales no superan el máximo correspondiente a las condiciones iniciales
elegidas, calculado en un caso sin difusión.

4 Modelo de dos fases

En este nuevo modelo más elaborado, aunque seguimos considerando una
temperatura media para las dos fases, distinguimos combustible sólido,
combustible gaseoso y ox́ıgeno.

Suponemos que el viento adimensionalizado w = wxi + wyj es variable a
lo largo del dominio espacial Ω = (0, Lx) × (0, Ly), aśı como el coeficiente de
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Figura 5: Evolución de la temperatura para el mallado más fino.

convección natural h que se ve afectado por la pendiente del terreno. La ecuación
adimensional para la temperatura u es

∂u

∂t
+ w · ∇u−∇ · (K(u)∇u) = µyfyoe

u/(1+εu) − hu, (18)

las correspondientes ecuaciones adimensionales para el combustible sólido ys, el
combustible gaseoso yf y el ox́ıgeno yo son

∂ys
∂t

= −αsyseu/(1+εu), (19)

∂yf
∂t

+ w · ∇yf − κf∆yf = −αfyfyoeu/(1+εu) + αsyse
u/(1+εu), (20)

∂yo
∂t

+ w · ∇yo − κo∆yo = −αoyfyoeu/(1+εu), (21)

véase [3].

Para simplificar, hemos representado todos los parámetros que aparecen
tras la adimensionalización (la misma que en el ejemplo del apartado anterior)
con letras griegas con los correspondientes sub́ındices. Estas letras griegas
son coeficientes positivos constantes. κ se usa para designar los coeficientes
adimensionales de difusión, α para los factores adimensionales de producción o
consumo de cada especie y µ para el factor adimensional de producción de calor
de la combustión.

Completamos estas ecuaciones con las siguientes condiciones iniciales,

ys
∣∣
t=0

= y0
s , yf

∣∣
t=0

= 0, yo
∣∣
t=0

= y0
o , u

∣∣
t=0

= u0, (22)
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donde y0
s es la cantidad inicial de combustible sólido y u0 es la temperatura

inicial, que suponemos conocidas. y0
o es la cantidad inicial de ox́ıgeno, que

suponemos constante.

Podemos imponer condiciones de contorno tanto de tipo Dirichlet como
Neumann suponiendo que el dominio es lo suficientemente grande. En el ejemplo
aqúı presentado hemos tomado las siguientes condiciones de contorno,

yf
∣∣
∂Ω

= 0, yo
∣∣
∂Ω

= y0
o , u

∣∣
∂Ω

= u0
∣∣
∂Ω
. (23)

Podemos tomar el viento como dato o podemos considerarlo como una
incógnita más del sistema, puesto que el propio fuego lo modifica. El modelo
desarrollado por los autores y J. Simon en [3] permite el cálculo del viento, en
la capa de aire sobre la superficie donde se simula el fuego, a partir de cálculos
bidimensionales. Este modelo tiene en cuenta la influencia del propio fuego,
aśı como de la pendiente, en la evolución del viento. Para un instante t y una
temperatura u definida en el dominio bidimensional Ω, el campo de viento w
viene dado por

w =
ξ

c3

(
∇⊥f + c4∇û+ w∗m

)
, (24)

donde f es la única solución de

−∇.
( 1

c1
∇f
)

= ∇⊥ · c2∇û+ w∗m
c1

, (25)

f
∣∣
∂Ω

= 0. (26)

Aqúı û es una función proporcional en cada punto a la temperatura, depen-
diendo el factor de proporcionalidad de la altura del terreno en ese punto. Los
coeficientes c1, c2, c3 y c4 son funciones conocidas de las variables espaciales
x1, x2 y tienen en cuenta la forma de la superficie. La influencia del viento
meteorológico se incorpora a través del término w∗m. El factor ξ es el inverso
del coeficiente de rozamiento del aire sobre la superficie del terreno.

4.1 Método numérico

El método numérico empleado para este modelo es un método de elementos
finitos adaptativo combinado con una técnica de “splitting”. Cada paso de
tiempo se divide en tres pasos correspondientes a la parte reactiva, convectiva
y difusiva de cada una de las ecuaciones (18)-(21). La parte reactiva se
resuelve con un método de Euler impĺıcito, la parte convectiva por el método
de las caracteŕısticas, y la parte difusiva usando una aproximación mediante
elementos finitos de Lagrange de tipo P1. Previamente, se calcula la velocidad w
resolviendo (25). En cada paso se adapta el mallado. El algoritmo ha sido
programado utilizando FreeFEM+, una libreŕıa de elementos finitos creada por
O. Pironneau y F. Hecht [13].
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4.2 Ejemplo numérico

Como aplicación, presentamos los resultados numéricos de una combustión
simulada en un rectángulo adimensional de tamaño 2 × 1, para un foco de
fuego inicial dado por,

u0(x, y) = 30e−200((x−0,25)2+(y−0,5)2). (27)

La superficie tiene una elevación en el centro del rectángulo. Consideramos
velocidad del viento en la frontera w∗m = (220, 0), que equivale a una velocidad
entre 2 y 5 m/s.

34.8207
32.988
31.1554
29.3227
27.49
25.6574
23.8247
21.992
20.1594
18.3267
16.494
14.6613
12.8287
10.996
9.16334
7.33067
5.49801
3.66534
1.83267
0

Figura 6: Temperatura.

1
0.947368
0.894737
0.842105
0.789474
0.736842
0.684211
0.631579
0.578947
0.526316
0.473684
0.421053
0.368421
0.315789
0.263158
0.210526
0.157895
0.105263
0.0526316
0

Figura 7: Combustible sólido.

Después de 100 pasos de tiempo obtenemos las isoĺıneas de temperatura que
se muestran en la Figura 6. Después de este tiempo, se llega a un frente de fuego
estable. Podemos apreciar el área quemada en las isoĺıneas correspondientes al
combustible sólido de la Figura 7. Las Figuras 8 y 9 muestran las isoĺıneas
del combustible gaseoso y el ox́ıgeno respectivamente. La Figura 10 muestra un
mallado adaptado.
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0.496825
0.470676
0.444528
0.418379
0.39223
0.366082
0.339933
0.313784
0.287636
0.261487
0.235338
0.209189
0.183041
0.156892
0.130743
0.104595
0.0784461
0.0522974
0.0261487
0

Figura 8: Combustible gaseoso.

1
0.947368
0.894737
0.842105
0.789474
0.736842
0.684211
0.631579
0.578947
0.526316
0.473684
0.421053
0.368421
0.315789
0.263158
0.210526
0.157895
0.105263
0.0526315
-7.0e-08

Figura 9: Ox́ıgeno.

Figura 10: Mallado adaptado.

5 Modelo de una fase mejorado

El modelo anterior en el que distinguimos fase sólida y gaseosa plantea el
inconveniente de la evaluación correcta de los términos no lineales, y en
particular del término de Arrhenius debido a la presencia de fuertes turbulencias
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en la zona del fuego. Una evaluación correcta de estos términos nos llevaŕıa a
introducir modelos más elaborados de turbulencia, por ejemplo el modelo k−ε,
lo que lleva a sistemas mucho más complejos (tridimensionales) de propagación
de incendios, como el desarrollado en Los Alamos [10].

Podemos mejorar el modelo de una fase de la Sección 3 incorporando el
efecto de algunos fenómemos que afectan de manera importante a la forma y a
la velocidad de avance del frente de fuego como son el contenido de humedad del
combustible o la radiación no local. El efecto de la humedad del combustible,
aśı como el efecto endotérmico del proceso de pirólisis, se incorporan mediante
una función mult́ıvoca que representa la entalṕıa. En este modelo mejorado,
también tenemos en cuenta la influencia de la tercera dimensión sobre el modelo
bidimensional no sólo con la pérdida de calor en la dirección vertical como en
el modelo anterior, sino que además ahora tenemos en cuenta la radiación no
local desde la llama al lecho de combustible, que depende de la inclinación de
la llama, y esta a su vez de la pendiente del terreno y el viento.

5.1 Las ecuaciones

Las ecuaciones adimensionales que gobiernan este nuevo modelo son,

∂te+ w.∇e− κ∆u+ hu = <(u, y), (28)

e ∈ G(u), (29)

∂ty = −g(u)y, (30)

donde g(u) = βs+(u, y). La función s+ viene dada por,

s+(u, y) =

{
1 si u ≥ up ó y > ye
0 resto

siendo ye la fracción másica de extinción. Esto quiere decir que, por debajo de
este valor, el fuego se apaga.

Las condiciones iniciales y de contorno son,

u
∣∣
∂Ω

= 0, u
∣∣
t=0

= u0, y
∣∣
t=0

= y0. (31)

Las incógnitas son la entalṕıa e, la temperatura adimensional u = T−T∞
T∞

y
la fracción másica de combustible sólido y.

La entalṕıa adimensional e es un elemento del operador mult́ıvoco G definido
por

G(u) =





u si u < uv
[uv , uv + λv] si u = uv
u+ λv si uv < u < up
[up + λv , up + λv + λp] si u = up
u+ λv + λp si u > up

donde uv y up son, respectivamente, la temperatura adimensional de evapo-
ración del agua y la temperatura adimensional de pirólisis del combustible
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sólido. Los parámetros λv y λp son los calores adimensionales de evaporación
y de pirólisis respectivamente. En la zona quemada, el operador G se modifica
tomando λv = λp = 0.

Como en los modelos anteriores, κ∆u representa la difusión térmica, hu
la pérdida de enerǵıa por convección en la dirección vertical, y el término
convectivo w.∇e tiene en cuenta la enerǵıa transportada por convección en
el gas pirolizado.

El término < describe la radiación térmica desde la llama al lecho de
combustible. Este término es un operador de convolución dado por

<(x, u, y) = C

∫

Ωf (u,y)

f(x− x̃) dx̃, (32)

donde Ωf (u, y) = {x ∈ Ω; u(x) > up, y(x) > ye} es el dominio del fuego en la
superficie.

En un medio no dispersivo y para un gas gris, la intensidad de radiación
incidente en un punto dado de la superficie para una dirección fija viene dada,
integrando para todas la longitudes de onda, como sigue (ver [17] y Figura 11):

i(µ) = i(0)e−µ +

∫ µ

0

ib(µ
∗)e−(µ−µ∗)dµ∗, (33)

donde a es el coeficiente de absorción, µ(s) =
∫ s

0
a(s∗)ds∗ es el grosor óptico de

un camino de longitud s e ib es la intensidad de radiación del cuerpo negro.

V

P

O
f

s

V

B

O

H

f

Figura 11: Cálculo de la radiación no local.

Suponiendo que el gas fuera de la llama es un medio transparente, entonces
i(0) = 0, teniendo en cuenta que en el interior de la llama

ib(µ) =
σT 4

f (µ)

π
,
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donde Tf es la temperatura de la llama y σ es la constante de Stefan-Boltzman
y suponiendo que el espesor óptico de la llama es pequeño, obtenemos:

i(µ(s)) =
σT 4

f

π
(1− e−a(s2−s1)) ≈

aσT 4
f

π
(s2 − s1),

donde s2 − s1 es la longitud del camino dentro de la llama.

El flujo de enerǵıa q en el punto P = (x, z) se obtiene integrando para todas
las direcciones:

q =

∫ θ=2π

θ=0

∫ β=π/2

β=βH

i(β, θ) cos(β) sen(β)dβ dθ.

Para una llama de sección triangular, siendo αf el ángulo que forma la
llama con el plano horizontal, γ el ángulo que forma la proyección horizontal
de la llama con el vector posición del punto x con respecto al centro de la base
de la llama, tgαs la pendiente del terreno en la dirección determinada por el
punto x y el centro de la base de la llama y, por último, siendo B la anchura de
la base de la llama (ver Figura 11), tenemos:

q(x) =
aσT 4

f

π

∫ 2π

0

∫ π/2

βH

B senβ(tg β − tg βH)

(
cos γ+tgαf tgαs
tgαf−cos γ tgαs

+ tg β)2 − ( B
2H )2

dβdθ. (34)

Usando la regla de Simpson para integrar respecto a β, despreciando ( B
2H )2

y observando que dθ = dÃ
B‖x−x̃‖ , obtenemos:

q(x) =
aσT 4

f

π

∫

Ωf

g(α, γ, αs, βH)

‖x− x̃‖ dÃ, (35)

donde

g(αf , γ, αs, βH) =
2

3
(
π

2
− βH)

sen(
βH+π

2

2 )(tg(
βH+π

2

2 )− tg βH)

(
cos γ+tgαf tgαs
tgαf−cos γ tgαs

+ tg(
βH+π

2

2 ))2

y

βH = arg tg(
‖x− x̃‖
H

− cos γ + tgαf tgαs
tgαf − cos γ tgαs

).

Finalmente, la expresión de < en (32) se obtiene adimensionalizando, siendo
C la constante correspondiente y

f(x− x̃) =
g(αf , γ, αs, βH)

‖x− x̃‖ ,

donde aqúı x y x̃ representan coordenadas adimensionales.
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5.2 Método numérico

Para la discretización temporal consideramos un esquema semi-impĺıcito para
discretizar la derivada total, como en [14]. Tratamos de forma impĺıcita los
términos positivos y de forma expĺıcita la radiación no local, que es el término
más caro computacionalmente,

yn+1 − yn
∆t

= −yn+1g(un+1), (36)

en+1 − ēn
∆t

− κ∆un+1 + hun+1 = Rn, (37)

en+1 ∈ G(un+1), (38)

donde yn, en, un denotan aproximaciones de la solución exacta en el instante tn

y la posición x y ēn representa la entalṕıa en el instante tn en la posición que
ocupa una part́ıcula que en el instante tn+1 está en la posición x.

El sistema obtenido para cada paso de tiempo es no lineal debido al
operador mult́ıvoco G. Resolvemos éste de forma iterativa: Aśı consideramos
una perturbación exacta del problema,

Gω = G− ωI,

donde ω > 0 es un parámetro dado e I es la identidad (Figura 12). Entonces,
la ecuación (38) se puede escribir en la forma

zn+1 = en+1 − ωun+1 ∈ Gω(un+1). (39)

Para λ y ω verificando λω < 1, la resolvente

u

G (u)

upuv

p

v

Figura 12: Operador mult́ıvoco.
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Jωλ = (I + λGω)−1 = ((1− λω)I + λG)−1

es un operador uńıvoco bien definido y la aproximación de Yosida de Gω viene
dada por

Gωλ =
I − Jωλ
λ

.

Es fácil comprobar que la inclusión (39) es equivalente a la ecuación

zn+1 = Gωλ(un+1 + λzn+1).

Esto sugiere el siguiente algoritmo para resolver (36)-(38):
Para un, yn y zn dados, y un valor de tolerancia de error ε fijado,

1. Tomamos un+1,0 = un, zn+1,0 = zn.

2. Calculamos

yn+1,i+1 =
yn

1 + ∆tg(un+1,i)
.

3. Calculamos un+1,i+1 resolviendo

(h∆t+ ω)un+1,i+1 −∆tκ∆un+1,i+1 = ēn − zn+1,i + ∆tRn.

4. Calculamos zn+1,i+1 = Gωλ(un+1,i+1 + λzn+1,i).

5. Si ‖zn+1,i+1 − zn+1,i‖ > ε, actualizamos i ← i + 1 y volvemos al paso 2.
En caso contrario, terminamos el bucle.

Para λω ≤ 1/2, la aproximación de Yosida Gωλ es un operador de Lipschitz
con constante 1/λ y se puede probar la convergencia del algoritmo, véase [5].

5.3 Ejemplo numérico

Como aplicación, presentamos los resultados numéricos de una combustión
simulada en un lecho de combustible cuadrado de lado 3 m con una densidad
de Pinus Pinaster de 1 kg/m2. Valores realistas de los parámetros f́ısicos
corresponden a los siguientes valores de los parámetros adimensionales,

κ = 1.3× 10−4, h = 0.02.

Hemos estudiado la propagación del frente de fuego para los siguientes valo-
res del calor adimensional de evaporación λv = 0.6, 0.9, 1.2, que corresponden
a un contenido de humedad de 0.1, 0.15 y 0.2 (kg agua/kg combustible seco),
respectivamente . En primer lugar consideramos un calor de pirólisis nulo, es
decir, λp = 0. El fuego se inicia en el centro del cuadrado, y obtenemos un frente
de fuego circular como se puede ver en la Figura 13, en la que representamos
la sección en la ĺınea x1 = x2 de la temperatura adimensional para diferentes
instantes de tiempo y contenido de humedad λv = 0.6 . El efecto de la humedad
se puede apreciar claramente en la zona plana antes del frente de fuego.
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Figura 13: Temperatura en diferentes instantes de tiempo y λv = 0.6 .
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Figura 14: Temperatura en el instante t = 150s y diferentes contenidos de
humedad.

En la Figura 14 representamos el perfil de la temperatura al cabo de 150 s
para los distintos contenidos de humedad mencionados, a los que corresponden
las siguientes velocidades de avance del frente de fuego: 1.07 cm/s, 0.76 cm/s
y 0.49 cm/s. Para una cantidad de combustible dada existe un valor máximo
del contenido de humedad por encima del cual el fuego no se propaga, en este
ejemplo, este valor cŕıtico es λv = 1.32 .

El calor absorbido por la pirólisis es generalmente mucho menor que el
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calor absorbido por la evaporación del agua y algunas veces se desprecia, es
decir, se toma λp = 0. Para ver el efecto del calor de pirólisis, en la Figura 15
representamos el perfil de la temperatura adimensional en los instantes t = 50 s
y t = 100 s para λv = 0.3 y λp = 0 y λp = 0.09, que corresponden a un valor
de calor absorbido por pirólisis de 0 y 30 kj/kg respectivamente.
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Figura 15: Temperatura en los instantes t = 50s y t = 100s y diferentes calores
de pirólisis.

En la Figura 16 se representa el flujo de calor debido a la radiación no local
en el caso de una superficie inclinada y con viento en la dirección perpendicular
a la dirección de máxima pendiente de la superficie.

0.00663923
0.0195084
0.0323776
0.0452468
0.058116
0.0709852
0.0838544
0.0967235
0.109593
0.122462
0.135331
0.1482
0.161069
0.173939
0.186808
0.199677
0.212546
0.225415
0.238285
0.251154

Figura 16: Término de radiación para un caso con viento e inclinación del
terreno.
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Resumen

Se presentan en este art́ıculo varios sistemas de codificación de
información mediante códigos de barras. En particular se detalla la forma
de elaborar el código de barras EAN13, posiblemente el más utilizado en
la actualidad, y su relación con otro de los códigos más empleados: el
ISBN para la catalogación de libros. Se incluyen y comentan los procesos
matemáticos empleados para elaborar tales códigos.

Palabras clave: Codificación de la información, códigos de barras, códigos
detectores de errores, EAN13, ISBN.

Clasificación por materias AMS: 94A15, 94B05, 94B60

1 Introducción

El desarrollo tecnológico actual, la proliferación de los ordenadores y periféricos,
aśı como la facilidad para el establecimiento de redes locales y su rapidez
de acceso, ha permitido el desarrollo de nuevas aplicaciones matemáticas e
informáticas a diferentes campos de la vida cotidiana. Una de ellas es la
codificación de objetos de toda ı́ndole; en la que además de las herramientas
informáticas que agilizan el tratamiento de la información, intervienen diferentes
aspectos matemáticos, como son los algoritmos utilizados en la elaboración de
los códigos y la verificación de que éstos son léıdos correctamente.
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Se denomina código a todo sistema de signos o señales y reglas que cambia
la forma de un mensaje. Esta codificación se lleva a cabo de forma estándar y
no secreta, es decir, su finalidad es la de resumir determinados datos y permitir
una manipulación electrónica de los mismos. Desde este punto de vista, no es
objetivo de un código impedir que la información que contiene sea accesible
a personas diferentes de quienes elaboraron dicho código. No se trata pues
de códigos secretos, que entran en el campo de la criptograf́ıa (para temas
criptográficos véanse, por ejemplo, [10, 14]).

En particular, los códigos de barras que se presentan en este art́ıculo son
no significativos en el sentido de que no proporcionan más información que la
contenida en el propio código, es decir, no permiten ocultar información, dado
que su finalidad no es otra que la de transformar la información constituida
por caracteres en una información gráfica, que puede ser tratada por medios
informáticos. Por este motivo, no es conveniente que información confidencial
se codifique por medio de códigos de barras.

Hoy en d́ıa, la mayor parte de los productos manufacturados, desde libros
a latas de tomate, pasando por prendas de vestir, medicamentos, o paquetes
de env́ıo urgente, llevan una etiqueta con deteminados śımbolos o barras, que
codifican información relativa a dicho art́ıculo y que permiten identificarlo de
forma uńıvoca. Aśı, se entiende por código de barras a un conjunto de ĺıneas y
números asociados a ellas, que va impreso en los productos de consumo y que
se utiliza para su gestión informática. La información contenida en el código de
barras hace referencia a datos relevantes del art́ıculo, como el páıs de fabricación,
su tamaño, propiedades, precio, etc. Estos datos son accesibles por medio de
un lector óptico que “lee” el contenido del código mediante un rayo láser.
La “lectura” es transformada por el software correspondiente y manipulada
conforme a determinados requerimientos informáticos. El código léıdo es enviado
a una base de datos que responde con el nombre del art́ıculo, su precio y otros
datos. En el caso de una venta, el art́ıculo es dado de baja en el almacén, con
lo que es posible gestionar las ventas diarias, el stock, etc.

En el presente trabajo se comentan diferentes métodos de codificación
mediante códigos de barras. En §2 se presentan algunas definiciones básicas
sobre códigos en su sentido matemático. En la sección 3 se hace un breve repaso
a los códigos de barras más empleados. El caso particular del código de barras
EAN13 se comenta con detalle en la sección 4. Finalmente, en §5 se presenta
el código ISBN, su relación con el EAN13 y algunas de sus propiedades para
detectar determinados tipos de errores.

2 Definiciones y Notación

Se llama alfabeto a un conjunto finito de q śımbolos, Σq = {s1, s2, . . . , sq}.
Los elementos (vectores) de Σn

q se denominan palabras de longitud n, y se llama
código de longitud n a todo subconjunto C ⊂ Σn

q . Los elementos de C se conocen
como codewords o palabras codificadas (para un estudio más detallado véanse,
por ejemplo, [5, 9, 15]). Si q = 2, los códigos se llaman códigos binarios.
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La distancia de Hamming entre dos vectores x = (x1, . . . , xn), y =
(y1, . . . , yn) de Σnq se define como el número de posiciones en las que difieren
dichos vectores y viene dada por:

d(x, y) = |{i : 1 ≤ i ≤ n y xi 6= yi}| .

Dado un código C, se define su distancia mı́nima, d, por la expresión

d = min{d(x, y) : x, y ∈ C y x 6= y}.

Si C tiene k elementos, |C| = k, el código C suele llamarse un (n, k, d)-código.
Los códigos con distancia mı́nima d ≥ 2 pueden ser empleados para detectar
d − 1 errores (códigos detectores de errores). Sea d = 2e + 1 ≥ 3, entonces C
puede utilizarse para corregir errores (código corrector de errores), de modo que
puede corregir e = (d − 1)/2 errores. Si d = 2e ≥ 4, el código podrá corregir
e−1 = (d−2)/2 errores. La capacidad de detectar y de corregir errores depende
del valor de d y del algoritmo que se utilice. Aśı, un código con distancia d = 5,
por ejemplo, puede utilizarse para detectar 4 errores, para corregir 2 errores, o
para detectar 3 y corregir 1, etc.

Se define la tasa de información de un código C como la razón entre la
cantidad de información significativa de cada palabra y la longitud de cada
palabra. Esta tasa puede determinarse mediante la expresión:

R = logq |C|/n. (1)

El concepto de tasa de información es natural en el sentido de que para codificar
4 palabras usando un alfabeto binario, bastaŕıa con emplear las palabras 00, 01,
10 y 11; pero si se emplea un código de 4 palabras de longitud 3, entonces, por
la expresión (1), su tasa de información seŕıa 2/3. Se llama peso de Hamming
de un vector x ∈ Σnq , y se representa por w(x), al número de elementos no nulos
que contiene, es decir, a la distancia de x al vector 0. Dado que la distancia
entre dos vectores, x, y, es el número de posiciones en las que difieren, se tiene
d(x, y) = w(x − y). El peso mı́nimo de un código es el mı́nimo de los pesos de
Hamming de las palabras no nulas de dicho código.

Los ejemplos más útiles de alfabetos son Σq = Zq y, si q es la potencia de
un número primo, el cuerpo Σq = Fq (recuérdese que Zq es un cuerpo si y sólo
si q es primo). Un código C es un código lineal sobre Fq si es un subespacio
vectorial de Fnq , y se dice que es un [n, k]-código si dicho código tiene dimensión
k. Si, además, su mı́nima distancia es d, entonces se llama un [n, k, d]-código.
Es claro que la tasa de información de un [n, k, d]-código es R = k/n. Además
como los códigos lineales son subespacios vectoriales, este peso mı́nimo coincide
con la distancia mı́nima del código.

Para ilustrar las anteriores definiciones, en el Cuadro 1 se presentan dos
ejemplos de códigos binarios.
C1 es un código binario de longitud 5 y se forma añadiendo un bit de paridad

al final de cada una de las palabras de F4
2; es decir, al final de cada palabra se

añade el bit 0 si la suma de sus bits es par, y el 1 en caso contrario. Claramente
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Palabra Código C1 Código C2
0000 00000 0000000
0001 00011 1010101
0010 00101 0110011
0011 00110 1100110
0100 01001 0001111
0101 01010 1011010
0110 01100 0111100
0111 01111 1101001
1000 10001 1111111
1001 10010 0101010
1010 10100 1001100
1011 10111 0011001
1100 11000 1110000
1101 11011 0100101
1110 11101 1000011
1111 11110 0010110

Cuadro 1: Ejemplos de dos códigos lineales binarios

este código puede detectar hasta un bit de error, pero no puede corregir errores
dado que su distancia mı́nima es 2. C1 es un [5, 4, 2]-código binario. Por su parte,
el código C2 es de longitud 7 y distancia mı́nima 3. Dado que es un [7, 4, 3]-código,
es capaz de corregir hasta un bit de error.

Esta ganancia a la hora de corregir errores y no sólo de detectarlos tiene
un precio. En este caso, según la expresión (1), la tasa de información de C2

es 4/7; mientras que la tasa correspondiente a C1 es 4/5. Como es de suponer,
los códigos que atraen más atención son aquellos que poseen una alta tasa de
información y proporcionan, además, una alta capacidad para corregir errores.

Los códigos de barras que se presentarán de forma detallada en este art́ıculo
son códigos detectores de errores puesto que en su elaboración se incluye un
d́ıgito de control que permite llevar a cabo tal detección; pero no permiten
corregir errores y no son códigos lineales.

La combinación de dos códigos con distancia d = 2 permite obtener códigos
con distancia mayor; por lo que pueden corregir errores. Es el caso del código
binario del Servicio Postal americano utilizado para indicar el código postal en
las cartas, llamado código Postnet. El hecho de que permita corregir errores
se debe a que se puede determinar la posición en la que se ha producido el
error. El código Postnet está formado por dos códigos de distancia d = 2: uno
decimal de longitud 10 y otro binario de longitud 5 (que permite escribir cada
d́ıgito mediante barras). Este segundo código se muestra en el Cuadro 2, donde
los ceros se representan por medio de barras cortas y los unos mediante barras
largas. Ambos códigos se combinan para obtener un código binario de longitud
50 y distancia d = 4.
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Palabra Código Postnet Representación gráfica

1 00011 ppp||
2 00101 pp|p|
3 00110 pp||p
4 01001 p|pp|
5 01010 p|p|p
6 01100 p||pp
7 10001 |ppp|
8 10010 |pp|p
9 10100 |p|pp
0 11000 ||ppp

Cuadro 2: Representación binaria y gráfica del Código Postnet

Cada código Postnet está formado por 9 d́ıgitos, c1, . . . , c9, a los que se añade
un d́ıgito de control, c10, calculado de modo que su suma con los 9 precedentes
sea divisible entre 10. A la hora de imprimir el código Postnet se insertan dos
barras largas al inicio y al final, que hacen el oficio de separadores. Se puede
observar, además, que cada codeword tiene 3 barras cortas y 2 barras largas, lo
que permite detectar si se ha producido un error a la hora de imprimirlo o leerlo.
En efecto, si se produce un error y un d́ıgito estuviera representado por 3 barras
largas o sólo por una, se sabŕıa de la existencia del error y de su posicición —la
razón de representar cada d́ıgito mediante 5 barras (o bits) y no con 4 es que en
este caso hay exactamente 10 posibles combinaciones de 2 barras largas (unos)
y 3 barras cortas (ceros)—. Si el error se ha producido en la posición i-ésima, y
x = ci fuera el d́ıgito desconocido, para corregir el error bastaŕıa con calcular

x ≡ − (c1 + · · ·+ ci−1 + ci+1 + · · ·+ c10) mod 10.

Por ejemplo, si la impresión errónea del código Postnet 8765432195 fuera

||pp|p|ppp|p||ppp|p|ppppp|pp||ppp|p|ppp|||p|ppp|p|p|,

fácilmente se detectaŕıa que el error se ha producido en el d́ıgito que ocupa la
quinta posición, dado que en dicha posición (eliminadas las dos barras laterales
del código) aparecen 4 barras cortas y sólo una larga. Ahora bien, si x es el
d́ıgito que debeŕıa ocupar dicha posición, el error se corrige calculando

x ≡ −(8 + 7 + 6 + 5 + 3 + 2 + 1 + 9 + 5) mod 10 = −46 mod 10 = 4.

3 Códigos de barras unidimensionales

La codificación de art́ıculos más extendida se lleva a cabo mediante los llamados
códigos de barras unidimensionales. Estos códigos ocupan, en realidad, dos
dimensiones; sin embargo se llaman unidimensionales debido a que son léıdos
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por un láser lineal, y basta con leer cualquier ĺınea transversal al código, dado
que todas ellas son iguales. No obstante, existen diferentes formas de llevar a
cabo esta codificación. En general, la elección de un determinado tipo de código
de barras depende de la aplicación para la que se desee utilizar.

Los códigos de barras suelen tener dos representaciones: una determinada
cantidad de d́ıgitos o caracteres en su parte inferior (no siempre presente) y
una parte gráfica formada por unas barras verticales de diferente grosor y
separadas por unos espacios paralelos. Los códigos codifican determinado juego
de caracteres, es decir, un conjunto espećıfico de letras, números y śımbolos.
Todo código de barras posee unos elementos caracteŕısticos. Aśı, los separadores
de inicio y de fin de cada código son combinaciones espećıficas de barras y
espacios que indican al lector óptico dónde empieza y dónde termina el código a
leer. Los códigos se llaman bidireccionales si pueden ser léıdos tanto de derecha
a izquierda como de izquierda a derecha. A continuación se presentan los códigos
de barras lineales más utilizados en la actualidad, aśı como una breve descripción
de cada uno de ellos (para más detalles ver [2, 3, 16]).

El Código 39 (Código 3 de 9) es un código de longitud variable, adecuado
para codificar datos alfanuméricos de carácter general. Cada carácter se
representa mediante cinco barras y cuatro espacios, con sólo dos anchuras
posibles: gruesa y fina (ver Figura 1(a)). El Código 2 de 5 (Intercalado 2 de
5, ITF ó I-2/5) es un sistema de codificación (véase la Figura 1(b)) de propósito
general para datos numéricos.

(a) (b)

Figura 1: Ejemplos de Código 39 y Código 2 de 5

Codabar es un código para la codificación de números que incluye algunos
caracteres especiales (ver Figura 2(a)). Dispone de 4 separadores de inicio/fin,
que pueden llevar información adicional. El Código 128, más condensado que el
Código 39, permite codificar 128 caracteres ASCII (se pueden utilizar diferentes
juegos de caracteres para codificar caracteres extendidos que no pertenezcan al
inglés). Cada carácter se representa mediante 3 barras y 3 espacios, que pueden
tener cuatro anchuras diferentes (ver Figura 2(b)).

(a) (b)

Figura 2: Ejemplos de Codabar y de Código 128
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Existen otros códigos, como el Código 93 que ofrece una densidad de
información alfanumérica mayor que la que ofrecen los Códigos 39 y 128,
incluyendo el código ASCII completo. Por su parte, el Código de canal es una
familia de śımbolos de barras unidimensionales diseñada para codificar cadenas
de entre 2 y 7 d́ıgitos con la menor longitud de śımbolo posible.

Hay muchas aplicaciones en las que no se pueden emplear los códigos de
barras presentados hasta ahora. Es el caso, por ejemplo, de la codificación que
precise de los 256 caracteres ASCII de forma simultánea. Por este motivo se ha
desarrollado la denominada simboloǵıa 93i, que codifica bytes y permite, por
tanto, codificar todos los caracteres pertenecientes al código ASCII completo.
La simboloǵıa 93i ([2]) extiende la del Código 39, incorpora los 65536 caracteres
Unicode, su longitud es variable y utiliza 2 caracteres para comprobar los
śımbolos ó 6 códigos Reed-Solomon correctores de errores ([15]).

Dado que en ocasiones se requiere que el código de barras no supere
determinada superficie, se ha desarrollado otra simboloǵıa que permite llevar
a cabo este objetivo y se conoce como Simboloǵıa para reducir espacio o RSS
(Reduced Space Symbology). Esta simboloǵıa consta de tres familias diferentes:
RSS -14, RSS Limitada y RSS Expandida, que pueden ser utilizadas por el
sistema EAN.UCC (European Article Numbering [7] y Uniform Code Council
[17], respectivamente). Existe otra versión de esta simboloǵıa, conocida como
RSS -14 Apilada, que corta un RSS-14 demasiado ancho y lo apila en dos filas.

4 El código de barras EAN13

Sin duda, el código de barras más extendido en el mundo es el llamado EAN13
(existe una versión reducida y menos utilizada llamada EAN8 ). Este código data
de 1977 y es para Europa el análogo al código UPC de Estados Unidos (Universal
Product Code, [17]) o al código JAN de Japón (Japanese Article Number [13]).
El EAN13 es una extensión del UPC, por lo que ha heredado algunas de sus
caracteŕısticas y arbitrariedades, como se mencionará más adelante. El nombre
del código, EAN, procede de las iniciales de European Article Numbering ([7]),
mientras que el 13 hace referencia al número de d́ıgitos que van impresos en
la parte inferior del código, de los que las barras son su representación gráfica.
Como ya se mencionó, el EAN13 es no significativo, es decir, no proporciona
ninguna información adicional que no esté contenida en los 13 d́ıgitos que lo
acompañan.

4.1 Determinación de los d́ıgitos

Los 13 d́ıgitos del código EAN13, c1, . . . c13, se calculan como sigue:

1. Código del páıs: Son los dos primeros d́ıgitos (algunos páıses utilizan 3),
c1 y c2, y son asignados por la organización nacional del sistema EAN a
la que se ha adscrito la empresa que elabora el producto (ver [1]). Por
ejemplo, los dos d́ıgitos para España son 84, para el Reino Unido, 50,
mientras que Alemania usa del 400 al 440.
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2. Código de la empresa: Los siguientes 5 u 8 d́ıgitos, c3, . . . c10, se reservan
para las diferentes empresas registradas en cada páıs.

3. Código del producto: Son los d́ıgitos que restan hasta 12 (entre 2 y 5),
c8, . . . , c12, y están a disposición del propietario de la marca.

4. Dı́gito de control : El último d́ıgito, c13, se calcula a partir de los 12
d́ıgitos anteriores y permite decidir si el código de barras se ha léıdo
correctamente. Su expresión simplificada es:

c13 = −
6∑

j=1

(c2j−1 + 3c2j) mod 10. (2)

Una vez que los 13 d́ıgitos han sido determinados, cada uno de ellos es
representado mediante una colección de barras y espacios verticales, y todo ello
constituye el código EAN13.

4.2 Fundamentos matemáticos

Antes de proceder a la determinación de las barras y espacios del código, se
justificarán las razones matemáticas de la elección del d́ıgito de control dado en
la expresión (2).

En general, el cálculo de un d́ıgito de control, an, para una colección de n−1
d́ıgitos dados: a1, . . . , an−1, se lleva a cabo de manera que una operación sobre
todos los d́ıgitos de identificación: a1, . . . , an−1, an, permita decidir si el código
ha sido léıdo correctamente. Para ello se considera el conjunto de los enteros
módulo k, Zk, y n aplicaciones σi : Zk → Zk, y se supone que el código se ha
léıdo correctamente si y sólo si se verifica la siguiente condición:

n∑

i=1

σi (ai) ≡ 0 mod k.

(Nótese que la elección del 0 en la congruencia anterior es arbitraria, es decir,
no hay ninguna razón que impida elegir cualquier otro entero de Zk). La
secuencia σ1, . . . , σn se denomina esquema de control de d́ıgitos. Normalmente,
las aplicaciones σi se definen por σi(ai) = ωi · ai, con ωi ∈ Zk. Un error de
un único d́ıgito (ED para abreviar), es decir, confundir el d́ıgito ai con a′i; es
detectable si y sólo si se verifica que σi (ai) 6≡ σi (a′i) mod k. Por otra parte,
un error de transposición (ET para abreviar), esto es, intercambiar el d́ıgito ai
por el aj ; es detectable si y sólo si σi (ai) + σj (aj) 6≡ σi (aj) + σj (ai) mod k.
En el caso en que se considere k > 10, se deben introducir caracteres extra que
sustituyan a los valores 10, . . . , k − 1. El principal resultado sobre la detección
de errores se basa en el siguiente

Teorema 1 Si los números de identificación a1, . . . , an, verifican

(ω1, ω2, . . . , ωn) · (a1, a2, . . . , an) =

n∑

i=1

ωi · ai ≡ 0 mod k, (3)
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entonces, un error de un único d́ıgito es indetectable si y sólo si ωi (ai − a′i) ≡ 0
mod k; mientras que un error de transposición que intercambia los elementos de
las posiciones i y j es indetectable si y sólo si (ωi − ωj) (ai − aj) ≡ 0 mod k.

La demostración de este Teorema es inmediata, basta tener en cuenta que
cuando se comete un ED, la diferencia entre el valor correcto (esto es, cuando
se utiliza ai) para la expresión (3) y el valor incorrecto (cuando se emplea a′i)
es precisamente ωi (ai − a′i). Por otra parte, la diferencia entre el valor correcto
y el incorrecto para (3) cuando se lleva a cabo un ET es (ωi − ωj) (ai − aj).

A partir del Teorema 1 si un d́ıgito de control, an, verifica la condición (3)
(en realidad esta condición puede ser contrastada si se consideran varios d́ıgitos
de control y no sólo uno), entonces, es inmediato determinar las condiciones
de los pesos wi de cada ai, de modo que se pueda asegurar qué errores son
detectables (ver Cuadro 3). Nótese que las unidades de Zk son los elementos
z ∈ Zk tales que mcd(z, k) = 1.

Error Forma Condición sobre el módulo k

ED ai → a′i mcd(wi, k) = 1

ET 1 ai . . . aj → aj . . . ai mcd(wj − wi, k) = 1

ET 2 ai−1aiai+1 → ai+1aiai−1 mcd(wi+1 − wi−1, k) = 1

Gemelos 1 a
i
a
i+1
→ b

i
b
i+1

mcd(wi + wi+1, k) = 1

Fonética ai0↔ 1ai jwi+1 6≡ (j − 1)wi mod k, 0 ≤ j ≤ k − 1

Gemelos 2 a
i−1

c a
i+1
→ b

i−1
c b
i+1

mcd(wi−1 + wi+1, k) = 1

Cuadro 3: Condiciones del módulo k sobre diferentes errores

Si por ejemplo, k = 10 y los wj son impares, y por tanto wi −wj es par, las
condiciones presentadas en la última columna del Cuadro 3 son incompatibles,
es decir, no pueden verificarse todas simultáneamente. Aśı pues, no se pueden
detectar, en el 100 % de los casos, los errores mencionados anteriormente para
el caso k = 10. De forma más general se verifica el siguiente

Teorema 2 Si un esquema de detección de errores con un módulo par detecta
los errores de un único d́ıgito, entonces para cualesquiera i y j, existe un error
de transposición que afecta a las posiciones i y j, que no puede ser detectado.

También en este caso la demostración es inmediata puesto que si el
esquema detecta todos los errores de tipo ED, entonces las aplicaciones σi
son permutaciones de Z2m. Además, para detectar todos los errores ET que
involucran a las posiciones i y j, es necesario que σi(a) + σj(b) 6= σi(b) + σj(a),
para todos los a 6= b ∈ Z2m. De donde se tiene que σ(z) = σi(z)− σj(z) es una
permutación de Z2m. Sumando los elementos de Z2m, módulo 2m, se tiene que

m = m+ 0 + 1 + (2m− 1) + 2 + (2m− 2) + · · ·+ (m− 1) + (m− 1),

y además

m =
∑

z =
∑

σ(z) =
∑

σi(z)−
∑

σi(z) = m−m = 0,
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lo que es una contradicción.
De lo dicho anteriormente se puede afirmar que el d́ıgito de control, c13,

dado por (2) para el código EAN13 está bien definido puesto que verifica

6∑

j=0

c2j+1 + 3

6∑

j=1

c2j ≡ 0 mod 10. (4)

Nótese que para el EAN13, wj = 1 si j es impar y wj = 3 si j es par. El
hecho de asignar diferentes pesos a las posiciones pares e impares hace que se
puedan detectar (ver Teorema 1 y Cuadro 3) el 100 % de los errores de un único
d́ıgito dado que mcd(wj , 10) = 1, aunque no se puedan corregir. Además, no
detecta la totalidad de los errores de transposición, tal y como se desprende del
Teorema 2. En efecto, si se transponen los d́ıgitos ai y aj , con i y j de diferente
paridad, se tiene que la diferencia de las sumas dadas por (4) para cada uno de
los dos casos es (3ai + aj) − (3aj + ai) = 2 (ai − aj), y el error es indetectable
si |ai − aj | = 5.

Por ejemplo, si se tienen los 13 d́ıgitos siguientes para un código EAN13:
8412345678905, es inmediato comprobar que tal código es correcto. En efecto,
basta con verificar que se cumple la congruencia dada en (4):

(8 + 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 5) + 3(4 + 2 + 4 + 6 + 8 + 0) mod 10 = 110 mod 10 ≡ 0.

Ahora bien, si en lugar de considerar el código anterior, se ha cometido un ED
al considerar el código 8412395678905, se puede detectar que éste es erróneo
puesto que se tiene

(8 + 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 5) + 3(4 + 2 + 9 + 6 + 8 + 0) mod 10 ≡ 5 mod 10,

pero no hay forma de saber dónde se cometió el error, y éste no puede corregirse.
El código original podŕıa haber sido 3412395678905 ó 8412895678905, etc.

Por otra parte, si se ha producido un ET entre las posiciones sexta y décimo
primera y los 13 d́ıgitos considerados fueran 8412395678405, éste código se daŕıa
por correcto, a pesar de haberse producido un error, dado que también se verifica
que

(8 + 1 + 3 + 5 + 7 + 4 + 5) + 3(4 + 2 + 9 + 6 + 8 + 0) mod 10 ≡ 0 mod 10.

Para determinar el porcentaje de errores de transposición de dos d́ıgitos
consecutivos que son detectados por el EAN13, basta tener en cuenta que de
los 90 posibles ET de esta forma, todos se pueden detectar salvo que se tengan
los siguientes pares de d́ıgitos consecutivos: 05, 16, 27, 38, 49 y sus inversos,
es decir, se puede detectar el 80/90 = 89,89 % de estos errores. Razonando de
forma análoga se obtiene el mismo valor para todos los ET.

Sin embargo, si los pesos dados a las posiciones fueran wj = 1 si j es impar
y wj = 2 si j es par, éste esquema detectaŕıa el 100 % de los ET, dado que en
este caso si se transponen, por ejemplo, los d́ıgitos consecutivos a y b, se tiene
que el error sólo es indetectable si (2a+ b)− (2b+ a) = a− b ≡ 0 mod 10 (ver
[11] para esquemas con tres pesos diferentes). Sin embargo, en este caso no se
detectaŕıan todos los ED.
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4.3 Determinación de las barras y espacios

Para determinar el código de barras bajo el que se escribirán los 13 d́ıgitos de que
consta, se utiliza el módulo como unidad básica de representación y corresponde
a la mı́nima anchura que puede tener una barra (〈1〉) o un espacio (〈0〉). De esta
forma la codificación 〈000〉 hace referencia a un espacio de módulo 3, mientras
que la codificación 〈11〉 se refiere a una barra de módulo 2. Además, cada
código tiene siempre tres separadores (ver Figura 3), que son los mismos para
todos los códigos EAN13, y que indican dónde comienza el código (separador
izquierdo o de inicio), dónde termina (separador derecho o de fin) y cuál es
su centro (separador central). Los separadores derecho e izquierdo son siempre
〈101〉 mientras que el separador central es 〈01010〉. Estos valores permiten al
escáner que lee las barras determinar la anchura utilizada por cada módulo del
código, lo que posibilita que un mismo escáner sea capaz de leer códigos de
barras de diferentes tamaños. Las barras de dichos separadores son ligeramente
más largas que las restantes del código.

6 Caracteres
tipo A y B

6 Caracteres
tipo C

Separador
Derecho

Separador
Izquierdo

Separador
Central

8 401234 567895

Figura 3: Descripción de la partes de un código EAN13

El primer d́ıgito de los 13 del EAN13 se coloca en la parte exterior
izquierda del código, es decir, antes del separador izquierdo y no se representa
gráficamente, aunque influye en la representación gráfica de los d́ıgitos que
ocupan las posiciones #2 a #7, como se verá posteriormente. Los restantes 12
d́ıgitos se separan en dos grupos de 6 d́ıgitos cada uno, de modo que el primer
grupo se coloca y codifica entre el separador izquierdo y el central; mientras que
el segundo grupo queda situado entre el separador central y el derecho.

La representación gráfica de cada d́ıgito está formada por dos barras y dos
espacios y ocupa siempre 7 módulos, es decir, cada carácter está codificado por
un vector binario de longitud 7 y peso de Hamming variable —el número de 1’s
que contiene—. Aśı, el vector 〈0111001〉 correspondeŕıa a un espacio de módulo
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1, una barra de módulo 3, un espacio de módulo 2 y una barra de módulo 1. La
codificación anterior también podŕıa haberse llevado a cabo mediante los cuatro
d́ıgitos que indican los módulos de cada espacio y barra: 1321.

El número total de módulos de un código EAN13 es, por tanto, de
2 · 3 + 12 · 7 + 5 = 95, si bien se acostumbran a dejar zonas mudas alrededor del
mismo para facilitar su lectura por el escáner. Por otra parte, como la anchura
estándar de cada módulo es de 0,33 mm. y su altura estándar de 22,85 mm.,
resulta que el tamaño estándar para un código de este tipo, incluidas las zonas
mudas, es de 37, 29× 26, 26 mm. (se permite un escalado entre 0,8 y 2 veces el
valor estándar anterior).

Las representaciones gráficas de los 6 primeros d́ıgitos siempre empiezan por
un espacio (es decir, por uno o varios 0’s) y terminan por una barra (esto es,
por uno o varios 1’s); mientras que para el segundo grupo es al revés: empiezan
por una barra y terminan por un espacio. Nótese que esta distribución es
compatible con la codificación de los separadores izquierdo, derecho y central.
El primer grupo utiliza dos patrones diferentes (tipos A y B) para codificar
cada d́ıgito, mientras que el segundo grupo utiliza un tercer patrón (tipo C).
La codificación del primer grupo (posiciones #2 a #7) se hace utilizando el
Cuadro 4, según el valor del primer d́ıgito del código. Por esta razón no es
necesario representar el primer d́ıgito del código mediante barras, sin que se
pierda por ello la información que el mismo proporciona.

Primer d́ıgito #2 #3 #4 #5 #6 #7

0 A A A A A A
1 A A B A B B
2 A A B B A B
3 A A B B B A
4 A B A A B B
5 A B B A A B
6 A B B B A A
7 A B A B A B
8 A B A B B A
9 A B B A B A

Cuadro 4: Patrones de codificación para las posiciones #2 a #7

Aśı por ejemplo, si el primer d́ıgito es 3, los d́ıgitos de las posiciones #2, #3
y #7 se codifican según el patrón A, mientras que los de las posiciones #4, #5
y #6 utilizan el patrón B. Finalmente, es necesario conocer cómo se codifica
cada d́ıgito para cada uno de los patrones. Esta codificación se presenta en el
Cuadro 5, de modo que las dos barras (b) y los dos espacios (e) de cada patrón
están caracterizados como sigue:

• Patrón A. Su secuencia es ebeb y los vectores binarios de este tipo son de
longitud 7 y peso impar, esto es, 3 ó 5.
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• Patrón B. Su secuencia es ebeb y los vectores binarios pertenecientes a
este tipo son de longitud 7 y peso par, es decir, 2 ó 4.

• Patrón C. Su secuencia es bebe y sus vectores binarios son de longitud 7 y
peso par: 2 ó 4 (al ser su paridad diferente de la de A, que es el patrón con
el que siempre empieza el código, éste puede leerse bidireccionalmente).

Dı́gito Patrón A Patrón B Patrón C

0 3211→ 〈0001101〉 1123→ 〈0100111〉 3211→ 〈1110010〉
1 2221→ 〈0011001〉 1222→ 〈0110011〉 2221→ 〈1100110〉
2 2122→ 〈0010011〉 2212→ 〈0011011〉 2122→ 〈1101100〉
3 1411→ 〈0111101〉 1141→ 〈0100001〉 1411→ 〈1000010〉
4 1132→ 〈0100011〉 2311→ 〈0011101〉 1132→ 〈1011100〉
5 1231→ 〈0110001〉 1321→ 〈0111001〉 1231→ 〈1001110〉
6 1114→ 〈0101111〉 4111→ 〈0000101〉 1114→ 〈1010000〉
7 1312→ 〈0111011〉 2131→ 〈0010001〉 1312→ 〈1000100〉
8 1213→ 〈0110111〉 3121→ 〈0001001〉 1212→ 〈1001000〉
9 3112→ 〈0001011〉 2113→ 〈0010111〉 3112→ 〈1110100〉

Cuadro 5: Asignación de los patrones de codificación

Es claro que si se elige otra codificación diferente a la presentada en los Cuadros 4
y 5, es decir, otra reordenación en los patrones para cada d́ıgito inicial, o
las asignaciones a d́ıgitos dentro de cada patrón de codificación, se obtendrán
diferentes códigos de barras. En este caso no se estaŕıa utilizando el estándar
EAN13, sino otra codificación diferente.

4.4 EAN13 y códigos binarios

Después de lo mencionado acerca de la representación mediante espacios y
barras (alternados) los d́ıgitos 0–9 en un código EAN13, parece necesario dar
una justificación matemática a dicho proceso, aunque el inventor del código
UPC, precursor del EAN13, no se basara en conceptos matemáticos.

En primer lugar, es claro que la representación de cada d́ıgito necesita, al
menos, de 2 espacios y 2 barras, puesto que como el final de la representación
de un d́ıgito debe servir para marcar el inicio de la representación del d́ıgito
siguiente, no pueden emplearse 2 espacios y 1 barra (o viceversa). Por tanto, el
código binario a emplear debe ser de longitud mayor o igual que 4.

Por otra parte, se ha de garantizar, también, que cada d́ıgito pueda ser
codificado de dos maneras diferentes: una para el patrón A (vectores de peso
impar) y otra para el B (vectores de peso par), por lo que hace falta un
mı́nimo de 20 codewords. Además, todas las representaciones de los d́ıgitos
deben empezar por 〈0〉 (espacio) y terminar por 〈1〉 (barra). Dado que sólo
existen 24 = 16, codewords de longitud 6 de la forma

〈0 x1 x2 x3 x4 1〉, xi ∈ F2,
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es necesario utilizar codewords de longitud, al menos, 7. Supongamos entonces
que los codewords son de longitud 7 y que de los 27 = 128 posibles codewords
sólo se consideran los 25 = 32 de la forma preestablecida, es decir,

〈0 x1 x2 x3 x4 x5 1〉, xi ∈ F2.

De estos 32 codewords se deben eliminar todos aquellos para los que no haya
exactamente 3 cambios de la forma 01 ó 10, dado que los 2 espacios y las
2 barras de que consta cada representación (ebeb) deben estar alternados. Una
vez eliminados los que no verifican esta condición, quedan los siguientes posibles
codewords:

0000101, 0001001, 0001011, 0001101, 0010001,
0010011, 0010111, 0011001, 0011011, 0011101,
0100001, 0100011, 0100111, 0101111, 0110001,
0110011, 0110111, 0111001, 0111011, 0111101.

Como se puede observar, la mitad de los codewords anteriores son de peso impar
(3 ó 5) y la otra mitad son de peso par (2 ó 4), por lo que dicha división puede
utilizarse como criterio para separar los dos patrones y obtener dos códigos
binarios de longitud 7, diferentes:

CA = {0001101, 0011001, 0010011, 0111101, 0100011,

0110001, 0101111, 0111011, 0110111, 0001011},
CB = {0100111, 0110011, 0011011, 0100001, 0011101,

0111001, 0000101, 0010001, 0001001, 0010111}.

La ordenación de los codewords (que corresponde a la presentada en el
Cuadro 5) es la misma que la empleada en el código UPC americano, inventado
en 1973 por George J. Laurer —4 años antes que el EAN13—, quien, en
comunicación personal, nos ha asegurado que la ordenación del patrón A (y
por tanto la asignación de los d́ıgitos 0–9 para el primer grupo de 6 caracteres)
la llevó a cabo de forma completamente arbitraria (lo mismo que la ordenación
de los patrones A y B del Cuadro 4). Por otra parte, la ordenación del patrón
B la tomó, de alguna manera, como imagen especular del patrón A. A partir
de las asignaciones mencionadas, la correspondiente al patrón C es inmediata
de modo que permita decidir al escáner si la lectura del código se lleva a cabo
de derecha a izquierda o al revés.

CC = {1110010, 1100110, 1101100, 1000010, 1011100,

1001110, 1010000, 1000100, 1001000, 1110100}.

Aśı pues, los códigos CA, CB y CC son códigos binarios de longitud 7 y
distancia mı́nima 2, es decir son (7, 10, 2)-códigos, pero no son códigos lineales,
dado que no son subespacios vectoriales de F7

2. Su tasa de información es:

R =
log2 10

7
= 0,475.
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El hecho de añadir barras al código EAN13 para representar d́ıgitos, dota
a este de cierta capacidad para corregir errores, de manera análoga a como lo
hace el código Postnet, ya comentado, aunque esta posibilidad no se utiliza
habitualmente. Por ejemplo, si se pierde un d́ıgito del código o es léıdo
erróneamente —ya sea porque hay manchas o roturas o porque la paridad no es
la adecuada—, el error es detectado porque el EAN13 puede detectar un error
al ser su distancia mı́nima d = 2. Además, se puede saber la posición del error a
partir de la lectura de las barras. Conocida ésta, el d́ıgito puede ser recuperado
sin más que utilizar la expresión (4). Por otra parte, si el error se comete en la
lectura del primer d́ıgito, que no está representado mediante barras, también
puede ser corregido debido a la paridad de los 6 d́ıgitos siguientes: basta con
observar la asignación de los patrones del Cuadro 4.

4.5 Ejemplo de código

Para determinar el código EAN13 de un producto ficticio se calculan los 13
d́ıgitos de que consta y se determina el código de barras correspondiente.

Si la empresa utiliza el sistema EAN de la organización AECOC (Asociación
Española de Codificación Comercial [1]) de España, los dos primeros d́ıgitos
serán 84, es decir, c1 = 8, c2 = 4. Si la AECOC ha asignado a esta empresa
los d́ıgitos 765432, éstos serán los siguientes, es decir, c3 = 7, c4 = 6, c5 = 5,
c6 = 4, c7 = 3 y c8 = 2. Si 0209 son los 4 d́ıgitos que el propietario de la marca
asigna al art́ıculo ficticio, entonces c9 = 0, c10 = 2, c11 = 0 y c12 = 9. Según
esto, los d́ıgitos para el código de barras son: 847654320209c13. Para calcular el
d́ıgito de control se procede como se indica en la expresión (2):

c13 = − (23 + 3 · 27) mod 10 = −104 mod 10 = 6.

Por lo que los d́ıgitos para el código de barras son: 8476543202096.
A continuación, se determinará la forma en que los d́ıgitos calculados se

representan mediante barras y espacios verticales para dar lugar al código de
barras EAN13.

Como el primer d́ıgito del código es 8, la secuencia de los patrones A y B
es A,B,A,B,B,A (ver Cuadro 4). Dado que los 6 primeros d́ıgitos son 476543,
su codificación, según el Cuadro 5, es la siguiente:

4→ 〈0100011〉, 7→ 〈0010001〉, 6→ 〈0101111〉,
5→ 〈0111001〉, 4→ 〈0011101〉, 3→ 〈0111101〉. (5)

Procediendo de forma análoga para el segundo grupo de 6 d́ıgitos, para los que
se utiliza el patrón C, se obtiene su codificación:

2→ 〈1101100〉, 0→ 〈1110010〉, 9→ 〈1110100〉, 6→ 〈1010000〉. (6)

Finalmente, la representación del código de barras EAN13 para el art́ıculo que
se está considerando es la que se muestra en la Figura 4. Dicha figura se ha
elaborado colocando en primer lugar el separador izquierdo 〈101〉, a continuación
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los vectores binarios del primer grupo presentado en (5), luego el separador
central 〈01010〉, a continuación los vectores binarios del segundo grupo mostrado
en (6), y finalmente, el separador derecho 〈101〉.

Figura 4: Ejemplo de Código EAN13

Con relación a la posibilidad de corregir errores del EAN13, si en el código
anterior se hubiera perdido el primer d́ıgito, observando que los pesos de los 6
d́ıgitos siguientes son; 3, 2, 5, 4, 4, 5, se deduce que el orden de los patrones es:
A,B,A,B,B,A, por lo que a partir del Cuadro 4 se tiene que dicho d́ıgito es
8 y el error se habŕıa corregido. Por otra parte, si, por ejemplo, el d́ıgito que
ocupa la sexta posición (el 4), no pudiera leerse o fuera léıdo como 〈0111101〉,
se tendŕıa que, o bien no se conoce su valor o se sabŕıa que es erróneo puesto
que su peso es impar, cuando debeŕıa ser par. En cualquiera de los dos casos su
valor real se podŕıa conocer sin más que utilizar la expresión (4). En efecto, si
se denota por x al valor desconocido o erróneo, se tendŕıa que

(8 + 7 + 5 + 3 + 0 + 0 + 6) + 3(4 + 6 + x+ 2 + 2 + 9) ≡ 0 mod 10,

es decir,

3x ≡ −29− 69 mod 10 ≡ −98 mod 10 = 2,

x ≡ 2 · 3−1 mod 10 ≡ 2 · 7 mod 10 = 4.

4.6 EAN13 y las particiones de 7

Para concluir esta sección se presentará otra explicacón a la señalada
anteriormente para la elaboración de las barras y espacios que forman parte
de un código EAN13, que tiene como base las particiones de un entero.

Dado que cada d́ıgito del EAN13 ocupa un módulo de 7 unidades —suma
de las anchuras de 2 barras y 2 espacios—, el problema consiste en escribir el
número 7 como suma de 4 d́ıgitos de diferentes formas. La descomposición de un
número entero como suma de d́ıgitos se conoce como particiones de un entero,
y es un tema ampliamente estudiado en Combinatoria (ver, por ejemplo, [4,
Caṕıtulo 5.3] y [6, Caṕıtulo 2.7]). En particular, las particiones de 7 como suma
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de d́ıgitos son las siguientes:

7 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2
= 1 + 1 + 1 + 2 + 2 = 1 + 1 + 1 + 1 + 3
= 1 + 2 + 2 + 2 = 1 + 1 + 2 + 3
= 1 + 1 + 1 + 4 = 1 + 3 + 3
= 1 + 2 + 4 = 1 + 1 + 5
= 2 + 2 + 3 = 3 + 4
= 2 + 5 = 1 + 6.

De todas ellas, sólo son interesantes para el EAN13 las que contienen
exactamente 4 d́ıgitos: (1, 2, 2, 2), (1, 1, 2, 3) y (1, 1, 1, 4). Por otra parte, dado
que el orden de colocación de las barras y espacios hace que el código sea
visualmente diferente, se deben considerar todas las formas de escribir los tres
grupos de cuatro d́ıgitos anteriores, es decir, sus permutaciones:

[1, 2, 2, 2], [2, 1, 2, 2], [2, 2, 1, 2], [2, 2, 2, 1],

[1, 1, 2, 3], [1, 1, 3, 2], [1, 2, 1, 3], [1, 2, 3, 1], [1, 3, 1, 2], [1, 3, 2, 1],

[2, 1, 1, 3], [2, 1, 3, 1], [2, 3, 1, 1], [3, 1, 1, 2], [3, 1, 2, 1], [3, 2, 1, 1],

[1, 1, 1, 4], [1, 1, 4, 1], [1, 4, 1, 1], [4, 1, 1, 1].

Se observa que la mitad de las 20 permutaciones obtenidas son simétricas
respecto de las restantes. Por ejemplo, si se consideran los 10 grupos:

[2, 1, 2, 2], [2, 2, 2, 1], [1, 1, 3, 2], [1, 2, 1, 3], [1, 2, 3, 1],

[1, 3, 1, 2], [3, 1, 1, 2], [3, 2, 1, 1], [1, 1, 1, 4], [1, 4, 1, 1], (7)

los restantes 10 son su simétricos. Por tanto, se puede considerar como patrón
A al determinado por la codificación de las 10 permutaciones dadas en (7), y
como patrón B a las restantes 10 permutaciones. Además, como el patrón A
comienza por barra y termina por espacio, se puede utilizar el mismo conjunto de
permutaciones para el patrón C, dado que éste empieza por espacio y concluye
con barra. Aśı pues, asignando una permutación de las dadas en (7) a cada uno
de los 10 d́ıgitos, se llega a la codificación de cada patrón dada en el Cuadro 5.

Nótese que si las 10 permutaciones que definen el patrón A o si su orden fuera
diferente del mostrado en el Cuadro 5, se obtendŕıan códigos de barras diferentes
para una misma cadena de d́ıgitos y, consecuentemente, no perteneceŕıan al
estándar EAN13.

5 Los códigos ISBN y EAN13

Como es sabido, el código ISBN (International Standar Book Number, [12])
es un sistema internacional de numeración e identificación de libros surgido en
1965, y aunque no sea un código de barras propiamente dicho, se incluye en este
art́ıculo porque es posible elaborar un código EAN13 para cada código ISBN,
de modo que pueda ser tratado informáticamente.
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El código ISBN contiene 10 d́ıgitos divididos en cuatro grupos por tres
guiones. Dado que las posiciones de los guiones son irrelevantes para el código,
se hará caso omiso de las mismas. El último d́ıgito es el de control (la letra X
si su valor es 10) y se calcula mediante la siguiente expresión:

b10 = −
9∑

i=1

pi · bi mod 11, (8)

donde pi = 11 − i es el peso de cada posición. La verificación de la lectura del
código se lleva a cabo de forma análoga a como se hizo con el código EAN13,
es decir, se comprueba si se verifica la siguiente congruencia:

10∑

i=1

pi · bi = 10b1 + 9b2 + . . .+ 2b9 + b10 ≡ 0 mod 11. (9)

Es fácil probar que el código ISBN detecta el 100 % de los ED’s. En efecto, si
al cambiar el d́ıgito bi por b′i el error no fuera detectable, los valores de las dos
sumas de comprobación dadas por (9) seŕıan múltiplos de 11, por lo que también
lo seŕıa su diferencia: (11−i) (bi − b′i), lo cual es imposible puesto que 11 es primo
y |bi − b′i| < 11. Este código también detecta el 100 % de los ET’s. En efecto,
razonando como antes, la diferencia de las sumas dadas por (9) seŕıa mútiplo
de 11, pero esta diferencia es (pibi + pjbj) − (pjbi + pibj) = (j − i) (bi − bj),
que tampoco puede ser múltiplo de 11. De forma similar se puede probar que
es capaz de detectar el 100 % de los errores Gemelos 2 dados en el Cuadro 3,
aunque no detecta todos los errores Gemelos 1 ni Fonéticos. Aśı pues, desde el
punto de vista de la detección de errores, puede afirmarse que el código ISBN
es preferible al EAN13 (véase [8] para un estudio sobre la detección de errores
dobles en ISBN). Para esta mejora es básico que se utilice el número 11, que es
primo, y, por tanto, Z11 es un cuerpo.

Para determinar el código de barras EAN13 a partir de un código ISBN dado
b1b2-b3b4b5b6-b7b8b9-b10, basta con calcular los 13 d́ıgitos que le corresponden en
formato EAN13. En primer lugar se eliminan los guiones y el d́ıgito de control:
b1b2b3b4b5b6b7b8b9. A continuación se añaden los d́ıgitos 978 al inicio del código
ISBN de modo que c1 = 9, c2 = 7, c3 = 8, ci = bi−3, para 4 ≤ i ≤ 12.
Finalmente se determina el d́ıgito de control como se señaló en (2):

c13 = −
6∑

j=1

(c2j−1 + 3c2j) mod 10 = −


8 +

4∑

j=2

b2j + 3

5∑

j=1

b2j−1


 mod 10.

Si, por ejemplo, el código ISBN fuera 84-7897-421-0, bastará con escribir
978847897421 y calcular su d́ıgito de control según (2) o (5):

c13 = − (8 + 21 + 3 · 29) mod 10 = −116 mod 10 = 4.

Por lo que su código de barras EAN13 seŕıa: 9788478974214.
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Rećıprocamente, para convertir un código EAN13, 987c4, . . . , c13, en formato
ISBN, se eliminan los tres primeros d́ıgitos, 978, y el d́ıgito de control, c13; y a
continuación se determina el d́ıgito de control ISBN según la expresión (8).

Como ejemplo, se puede tomar como código EAN13 el calculado
anteriormente: 9788478974214, y proceder como se ha indicado: se eliminan
los tres primeros d́ıgitos y el último: 847897421, y se calcula el d́ıgito de
comprobación según la expresión (8):

− (80 + 36 + 56 + 56 + 54 + 35 + 16 + 6 + 2) mod 11 = −341 mod 11 = 0.

Con lo que el código ISBN es: 8478974210.
Hay otro código basado en la aritmética módulo 11, al igual que el ISBN,

que śı puede detectar el 100 % de los errores señalados en el Cuadro 3; aunque
no otros errores, como errores dobles de transposición o de dos d́ıgitos. Es el
código utilizado por Bancos y Cajas de Ahorros en los números de las cuentas
bancarias. El código asigna pesos geométricos con base 2 a las posiciones de los
d́ıgitos, en lugar de pesos aritméticos:

(
2, 22, 23, . . . , 210

)
mod 11 = (2, 4, 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6, 1).

Las cuentas bancarias se identifican por 20 d́ıgitos: los 4 primeros corresponden
a la entidad bancaria, b1, b2, b3, b4; los 4 siguientes a la sucursal, s1, s2, s3, s4; el
noveno d́ıgito, c1, es el de control de los 8 primeros; mientras que el décimo, c2,
es el de control de los 10 últimos, d1, d2, . . . , d10, que constituyen el número de
la cuenta. Los valores de c1 y c2 se determinan como sigue:

c1 ≡ −(4b1 + 8b2 + 5b3 + 10b4 + 9s1 + 7s2 + 3s3 + 6s4) mod 11,

c2 ≡ −(d1 + 2d2 + 4d3 + 8d4 + 5d5 + 10d6 + 9d7 + 7d8 + 3d9 + 6d10) mod 11.

Sin embargo, si el d́ıgito de control es 10, en lugar de cambiarlo por la letra
X, se sustituye por el número 1, lo que supone una ambigüedad y, por tanto,
disminuye la capacidad de este código para detectar errores.

Existen otros esquemas basados en la aritmética modular que,
sorprendentemente, son bastante utilizados a pesar de que ni siquiera son
capaces de detectar el 100 % de los errores de un único d́ıgito. Son sistemas que
utilizan los 10 d́ıgitos en su código, pero hacen módulo 7 ó 9 para determinar
el d́ıgito de control. Es el caso de los cheques del Servicio Postal de Estados
Unidos, los cheques de viaje de American Express, los servicios de mensajeŕıa
de Federal Express y United Parcel Service, o los billetes de las compañ́ıas
aéreas. Por ejemplo, el d́ıgito de control de los cheques de viaje de American
Express se determina de modo que sumado a los anteriores sea divisible por 9.
Esto significa que un ED que involucre a los números 0 y 9 no será detectado.
Por su parte, cuando se hace módulo 7 la efectividad para detectar ED’s es
ligeramente menor dado que no se detectan errores en los que intervengan los
pares 0, 7; 1, 8 y 0, 9; aunque aumente la efectividad para detectar los ET’s, que
en ningún caso llega al 100 %.

Agradecimientos. Los autores agradecen al evaluador anónimo sus
sugerencias para la mejora en la versión final de este art́ıculo.
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Resumen

El objetivo de estas ĺıneas será, en primer lugar, el de intentar
explicar de manera sencilla en qué consiste el fenoméno natural de “El
Niño”. Este es siempre el paso previo, necesario e ineludible en la tarea
de modelado matemático y la simulación numérica: la comprensión del
fenómeno que se desea estudiar. Una vez que se conocen los mecanismos
clave que rigen la evolución del fenómeno natural se tratará de elegir la
herramienta matemática más adecuada para su simulación: de entre la
multitud de modelos matemáticos a nuestra disposición parece que los
modelos acoplados de océano-atmósfera son los candidatos idóneos para
abordar con éxito esta tarea. Debido al tono esencialmente divulgativo
de este texto, no entraremos en los detalles más técnicos ni del modelo
matemático que se presenta ni sobre su resolución numérica, tampoco
abordaremos el análisis de los resultados, cuestión esta última de gran
interés práctico.

Una vez conozcamos algo más acerca del fenómeno natural que
queremos estudiar y predecir con esa herramienta matemática que son
los modelos, pasaremos a describir de forma breve y sólo muy superficial
en qué consiste uno de esos modelos acoplados de océano-atmósfera que
hoy en d́ıa se utilizan de manera rutinaria para el estudio y simulación
de “El Niño”. En la actualidad contamos, además de con los resultados
de los modelos, con unas observaciones de las condiciones atmosféricas y
oceánicas en el Océano Paćıfico Tropical en tiempo real de una calidad
sin precedentes. En nuestro repaso haremos también referencia a ellas.
Será obligatorio concluir mostrando cuáles son las predicciones acerca
de la evolución, en los próximos meses, del sistema acoplado océano-
atmósfera proporcionada por alguno de estos modelos de “El Niño”.
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Palabras clave: ENSO, fenómeno “El Niño”, modelos acoplados de océano-
atmósfera, simulación numérica, Oceanograf́ıa.

Clasificación por materias AMS: 86-01, 86A05, 76B99, 35Q35,65Z05.

1 “Los Niños de los Trópicos”

En primer lugar nos gustaŕıa realizar un breve recorrido histórico acerca del
conocimiento que el hombre ha tenido sobre el fenómeno “El Niño’ a través de
los siglos: cuándo se le prestó atención por primera vez y cómo ha evolucionado el
concepto que de él hemos tenido. Para ello volveremos nuestra mirada al pasado
y comenzaremos por hacer un poco de historia... Debemos situarnos inicialmente
en las costas del norte de Perú donde sus gentes y pescadores conocen desde
hace muchos siglos la existencia de un fenómeno caracteŕıstico de las aguas
que bañan sus costas (Philander, 1990). Esta región tropical pero a su vez de
aguas relativamente fŕıas, acoge una de las zonas pesqueras más productivas del
mundo y con una población de aves muy importante. Todos los años, al inicio
de la primavera, una corriente cálida, que fluye hacia el sur, modifica las aguas
fŕıas elevando su temperatura. Ocurre que, cada cierto tiempo, este aumento
de la temperatura comienza antes (en diciembre), es mucho más importante y
puede durar entre uno y dos años. Cuando esto ocurre, caen lluvias torrenciales
en regiones (normalmente áridas) de esta parte de Sudamérica : “el desierto se
convierte en un jard́ın”1. Por ello, a estos años, se les llamó años de abundancia.
Sin embargo, esta misma corriente también impide el afloramiento (upwelling)
de las aguas más profundas, fŕıas y ricas en nutrientes, que son cruciales para
el desarrollo de la vida marina en esta región. Esto tiene unas consecuencias
desastrosas en la fauna marina, que queda prácticamente esquilmada, en la
población de distintas especies de aves y a su vez en la economı́a local basada
fundamentalmente en la pesca y en la recolección de guano.

Este fenómeno fue bautizado con el nombre de “El Niño” por las gentes
del lugar, debido a su usual ocurrencia a finales de diciembre. En un tiempo se
pensó que este fenómeno afectaba solamente a una estrecha franja costera de
Perú, más tarde se extendió su influencia a todo el Océano Paćıfico, relacionando
su aparición con un aumento de la temperatura oceánica a gran escala en
la mayor parte del Océano Paćıfico tropical. En la actualidad se reconocen
sus repercusiones, y las del fenómeno opuesto, “La Niña” (temperaturas
anormalmente fŕıas de la superficie del mar), en las condiciones climáticas de
todo el planeta.

El Niño está normalmente acompañado de un cambio a escala global en
la circulación atmosférica conocido como la Oscilación Austral (Southern
Oscillation, según la terminoloǵıa anglosajona). Ambos fenómenos de manera
conjunta, El Niño y la Oscilación Austral, son conocidos bajo las siglas de
ENSO (El Niño/Southern Oscillation2) y constituyen unas de las mayores

1Mr. S.M. Scott de Florencia en 1925 describiendo las condiciones observadas en Perú en
1891.

2No se trata de una errata, el término anglosajón es, en efecto, El Niño/Southern
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fuentes de variabilidad interanual en el tiempo atmosférico y en el clima de
la Tierra. Desde que Bjerknes en 1969 revelara que la componente oceánica
y atmosférica del ENSO pod́ıan estar estrechamente ligadas, los cient́ıficos
han avanzado de manera sustancial hacia un conocimiento más profundo del
fenómeno ENSO. La comunidad climática ha comenzado a dar los primeros
pasos hacia una predicción de los inicios de estos episodios climáticos con unos
meses de antelación. Sin embargo, queda aún todav́ıa mucho por comprender
sobre estos “Niños de los Trópicos”.

2 El océano y la atmósfera en armońıa

“El Niño” es, como veremos, un fenómeno de naturaleza acoplada. Con este
adjetivo queremos significar que es el resultado de la interacción (acoplamiento)
entre la componente oceánica y la componente atmosférica del sistema global
océano-atmósfera. Para la comunidad cient́ıfica las siglas de ENSO denotan
este fenómeno acoplado en su conjunto. En estas siglas la EN (“El Niño”)
hacen referencia a la componente oceánica del fenómeno y la SO (“Southern
Oscillation”) a la componente atmosférica. En principio cada una de estas siglas
(EN y SO) denotan los fenómenos (oceánicos y atmosféricos, respectivamente)
que tienen lugar en el complejo sistema acoplado que las siglas ENSO quieren
describir pero, por razones obvias a nivel mediático, el gran público no ha óıdo
nunca hablar del ENSO y śı, sin embargo, de “El Niño”; es por ello que “El
Niño” ha acabado por ser el término que se utiliza para referirnos al ENSO
en su conjunto: “El Niño” ha pasado a serlo todo. Pasaremos a continuación
a describir los mecanismos que tienen lugar en cada una de las componentes
del sistema océano-atmósfera y comprobaremos efectivamente la naturaleza
acoplada del ENSO a la que acabamos de hacer referencia.

2.1 La componente oceánica: “El Niño”, algo más que una corriente
costera

¿Qué es “El Niño”?, ¿qué relación tiene con la corriente de “El Niño” de la
que hemos hablado?, ¿cómo se produce?, ¿cuáles son sus efectos?, ¿es posible
su predicción? Podemos plantearnos éstas y muchas otras cuestiones acerca de
este fenómeno natural. Intentaremos aqúı dar respuesta a algunas de ellas.

En primer lugar veremos cuál ha sido la evolución que con el tiempo ha
experimentado el uso que del término “El Niño” hemos hecho. Para ello, como
ya indicábamos, debemos remontarnos a varios siglos atrás y situarnos en las
costas del norte del Perú donde las gentes del lugar conoćıan de la existencia de
la corriente de “El Niño”, una corriente de agua cálida que fluye de norte a sur,
en sentido contrario a la usual corriente fŕıa del sur (corriente de Humboldt). Por
tanto “El Niño” es, inicialmente, el nombre que los habitantes de esta región del
Perú le dieron a esta corriente costera. Este concepto de “El Niño” se encuentra
muy lejos del significado actual del término. ¿Por qué? ¿cuál es, pues, la relación

Oscillation (ENSO).
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entre esta corriente y el fenómeno climatólogico de gran escala que el término
describe hoy en d́ıa?

En 1891, el Dr. Lúıs Carranza, Presidente de la Sociedad Oceanográfica
de Lima, fue uno de los primeros cient́ıficos que prestó una cierta atención a la
existencia de esta contra-corriente, que hab́ıa sido observada entre los puertos
de Paita y Pacasmayo, en un pequeño art́ıculo que publicó en el Bolet́ın de
esta Sociedad. Cuatro años más tarde, en 1895, Federico Alonso Pezet,
dirigiéndose a los asistentes al Sexto Congreso Internacional de Geograf́ıa que
tuvo lugar en Lima en 1895, señaló la concurrencia de esta corriente con
lluvias en regiones muy áridas, donde las precipitaciones son realmente escasas,
y consideró que este fenómeno (la corriente de “El Niño”) era de una gran
importancia e influencia en esta parte del mundo:

“Deseo, en esta ocasión, llamar la atención de los distingidos
geógrafos aqúı reunidos hacia este fenómeno, (la corriente de “El
Niño”) el cual ejerce, indudablemente, una influencia muy grande
sobre las condiciones climáticas de esta parte del mundo”.

“Esta parte del mundo” es un árido desierto bañado por un océano de fŕıas
aguas y rebosante en recursos pesqueros y otras formas de vida marina.

Ésta era la visión que de “El Niño” teńıamos a finales del siglo XIX, pero
como veremos se trataba de una visión parcial y extremadamente localizada del
fenómeno. Ocurre que, cada cierto tiempo, esta corriente es más intensa de lo
normal, penetra más al sur, es excepcionalmente cálida y va acompañada de
lluvias realmente intensas. Cuando esto ocurre, caen lluvias torrenciales en esta
parte de Sudamérica. La vegetación prolifera en regiones normalmente áridas,
la vida animal y vegetal surge en lo que antes era un inhóspito desierto. Es por
ello que, a estos años, se les llamó años de abundancia. Esta descripción choca
de nuevo con el concepto que en la actualidad tenemos de “El Niño”, asociado
a desastres naturales. ¿Cuál es la razón para esta aparente contradicción? De
nuevo la explicación se encuentra en que las condiciones hasta ahora descritas
y observadas son sólo una parte de las condiciones y repercusiones climáticas
de esta “corriente costera”. Lo que sucede es que, en tales ocasiones, durante
estos “años de abundancia” la fauna marina, usualmente abundante en esta
región costera, desaparece temporalmente3, junto a las poblaciones de diversas
especies de aves que se sustentan de ella. Observamos aqúı los primeros efectos
negativos de “El Niño” . . .

Continuando con nuestro recorrido histórico sobre el conocimiento y com-
prensión de “El Niño”, no fue hasta los años 60 cuando los oceanógrafos
observaron que estas temperaturas anormalmente cálidas del agua de la
superficie del mar en las costas del Perú durante los “años de abundancia”
se extend́ıan miles de kilómetros mar adentro y de que no representaba otra
cosa que un aspecto más de unas condiciones inusuales en las aguas de

3Como ya hemos indicado, esta corriente cálida impide el afloramiento (upwelling) de las
aguas más profundas, fŕıas y ricas en nutrientes, y que son cruciales para el desarrollo de la
vida marina en esta región.
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superficie en todo el Oceáno Paćıfico tropical. El Profesor Wyrtki
proporcionó, mediante sus investigaciones, una de las primeras indicaciones de
que la aparición interanual4 de aguas superficiales excepcionalmente cálidas en
las costas peruanas era una consecuencia de cambios en la circulación en toda
la cuenca oceánica como respuesta a los cambios en los vientos de superficie que
mueven las capas superiores del océano. Por tanto, para explicar “El Niño”, es
necesario saber cómo el océano se ajusta a cambios en los vientos superficiales.
Por otra parte, debemos tener en cuenta, como ya fue señalado por Sir James
Lighthill en 1960, que el tiempo necesario para que el océano se ajuste a
cambios en los vientos decrece con la latitud. “El Niño” es, por tanto, un
ejemplo de esta respuesta rápida de las condiciones oceánicas a las variaciones
atmosféricas5.

Aśı pues, la pregunta que debemos plantearnos ahora es, ya que “El Niño”
es un fenómeno interanual producido por cambios en los vientos de superficie a
lo largo de todo el Océano Paćıfico Tropical, ¿qué es lo que causa las variaciones
interanuales en los vientos que son responsables de “El Niño”? Es, por tanto, el
momento de dirigir nuestra mirada hacia arriba, hacia la otra componente del
sistema océano-atmósfera (hacia la SO de las siglas ENSO).

2.2 La componente atmosférica: La Oscilación Austral

A lo largo de este último siglo se han realizado numerosos esfuerzos para
describir las variaciones interanuales en los vientos a las que acabamos de
hacer referencia y para documentar a su vez las variaciones interanuales en
la circulación de la atmósfera tropical y global. Como precursor en estas
investigaciones tenemos a Sir Gilbert Walker (serie de trabajos entre 1923-
37). En sus estudios sobre la predictibilidad de los monzones, Sir Gilbert
identificó una oscilación de gran escala en la presión a nivel del mar, que
denominó la Oscilación Austral. Otros patrones persistentes de altas y bajas
presiones hab́ıan sido ya observados con anterioridad en el norte de los Océanos
Paćıfico y Atlántico de aqúı el calificativo de “Austral” para esta oscilación.

La señal más clara de la Oscilación Austral es la relación inversa que existe
entre las anomaĺıas superficiales de presión en Darwin, Australia, y Papeete, en
la isla Tahit́ı en el Paćıfico meridional. Como puede observarse en la Figura 1
la existencia de altas presiones en una de estas localizaciones está fuertemente
correlacionada con la presencia de bajas presiones en la otra, y viceversa. El
patrón de altas y bajas presiones (veáse la Figura 2) se invierte cada cierto
tiempo (años) y representa una onda estacionaria, una masa de aire que oscila de
un lado al otro del Paćıfico a través de la ĺınea internacional del cambio de fecha
(180oE) en las zonas tropicales y subtropicales. Esto reforzó la visión de Walker
de los monzones como parte de un fenómeno global y se propuso documentar

4El término interanual hace referencia a un fenómeno que no ocurre todos los años, al
contrario de las estaciones, sino que sucede con una menor frecuencia, cada cierto número de
años.

5No olvidemos que “El Niño”, entendido como la componente oceánica del fenómeno, tiene
lugar en el Océano Paćıfico Tropical, es decir, en bajas latitudes.
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SLP at Darwin and Tahiti (1870−1990)

Figura 1: Series temporales de las anomaĺıas de presión superficial en Darwin,
Australia (ĺınea continua) y en Tahit́ı (discontinua) desde 1871 hasta 1990.

todo su alcance con la esperanza de que esto le proporcionaŕıa la clave para
las predicciones de los monzones. Para ello trató de estudiar las correlaciones
entre esta oscilación y muchas otras magnitudes. Sin embargo, los datos de
temperatura de superficie del mar (TSM) de los que dispońıa Walker eran
inadecuados para determinar si el océano estaba involucrado en la Oscilación
Austral.

Un mejor conjunto de observaciones y un “acto” de la naturaleza que
coincidió con los dos últimos años de la vida de Walker (1957-59) puso
a los cient́ıficos en el camino que relacionaba la Oscilación Austral con
las variaciones oceanográficas en el Océano Paćıfico Tropical. En 1957 y
1958 tanto las condiciones atmosféricas como las condiciones oceanográficas
fueron fuertemente anómalas. Las costas del Perú experimentaron un año
de abundancia excepcionalmente fuerte (el más intenso desde 1941-42). Se
observó como las aguas superficiales excepcionalmente cálidas no quedaban
confinadas en la costa de Sudamérica, sino que se extend́ıan hacia el oeste hasta
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Figura 2: Patrón caracteŕıstico de presiones de superficie representado por la
Oscilación Austral, con altas presiones sobre Australia e Indonesia y bajas
presiones sobre el Paćıfico central y oriental. Más concretamente esta figura,
extráıda de Philander (1990), representa las correlaciones (× 10) de la presión
media a nivel del mar con la presión en Darwin (Australia).

la ĺınea de cambio de fecha. Este fenómeno coincidió con vientos alisios débiles y
fuertes lluvias en la parte central del Paćıfico ecuatorial, una región normalmente
árida. Walker y otros investigadores ya hab́ıan previamente documentado una
relación entre vientos débiles y fuertes lluvias en esta región, pero la relación
con unas TSM inusualmente elevadas no hab́ıa sido puesta en evidencia con
anterioridad.

El Prof. Bjerknes propuso que esta coincidencia en el tiempo de las
condiciones oceanográficas y meteorológicas anómalas no era exclusiva de aquel
año 1957-58 : no era una casualidad, sino que ocurŕıa de manera interanual (cada
cierto número de años). Bjerknes estaba en lo cierto y en 1969 propuso una
relación f́ısica entre las variaciones oceanográficas y meteorológicas interanuales
en el Paćıfico Tropical. Bjerknes explicó cómo el aire seco desciende sobre las
aguas fŕıas del Paćıfico Tropical Oriental y fluye hacia el oeste como parte de
los vientos alisios (ver Figura 3 para seguir la descripción del proceso). El aire
va aumentando su temperatura y humedad progresivamente en su camino hacia
el oeste al moverse sobre aguas cada vez más cálidas, hasta que alcanza la parte
occidental del Paćıfico Tropical donde el aire está ya lo suficientemente cálido
y húmedo como para elevarse, produciendo lluvias en esta parte del Paćıfico.
Para cerrar el ciclo el aire debe fluir de vuelta hacia el este en la alta troposfera.
Bjerknes introdujo el término de circulación de Walker, en honor de Sir
Gilbert, para describir este movimiento ecuatorial de las masas de aire.

La hipótesis planteada por Bjerknes sugiere un mecanismo mediante el cual
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Figura 3: Esquema de las condiciones “normales” en el océano y la atmósfera.

Figura 4: Esquema de las condiciones “El Niño” en el océano y la atmósfera.

los gradientes de TSM (es decir, las diferencias de temperaturas con aguas fŕıas
en las costas peruanas y las aguas cálidas en la parte occidental del Paćıfico
Tropical) son necesarios para mantener los gradientes de presión atmosférica
(altas presiones en la parte oriental y bajas presiones en la parte occidental del
Océano Paćıfico Tropical) que son por su parte los que producen la circulación de
Walker. Un calentamiento de las aguas en el Paćıfico oriental reduce el gradiente
de temperatura y debilita, por tanto, la circulación de Walker, haciendo que
la zona convectiva de lluvias intensas se mueva hacia el este desde el Paćıfico
Occidental hacia el Paćıfico central, hasta el Paćıfico Oriental. En otras palabras,
la Oscilación Austral es producida por las variaciones interanuales de las TSM.

Vemos pues, como las variaciones interanuales de las TSM producen la
Oscilación Austral pero, desde un punto de vista oceanográfico, los cambios
de las TSM se producen por las fluctuaciones de los vientos asociados a la
Oscilación Austral. A partir de este argumento circular Bjerknes dedujo que las
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Figura 5: Esquema de las interaciones entre el sistema acoplado océano-
atmósfera.

interaciones entre el océano y la atmósfera eran la clave de la Oscilación Austral.
Nos debe quedar por tanto ya claro el carácter acoplado del fenómeno, que
esquematizamos en la Figura 5.

La persistencia en los vientos alisios de levante es el ingrediente básico en el
fenómeno ENSO. Estos vientos tienen dos efectos fundamentales : (i) empujar
las aguas superficiales hacia el Paćıfico occidental (la elevación de la superficie
del mar en las islas Filipinas es normalmente de unos 60 cm más alta que la
superficie del mar en la costa meridional de Panamá) y (ii) permiten que el
agua que fluye hacia el oeste permanezca cerca de la superficie y que aśı se
caliente y eleve su temperatura. Esto hace que la zona a donde se dirigen estas
aguas –la parte occidental del Paćıfico ecuatorial– sea la región oceánica con las
aguas superficiales más cálidas de nuestro planeta. Usualmente por encima de
los 28oC, partes de esta “piscina de agua caliente” (del inglés “warm pool”)
se encuentran, a veces, a una temperatura de hasta 31,5oC. La acumulación
de estas aguas cálidas en el Paćıfico occidental tiende a hundir la termoclina
(zona de un fuerte gradiente de temperatura, que separa las aguas más cálidas
de superficie de las aguas fŕıas más profundas). Normalmente esta separación
se encuentra localizada a unos 40 metros de profundidad en el Paćıfico oriental
y vaŕıa entre los 100 y 200 metros en el oeste (véase la Figura 6).

El máximo de calor superficial que se produce en los alrededores de Indonesia
y otras islas del Océano Paćıfico occidental produce frecuentes tormentas
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y lluvias muy intensas. Estas lluvias se ven ayudadas por el movimiento
ascendente producido por la circulación de Walker. La distribución de la
temperatura de la superficie del mar es la responsable del aumento de las lluvias
y de una circulación de Walker más intensa, y esta última a su vez conlleva unos
vientos alisios más fuertes. Son estos vientos los que, por su parte, producen las
corrientes oceánicas que son responsables de la distribución de la TSM. La
atmósfera mueve al océano y el océano influye en la atmósfera en un verdadero
modo de comportamiento acoplado.

Figura 6: Secciones transversales a lo largo del Ecuador de la temperatura
del agua en el Océano Paćıfico (en oC). Arriba en agosto de 1996 donde se
observa claramente la inclinación de la termoclina que separa las aguas cálidas
de las aguas fŕıas más profundas. Esta disposición es caracteŕıstica de unas
condiciones “normales”. Abajo se presentan las condiciones un año más tarde,
en agosto de 1997, donde se aprecia una termoclina mucho más horizontal debido
al debilitamiento de los vientos alisios, t́ıpico de un evento cálido “El Niño”.

2.3 El concepto actual de “El Niño”

En la actualidad, el término “El Niño” describe los inusuales “años de
abundancia” y los cambios asociados en la circulación atmosférica global. El
término “El Niño”, como ya avanzamos, ha pasado a describir “todo”, las
condiciones oceánicas anómalas en el Océano Paćıfico tropical junto con las
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condiciones atmosféricas anómalas en la atmósfera global. “El Niño” es pues la
fase de la Oscilación Austral cuando los vientos alisios son débiles y cuando la
presión es baja sobre la parte este del Océano Paćıfico Tropical y alta sobre el
oeste.

Pero no sólo nuestro uso del término “El Niño” ha cambiado, sino también
nuestra visión de “El Niño” se ha transformado en peyorativa. “El Niño” se
asocia en la actualidad principalmente con desastres ecológicos y económicos
que coinciden con seqúıas devastadoras sobre la parte occidental del Paćıfico
Tropical, y con patrones climáticos anómalos (inusuales) sobre diversas partes
del planeta.

Los episodios “El Niño” están separados por periodos generalmente benig-
nos, donde las condiciones oceánicas y atmosféricas son opuestas a áquellas
de “El Niño”. El término “La Niña” es apropiado para nombrar esta fase de
la Oscilación Austral cuando las TSM son anormalmente bajas en el Paćıfico
central y oriental y cuando los alisios son muy intensos. A pesar del carácter,
generalmente más benigno de “Las Niñas”, en los últimos años (recordemos los
efectos de “La Niña” de 1999) esta bondad se ha puesto también en duda.

3 “La Anatomı́a de Los Niños”

La presión a nivel del mar en Darwin puede utilizarse como ı́ndice de la
Oscilación Austral y, por extensión, como gúıa indicadora de los mayores eventos
ENSO del pasado. En la Figura 1 la curva sombreada muestra las anomaĺıas de
presión en Darwin a lo largo de los últimos 120 años, suavizadas para eliminar
los efectos de pequeña escala. Las anomaĺıas positivas corresponden a los eventos
cálidos y las anomaĺıas negativas a los eventos fŕıos. Obsérvese que :

• Los episodios “El Niño” y “La Niña” tienden a alternarse cada, aproxi-
madamente, dos años. Sin embargo, el tiempo que transcurre entre un
evento y el siguiente puede variar bastante (entre 1 y 10 años).

• La fuerza de los eventos, deducida de la diferencia de presión entre estas
dos localizaciones vaŕıa de manera sustancial de unos eventos a otros. “El
Niño” más importante de la serie temporal que se muestra parece tener
lugar en 1982-83. Se ha conjeturado que sus efectos incluyeron tormentas
torrenciales en todo el sudoeste de los Estados Unidos y la peor de las
seqúıas de este siglo en Australia.

• A veces las condiciones “El Niño” y “La Niña” no están separados por
condiciones de signo opuesto, sino que lo están por condiciones que
podŕıamos calificar como de esencialmente “normales”.

Los datos recogidos en la Figura 1 y otras observaciones, como las medidas
de la TSM promediadas en ciertas regiones del Paćıfico Tropical como las que
se muestran en la Figura 7 revelan que el fenómeno ENSO es un fenómeno
relativamente periódico aunque presenta una gran variabilidad. A veces las
aguas cálidas generadas por uno de estos Niños fluyen a través de todo el
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Paćıfico. Aśı “El Niño” de 1982-83 aumentó la temperatura de la superficie
del mar cerca de las costas peruanas hasta en unos 4oC. Durante “El Niño”
de 1986-87, de mucha menor amplitud, las aguas cálidas fluyeron hacia el
este pero solamente alcanzaron la mitad del Paćıfico (hasta las proximidades
de los 170oW) y elevaron alĺı la temperatura un modesto grado cent́ıgrado,
aproximadamente. En otros casos, las anomaĺıas de temperatura puede incluso
aparecer primero cerca de las costas de Perú para luego progresar hasta
encontrar la preexistente “warm pool”.

Figura 7: Serie temporal de las anomaĺıas interanuales de TSM observada
promediada en la región Niño-3 (5oS-5oN,150oW-90oW). Las anomaĺıas posi-
tivas representan periodos “El Niño”, mientras que las anomaĺıas negativas
corresponden a periodos “La Niña”.

Bjerknes fue incapaz de determinar por qué se invert́ıa el signo de la
Oscilación Austral o el cómo y el por qué del paso de condiciones cálidas a
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fŕıas (de “El Niño” a “La Niña”) en el ciclo del ENSO. Estas cuestiones siguen
estando abiertas hoy en d́ıa y están siendo objeto de intensas investigaciones.
Aunque la atmósfera y el océano actúan en armońıa durante las fases maduras de
estos eventos, quedan aún algunas preguntas por responder : ¿qué es lo que hace
que el sistema acoplado comience uno de estos episodios?, ¿existe realmente un
ciclo en el sistema océano-atmósfera autosuficiente que produce el paso de unas
condiciones a las opuestas?, ¿o, por el contrario, son otras influencias externas
las responsables de estos cambios?, en definitiva, ¿cuál es el papel de otras
influencias exteriores a los trópicos?

Estudios recientes realizados mediante modelos numéricos parecen indicar
que un elemento clave para el desarrollo de “El Niño” es la acumulación de calor
en todo el océano tropical. Durante “La Niña”, el incremento de radiación solar
penetrante calienta el océano, especialmente en el Paćıfico occidental. Durante
“El Niño”, el calor es transportado desde los trópicos hacia altas latitudes por
medio de las corrientes marinas y otra parte del calor va a parar a la atmósfera,
principalmente por medio de la evaporación. La temperatura global media de
la atmósfera puede reflejar esta mayor entrada de calor, aumentando hasta en
0,3oC en los meses posteriores a un fuerte evento “El Niño”. Por tanto, el
Océano Paćıfico Tropical pierde calor durante “El Niño” y lo gana durante “La
Niña”. La cuestión que se plantea es si el mecanismo que determina cuándo
los eventos ENSO comienzan y acaban viene determinado por el tiempo que
necesita el océano para “recargarse” y “desprenderse” de este calor. Algunos
resultados de diversos modelos parecen apuntar en esta dirección. Sin embargo,
las condiciones fuera de los trópicos también parecen ser importantes. Diversos
cambios atmosféricos preceden a menudo la Oscilación Austral. Algunos estudios
han relacionado el comienzo de “El Niño” con nevadas anómalas sobre Asia
y con el monzón asiático del sureste. Parece ser que ciertas perturbaciones
ondulatorias que viajan a lo largo del Paćıfico tropical y subtropical pueden
también jugar un papel importante cuando se reflejan en las costas que bordean
a la cuenca oceánica. Puede incluso que fluctuaciones atmosféricas de alta
frecuencia sean las responsables de la puesta en marcha de ciertos procesos
en el sistema acoplado que, a su vez, provoquen “un Niño” o “una Niña”.
Estudios recientes han mostrado que la irregularidad en los ciclos del ENSO
puede provenir de las resonancias no lineales entre el ciclo anual y el ciclo
del ENSO, lo cual puede llevar a un comportamiento caótico. En resumen,
existen muchas maneras mediante las cuales se puede iniciar un evento ENSO,
a pesar de ello, la evolución futura del sistema ha podido ser predicha con
éxito creciente. En la actualidad existen ya modelos que realizan de manera
operacional predicciones de “El Niño” con una antelación de entre 6 y 12 meses.

4 Prediciendo a “Los Niños”

Al igual que las altas presiones en Darwin suelen tener lugar al mismo tiempo
que las bajas presiones en Tahit́ı, la presencia de “El Niño” está correlacionada
con una gran variedad de fenómenos atmosféricos que tienen lugar en distintas
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partes del planeta. A estos fenómenos se les conoce bajo el nombre de
teleconexiones. Por ejemplo, asociados con “El Niño” aparecen usualmente
precipitaciones anormalmente elevadas sobre el Paćıfico central, Perú, Ecuador
y el sur de los Estados Unidos y a su vez seqúıas en Australia y el noreste de
Brasil.

Las predicciones dinámicas del ENSO consisten en la utilización de modelos
numéricos para reproducir el comportamiento del océano y de la atmósfera
durante la evolución de estos eventos. Esto ha sido posible a partir de los años
80, cuando la capacidad de cálculo de los ordenadores se hizo lo suficientemente
potente como para que las interacciones océano-atmósfera pudieran ser tenidas
en cuenta en los grandes modelos climáticos de gran escala, utilizados para
estudiar cuestiones como la elevación de la temperatura del planeta debido al
efecto invernadero. Tales modelos han sido capaces de reproducir muchos de los
efectos atmosféricos y oceánicos del ENSO en el Océano Paćıfico Tropical (desde
el primer modelo dinámico de Cane y Zebiak (1985) que se aplicó con éxito se
han desarrollado muchos modelos para la predicción del ENSO, véase Cane et
al. (1986), Barnett et al. (1988) o Latif et al. (1994) para una introducción al
trabajo realizado en esta área).

En los años 90, se alcanzó un hito en la simulación del fenómeno ENSO,
cuando se logró simular con éxito “El Niño” que comenzó al final de aquel año
con unos meses de antelación. Poco después, en 1992, el “National Center for
Atmospheric Research” (NCAR) desarrolló el primer modelo para emular la
evolución de los fenómenos asociados al ENSO en una atmósfera que contuviera
el doble del dióxido de carbono que la atmósfera actual (Meehl et al., 1993),
un estado que puede alcanzarse en el año 2050. El modelo indicaba que las
anomaĺıas de lluvia asociadas con “El Niño” y “La Niña” pod́ıan incrementarse
en un tal escenario de calentamiento global. En la actualidad existen, y se usan
de manera operacional, grandes modelos acoplados océano-atmósfera globales
para realizar predicciones con varios meses de antelación.

¿Cuáles son, pues, los obstáculos que aún nos quedan por salvar para
llegar a una adecuada comprensión y predicción del fenómeno ENSO? En
primer lugar es necesaria una mejor comprensión de su naturaleza ćıclica
aśı como la variabilidad en los inicios y finalizaciones de estos episodios
naturales. Los factores que conducen a la conclusión de un episodio “El
Niño” no están totalmente claros, sirva como ejemplo el reciente fracaso que
sufrieron los modelos numéricos que predijeron la conclusión de “El Niño”
que comenzó a finales de 19906. Algunos modelos indicaron su finalización
en 1992, sin embargo, a finales de 1993 este “Niño” segúıa aún activo e incluso
se intensificaba, convirtiéndose en “El Niño” más “longevo” en, al menos, el
último medio siglo.

Para complicar aún más las cosas, el estado de base con respecto al cual se
miden estos eventos anómalos puede que esté cambiando. Existen indicaciones
de que la temperatura media del Océano Paćıfico Tropical ha aumentado desde
mitad de los 70. Si esto es realmente aśı, seŕıa necesario definir un nuevo

6En Maćıas (1999) y Maćıas (2000) se justifica el por qué de este fracaso.
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estado de referencia para medir los comienzos y conclusiones de estos fenómenos:
para definir qué es un “Niño”, qué es una “Niña y cuáles son las condiciones
“normales”.

Desde mediados de los 80 se lleva a cabo una observación sistemática
del Océano Paćıfico Tropical mediante boyas que realizan mediciones de
temperaturas oceánicas hasta una profundidad de 500 m. A comienzos de los 90
estos esfuerzos se redoblaron con el programa TOGA-TAO (Tropical Ocean
& Global Atmosphere-Tropical Atmosphere Ocean), que se prolonga hasta
nuestros d́ıas. También a partir de 1990, oceanógrafos y meteorólogos, reunidos
en el programa WOCE (World Ocean Circulation Experiment) observan los
transportes (de agua, calor, sal, carbono, . . . ) que se producen en los océanos,
principalmente mediante tres satélites, dos de ellos europeos, el ERS-1 y el ERS-
2 enviados al espacio en 1991 y 1995, respectivamente. Estos satélites miden
magnitudes de superficie como temperaturas, tensión del viento o velocidad de
las corrientes). Por otra parte, el satélite franco-americano TOPEX/Poseidon
en servicio desde 1992, mide el nivel de la superficie de los mares y océanos. Dos
radares altimétricos le permiten a este satélite medir, desde una altura de 1330
km., el nivel del mar con un margen de error inferior a los 2 cm.

Las mejoras en los modelos, el gran esfuerzo observacional y la utilización y
perfeccionamiento en las técnicas de asimilación de datos parecen conducirnos
hacia el d́ıa en que el fenómeno ENSO pueda predecirse de manera fiable con
hasta un año de antelación. Esta información será de gran utilidad para la
planificación de las seqúıas, lluvias torrenciales e inundaciones, temperaturas
extremas y demás fenómenos meteorológicos asociados a “El Niño”, sirviendo
aśı para mitigar, al menos en parte, el sufrimiento humano que tales desastres
naturales traen consigo.

5 Modelos Acoplados de “El Niño”

Los primeros estudios del fenómeno ENSO fueron llevados a cabo mediante
modelos acoplados de tipo aguas poco profundas, o modelos de dos niveles,
entre ellos podemos citar los que se presentan en Philander et al. (1984),
Hirst (1986), Zebiak y Cane (1987), Schopf y Suarez (1988) y Battisti
(1988). Con el considerable aumento de la capacidad de cálculo de los
ordenadores, más recientemente, se han desarrollado modelos acoplados en
los cuales tanto la componente oceánica como la componente atmosférica
consisten en modelos de circulación general (modelos tridimensionales de
ecuaciones primitivas), usualmente notados como GCMs (del inglés, General
Circulation Models). Algunos ejemplos de tales modelos pueden encontrarse
en Philander et al. (1992), Latif et al. (1993), Mechoso et al. (1995), Terray
et al. (1995). El enorme coste computacional de estos modelos hace dif́ıcil
llevar a cabo más de una simulación de la duración requerida para examinar la
variabilidad interanual del modelo. Además, su complejidad hace siempre dif́ıcil
diagnosticar los fenómenos que se modelan. Es por ello que modelos más sencillos
continúan siendo herramientas muy útiles para una eventual comprensión de las
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interacciones océano-atmósfera (habŕıa que decir más aún y es que, a pesar de
que se insiste mucho en el interés de desarrollar GCMs acoplados (CGCMs)
como único medio para simular y predecir el fenómeno ENSO, a pesar de ello,
son los modelos más sencillos los que, por el momento, nos han proporcionado
los mejores resultados en sus predicciones).

Existen, por su parte, toda una clase de modelos de complejidad intermedia a
los anteriormente descritos. Entre ellos podemos destacar aquéllos que consisten
en un modelo general de circulación oceánica (OGCM) y una atmósfera mucho
más simple que un GCM atmosférico (AGCM). Debido a este acoplado “mixto”,
a esta clase de modelos se les denomina modelos acoplados h́ıbridos (HCMs,
de Hybrid Coupled Models). El diseño de estos modelos se basa en el hecho
de que el océano es la principal fuente de memoria del sistema acoplado,
mientras que la atmósfera tropical puede ser considerada como la componente
que reacciona de forma rápida a los cambios en la temperatura superficial del
océano. Paradójicamente, son este tipo de modelos intermedios los que nos han
proporcionado las mejores predicciones de “El Niño”, batiendo ampliamente
hasta a los más sofisticados modelos acoplados de óceano-atmósfera (CGCMs).

Parece por tanto que, al menos por el momento, los cient́ıficos no han sido
capaces de representar la complejidad de “El Niño” mediante la complejidad
en sus modelos, aunque los avances en esta dirección son cada d́ıa mayores.
Esto no quiere decir, en absoluto, que haya que abandonar los modelos
acoplados de circulación general, pero tampoco el estudio y desarrollo de
modelos simplificados que, por otra parte, son los que han servido, mediante el
análisis de sus resultados, para sentar las bases de la mayoŕıa de las teoŕıas que
tratan de explicar los mecanismos que rigen la evolución del sistema acoplado
océano-atmósfera y los efectos de las interacciones entre sus componentes.

Queremos conocer mejor a estos “Niños de los Trópicos” y queremos predecir
su compleja evolución. Hemos visto que la herramienta matemática para el
modelado y posterior simulación de las interacciones océano-atmósfera son los
modelos (acoplados) y éstos se componen de ecuaciones que es necesario resolver
de forma adecuada. No será nuestra intención, ni mucho menos, la de describir en
detalle alguno (de entre la gran variedad existente) de los modelos que se utilizan
en la actualidad para el modelado de “El Niño”. Solamente daremos una serie de
ideas básicas para entender de “en qué consiste un modelo acoplado” y poco más.
Aśı, por un lado, el lector podrá “sentir” la presencia de las Matemáticas y por
otro conseguiremos, escribiendo alguna ecuación que otra, que el subconsciente
matemático del autor quede un poco más tranquilo, al haber sido éste capaz
de colocar alguna de sus ecuaciones (independientemente de la necesidad de las
mismas).

6 Cómo es un modelo acoplado de océano-atmósfera

Hemos visto que el fenómeno que queremos simular es un fenómeno
esencialmente acoplado, resultado de la interacción del océano y la atmósfera
es, por tanto, absolutamente necesario utilizar modelos acoplados de océano-
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atmósfera para poder abordar su simulación y comprensión con ciertas garant́ıas
de éxito. Estos modelos acoplados consisten, básicamente, en dos modelos, uno
de océano y otro de atmósfera, que interactúan (se pasan información) de forma
continua al tiempo que realizan sus cálculos. ¿Y cuál es la información que debe
ir de un modelo a otro? Pues bien, el océano debe transmitirle a la atmósfera
la temperatura en la superficie del mar: es a través de ésta como el océano
influencia la circulación atmosférica de forma más notable. La atmósfera debe,
por su parte, decirle al modelo de océano con qué intensidad y dirección sus
vientos fuerzan las corrientes marinas de superficie, cuál es la cantidad de flujo
de calor que le llega al océano, de él dependerá la evolución de su temperatura y,
por último, cuál es el flujo de agua (diferencia entre evaporación y precipitación),
ya que éste influirá sobre la salinidad de las aguas oceánicas. Por su parte las
corrientes se encargan de transportar calor y sal, con lo cual las distribuciones
de temperaturas y salinidades no dependerán solamente de las “fuentes” y
“sumideros” de calor y sal, sino también de las corrientes oceánicas y, por tanto,
de los vientos.

Ya hemos visto que existe toda una jerarqúıa de modelos acoplados de
océano-atmósfera, dependiendo de las diferentes elecciones de modelos de océano
y atmósfera que se hagan. Nosotros aqúı nos limitaremos a dar, brevemente, una
serie de ideas sobre los modelos de océano y atmósfera, de forma muy general
y simplificadora.

6.1 Modelo de oceáno

En general los modelos de circulación general oceánica resuelven las conocidas
como ecuaciones primitivas. Las ecuaciones correspondientes al cálculo de las
corrientes oceánicas se obtienen, mediante una serie de hipótesis simplificadoras,
a partir de las ecuaciones más generales que describen el movimiento de un
fluido, conocidas bajo el nombre de ecuaciones de Navier-Stokes. A estas
ecuaciones hay que añadirle una ecuación para el cálculo de la temperatura
del agua y otra para la determinación de la salinidad de la misma.

Una vez que se tienen las ecuaciones que representan los mecanismos que
queremos representar es necesario resolver dichas ecuaciones para aśı conocer
la evolución de las distintas magnitudes f́ısicas. Esto no va a ser tarea fácil,
pero ¿por qué? Fundamentalmente porque no conocemos cuál es la expresión
para la solución exacta de estas ecuaciones, lo más que podemos pretender
es obtener (mediante toda una maquinaria matemática que se pone en juego)
una solución aproximada al problema. La cuestión que debemos, por tanto,
plantearnos en este momento es cómo hacer esto, cómo obtener una solución
aproximada a nuestro problema. En primer lugar ni siquiera nos es posible
obtener estos valores aproximadas (de las corrientes, temperaturas y salinidad)
en todos y cada uno de los puntos del océano: son demasiados, ¡infinitos!
Debemos considerar solamente una serie de puntos “estratégicos” donde calcular
las soluciones aproximadas. Estos puntos estarán localizados en una “malla”,
una especie de red de puntos como la que se indica en la Figura 8, en la que
se representa solamente la “malla de superficie”. Esta malla debe continuarse
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Figura 8: Malla de superficie para un modelo del Océano Paćıfico Tropical.

verticalmente de forma que tengamos un enrejado tridimensional en todo el
dominio de cálculo (que no es otro que todo el volumen ocupado por el océano).
Pues bien, será en los puntos de esta malla, llamados nodos, y solamente en
ellos, donde calcularemos los valores de nuestras incógnitas, es decir, sólo en
estos puntos resolveremos las ecuaciones y sólo en ellos conoceremos unos valores
aproximados para la velocidad de las corrientes, temperatura y salinidad.

6.1.1 Las ecuaciones del modelo

Damos aqúı un ejemplo de las ecuaciones que resuelve un modelo de circulación
general oceánica. Se trata de un sistema tridimensional de ecuaciones primitivas
formado por tres leyes de conservación (cantidad de movimiento, enerǵıa y
salinidad) que sirven para calcular la velocidad horizontal U, la temperatura
potencial T y la salinidad S (variables pronosticadas). Las otras tres ecuaciones
nos permiten calcular la velocidad vertical W , la presión P y la densidad ρ
(variables diagnosticadas) :

∂tUh = −[k · (∇×Uh) + f ]k×Uh −W∂zUh

−ρ0
−1∇h(P + 0,5 ρ0 U2

h) + FU(U),

∂tT +∇ · (TU) = F T (T )− γT (T − T0),

∂tS +∇ · (SU) = FS(S)− γS(S − S0),

∂zP = −ρg,
∇ ·U = 0,

ρ = ρ(T, S, P ),

donde U es el campo de velocidades, U = (U, V,W ), Uh es su proyección
horizontal (U, V ), k es el eje vertical local, f el parámetro de Coriolis (tiene en
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cuenta el efecto de la rotación de la Tierra en las corrientes), g la aceleración
debida a la gravedad y ρ0 es un valor de referencia para la densidad y la densidad
ρ que debe calcularse mediante un algoritmo adecuado. Las funciones FU, FT

y FS parametrizan los efectos submalla debidos a los procesos de mezcla y F T

incluye la radiación solar penetrante. Las expresiones para estos tres términos
pueden venir dadas por fórmulas del tipo :

FU(U) = Am[∇h(∇ ·Uh)−∇× (∇h ×Uh)] + ∂z(Km∂zUh),

FT (T ) = Aρ∇ · (∇hT ) + (ρ0Cp)
−1∂zI + ∂z(Kρ∂zT ),

FS(S) = Aρ∇ · (∇hS) + ∂z(Kρ∂zS),

donde Am y Aρ son los coeficientes de viscosidad y difusión horizontales
turbulentos, Cp es el calor espećıfico del océano e I es la fracción de radiación
solar (Qsr) que penetra hasta la profundidad z (I[z=0] = Qsr). Los coeficientes
de viscosidad y difusión vertical turbulenta, Km y Kρ, pueden ser constantes o
calcularse (por ejemplo mediante un esquema TKE -siglas de Turbulent Kinetic
Energy-)

6.1.2 Condiciones de contorno

Para resolver un sistema de ecuaciones primitivas como el que hemos planteado
es necesario imponer unas condiciones de contorno adecuadas en cada una de
las fronteras que nos aparecen en el dominio tridimensional en el cual vamos
a resolver las ecuaciones. Habrá tres tipos de fronteras: el fondo oceánico y las
costas (fronteras “sólidas”), por un lado, las fronteras artificiales que surgen al
considerar sólo una “banda” del Océano Paćıfico Tropical y no el océano global
en su integridad, por otro, y en tercer lugar la superficie del océano. En el fondo
de la cuenca, a lo largo de las costas y en las fronteras artificiales se impone
que no haya flujos de sal ni de calor, es decir, estas fronteras no actúan ni como
fuentes ni como sumideros (productores-consumidores) de sal ni calor. Para la
velocidad la condición de contorno en esta frontera suele ser del tipo “no-slip”
(condición de adherencia o de no deslizamiento), es decir velocidad nula.

En la superficie oceánica, los flujos de momento, de salinidad y de calor
vienen dados por expresiones del tipo :

Km∂zUh = τ/ρ0,

Kρ∂zT = (ρ0Cp)
−1(Q−Qsr),

Kρ∂zS = (E − P )S,

donde τ es la tensión del viento, E −P es el término de evaporación neta (eva-
poración-precipitación) y (Q−Qsr) es la parte no penetrante del flujo de calor
superficial Q (es positivo cuando llega al océano). Por tanto, en esta frontera,
en la superficie del mar, es necesario conocer la tensión del viento, el flujo de
agua y el flujo de calor.

Cuando el modelo de océano se utiliza de forma independiente, sin acoplarse
a un modelo de atmósfera que le proporcione el viento y los flujos de agua y calor,
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es necesario suministrarle estos datos bien sean provenientes de observaciones
o, en la mayor parte de los casos, resultado de una parametrización (ecuación
que de alguna manera reproduce unos valores adecuados para estas magnitudes
a partir de datos conocidos o calculados por el modelo).

Por último es necesario suministrarle al modelo unas condiciones iniciales,
esto es, es necesario decirle al modelo desde qué situación se comienza a calcular
la evolución posterior del sistema. Hay muchas posibilidades: se puede inicializar
los cálculos desde el reposo, a partir de condiciones observadas medias, a partir
de observaciones en un determinado instante o a partir de cálculos anteriormente
realizados.

Aunque sólo mencionemos estas cuestiones de pasada, la elección de unas
condiciones iniciales y de contorno adecuadas es, en general, una cuestión muy
delicada y de gran importancia práctica.

6.2 La componente atmosférica

Un modelo de circulación general de la atmósfera no es, en esencia, muy distinto
de un modelo de océano, y su resolución se hace por métodos numéricos
totalmente análogos. La principal diferencia entre un modelo completo de
atmósfera y uno de océano se encuentra en su complejidad, mucho mayor para
los primeros. Un modelo de atmósfera debe proporcionarnos no sólo velocidad
del viento y temperaturas en la atmósfera, sino también presiones atmosféricas,
humedad, cobertura nubosa (densidad, tipos, evolución, . . . ), distintos tipos de
flujos de calor, evaporación, precipitaciones, . . .

Como ya indicábamos, los métodos de resolución serán análogos, pero para el
modelo de atmósfera tendremos un mayor número de ecuaciones con un mayor
número de incógnitas que interactúan de forma complicada. No entraremos,
pues, en unos detalles que, como podemos intuir, son de gran complejidad.
Nos quedaremos con la idea de que tenemos otro modelo, análogo al de océano
y, que al igual que éste, nos permite mediante su adecuada resolución obtener
soluciones aproximadas a nuestro problema. Tampoco olvidaremos que es debido
a esta complejidad y al enorme coste computacional que tienen estos modelos
completos de atmósfera por lo que a veces se consideran modelos de atmósfera
simplificados para la realización de estudios climáticos7 como los relacionados
con “El Niño”.

7 Observaciones y predicciones

Las Figuras 1, 6 y 7 nos mostraban datos provenientes de la medición de
diversas magnitudes f́ısicas (temperatura y presión) en distintas regiones del
Océano Paćıfico Tropical. Estas observaciones nos permitieron describir “la
anatomı́a” de “Los Niños”. Con datos como éstos nos es posible saber en
qué instante de la fase del ENSO nos encontramos en un determinado momento.

7Debe tenerse en cuenta que estos estudios requieren la integración (resolución) de los
modelos para escalas de tiempo de décadas o incluso siglos.
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La observación de “El Niño” es de una importancia mayor, no sólo para la
correcta monitorización, descripción y eventual comprensión de los fenómenos
f́ısicos responsables de la variabilidad de este fenómeno, sino que también es
de una importancia fundamental desde el punto de vista de la predicción, ya
que los modelos numéricos de predicción del clima a cortas escalas de tiempo
requieren de estos datos observados para su inicialización y para la posterior
verificación de sus resultados.

Fue “El Niño” de 1982-83 el que marcó un cambio de sustancial en la
observación de las condiciones oceanográficas y climatológicas del Océano
Paćıfico Tropical. En el año 1983 La Oscilación Austral atrajo por primera vez
la atención del gran público8 cuando su fase cálida de “El Niño” alcanzó una
amplitud excepcionalmente intensa y estuvo asociado con devastadoras seqúıas
en el Paćıfico tropical occidental, lluvias torrenciales e inundaciones en la parte
oriental del Paćıfico tropical junto a patrones climáticos dañinos o incluso
devastadores en otras partes del planeta. Este evento cogió a los oceanógrafos
y meteorólogos completamente desprevenidos: cuando en octubre de 1983 un
grupo de expertos se hallaba reunidos en Princeton, New Jersey, discutiendo
proyectos para elaborar un programa conjunto para el estudio de “El Niño”,
ninguno de estos especialistas era consciente de que el episodio más severo del
último siglo estaba teniendo lugar en aquellos precisos instantes. Esto supuso
un duro revés y una seria llamada de atención para la comunidad cient́ıfica
de oceanógrafos y climatólogos. La razón para este fracaso se encontraba en
que, aunque en aquel momento las interacciones entre el océano y la atmósfera
se conoćıan ya de forma adecuada, poco se hab́ıa hecho para poner este
conocimiento en un uso práctico que permitiera conocer la llegada de uno de
estos “Niños”.

Pero fue este hecho el que hizo que los cient́ıficos y gobiernos tomarán
conciencia de la necesidad de una mejor observación del Océano Paćıfico
Tropical. Aśı, cuando en 1987, el siguiente “Niño” hizo su aparición la situación
era muy distinta. Por aquel entonces el NMC (National Meteorological Center)
hab́ıa comenzado a publicar un bolet́ın mensual que describ́ıa en detalle las
condiciones atmosféricas y oceánicas relacionadas con la Oscilación Austral.
Fue posible seguir el desarrollo, por otra parte errático9, de “El Niño” de
1987, al tiempo que éste iba evolucionando. En la actualidad, tal información
está disponible de forma rutinaria ya que el Océano Paćıfico Tropical está siendo
monitorizado con una gran variedad de instrumentos de forma continua. Estos
datos provenientes de distintos tipos de medidas llegan, v́ıa satélite, a diversos
centros de investigación muy poco después de que las medidas se hayan
realizado.

8Esto fue en los Estados Unidos. En Europa no fue hasta mucho más tarde. Recordemos
que en España no es hasta finales de los noventa con el intenso episodio cálido de 1997-98 con
sus importantes repercusiones climáticas cuando “Los Niños” “saltaron a la fama mediática”.

9Tras “El Niño” de 1982-83 se procedió, con los datos de todos los eventos anteriores, a la
descripción detallada de un “Niño tipo” con las caracteŕısticas comunes de todos los “Niños”
conocidos. La llegada del nuevo “Niño” de 1987 echó por tierra la descripción que del “Niño
tipo” se hab́ıa hecho: este “Niño” fue distinto a todos los anteriores.
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A pesar de la gran cantidad de observaciones que se llevan a cabo de forma
continua los datos están demasiados aislados como para poder proporcionar
un dibujo coherente de las densidades, corrientes o temperaturas del Océano
Paćıfico Tropical. Para poder extraer esta información de los datos observados
se usa un modelo de circulación general de océano para integrar las medidas
y suministrar mapas de las condiciones oceánicas equivalentes a los mapas del
tiempo. Véase, como ejemplo, la Figura 9 que nos muestra las condiciones de
TSM en el Océano Paćıfico Tropical sólo unos d́ıas antes de escribir estas ĺıneas.
La Figura 9(a) representa la temperatura de la superficie del mar promediada
para los datos obtenidos durante la semana del 30 de marzo al 5 de abril de
2003. La Figura 9(b) presenta las anomaĺıas (variaciones respecto a la media
climatológica para esta época del año) correspondientes a los mismos datos
que en la figura (a). Imágenes como ésta pueden obtenerse por cualquiera de
nosotros, a través de internet, sólo un par de d́ıas después de que se recojan
los últimos datos necesarios para su confección y tras haber sufrido el proceso
de tratamiento de datos al que hemos hecho referencia anteriormente: esto era
algo realmente impensable hace tan sólo unos años.

(a) TSM observadas. (b) Anomaĺıas en la TSM observadas.

Figura 9: Condiciones actuales (media entre el 30 de marzo y el 5 de abril
de 2003) para la temperatura de la superficie del mar y sus anomaĺıas. Esta
imagen fue obtenida a través de internet (http://www.cpc.ncep.noaa.gov) el
7 de abril de 2003.

Pero en 1987 no sólo fue posible seguir el desarrollo de “El Niño” mes a mes
al tiempo que éste evolucionaba, sino que también los modelos acoplados de
océano-atmósfera que hab́ıan sido desarrollados desde 1982 tuvieron un notable
éxito en la predicción del evento con algunos meses de antelación. Sin embargo,
por aquel entonces, los modelos sólo eran capaces de responder a la pregunta de
si era probable o no que tuviera lugar un evento cálido en los meses sucesivos,
pero eran aún demasiado “toscos” como para predecir cómo evolucionaŕıa un
determinado evento o qué intensidad podŕıa alcanzar, cuestiones éstas de gran
importancia práctica.

La situación cambió de forma sustancial en los años que transcurrieron
hasta la llegada del siguiente “Niño” que se inició a finales de 1990. Modelos y
predicciones hab́ıan avanzado mucho y los cient́ıficos confiaban en una adecuada
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predicción de “Los Niños”. Y aśı fue, en 1990 se alcanzó un hito en la simulación
del ENSO, cuando se logró simular con éxito “El Niño” que comenzó a final de
aquel año con unos meses de antelación. La idea de que la predicción de “El
Niño” era un reto ya superado parećıa imponerse entre los cient́ıficos . . . , hasta
que un año y medio más tarde, a mediados de 1992, todos los modelos, en sus
predicciones, daban por concluido este “Niño”. Pero la realidad fue bien distinta.
Como ya hemos indicado anteriormente, este episodio cálido se prolongó hasta
los inicios de 1996, convirtiédose en el “Niño” más “longevo” del que se tiene
conocimiento.

Este nuevo fracaso hizo pensar a algunos investigadores en la posible
naturaleza caótica del fenómeno ENSO. Estudios posteriores muy recientes
también han apuntado en esta dirección. Sin embargo, si éste fuera el final de la
historia, seŕıa un final bastante descorazonador debido a la impredictibilidad de
un fenómeno caótico más allá de unos pocos d́ıas. Esto implicaŕıa que fenómenos
como los de “El Niño” y “La Niña” seŕıan impredecibles. Entonces, ¿para qué los
modelos?, ¿para qué la simulación de “El Niño”?, ¿para qué el coste inmenso
efectuado para la obtención de medidas in situ y mediante satélites?. . . : debe
haber otro final para esta historia. ¡Nos gustaŕıa que hubiera otro final para esta
historia!

Lo cierto es que la mayoŕıa de los cient́ıficos continúan considerando la
naturaleza casi-periódica (y por tanto predecible) del ENSO, aunque hay
teoŕıas y argumentos que apoyan tanto una (naturaleza caótica) como la otra
(casi-periodicidad). En [8], [9] y en otros trabajos del autor de este texto en
colaboración con el Prof. Stephenson se defiende (¿y demuestra. . . ?) que en
general este fenómeno posee una naturaleza casi-periódica pero que de forma
esporádica se ve perturbada por la aparición de ciertos periodos caóticos. Esto
pudo ser el caso de 1992 o en 1975 con el conocido como “El Niño abortado” de
aquel año. Este comportamiento es el que justificaŕıa el fracaso que los modelos
han sufrido en determinados momentos del pasado cuando la naturaleza nos
“obsequió” con alguno de estos periodos caóticos. Pero, ¿por qué aparecen estos
periodos de caos? ¿Es posible saber cuándo se producirán? Éstas son preguntas
a las que por el momento no sabemos dar respuesta.

El “Niño” de 1992 nos sorprendió por su longevidad, pero el siguiente
de nuestros “Niños”, el de 1997-98, el último hasta el momento, también
nos soprendió por su espectacular intensidad y repercusiones climáticas sin
precedentes. Pero probablemente éstos no sean los últimos “Niños” que nos
sorprendan y fascinen, muchos otros “Niños” que están aún por venir conti-
nuarán haciéndolo. Mientras tanto la comunidad cient́ıfica debe persistir en el
camino de la predicción mediante la utilización de modelos numéricos, pues,
a pesar de todo, éstos constituyen la herramienta más potente y fiable para
avanzar la evolución del sistema acoplado océano-atmósfera.

Por el momento, lo único que hemos hecho ha sido echar la vista atrás y
hacer un repaso a través de las últimas décadas comentando las peculiaridades
de algunos de “Los Niños” del pasado, pero, ¿cuáles son las condiciones actuales
y en qué fase del ciclo ENSO nos encontramos en estos momentos? Para
responder a esta pregunta basta con echar un vistazo a algunas de las figuras
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(a) Últimas observaciones. (b) “El Niño” de 1997-98.

Figura 10: Sección ecuatorial en longitud-tiempo de observaciones de las
anomaĺıas de temperatura de la superficie del mar (a) desde abril de 2002 hasta
el 2 de abril de 2003 (últimas observaciones) comparadas con las condiciones
observadas para “El Niño” de 1997-98 en (b).

de observaciones que hemos presentado (Figuras 9 y 10(a)), aśı como la
Figura 11, que nos muestra las anomaĺıas de la TSM promediadas en la
región Niño-3 (5oS-5oN,150oW-90oW) durante los últimos 12 meses. Estas
observaciones nos muestran que el año 2002 se caracterizó por TSM en general
por encima de lo normal (al menos en la región Niño-3, principal ı́ndice oceánico
de referencia en la monitorización de “El Niño”). Por lo cual podemos considerar
al 2002 un año débilmente “El Niño”, con condiciones en muchos momentos
próximas a las condiciones normales (medias). Aśı, por ejemplo, para las
anomaĺıas promediadas en la región “El Niño-3” durante los últimos 12 meses
(ver Figura 11) éstas apenas superaron en algún momento el grado y medio, muy
lejos de los 4oC que se observaron para “El Niño” de 1997-98 (ver Figura 7).
De las Figuras 9, 10(a) y 11 parece intuirse que nos encontramos al final de este
débil periodo “El Niño” del año 2002.

En la actualidad, cuando hablamos de observaciones de las condiciones
naturales en nuestro planeta, es referencia obligada hacer mención a la
herramienta más potente de observación de la atmósfera y de las condiciones
de superficie en los mares y océanos que el hombre posee en la actualidad: la
observación satélite. Dentro de este contexto se encuentra el ya mencionado
proyecto TOPEX/Poseidon, cuyos satélites realizan la observación de la Tierra
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Figura 11: Serie temporal con las últimas observaciones para las anomaĺıas de
la TSM promediadas en la región Niño-3 (5oS-5oN,150oW-90oW) en los últimos
12 meses. Actualización del 2 de abril de 2003 obtenida el 4 de abril de la página
web del NCEP (http://www.cpc.ncep.noaa.gov).

desde el espacio desde el año 1992. Cualquiera de nosotros puede ver estas
imágenes satélite e incluso animaciones de las mismas para distintos periodos
en http://topex-www.jpl.nasa.gov. Es interesante comprobar como los datos
de elevación de la superficie del mar reflejan claramente la estructura de “Los
Niños” con sus patrones de TSM asociados. En la Figura 12 se muestran dos
imágenes satélite que presentan los datos de las anomaĺıas en las elevaciones de
la superficie del mar. En la Figura 12(a) pueden verse las anomaĺıas sólo unos
d́ıas antes del momento en que escrib́ı estas ĺıneas. En esta imagen se pueden
apreciar unas condiciones, especialmente en la franja ecuatorial, muy próximas a
las condiciones medias (normales). A modo de comparación, en la Figura 12(b)
presentamos la imagen satélite que nos muestra las condiciones anómalas de
elevación de la superficie del mar en noviembre de 1997, en plena fase madura
de “El Niño” de aquel año.

Una vez observadas cuáles son las condiciones actuales, el siguiente paso
consiste en preguntarse acerca de la evolución futura del sistema: ha llegado
el momento para las predicciones. ¿Qué nos dicen los modelos de “El Niño”
acerca de su evolución en los próximos meses? ¿Será este año que acaba
de comenzar un año “La Niña”? ¿Persistirán las condiciones normales o se
reintensificará “El Niño” que parece ahora debilitarse? ¿Nos encontraremos en
uno de esos periodos caóticos en los que la predicción carece de validez10? En
la Figura 13 mostramos las predicciones para las anomaĺıas de la TSM en
el Océano Paćıfico Tropical suministradas por el modelo del NCEP (National
Centers for Environmental Prediction). Este modelo predice que a lo largo del
presente año las condiciones para la TSM en el Océano Paćıco Tropical serán
“normales” sin una tendencia clara. Parece que durante los meses de abril a
junio se producirá un débil enfriamiento de las aguas superficiales en el Océano
Paćıfico Oriental, para mantenerse unas condiciones de TSM muy próximas a
la media para el resto del año. Hasta este punto parece haber consenso entre la

10Este ha sido, de hecho, el caso de “El Niño” de 2002-03.



74 J. Maćıas

(a) Imagen satélite del 14 de marzo
de 2003.

(b) Imagen satélite del 10 de noviem-
bre de 1997.

Figura 12: Imágenes producidas a partir de los datos satélite suministrados
por el proyecto TOPEX/Poseidon. En (a) última imagen disponible, en (b)
comparamos con las condiciones de “El Niño” de 1997. Imágenes obtenidas de
http://topex-www.jpl.nasa.gov

mayoŕıa de los modelos y predicciones de “El Niño”, sin embargo, para finales de
este año el consenso se rompe, y aśı hay modelos que sugieren una continuación
de las preexistentes condiciones “El Niño” débil, mientras que otros indican el
desarrollo de condiciones “La Niña” pero siempre con anomaĺıas de pequeña
magnitud, es decir, con condiciones próximas a la media climatológica. Por
tanto, en cualquier caso, los modelos predicen para el 2003 unas condiciones
oceanográficas (y, por tanto, atmósfericas) que serán esencialmente “normales”
lo cual sugiere un año exento de catástrofes naturales asociadas a “El Niño”.

Si ahora éste fuera el nuevo final a nuestra historia todo seŕıa demasiado
bueno, doblemente bueno. Por un lado porque parece que somos capaces de
predecir las condiciones en el Océano Paćıfico Tropical con casi un año de
antelación y, al parecer, con cierto detalle. Por otro lado porque las predicciones
que nos proporcionan estos modelos pronostican condiciones naturales benignas
para este año 2003. Pero siempre hay un pero: hay muchos modelos y por
tantos muchas predicciones. La primera pregunta que nos surge es si todas
estas predicciones coinciden. La respuesta es que no necesariamente. Aunque
cabŕıa esperar que, al menos cualitativamente, śı estuvieran de acuerdo (lo
cual tampoco ocurre a veces). La otra cuestión que nos planteamos es,
¿qué ocurrirá si nos encontramos en uno de esos periodos caóticos a los
que hemos hecho referencia? ¿Estaremos fallando estrepitosamente en nuestra
predicción? Probablemente, pero no parece que podamos saberlo de antemano.

El fenómeno ENSO sigue y seguirá fascinándonos como lo hace la propia
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Figura 13: Predicciones de las anomaĺıas de la temperatura de la superficie del
mar en el Océano Paćıfico Tropical para los meses que van desde abril de 2003
hasta enero de 2004. Datos del NCEP/CMB de la NOAA (National Centers
for Environmental Prediction/Climate Modeling Branch). Actualización del
3 de abril de 2003 obtenida el 4 de abril de la página web del NCEP
(http://www.emc.ncep.noaa.gov).

Naturaleza, quizás algún d́ıa conozcamos lo suficiente para responder a las
muchas preguntas que todav́ıa hoy quedan sin respuesta. Ese d́ıa quizás sepamos
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cúal es el verdadero final de esta historia.

8 El cambio demográfico: ¿más “Niños” y de carácter más
fuerte?

Existe un cierto consenso entre los oceanógrafos y climatólogos respecto al hecho
de que los fenómenos “El Niño” se han hecho más frecuentes y progresivamente
más cálidos durante los cien últimos años. Pero, aparte de estar de acuerdo
en esto, apenas lo śı lo están en lo demás, en especial sobre si la actividad
del hombre podŕıa estar intensificando sus efectos. En concreto, ¿es el cambio
climático el causante de este “cambio demográfico”? En el último siglo se han
producido 23 “Niños” y 16 “Niñas”11, de ellos los cuatro más intensos han tenido
lugar en los últimos veinte años, desde el 1980 hasta nuestros d́ıas, y han sido
precisamente los cuatro últimos. Pero nadie sabe si esto indica una tendencia
o se trata simplemente de una agrupación casual sin importancia. Nadie puede
saberlo en estos momentos. Ni siquiera cien años de observaciones precisas de
temperaturas, presiones atmósfericas y precipitaciones en el Paćıfico podŕıan
ser suficientes para confirmar una tendencia importante en uno u otro sentido.
Además muchos expertos sospechan que “Los Niños” (y de hecho muchos otros
patrones meteorológicos y oceánicos) podŕıan alternar en frecuencia e intensidad
siguiendo escalas temporales de décadas12 o incluso siglos, con los cual haŕıan
falta datos de observaciones sobre . . . ¡milenios! para poder detectar estos
cambios. Obviamente estos datos tardarán todav́ıa “algún tiempo” en estar
a nuestra disposición . . .

Es dif́ıcil imaginar cómo el calentamiento global observado durante los
últimos cien años, que ha sido de medio grado cent́ıgrado, podŕıa afectar
al imponente volumen de agua del océano Paćıfico ecuatorial. Pero muchos
cient́ıficos creen que es posible. El océano es un inmenso acumulador de eneǵıa
en forma de calor que las corrientes se encargan de transportar y redistribuir.
Vimos que, durante la fase álgida de “El Niño”, el exceso de calor en las zonas
tropicales se libera hacia las latitudes medias. Cuando el calor es liberado, el
ciclo de “El Niño” comienza de nuevo, con menos nubes en los trópicos y con
los océanos absorbiendo más calor durante el periodo fŕıo de “La Niña”. Con el
calentamiento global del planeta hay más calor disponible, por tanto, la duración
del ciclo puede ser menor porque el tiempo de intercambio se reduzca o porque la
liberación de calor sea menos eficiente. Los modelos, por su parte, pueden jugar
un papel importante a la hora de proponer teoŕıas acerca de las repercusiones
de un cambio climático en las condiciones atmósfericas y oceánicas del planeta.
Recordemos, por ejemplo, como en un escenario con el doble de CO2 en la
atmósfera que en la actualidad, los modelos predicen unos ciclos “El Niño” más
intensos y con repercusiones climáticas acentuadas.

11Según la definición de la NOAA (National Oceanographic and Atmosphere
Administration).

12Es lo que se conoce, en el caso del Océano Paćıfico, bajo el nombre de la PDO (Pacific
Decadal Oscillation).
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Suceda lo que suceda en el futuro, el mundo no tiene por qué volverse a
ver sorprendido por “El Niño” o “La Niña”. Gracias a las predicciones sin
precedentes que la Ciencia ha hecho posible, la aparición de estos fenómenos
naturales anómalos debe dejar de parecernos tan impredecible y diabólica para
pasar a ser, más bien, una parte ordinaria de la vida en nuestro planeta. Tenemos
que darnos cuenta de que es algo natural que va a suceder una y otra vez y que
debemos estar preparados para ello.
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[11] J. Maćıas y D. Stephenson. Seasonal and interannual ENSO variability
in a Hybrid Coupled Model of the tropical Pacific. Comptes Rendus de
l’Académie des Sciences de Paris, série II a, 324:269–276, 1997.
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Resumen

El objetivo de este art́ıculo es presentar unas reflexiones sobre las
relaciones entre matemáticas y empresa. Estas reflexiones o apuntes son
fruto de testimonios y experiencias propias en este dominio y no tienen
ninguna pretensión generalizadora: es muy dif́ıcil obtener datos fiables
en un sector muy disperso y en el que las opiniones divergen mucho
según sean las exigencias locales. Dada la poca tradición que existe en
España de estas relaciones, nos parece muy importante presentar ejemplos
concretos. Por ello, mostraremos algunas colaboraciones entre universidad
y empresas, en particular las que nosotros hemos llevado a cabo.

1 Las empresas

Una empresa es un lugar de intercambio para producir valor añadido, para crear
riqueza. La empresa parte de una materia prima adquirida a sus proveedores
y propone un producto a sus clientes. Esta materia prima puede ser “materia
gris”, por ejemplo matemáticas o estudiantes de matemáticas recién salidos de
la universidad. En este sentido, se puede afirmar que lo más importante hasta
ahora de la Sociedad del Conocimiento es el descubrimiento, o la percepción,
de que el conocimiento constituye un activo fundamental en los procesos de
creación de valor añadido.

Los objetivos, los métodos de trabajo y los “tiempos” de las empresas,
que evolucionan continuamente, son muy distintos de los de la investigación
académica: se deben respetar plazos de entrega. También es importante señalar
que las matemáticas están estructuradas de forma disciplinar (análisis numérico,
probabilidades, estad́ıstica, optimización...), mientras que las empresas lo están
de manera funcional. Aśı, en éstas se deben distinguir:
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• los organismos I+D no representativos del mundo de la empresa (Instituto
Nacional de Técnica Aeroespacial (INTA), Instituto Astrof́ısico de
Canarias, Instituto Nacional de Meteoroloǵıa...);

• las grandes empresas, las cuales pueden tener una experiencia o un
servicio de investigación (Telefónica, compañ́ıas eléctricas, REPSOL YPF,
fabricantes de coches...). Estas empresas manejan grandes bancos de datos
y necesitan utilizar cálculo cient́ıfico “pesado”;

• el sector bancario y los seguros (matemática financiera, cálculo estocástico,
optimización, control...);

• las pequeñas o medianas empresas, orientadas hacia la producción, sin
tradición de investigación, con una cultura poco universitaria y sin
necesidades espećıficas muy evidentes de modelación;

• las sociedades de servicios, especializadas, por ejemplo, en el desarrollo
de software, con actividad en sectores “punta” (biotecnoloǵıa, robótica,
visualización de imágenes...), a menudo de tamaño pequeño o mediano y
con relaciones de colaboración con departamentos universitarios, o más
importantes y asociadas a grandes estructuras (Centros Tecnológicos de
la Corporación Tecnalia en Euskadi...).

2 Relaciones departamentos universitarios empresas

Para los departamentos universitarios, las relaciones con empresas son fuente
de nuevos temas de investigación, de tesis, de aplicaciones, de lo cual
sigue un aumento de los doctorandos y, en definitiva, un aumento de la
producción. También proporcionan la posibilidad de obtener financiación
espećıfica, contratos, participación en patentes y abren las puertas a futuras
incorporaciones en la empresa.

En lo que respecta a la empresa, se tiene que convencer de que la relación
con la universidad le permite la adquisición barata de nuevos conceptos fruto
de investigaciones teóricas desarrolladas en el exterior, le da la oportunidad
de establecer contactos enriquecedores con una cultura y una forma de pensar
y trabajar diferentes, y le proporciona la posibilidad de ahorro en los costes
en investigación, costes que se disparaŕıan de tener que hacerla exclusivamente
con sus propios medios. Por último hay que resaltar que las relaciones con
la universidad sirven para impulsar una imagen innovadora y de alto nivel
tecnológico de la empresa.

El establecimiento de relaciones de colaboración con empresas no es fácil.
Por parte de los departamentos universitarios hace falta un decidido interés
para llevarlas a cabo y aprovechar todas las oportunidades que se presenten.
De alguna forma hay que hacer lo mismo que cuando se está desarrollando
un tema de investigación: siempre que se conoce o se tiene noticia de alguien
susceptible de proporcionarnos ayuda o colaboración, intentar relacionarse con
él. La mayor parte de las veces, es el propio departamento universitario el que
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tiene que propiciar el contacto y quien debe convencer a la empresa de que las
matemáticas le van a servir mucho en la mejora de su producción o satisfacción.

En lo que respecta a las empresas, no en todas tienen una predisposición
innata a relacionarse con la universidad. Aqúı también hace falta algún directivo
dispuesto a avalar estas relaciones, la mayor parte de las veces porque cree y
le gustan las matemáticas. Hay que resaltar que incluso cuando ocurre esto, la
empresa no suele tener muy claro, o por lo menos no sabe formularlo, cómo es
el problema que quiere abordar en colaboración con la universidad. Por ello,
el primer esfuerzo de la parte universitaria consiste en analizar, comprender
y formular bien el problema que se quiere tratar, y una vez hecho esto, la
mayor parte de las veces la empresa se convierte en una decidida entusiasta del
proyecto.

3 Los matemáticos en la empresa

Las empresas casi nunca demandan matemáticos en cuanto tales, sino que tienen
necesidades matemáticas que tienen que satisfacer, ya sea arreglándose con sus
propios medios, ya sea recurriendo a la contratación temporal o permanente
de personas de formación matemática o, por último, lo que cada vez es más
frecuente, encargando estudios por contrato a sociedades de servicios más o
menos competentes o, en menor medida en España, a laboratorios universitarios.

Para la primera incorporación de un matemático a una empresa, la
adquisición previa de una doble competencia (a las matemáticas aplicadas se
añaden por ejemplo la informática, la automática, la economı́a, la bioloǵıa o la
gestión) adquirida en los distintos Masters, puede en ciertos casos favorecer el
reclutamiento. Ahora bien, esto no es siempre cierto, la empresa puede preferir
que la iniciación necesaria a su campo de aplicación se haga en su propio seno, lo
cual a menudo suscita dificultades de diálogo, que por otra parte son inevitables.
Posteriormenmte, la capacidad de adaptación del joven matemático jugará un
papel capital: aceptación de los fines del servicio donde esté instalado, aptitud
para leer la documentación técnica y asimilar el estilo y vocabulario, facultad
para llevar a cabo un estudio “hasta el final”, en particular en la puesta a punto
informática. Se trata pues de cualidades intelectuales y humanas que no parece
que el sistema de enseñanza español, tanto en los niveles medios como en las
facultades universitarias o en las escuelas de ingenieŕıa, esté en disposición de
desarrollarlas.

En general, una contratación estable sólo se obtiene cuando la empresa
considera que tiene la garant́ıa de que la persona reclutada le asegura una
competencia que será constantemente renovada en función de sus necesidades.
La mayor parte de las veces, el trabajo propuesto estará muy próximo al de
un ingeniero investigador o al de un informático, y su éxito dependerá más
de aptitudes genéricas derivadas de haber estudiado matemáticas (capacidad
de análisis, capacidad para detectar y analizar problemas y por tanto para
intentar resolverlos, capacidad para formalizar, para sintetizar...) que de la
cultura matemática en śı misma.



82 M. Lezaun

Para terminar, no podemos dejar de decir que a pesar de que las matemáticas
son realmente útiles, en España la presencia de matemáticos en la empresa
es escasa. Las razones de esta situación son diversas. Entre ellas, algunas son
de caracter general, como es la falta de tradición cient́ıfica o tecnológica. Por
ejemplo, un grave mal de la industria o de la ingenieŕıa en España es la total
dependencia del software extranjero, en concreto americano. Aśı, cuando una
empresa automoviĺıstica encarga a un fabricante un componente, le exige que
lo diseñe con un software determinado que ella ha homologado, no le deja
prácticamente ningún margen de maniobra para un desarrollo integral propio
que requeriŕıa de mayor investigación. Entre las razones espećıficas de las
matemáticas, en las que los matemáticos tenemos una responsabilidad especial,
está la orientación de los planes de estudio de las licenciaturas de matemáticas,
que en nuestra opinión han estado muy polarizados hacia la matemática pura,
con la idea de formar investigadores, descuidando las aplicaciones. Hay que
indicar que esto no sólo ha ocurrido en las Facultades de Ciencias o Matemáticas,
sino que también lo han hecho, lo cual es mucho más grave, las Escuelas de
Ingenieros, que en en muchas ocasiones han utilizado las matemáticas como
una herramienta de selección para que solo continúen los mejores alumnos.

Nota: Hasta aqúı, este trabajo en buena parte es deudor de Mathématiques
et entreprises, publicado por A. Bachelot et J.-P. Raoult en la Gazette des
mathématiciens, 75, 1997.

4 Ejemplos de colaboraciones universidad empresa

En nuestro conocimiento, dejando aparte la estad́ıstica, uno de los ejemplos más
relevantes de departamento de matemáticas con amplias relaciones con empresas
es el Departamento de Matemática Aplicada de la Universidad de Santiago de
Compostela. En este departamento tienen una amplia experiencia en modelado
de procesos industriales, y muestra de ello son los art́ıculos Simulación numérica
de diferentes procesos industriales relacionados con la producción de silicio.
Proyectos de colaboración con Ferroatlántica I+D, de Alfredo Bermúdez de
Castro (Bol. Soc. Esp. Mat. Apl., 23, 2003, 101-122) y Simulación numérica de
las deformaciones termomecánicas de una placa de aluminio durante el proceso
de colada, de Patricia Barral y Peregrina Quintela (Bol. Soc. Esp. Mat. Apl.,
26, 2003, 7-34).

En un orden más modesto, en el Departamento de Matemática Aplicada,
Estad́ıstica e Investigación Operativa de la Universidad del Páıs Vasco-Euskal
Herriko Unibertsitatea tenemos una ĺınea dedicada a colaboraciones con
empresas, algunas de las cuales describiremos brevemente.

4.1 Colaboración con Sidenor

La Corporación Sidenor está formada por tres grandes grupos de producción:
Sidenor Industrial (España), constituido en 1995, Aços Villares (Brasil),
adquirido en 2000 y Sidenor ABX (México), adquirido en 1999.
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En lo que respecta a la producción, Sidenor es un fabricante de acero especial
para su posterior utilización fundamentalmente en la industria automoviĺıstica.
Aśı, Sidenor suministra a los transformadores finales barras (laminadas,
estiradas, torneadas, rectificadas, forjadas), llantas y rollos laminados para la
producción de piñones, cubos de rueda, bielas, ballestas, barras estabilizadoras,
etc.

En el año 2001, Sidenor Industrial produjo 619.000 Tn de barras de acero
especial, 7.000 Tn de acero aleado y 28.000 Tn de piezas coladas y forjadas. En
cuanto a la distribución de las ventas, España acapara el 53 % de las de acero
especial, seguida de Francia y Alemania con un 10 % cada uno e Italia con un
5 % del total.

Finalmente, Sidenor dedica más del 2 % de su facturación a actividades de
desarrollo e investigación y a su aplicación en los procesos de fabricación y
mejora de productos. Actualmente, el departamento de I+D de Sidenor dispone
de un edificio propio en el que trabajan unas 50 personas entre investigadores,
investigadores en formación, becarios, personal administrativo y dirección.

El proyecto de colaboración realizado con Sidenor se titula Aplicación de
la tecnoloǵıa OES-PDA para la evaluación de la homogeneidad del acero de
rodamiento y lo hemos hecho Mikel Lezaun, Gloria Pérez Sáinz de Rozas
y Eduardo Sáinz de la Maza, del Departamento de Matemática Aplicada,
Estad́ıstica e Investigación Operativa, y Luis Vega del Departamento de
Matemáticas, todos profesores de la Universidad del Páıs Vasco-Euskal Herriko
Unibertsitatea.

Dos de las caracteŕısticas más importantes exigidas por el primer nivel de
clientes en el mercado del acero de rodamiento son la pureza y la homogeneidad
del material suministrado, ya que ambas tienen una gran influencia en la vida
del componente. Por ello, los fabricantes de acero se han visto forzados a
mejorar tanto su producción como los procesos de control, para aśı alcanzar
el objetivo anteriormente mencionado. Este proyecto con Sidenor trata de
desarrollar una nueva metodoloǵıa capaz de evaluar esas dos caracteŕısticas:
pureza y segregaciones de carburo. Esta metodoloǵıa se basa en la utilización
de un tratamiento de los datos anaĺıticos obtenidos por un espectrómetro de
emisión óptica (OES) con tecnoloǵıa PDA (pulse discrimination analysis) en
distintas muestras de acero con un uno por ciento de carbono. De forma más
precisa, se trata de evaluar las segregaciones de carburo como una medida de
la homogeneidad del acero.

Hasta ahora, el método tradicional de control de calidad utilizado a demanda
de los clientes consiste en la aplicación del método de comparación estándar SEP
1520. Para ello, se cortan las barras de acero a lo largo de su eje longitudinal y se
extrae una muestra metalográfica de aproximadamente 20 mm de longitud, que
posteriormente se evalúa microscópicamente comparándola con un mapa que se
ha convertido en estándar. Se trata pues de un método comparativo subjetivo.

En el nuevo método, las muestras las analizamos con un espectrómetro de
emisión óptica con tecnoloǵıa PDA, proceso que consiste en lanzar una gran
cantidad de chispas a la placa de acero y medir la intensidad de la luz de
cada chispa, que se corresponderá con una mayor o menor presencia de carburo
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en el punto de chispeo. De forma más precisa, cada muestra rectangular, en
este caso de unos 10 por 8 cent́ımetros de lado, se somete a 8 o 9 barridos
de chispas de unas 4.000 chispas cada uno, en sentido perpendicular al eje de
la muestra. Tenemos pues más de 30.000 datos de intensidad y los mayores
valores, que se corresponderán con las segregaciones, estarán en la zona vertical
central de la placa analizada. Un tratamiento de todos los datos obtenidos para
cada muestra, de la que previamente sabemos su clasificación, hecha por el
método tradicional, nos ha permitido definir una nueva escala que reproduce el
mismo tipo de clasificación, eso śı, con una base cuantitativa en vez de con una
comparativa.

Para concluir diremos que este nuevo método desarrollado es más sencillo y
más rápido de implementar que el método óptico tradicional, no es subjetivo,
lo cual es muy importante, y forma parte de un proyecto europeo en el que
participa Sidenor, consistente en medir la segregación de carburo de manera
objetiva en los primeros pasos de la ĺınea de producción, para aśı obtener
información sobre las segregaciones suficientemente pronto con el fin de
optimizar las variables del proceso.

4.2 Colaboración con CESPA

CESPA, S.A. es una empresa fundada en 1970 cuyas actividades principales
son la recogida y tratamiento de residuos, la limpieza urbana, la limpieza de
interiores y el mantenimiento de jardineŕıa, y es el ĺıder español en gestión
de residuos y mantenimiento de jardineŕıa. Además de en el mercado español,
CESPA está presente en Argentina, Portugal y Marruecos.

En la actualidad, CESPA cuenta con más de 12.000 empleados, una flota
de más de 3.000 veh́ıculos con capacidad de carga superior a las 10 Tn, y 57
instalaciones de tratamiento. Entre sus clientes públicos se encuentran más de
400 municipios, con un total de más 12.000.000 de habitantes atendidos con al
menos un servicio. Además, en gestión de residuos cuenta con una cartera de
9.000 clientes privados.

En 1999 CESPA inició sus actividades de I+D y desde entonces destina a
esta actividad el 0,5 % de su facturación, repartida en más de 40 proyectos en
los campos de limpieza viaria, recogida de residuos, tratamiento y reciclaje de
residuos, y jardineŕıa municipal.

La colaboración con CESPA ha consistido en confeccionar una herramienta
informática para utilizarla como Simulador de la forma más rentable de recoger
los residuos sólidos generados en una ciudad. Ha sido llevada a cabo por Mikel
Lezaun, Gloria Pérez Sáinz de Rozas y Eduardo Sáinz de la Maza.

Se trata de simular la recogida de uno o dos tipos de residuos urbanos, por
ejemplo materia orgánica y resto, con una frecuencia de seis d́ıas, de lunes a
sábado, o de siete d́ıas a la semana. Hay que resaltar que en este proyecto no
se considera una recogida real de los residuos urbanos de una ciudad, y que en
ese caso habŕıa que optimizar las rutas de los distintos camiones.

Los medios a utilizar son los distintos tipos de contenedores atendiendo a su
tamaño y el tipo de materia que puedan contener, y los camiones de recogida,
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que pueden ser de carga lateral (un conductor), bicompartimentados o de carga
trasera (un conductor y dos peones). Hay que notar que de cada tipo hay
camiones de diferente tamaño. Naturalmente, el coste tanto de compra como de
uso de unos u otros es muy diferente. Además, las ciudades tienen zonas que
limitan la posibilidad de utilización de determinados medios. Por ejemplo, en
un casco histórico no podrán circular camiones muy grandes o no se podrán
utilizar camiones de recogida lateral, ya que su uso necesita que las calles sean
muy anchas.

La producción de basura en una ciudad básicamente depende del número
de sus habitantes, y a efectos de recogida, será mayor la del lunes que la de
los restantes d́ıas de la semana. A la hora de evaluar los medios necesarios
para recogerla, será importante la mayor o menor distancia entre la ciudad y
el vertedero, el tiempo de espera en cada descarga, el tiempo que tarda un
camión en llenarse, etc., ya que cada jornada de conductor y de camión tiene
una duración limitada por convenio y por las normas de cada ayuntamiento.

De forma breve, alimentados los datos (habitantes, producción de basura,
distancias, precio de los contenedores, camiones, combustible, gastos de
mantenimiento, salarios, etc.), la simulación consiste en resolver un problema
de optimización con las restricciones derivadas de las limitaciones de la ciudad
y de la duración de las jornadas. Este problema de optimización lo resolvemos
con el paquete de optimización LINGO. La solución nos da, además del coste
de la recogida, el número de contenedores y de camiones, el número de viajes
de cada camión al vertedero en los distintos d́ıas de la semana, etc.

Otra colaboración con CESPA ha consistido en elaborar una herramienta
informática que permita una valoración inicial rápida del coste de la limpieza
de una ciudad. Esta herramienta está hecha en base a un estudio estad́ıstico,
y se puede decir que aqúı ha sido esencial la construcción de una buena base
de datos homogéneos referentes a los diferentes servicios que se utilizan en la
limpieza de las distintas ciudades.

4.3 Colaboración con Metrobilbao

El 11 de noviembre de 1995 se pońıa en funcionamiento el metro de Bilbao como
solución socialmente más rentable para el transporte masivo de pasajeros en el
área metropolitana de Bilbao. La puesta en funcionamiento del metro se ha
hecho por fases. Se inauguró con 23 estaciones de la ĺınea 1, actualmente tiene
32 estaciones distribuidas en dos ĺıneas, y cuando esté totalmente terminado
tendrá 41 estaciones.

En el año 2002, Metrobilbao realizó 66.705.570 desplazamientos de viajeros,
y el récord diario se obtuvo el 21 de diciembre con 274.849. La plantilla actual
es de 570 personas, de las cuales 145 son conductores. El número de trenes es
37, con un total de 148 coches. Obviamente, cuando entre en funcionamiento
toda la red, todas estas cifras se verán incrementadas.

En este caso el proyecto consiste en el Diseño de una herramienta software
para la planificación anual del servicio de conductores y está en fase de
realización. Intervienen en él Mikel Lezaun, Gloria Pérez Sáinz de Rozas y
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Eduardo Sáinz de la Maza.
La asignación de conductores en una empresa de transporte colectivo es un

problema dif́ıcil, debido tanto a su complejidad como a la gran cantidad de
variables que intervienen y, en consecuencia, al gran número de combinaciones
posibles que pueden formar parte de la solución buscada. Además, el problema
es muy diferente según sea el medio de transporte (avión, autobús, ferrocarril,
metro...), la filosof́ıa organizativa de la empresa (conductores con horario fijo,
corre-turnos, mezcla de los dos, posibilidad de horas extras...) y los derechos
históricos de los trabajadores expresados en distintos convenios colectivos
(jornadas de trabajo continuas, limitación de jornadas consecutivas de trabajo,
peŕıodos de descaso, d́ıas festivos libres, etc.). Por todo ello, la modelación
matemática y resolución de este problema depende en gran medida del caso
y de las situaciones consideradas, pudiéndose decir que para cada empresa de
transporte se tiene que resolver un problema espećıfico.

La asignación de conductores en una empresa como Metrobilbao, en la que
las ĺıneas están fijadas, se puede dividir en tres etapas.

1.- Horario de veh́ıculos (Vehicle scheduling)
De acuerdo con la demanda de desplazamientos previstos, a comienzos de

cada año el departamento de marketing fija el número de veh́ıculos que tienen
que circular en cada franja horaria de cada d́ıa del año siguiente. A partir de
esto, el departamento de explotación planifica el horario de circulación de los
trenes necesarios para cubrir ese servicio, la hora de salida de la cochera, la
hora de retirada, peŕıodos en los que un tren está parado, etc. Por ejemplo, en
la hora punta de los d́ıas laborables de invierno, por el recorrido común a las
dos ĺıneas pasa un tren cada dos minutos y medio.

2.- Organización de las jornadas de trabajo (Crew scheduling)
Hechos los horarios de circulación de los trenes y teniendo en cuenta que

los conductores trabajan en horario continuo, para cada una de las cuatro
estaciones de incorporación de conductores y para cada tipo de d́ıa del año,
se define las jornadas de conductor necesarias para cubrir el servicio. Cada
jornada se caracteriza por ser de mañana, tarde o noche, por la hora de inicio,
la de finalización y su duración. En un mismo peŕıodo, no todas las jornadas de
trabajo son iguales, difieren en su hora de comienzo, duración o distribución de
los tiempos reales de conducción. También son distintas las jornadas del mismo
tipo pero de diferente peŕıodo, por ejemplo, las noches de los viernes son más
cortas que las de los sábados y las de invierno distintas de las de verano.

3.- Asignación de conductores (Rostering)
Una vez determinadas las jornadas de trabajo de cada tipo de peŕıodo, hay

que asignar esas jornadas a conductores concretos. Para ello comenzaremos
estableciendo patrones semanales de d́ıas de descanso, y luego los distribuiremos
entre los conductores de forma que se cubran los servicios a realizar y que la
carga de trabajo esté repartida equitativamente entre todos ellos. Aśı, todos los
conductores deben trabajar en un año el mismo número de mañanas, de tardes,
de noches y de fines de semana. En su confección y asignación anual hay que
tener en cuenta las restricciones impuestas por el servicio, y las derivadas de los
derechos históricos de los trabajadores, expresados en sus convenios colectivos.



Matemáticas y empresas 87

También habrá que intentar maximizar la satisfacción de los conductores.

En este proyecto, nuestro cometido se limita al último apartado anterior. Lo
planteamos como un problema de optimización entera con restricciones lineales,
y lo resolvemos utilizando un paquete de optimización comercial, por ejemplo
LINGO. La principal dificultad para resolverlo está en las dimensiones que toma
el problema.

5 Comentarios finales

Hoy en d́ıa, en abstracto, nadie duda de que las empresas tienen que invertir en
I+D+i (Investigación, Desarrollo, innovación) y de que se tienen que fomentar
las relaciones de colaboración entre la empresa y la universidad. Ahora bien,
cuando una empresa se plantea un nuevo proyecto I+D+i y especula sobre los
posibles colaboradores, no suele pensar en un departamento de matemáticas de
una facultad universitaria, como mucho se dirige a una escuela de ingenieŕıa.
Además de por tradición, o por inercia, esto es debido a que en muchos casos no
captan las matemáticas que puede haber en el problema y si lo hacen, piensan
que los matemáticos estamos en las nubes, que sólo nos preocupamos de nuestras
cosas. Luego, si se lleva a término un proyecto en colaboración, su opinión
cambia, y suelen estar encantados de haber tomado esa iniciativa.

Evidentemente, si queremos que esto cambie, si queremos que mejore,
tenemos que hacer algo, no podemos esperar que sin más vengan a contactar
con nosotros proponiéndonos un gran proyecto de investigación aplicada. Ahora
bien, ¿qué hacer? Se puede empezar diciendo que tenemos que darnos a conocer,
que es necesario que creemos una nueva imagen de la profesión de matemático,
no ligada, como hasta ahora, sólo a la de profesor. En esto, como también para
que aumente el número de alumnos, los principales embajadores debeŕıan ser
nuestros propios estudiantes, y dudamos de que estemos consiguiendo que lo
hagan con el suficiente entusiasmo. En cualquier caso, es muy dif́ıcil dar una
respuesta a estas cuestiones.

En nuestra opinión, un error histórico de los matemáticos en España en
los comienzos de la computación fue no considerarla como algo propio, se la
tomó como algo no muy matemático, y eso a pesar de que el lenguaje de la
informática es lenguaje matemático. Todav́ıa hoy, en muchas ofertas de trabajo,
cuando se requieren expertos en informática, se solicitan f́ısicos o ingenieros, sin
mencionar a matemáticos.

Una cuestión que está detrás de todo esto es si en nuestro cometido
profesional está o no el realizar proyectos de investigación o desarrollo aplicados
con empresas. En nuestra opinión, no hay que desdeñar, ni mucho menos, esta
actividad. Somos muchos los matemáticos en la universidad y, como colectivo,
es algo que debemos realizar y valorar en su justa medida. Además, estos
proyectos, que tienen una mecánica muy distinta de la de los habituales en
la universidad, suelen resultar muy enriquecedores y satisfactorios para los que
los realizan. También hay que decir, porqué no, que muchos proyectos I+D+i
están subvencionados por el estado, lo cual puede tener un efecto perverso pues
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en algunos casos las empresas sólo los utilizan como meros captadores de fondos
públicos.

Por último, pensamos que seŕıa muy interesante que este Bolet́ın sirviera
de veh́ıculo para un debate amplio sobre las necesidad o no de relaciones
universidad empresa, de cómo abordarlas, de cómo valorarlas como parte de
la actividad de un profesor, etc. En este sentido, animamos a todos los grupos
de investigación que mantienen o han mantenido este tipo de colaboraciones
a que cuenten sus experiencias y su impresión sobre cual es la opinión de las
empresas, e incluso de los responsables poĺıticos, de la investigación cient́ıfica
en general.
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Se ha convertido en un tópico hablar de la situación en que acceden los
alumnos a la Universidad procedentes de las anteriores etapas de formación.
Debido a un amplio conjunto de causas muy complejas y sin que esto suponga
cŕıtica negativa alguna para unos profesionales docentes no universitarios que
realizan su trabajo en circunstancias a veces duŕısimas, la realidad es que esta
situación es considerada realmente insatisfactoria por quienes deben ocuparse
de la cuestión. En este art́ıculo nos ocuparemos de la situación que hemos
encontrado en la Facultad de Matemáticas de la Universidad de Sevilla y las
tentativas realizadas en los tres últimos años para abordarla. Indiquemos para
empezar que entre quienes se matriculan en nuestra Facultad hay más alumnas
que alumnos; sirva esta declaración para reafirmar el sentido genérico que tiene
el masculino que se utiliza en todo lo que sigue.

Para centrar el problema, comenzamos indicando algunas realidades con las
que nos encontramos:

• De una forma amplia, los alumnos interpretan los teoremas de
Matemáticas como las leyes de la Qúımica. De igual forma que no han
comprobado la ecuación de los gases perfectos, pero la creen cierta, la
aprenden y la utilizan para resolver problemas, aprenden la fórmula que
resuelve la ecuación de segundo grado o aceptan que un sistema lineal en
el que la matriz del sistema y la matriz ampliada tienen rango diferente es
incompatible. Pero no parecen apreciar que hay una serie de razonamientos
que nos persuaden, en el caso de las Matemáticas, de que las cosas son
aśı y no de otra manera.

• Como no han aprendido a hacer razonamientos, tampoco conocen
las reglas que hay para hacerlos correctamente. Las expresiones
“razonamiento por inducción” o “reducción al absurdo” son para muchos
de los alumnos absolutamente desconocidas; y su utilización normal por
parte de los profesores que imparten clase en Primero no prevenidos tiene
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las consecuencias que se puede uno imaginar. Un alumno describ́ıa lo
sucedido en una clase de Análisis Matemático diciendo que el profesor
queŕıa demostrar una cosa, dijo: “por reducción al absurdo”, empezó con
algo que no teńıa nada que ver con lo que teńıa escrito y dijo al final:
“¡Contradicción!”.

• Hemos llegado a pensar que el éxito en la enseñanza pre-universitaria viene
dado por la superación holgada de la prueba de acceso a la universidad
y lógicamente la mayor parte del tiempo y del esfuerzo se dedica a
preparar dicha prueba. Esto tiene algunas consecuencias perversas de las
que podemos citar algunos ejemplos:

1. Son frecuentes las preguntas relativas a la geometŕıa del espacio af́ın y
eucĺıdeo, por lo que los alumnos suelen preparar bien estos problemas
que vienen incluidos en el programa de 2o de Bachillerato, pero son
bastantes más infrecuentes las preguntas relativas a la geometŕıa del
plano, que se estudia en 1o de Bachillerato. Puede creerse el lector que
si, por alguna razón (retraso en el desarrollo del programa, ausencia
de sustituto de un profesor enfermo, etc.), el alumno no estudió la
geometŕıa del plano en 1o, no la estudiará tampoco en 2o por falta de
tiempo; pero eso no será obstáculo para que “estudie” la geometŕıa
del espacio. Y aśı aparecen en la Facultad algunos alumnos que saben
hallar la perpendicular común a dos rectas que se cruzan, pero que
ignoran la ecuación general de la recta en el plano o que echan en falta
la tercera coordenada cuando se les dan los vértices de un triángulo
en el plano.

2. Sin llegar a casos tan extremos, se encuentran muy olvidadas de
forma general aquellas partes de los programas de 1o de Bachillerato
que suelen preguntarse menos en las pruebas de acceso, como por
ejemplo la trigonometŕıa.

• A muchos de nuestros alumnos les ha bastado hasta el momento de su
ingreso en la Universidad con un repaso a los problemas algún d́ıa antes
del examen para superar el mismo, con lo que es ésta su idea del estudio
de las Matemáticas cuando llegan.

• La gran mayoŕıa de las pruebas de Matemáticas que han debido superar
los alumnos han sido exámenes de ejercicios o problemas en donde
prácticamente nada tienen que escribir. De modo que traen una nula
práctica de cómo se escriben las Matemáticas. A las generales dificultades
de expresión oral y escrita que suelen tener los universitarios, se añaden las
dificultades espećıficas del lenguaje matemático. Desgraciadamente, este
grave problema no se resuelve en muchos casos en toda la Licenciatura.

• Los alumnos que superan las pruebas de acceso en la 1a Fase (examen
de junio) y desean venir a la Facultad de Matemáticas se matriculan en
julio o en los primeros d́ıas de septiembre y comienzan el curso en los
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primeros d́ıas de octubre. Los alumnos que aprueban en la 2a Fase (examen
de septiembre) conocen su primera adjudicación de plazas en la segunda
quincena de octubre. De modo que estos alumnos, que lógicamente tienen
menos nivel y que muchas veces llegan a la Facultad por no poder acceder
a la titulación que desean, se incorporan con un retraso de dos o tres
semanas a sus clases, lo que supone para muchos un obstáculo insalvable.

Un alumno ingresa en la Facultad con la idea de que saber Matemáticas
consiste en saber resolver problemas y se encuentra con una avalancha de teoŕıa
que lo desborda, porque su casi nula exigencia de rigor hace que le resulte
incomprensible e inútil que alguien demuestre que todas las bases de un espacio
vectorial de dimensión finita tienen el mismo número de vectores (se dice:
“¡pues claro!”) o que alguien dedique horas a la definición axiomática del número
real (se pregunta: “¿esto a qué viene?”). Y al mismo tiempo no sabe si aquello es
para aprendérselo de memoria o si sirve para algo más. Quizá haya que dedicar
más tiempo a motivar el estudio de la teoŕıa. Y se puede citar por último lo que
sucede en ocasiones con la utilización por parte de los profesores del alfabeto
griego (que muchos alumnos no saben leer ni escribir) o de los śımbolos especiales
(factorial, pertenencia, inclusión,. . . ), que un alumnado muy pasivo recibe como
cualquier otra cosa, sin siquiera preguntar por la denominación.

Por todos estos motivos, desde hace tres años se lleva impartiendo en la
Facultad de Matemáticas de la Universidad de Sevilla una asignatura de libre
configuración, el llamado “Curso 0”, que pretende ayudar a resolver algunas
de las cuestiones planteadas anteriormente. Esta asignatura es el procedimiento
que se encontró para dar validez académica (4,5 créditos en muestro caso) al
trabajo que deben realizar los alumnos para adquirir el nivel inicial adecuado
para abordar los estudios superiores, tanto en lo relativo a conocimientos básicos
y a la familiarización con un cierto formalismo matemático como en lo relativo
a hábitos y métodos de estudio.

Este intento para paliar el grave problema que supone actualmente el
salto que los alumnos encuentran al iniciar los estudios de la Licenciatura en
Matemáticas o la Diplomatura en Estad́ıstica (que son las titulaciones que tienen
Primer Ciclo de nuestra Facultad) es muy limitado por varias razones:

• Es una asignatura voluntaria para los alumnos. De modo que los profesores
que imparten las asignaturas de Primero no pueden suponer que todos sus
alumnos la han cursado.

• En parte, se desarrolla simultáneamente con las asignaturas de Primer
Curso, es decir, no es previo a éstas. Los alumnos que proceden de la
1a Fase de la prueba de acceso pueden comenzar esta asignatura de forma
intensiva antes del inicio oficial del curso, de modo que el “Curso 0” no
les quite mucho tiempo del que necesitan para estudiar las asignaturas de
Primero, que es su objetivo. Pero los alumnos que proceden de la 2a Fase
no pueden empezarla hasta finales de octubre, porque f́ısicamente no se
encuentran en la Facultad.
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• Tiene una escasa duración para cubrir sus objetivos.

• El hecho de que se imparta no ataca los problemas de fondo existentes,
algunos de los cuales exigiŕıan otras medidas que incluiŕıan una revisión
a fondo de los programas y la metodoloǵıa.

Los objetivos que la asignatura persigue expĺıcitamente son, entre otros, los
siguientes:

1. Insistir en la necesidad del estudio continuado de las Matemáticas,
intentando convencer a los alumnos de la inutilidad del trabajo excesivo
en las v́ısperas de los exámenes para compensar el que no se ha hecho a
lo largo del cuatrimestre, antes de que la tozuda realidad se imponga.

2. Insistir en la necesidad de abordar desde el principio los problemas que
se proponen. Muchos alumnos adoptan una actitud pasiva y esperan a
la clase de problemas donde el profesor va resolviendo ejercicios que
los estudiantes van entendiendo y van creyendo que ya saben hacerlos;
aśı llega el momento de la prueba en el que el alumno debe resolver él
sólo por vez primera un problema. . . y, naturalmente, no lo hace. Hay que
intentar que el alumno se persuada de que solo aprenderá Matemáticas
haciendo Matemáticas él mismo.

3. Insistir en la importancia de la tutoŕıa como medio de resolver las dudas
que se le plantean al alumno tras haber estudiado y como orientación
para dicho estudio. En relación con los puntos anteriores, la tutoŕıa debe
llevarse a cabo a lo largo de todo el curso, y no sólo en las v́ısperas de los
exámenes.

4. Indicar a los alumnos que, tras el estudio individual, el trabajo en equipo
reducido puede ser una buena metodoloǵıa para aprender a resolver
problemas.

5. Obligar a los alumnos a explicar a sus compañeros los problemas y a
escribir ejercicios o cuestiones que son entregadas al profesor y corregidas
por éste en el fondo y en la expresión.

Hemos dividido la asignatura que impartimos en dos partes de igual
extensión. La primera se ocupa de aspectos que los alumnos mayoritariamente
no han estudiado en la enseñanza pre-universitaria. Aśı, se estudian las leyes del
razonamiento formal y el método de inducción, las técnicas de enumeración (con
un repaso de la combinatoria), la utilización de las Matemáticas para abordar el
estudio del azar (con un repaso del concepto de probabilidad) y una introducción
a la teoŕıa de conjuntos que, aunque no incluida en los planes de estudio del
Bachillerato, ha sido considerada necesaria, a la vista de nuestro propio plan de
estudios. Incluimos algunos ejercicios para que, de forma heuŕıstica, mediante
ejemplos y preguntas, los alumnos vayan definiendo conceptos matemáticos a
partir de ideas intuitivas; por ejemplo, utilizamos la frontera de un conjunto del
plano.
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La segunda parte se ocupa de aspectos que los alumnos han estudiado
mayoritariamente. Entran aqúı la trigonometŕıa (muy olvidada, aunque
estudiada en su momento), las geometŕıas del plano y del espacio, el álgebra
lineal y el cálculo (conceptos de ĺımite, continuidad, derivabilidad, estudio de
funciones, cálculo de primitivas, teorema fundamental del cálculo integral y
áreas de figuras planas sencillas).

Ha sido intención expĺıcita de quienes hemos diseñado esta asignatura que los
contenidos de la misma no solapen con los que se imparten en las asignaturas del
primer curso de las titulaciones; ello nos llevó a la convicción, tras el primer año
de impartición de la misma, de que no era adecuada para alumnos repetidores
que se manifestaron decepcionados de ella.

Antes de comenzar el curso, a los alumnos se les asigna un tutor, que es
siempre uno de los profesores que imparte esta asignatura. Los tutores, que han
preparado un guión de tutoŕıa para recabar los mismos datos sobre los alumnos,
llaman varias veces a los alumnos a lo largo de la duración de la asignatura y
posteriormente para hacerles un seguimiento. Entendemos esta tutoŕıa como
una herramienta de orientación general del estudiante y no como un medio que
permita resolver las dudas que puedan tener en las otras asignaturas. Y aśı,
para que el tutor tenga una idea de la situación del estudiante, ponemos una
prueba inicial antes de comenzar cada una de las partes de la asignatura sobre
cuestiones muy generales sobre la que tutor y tutelado tienen un cambio de
impresiones en las primeras entrevistas que realizan.

La metodoloǵıa de las clases es lo más activa posible, debiendo los alumnos
resolver los problemas en la pizarra, explicar las dudas a los compañeros,
buscar en su caso la información olvidada en los textos del bachillerato, etc.
En ocasiones entregan ejercicios por escrito al profesor.

El número de alumnos de cada uno de los grupos (no más de 20) permite
un seguimiento efectivo del trabajo de cada uno con un poco de esfuerzo por
parte del profesor, y este trabajo es la componente principal para superar la
asignatura.

Con todas sus limitaciones, la asignatura es útil para los alumnos. Llegamos
a esta convicción a través de las impresiones de los propios alumnos y
de los primeros datos, todav́ıa no depurados, que vamos obteniendo de las
calificaciones obtenidas en las restantes asignaturas de Primero. De lo que
śı podemos dar fe es de la ilusión y el trabajo invertido en su organización
y desarrollo por un grupo de profesores de todos los Departamentos con sede
en la Facultad y de los que el coordinador de la asignatura que suscribe es sólo
el representante. Por cierto, que la asignatura se titula “Curso preliminar de
Matemáticas: técnicas y herramientas”.





Bol. Soc. Esp. Mat. Apl. no27(2004), 95–103
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Resumen

Aunque los matemáticos tienen fama de seres poco sociables, la
realidad es bien distinta: los matemáticos se han asociado desde la
antigüedad de muy diferentes maneras, desde las sectas pitagóricas a
la internacionalización actual, pasando por las diferentes Academias y
las sociedades cient́ıficas. De hecho, no hay otra ciencia en la que este
fenómeno asociacionista se haya dado con tal fuerza. Se pretende en este
art́ıculo dar algunas pinceladas sobre este asociacionismo matemático,
centrándose en la Unión Matemática Internacional y la situación española.

Palabras clave: Unión Matemática Internacional
Clasificación por materias AMS: 01A74, 01A61, 01A65

1 Las Academias

Las matemáticas son una ciencia antigua, quizás la más antigua, y también
secreta en sus inicios. Las matemáticas de la antigüedad proporcionaban poder:
el conocimiento de los movimientos celestes, la llegada de las cosechas, las
medidas de áreas, etc., la convirtieron en una ciencia iniciática. Aśı que los
primeros pasos del asociacionismo matemático fueron por los derroteros del
secreto. Y esta componente está presente en las matemáticas babilónicas, en las
matemáticas egipcias y en las primeras matemáticas griegas.

En la Grecia clásica, el asociacionismo toma una forma que perdura hasta
nuestros d́ıas: la Academia de Platón. En los jardines de Academos, en donde
“no pod́ıan entrar los ignorantes de la geometŕıa”, los académicos debat́ıan sobre
lo divino y lo humano, y, cómo no, sobre matemáticas. Quizás pueda decirse
que en Grecia nacieron los primeros matemáticos profesionales.

∗El autor es Presidente del Comité Organizador del Congreso Internacional de Matemáticas
ICM2006 y representante en el Comité IMU de la Real Sociedad Matemática Española
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La Academia de Platón

Platón

En la entrada a la Academia de Platón, situada
en los jardines de Academos, colgaba un letrero
que advert́ıa: “No entre aqúı nadie ignorante de la
Geometŕıa”. Platón, en efecto, créıa que el estudio
de las matemáticas y la filosof́ıa proporcionaban
el entrenamiento más adecuado para aquellos
que en el futuro iban a desempeñar puestos de
responsabilidad en el estado, como se recoge en
la obra República, libro en el que debate sobre
aritmética, geometŕıa, astronomı́a, música. . . En
el Timeo incluye un debate sobre los cinco sólidos
regulares, también llamados platónicos en su honor.
En el libro VII de la República, Socrátes debate con
Glaucón acerca de los estudios que debe emprender
el futuro hombre de estado. Sobre el cálculo dice
Socrátes: “¿Y no has observado que los calculadores
por naturaleza son rápidos, por aśı decirlo, en todos
los estudios, en tanto que los lentos, cuando son
educados y ejercitados en este estudio, aunque no
obtengan ningún otro provecho, mejoran, al menos,
volviéndose más rápidos que antes? — Aśı es. — Y no hallarás fácilmente, según pienso,
muchos estudios que requieran más esfuerzo para aprender y practicar. — No, en efecto.
— Por todos estos motivos, no hay que descuidar este estudio, sino que los mejores deben
educar sus naturalezas en él.”
Más adelante, refiriéndose a las dificultades de la geometŕıa de los sólidos, manifiesta:
“En efecto, y son dos las causas de ello: la primera es que ningún Estado le dispensa
mucha estima y, por ser dif́ıcil, se la investiga débilmente; la segunda, que quienes
investigan necesitan un supervisor, sin lo cual no podŕıan descubrir mucho. . . Pero
si el Estado ı́ntegro colabora en la supervisión guiándolos con la debida estima, aquéllos
se persuadiŕıan, y una investigación continuada y vigorosa llegaŕıa a aclarar cómo es
el asunto, puesto que incluso ahora mismo, en que éste es subestimado y mutilado por
muchos, inclusive por investigadores que no se dan cuenta de su utilidad, a pesar de todo
esto florece vigorosamente en su propio encanto, de modo que no seŕıa asombroso que se
hiciera manifiesto.”

En España se creó tempranamente una Academia de Matemáticas de Madrid,
en tiempos de Felipe II, Academia de ef́ımera existencia y con el objetivo de
enseñar matemáticas para formar pilotos náuticos, arquitectos, ingenieros, lo
que prueba que eran muy conscientes de que las matemáticas serv́ıan y mucho
para la vida práctica.

Otras Academias surgieron en años posteriores, algunas de ellas de
un prestigio que no ha parado de crecer desde su fundación y, además,
han proporcionado nombres de lo más ilustre para la mayor gloria de las
matemáticas: la Royal Society, la Academia de San Petersburgo, la Academia
de Ciencias de Paŕıs, etc.
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Felipe II

La Academia Matemática de Madrid
Durante el reinado de Felipe II (1527-1598) se
creó la Academia de Matemáticas de Madrid, en
1575, antecedente de la moderna Real Academia de
Ciencias. Estaba constituida por los cosmógrafos,
arquitectos e ingenieros que trabajaban para el
monarca. La idea de su fundación fue de Juan
de Herrera y entre sus objetivos destaca el de
fomentar la enseñanza de las matemáticas con vistas
a sus aplicaciones prácticas. Durante medio siglo se
enseñó en ella matemáticas, cosmograf́ıa, geograf́ıa
mecánica, arquitectura, etc. La Academia también
se ocupó de traducir al castellano diversos textos
cient́ıficos y de la publicación de las obras originales
de sus miembros.
La creación de la Academia, por Orden Real firmada
en Lisboa, estaba motivada por la preocupación del

monarca por el desarrollo cient́ıfico y tecnológico en España y es destacar que fue pionera
en Europa. Lamentablemente, la Academia de Matemáticas desapareció prematuramente,
dando lugar a los Reales Estudios del “Colegio Imperial de Madrid”, Colegio de San Isidro.
En el Colegio Imperial, se crea la cátedra de Matemáticas, ocupada primero por Juan
Carlos de la Faille y después por otros extranjeros; en 1670 la pasa a ocupar el f́ısico y
matemático José Zaragoza.

2 Creación de las sociedades: hacia IMU

Pasaŕıan muchos siglos hasta que las matemáticas fueran consideradas como una
profesión. Durante el siglo XIX se produjo un cambio drástico en la comunidad
cient́ıfica al que no fue ajeno el mundo de las matemáticas. A principios de 1800
la comunidad cient́ıfica era muy pequeña y hab́ıa muy pocas revistas cient́ıficas.
Pero la Revolución Francesa, a continuación las guerras napoleónicas y después
la Revolución Industrial, causaron un cambio social sin precedentes. Por una
parte, se crea una clase media que se interesaba por los avances cient́ıficos
y los desarrollos tecnológicos. También, la prosperidad económica comenzó a
permitir una educación más generalizada. Las universidades sufrieron un cambio
y la investigación comenzó a ser algo tan importante como la docencia. Va
aumentando el número de cient́ıficos (en particular, de los matemáticos) y
se comienzan a crear las sociedades cient́ıficas, con una finalidad mucho más
profesional que las Academias de Ciencias ya existentes.

A t́ıtulo de ejemplo, se fundan en 1864 la Sociedad Matemática de Moscú,
en 1865 la London Mathematical Society, en 1872 la Societé Mathématique
de France, en 1884 el Circolo Matematico di Palermo, en 1888 la New York
Mathematical Society (convertida en la American Mathematical Society en
1894), en 1890 la Deutsche Mathematiker-Vereinigung y, en 1911, se crea la
Sociedad Matemática Española (Real desde 1929).

A la vez, comienza a extenderse un afán de cooperación internacional
facilitado por los avances en las comunicaciones, y se celebran, como veremos,
los primeros congresos internacionales.
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Es de destacar la cooperación internacional matemática, sin parangón en
otras ciencias. Por ejemplo, una revista de reviews de matemáticas, el Jahrbuch
uber die Fortschritte der Mathematik se fundó en Alemania en 1871: en el primer
volumen, los reseñadores son alemanes, pero a partir del segundo ya son de varios
páıses. En 1885, los franceses crearon el Répertoire Bibliographique des Sciences
Mathématiques.

Es evidente que el valor universal de las matemáticas es un valor globalizador
que no todas las ciencias exhiben con tanta propiedad.

G. Cantor

Y comienzan a óırse voces que demandan
una mayor cooperación internacional en las
matemáticas. Es Georg Cantor, quién lanza la
primera voz en esa dirección en 1888. En 1890 se
convierte en el primer presidente de la Deutsche
Mathematiker-Vereinigung y ya tiene en mente la
necesidad de realizar un congreso internacional de
matemáticos (tal y como escribe Walther von Dyck
a Felix Klein):

“G. Cantor me escribió recientemente
sobre sus planes concernientes a un
congreso internacional de matemáticos.
Realmente no sé si esto es una
necesidad”.

Esta idea fue transmitida por Cantor a varios
matemáticos como Vassiliev, Hermite, Poincaré,
Jordan y otros.

F. Klein

Un contemporáneo de Cantor fue Felix Klein
quien, a pesar de no hacer muy buenas migas con
él, coincidió con sus ideas de realizar un congreso
internacional. Pero Klein fue incluso mas allá.
En el Congreso de Matemáticas y Astronomı́a de
Chicago en 1893, coincidente con la Exposición
Colombina (congreso que, dicho sea de paso, no fue
muy internacional ya que sólo 4 matemáticos no
estadounidenses participaron en el evento), Klein
hizo un discurso importante, titulado, “El estado
actual de las matemáticas”. Y su grito de guerra
fue exactamente el que motivó a Marx y Engels
en el Manifiesto Comunista: “Matemáticos del
mundo entero, ¡uńıos!”. Y es que las alianzas de

las grandes potencias a finales del siglo XIX iban configurando el primer gran
enfrentamiento de la Gran Guerra de 1914, y los más idealistas propugnaban la
unión de los hombres en todos los ámbitos de la vida.
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K. Marx

F. Engels

El Manifiesto comunista
Un fantasma recorre Europa: el fantasma del
comunismo. Todas las fuerzas de la vieja Europa
se han unido en santa cruzada para acosar a ese
fantasma: el papa y el zar, Metternich y Guizot, los
radicales franceses y los polizontes alemanes.
¿Qué partido de oposición no ha sido motejado
de comunista por sus adversarios en el poder?
¿Qué partido de oposición, a su vez, no ha lanzado,
tanto a los representantes de la oposición más
avanzados, como a sus enemigos reaccionarios, el
eṕıteto zahiriente de comunista?
De este hecho resulta una doble enseñanza: Que el
comunismo está ya reconocido como una fuerza por
todas las potencias de Europa. Que ya es hora de que
los comunistas expongan a la faz del mundo entero sus
conceptos, sus fines y sus tendencias; que opongan a
la leyenda del fantasma del comunismo un manifiesto
del propio partido.
Con este fin, comunistas de las más diversas
nacionalidades se han reunido en Londres y han
redactado el siguiente Manifiesto, que será publicado
en inglés, francés, alemán, italiano, flamenco y
danés.

Karl Marx, Friedich Engels: Manifiesto Comunista,
1847.

Es interesante reproducir las palabras de F. Klein:

“Los famosos investigadores de la primera parte del siglo XIX-
Lagrange, Laplace, Gauss- fueron capaces de abarcar todas las ramas
de las matemáticas y sus aplicaciones. Con la siguiente generación,
sin embargo, se manifestó la tendencia a la especialización. Aśı la
ciencia en desarrollo se ha ido apartando más y más de sus fines
originales sacrificando su inicial unidad y dividiéndose en diversas
ramas”.

Se refeŕıa después a los mutuos beneficios de las sociedades matemáticas
existentes y conclúıa:

“Pero los matemáticos deben ir más lejos. Deben formar uniones
internacionales, y conf́ıo en que este Congreso Mundial de Chicago
será un paso en esta dirección”.
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Cartel anunciador del Congreso Interna-
cional de Matemáticos de Zurich, 1897

Poco después, Cantor retomó el tema,
ya con algunas ideas concretas de lo que
deb́ıa ser tal asociación internacional, pero
sus intenciones no llegaron a cuajar.

En Francia, Laisant y Lemoine tomaron
estas ideas en consideración en 1894, y en
el primer volumen del L´Intermédiaire des
Mathématiciens, expresaron pensamientos
similares a los de Klein: antiguamente,
los cient́ıficos ocultaban sus métodos, pero
ahora los matemáticos quieren dar a
conocer inmediatamente sus resultados, se
comienza a sustituir el esfuerzo individual
por el colectivo.

Se iba imponiendo la idea de un
Congreso Internacional de Matemáticos, y
éste se acabó celebrando en Zurich en 1897.

3 Nacen los ICM e ICMI

Circulaba la idea de hacer ese congreso constituyente en Zurich en 1987 y, a
continuación, uno en Paŕıs en 1900, siguiendo ya unas reglas fijas. En Zurich
tomaron parte 208 matemáticos de 16 páıses, aquello śı fue ya un congreso
internacional. Como curiosidad, los idiomas oficiales fueron el francés y el
alemán, permitiéndose el inglés y el italiano. Alĺı se decidieron los objetivos
de tales congresos:

• Promover las relaciones personales entre los matemáticos de diferentes
páıses.

• Dar surveys de temas de matemáticas de actualidad.

• Aconsejar a los organizadores del congreso siguiente.

• Tratar de temas como terminoloǵıa, bibliograf́ıa, que requeŕıan
cooperación internacional.

Se nombró una Comisión Ejecutiva en Zurich. Quizás convenga recordar
unas frases de entonces debidas a Adolf Hurwitz que son muy pertinentes al
tema que nos ocupa y describen muy bien las dos caras de los matemáticos:

“Las grandes ideas de nuestra ciencia a menudo nacen y maduran
en soledad; ninguna otra rama de la ciencia, con excepción quizás de



La Unión Matemática Internacional 101

la filosof́ıa, poseen tal carácter introvertido como las matemáticas.
Y aún aśı, un matemático siente la necesidad de comunicarse, de
participar en discusiones con los colegas”.

Los International Congress of Mathematicians (ICM) se van celebrando sin
tregua: Paris 1900 (famoso entre los famosos), Heilderberg 1904, Roma 1908.
Este último es destacable por dos razones: se vuelve a hablar de la necesidad
de una asociación internacional (Klein y Cantor de nuevo en el candelero) y se
decide la creación de un Comité Central (Klein, Greenhill y Fehr) para debatir
los problemas de la educación matemática: “El Congreso, reconociendo la
importancia de un estudio comparativo de los métodos y planes de la enseñanza
de las matemáticas en las escuelas secundarias, encarga a los Profesores F.
Klein, G. Greenhill y Henri Fehr que constituyan una Comisión Internacional
para estudiar estas cuestiones e informar en el próximo Congreso”. Asistimos al
nacimiento del International Committee of Mathematical Instruction (ICMI),
que desempeña una gran actividad en los años siguientes. En 1912, los
matemáticos se mueven a Cambridge (UK), y en 1916 ya no se puede celebrar
el ICM en Estocolmo a causa de la Primera Guerra Mundial. En 1920 se celebra
en Estrasburgo, pero la comunidad internacional hab́ıa salido muy tocada por
la guerra.

En la Asamblea General en Bruselas del International Research Council
(IRC), antecesor del International Council of Scientific Unions (ICSU), se ponen
las bases para la creación de la IMU, la International Mathematical Union. Ésta
se funda en el ICM de Estrasburgo en 1920, pero nace muerta. La marginación
de las potencias centrales europeas (Alemania, Austria, Hungŕıa y Bulgaria)
establecida en los estatutos de IMU, a pesar de la invitación a unirse al IRC
en 1926, hace insostenible la situación. Por ejemplo, en Bolonia en 1928, los
alemanes asisten, aunque los estatutos vigentes se lo imped́ıan. Finalmente, en
1932, la IMU suspende sus actividades.

4 El interregno (1933-1951)

A pesar de estar suspendida, es en 1936 cuando se conceden por primera vez las
medallas Fields (el máximo galardón para los matemáticos), como fue acordado
en Toronto en 1924. Y la ICMI, suprimida al crearse la IMU en 1920, volvió a
la actividad, que termina con la Segunda Guerra Mundial, de modo que cuando
se refunda la IMU, la ICMI se convertirá en una subcomisión. En este peŕıodo,
hubo un intento fallido de recomponer la IMU, pero hay que esperar al final de
la segunda guerra mundial para que este hecho se produzca.

5 La refundación (1951)

Tras la segunda guerra mundial, y a pesar del nacimiento de la guerra fŕıa, el
ICM de 1950 se celebra en Cambridge, USA. Es en 1947 la Societé Mathématique
Française (SMF) quien toma las riendas para la refundación, aunque ya los
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norteamericanos se lanzan a un nuevo ICM. Y proclaman que no hay nada
que hacer si va a haber restricciones. Marshal Stone, que fue presidente de la

M. Stone

American Mathematical Society, lidera este
proyecto de refundación, en el que defiende no
excluir a Rusia (a pesar del escaso interés soviético
por pertenecer a las organizaciones cient́ıficas
mundiales).

Se preparan unos estatutos y, en 1951, la
IMU vuelve a la existencia. En los años próximos
va configurándose hasta la forma actual. España
entra en 1952 en el grupo II. Habrá problemas
causados por la guerra fŕıa (ICM de Varsovia),
pero la IMU ya es una realidad cuya fuerza
continua creciendo hasta nuestros d́ıas.

6 La situación en España

En España se creó la Sociedad Matemática Española en 1911, culminando un
proceso que comenzó en 1903, fruto del afán regeneracionista de la época. La
presencia internacional es escasa. Una excepción notable es la de Zoel Garćıa de
Galdeano, presente en los primeros congresos internacionales y muy activo en
el ICMI, elegido en 1916 presidente de la SME. En 1929 la SME pasa a ser la
Real Sociedad Matemática Española, por una orden otorgada por Alfonso XIII.
Además, el Pŕıncipe de Asturias pasó a ocupar la Presidencia de Honor de la
sociedad. Cuando llega la Segunda República, pasa a ser otra vez la SME y
recupera la R al final de la Guerra Civil.

La RSME de la posguerra tiene una actividad notable hasta su degeneración,
que comienza al inicio de los años 1980. Hasta entonces, participa activamente en
la vida académica y cient́ıfica española. En 1931 se creó la Societat Catalana de
Matèmatiques, cubriendo las naturales apetencias de los matemáticos catalanes.
En 1962 nació la Sociedad de Estad́ıstica e Investigación Operativa (SEIO) y,
más recientemente, la Sociedad Española de Matemática Aplicada (S~eMA) en
1991. Se crea también la Sociedad Española de Investigación en Educación
Matemática (SEIEM). La ausencia del panorama de la RSME en casi 10
años es la principal causa de que nazca un fenómeno de asociacionismo de
los profesores de secundaria en sociedades regionales que se confederan en
la FESPM (19 sociedades hasta el momento, un número quizás excesivo que
dispersa recursos humanos tan necesarios). En diciembre de 1996 se refunda
la RSME y desde entonces el panorama matemático español está sufriendo los
cambios más importantes en toda su historia. En 1998, la RSME coordinó la
reconstitución del Comité IMU-España, en colaboración con la SCM, S~eMA y
SEIO. Se espera conseguir un Comité mucho mejor vertebrado, a imagen del
Comité IMU internacional, en 2004.

Un cambio profundo se está produciendo en España, y podŕıamos decir
que “un fantasma llamado matemáticas recorre nuestro páıs”. Una tarea
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pendiente durante muchos años está comenzando a ser una realidad: la
vertebración de la comunidad matemática iberoamericana. La RSME, siempre
de la mano de las sociedades hermanas, está trabajando ya en esa dirección. En
particular, en septiembre de 2003, se celebró el Primer Encuentro de Sociedades
Latinoamericanas de Matemáticas, del que se esperan grandes consecuencias.

Hoy d́ıa, las cuatro sociedades matemáticas españolas, RSME, SEIO,
S~eMA y SCM, trabajan unidas en un proyecto pleno de ilusiones, la celebración
en 2006 en España del primer Congreso Internacional de Matemáticos. Nuestras
matemáticas celebrarán entonces su mayoŕıa de edad. En el camino, se conf́ıa en
pasar a España del grupo III al grupo V, compartiendo el nivel de las grandes
potencias matemáticas (el grupo indica el número de delegados en la Asamblea
General de IMU). Ésta es una ocasión histórica. Tras el ICME de Sevilla en
1996 y el 3ECM de Barcelona en 2000, afrontamos ahora el mayor reto de
nuestras matemáticas. Tenemos un Horizonte 2006 que debeŕıamos utilizar
como instrumento de cohesión para la mejora de la enseñanza matemática
en la secundaria y las universidades y para conseguir una mayor apreciación
pública de nuestra ciencia. A la vez, podremos reflexionar sobre la multitud
de oportunidades que la ciencia y la innovación ofrecen a los matemáticos en
el siglo que iniciamos. El año 2006 debe mostrar una comunidad matemática
española fuerte, unida, vertebrada por medio del Comité IMU-España y sus
diferentes comités y comisiones. Parafraseando a Hilbert, tenemos que hacerlo
y lo haremos.

Matemáticas en el Consejo Superior de Investigaciones Cient́ıficas
La historia de las Matemáticas en el CSIC es la historia de un desencuentro. Desde el
Laboratorio y Seminario Matemático de la Junta de Ampliación de Estudios, hasta el
Instituto de Matemáticas Jorge Juan, la disciplina ha pasado por múltiples sinsabores.
Hoy d́ıa, el CSIC, el buque insignia de la ciencia española, no cuenta con un Instituto de
Matemáticas propio, y la disciplina no figura como área diferenciada. Esto está causando
una disfunción evidente aśı como un debilitamiento del potencial matemático español.
Los matemáticos no poseen un referente en el nuevo Ministerio de Ciencia y Tecnoloǵıa
y no participan de manera adecuada en la red de Institutos de Matemáticas de Europa
(ERCOM, http://www.crm.es/ERCOM/). Confiamos en que, tras 20 años de seqúıa
matemática en el CSIC, este organismo vuelva a cuidar una de sus ramas más estratégicas.
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T́ıtulo: Desarrollo de esquemas numéricos para
el tratamiento de frentes seco-mojado en
sistemas de aguas someras.

Doctorando: José Manuel González Vida.
Director/es: Carlos Parés Madroñal, Manuel Jesús Castro Dı́az.

Defensa: 30 de Septiembre de 2003, Málaga.
Calificación: Sobresaliente cum Laude (por unanimidad).

Resumen: En esta tesis de aborda la simulación de fluidos de aguas someras
(o poco profundas) en los casos de una y dos capas, tratando de manera espećıfica
y desde distintas perspectivas las dificultades numéricas asociadas a la aparición de
zonas sin agua (frentes seco-mojado) en el dominio de cálculo, aśı como la evolución
temporal de éstas. En todos los casos no se consideran los efectos viscosos en las
direcciones horizontales. Aunque estos efectos pueden ser de importancia en las
aplicaciones, esto se hace con el objetivo de evaluar la capacidad de los esquemas
numéricos que se proponen para simular adecuadamente fenómenos de naturaleza
hiperbólica, como son los frentes de superficie, los frentes internos, saltos hidráulicos
o las ondas de rarefacción.

Los contenidos de la tesis doctoral se hallan agrupados en tres bloques. El
primero de ellos estaŕıa constituido por los tres primeros caṕıtulos, en los cuales
se proponen sucesivos esquemas para la resolución numérica de las ecuaciones de
aguas someras unidimensionales para el caso de un fluido homogéneo (de una
sóla capa) mediante elementos finitos lagrangianos, mixtos y volúmenes finitos,
respectivamente. En el segundo bloque, formado por los caṕıtulos 4 y 5, se
consideran flujos bicapa en canales de sección rectangular primero y en canales
de secciones arbitrarias a continuación. Por último, el tercer bloque lo constituye
el caṕıtulo 6, en el cual se presentan esquemas numéricos para las ecuaciones de
aguas someras bidimensionales para fluidos homogéneos.

En este trabajo se lleva a cabo una validación exhaustiva de los esquemas
numéricos que se proponen, presentándose además diversas aplicaciones a problemas
reales y de gran interés (cient́ıfico, socioeconómico, medioambiental, etc.). En
particular, se presenta una simulación del flujo bicapa a través del Estrecho de
Gibraltar donde se incluye el forzamiento de marea y otra simulación de la rotura
de la presa de aguas tóxicas de Aznalcóllar.
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Polinomios Hipergeométricos y q-Polinomios
Renato Alvarez Nodarse
Monograf́ıas del Seminario Matemático Garćıa de Galdeano. Número
26. Zaragoza 2003.
ISBN: 84-7733-637-7 (343 páginas)

Por F. Marcellán
Esta monograf́ıa es una versión
corregida (actualizada en resulta-
dos y citas bibliográficas aśı como
sustancialmente ampliada) de la
Tesis Doctoral de Renato Alvarez
Nodarse, que fue realizada bajo mi
dirección en la Universidad Car-
los III de Madrid. En la ac-
tualidad el autor es profesor tit-
ular de Análisis Matemático en
la Universidad de Sevilla. En
mi opinión, constituye una exce-
lente presentación del estado del
arte en la teoŕıa de polinomios
ortogonales basada en una nove-
dosa aproximación que bebe de las
fuentes de dos f́ısicos-matemáticos
soviéticos (permı́taseme ese desliz
poĺıticamente incorrecto en estos
momentos): Arnold F. Nikiforov y
Vasili B. Uvarov. Renato Alvarez
Nodarse rinde un cálido homenaje a
estos dos maestros, cuya labor no ha
sido suficientemente reconocida en la

matemática “occidental” pese a ser autores de dos de las monograf́ıas de refer-
encia para los investigadores interesados en la teoŕıa de polinomios ortogonales
y sus aplicaciones. (Véanse [2] y [3]).

En el caṕıtulo 1 se presenta una introducción histórica identificando
los matemáticos que han realizado las aportaciones más relevantes en este
dominio cient́ıfico. En el caṕıtulo 2 se desarrollan las propiedades generales
de los polinomios ortogonales mientras que en el caṕıtulo 3 se describen
las diferentes caracterizaciones de los polinomios llamados clásicos (Hermite,
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Laguerre, Jacobi y Bessel). Estos polinomios son autofunciones de un operador
diferencial de segundo orden con coeficientes polinómicos y la ortogonalidad
es una consecuencia directa de este hecho. Por otra parte, su representación
hipergeométrica sirve de base para las extensiones que se describen en la Tabla
de Askey [1]. Los polinomios de variable discreta (Charlier, Meixner, Kravchuk
y Hahn) estudiados en el caṕıtulo 4 surgen como autofunciones de un operador
en diferencias de segundo orden, que resulta de la discretización del operador
diferencial hipergeométrico antes descrito. Esta discretización corresponde a
una red uniforme. Mediante un proceso de paso al ĺımite se obtienen los
polinomios clásicos. Los caṕıtulos 5 y 6 contienen los resultados más relevantes y
originales. La aproximación se basa en la utilización de ecuaciones en diferencias
de tipo hipergeométrico en una red no uniforme. La idea central es que las
redes para las que la anterior ecuación admite como autofunciones familias de
polinomios de tipo hipergeométrico se reducen a un modelo sencillo basado
en expresiones exponenciales del parámetro de la red. Los correspondientes
polinomios se obtienen a partir de fórmulas de Rodrigues y mediante repre-
sentaciones q-hipergeométricas. En particular, se describen, en el caso de la
red geométrica, todas las familias posibles junto a un análisis comparativo de
las tablas de Hahn, Askey y Nikiforov-Uvarov. En el caṕıtulo 7 se estudian
la distribución media y asintótica de los ceros de los q-polinomios ortogonales
a partir de los parámetros de la relación de recurrencia a tres términos que
satisfacen dichos polinomios. Finalmente, en el caṕıtulo 8 se muestran variadas
aplicaciones en Mecánica Cuántica y en la teoŕıa de representación de grupos,
que constituyeron la v́ıa iniciática de Renato Alvarez Nodarse a los polinomios
ortogonales en sus lejanos años moscovitas.

El libro está cuidadosamente presentado lo que hace amena su lectura,
a la par que transmite la pasión del investigador por sus resultados y el
análisis cŕıtico de otras aportaciones. La distribución de las tablas conteniendo
los parámetros caracteŕısticos es realmente útil para la consulta del lector
necesitado de ellas. Una recomendación final: Una edición en la “lingua
franca” cient́ıfica permitiŕıa divulgar esta monograf́ıa en el seno de la comunidad
“polinómica” internacional cuyas referencias bibliográficas están conociendo
una auténtica revolución en los últimos cinco años frente a los paradigmas
dominantes en el siglo pasado.

Un resumen en castellano e inglés aśı como una fe de erratas pueden
consultarse en http://merlin.us.es/∼renato/q-libro/
[1] Andrews G. E., Askey R., Roy R., Special Functions. Encyclopedia

of Mathematics and its Applications. Cambridge University Press,
Cambridge.1999.

[2] Nikiforov A.F., Uvarov V. B., Special Functions of Mathematical Physics.
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[3] Nikiforov A.F., Suslov S. K., Uvarov V. B., Classical orthogonal Polynomials
of a Discrete Variable.. Springer Series in Computational Physics. Springer
Verlag, Berlin. 1991.
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