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Resumen: En esta memoria se estudian las soluciones aproximadas en
problemas de optimizacién vectorial. Su contenido se enmarca en la resolucién
de este tipo de problemas a través de conceptos de soluciéon que generalizan la
nocién cldsica de eficiencia.

En los tres primeros capitulos se analiza la nocién de “elemento aproximado” o
e-eficiente del conjunto final de un problema de optimizacién vectorial (POV). Se
interpreta cada conjunto de puntos e-eficientes como imagen de una multifuncién y
se introducen varias propiedades estos elementos que unifican otras analizadas en la
literatura y que permiten estudiar distintas conceptos de e-€ficiencia. El estudio de
dichas propiedades ha motivado la introduccién de una nueva nocién de e-eficiencia
y de una propiedad que relaciona las soluciones exactas y e-eficientes.

Se establecen condiciones necesarias y suficientes que relacionan las soluciones
aproximadas obtenidas por escalarizacién con los elementos e-eficientes del conjunto
final de un POV. Estas condiciones extienden y complementan algunas de las
descritas en la literatura, bien porque se consiguen en un contexto mas general (no
paretiano y no convexo), o bien porque se refieren a conceptos de e-eficiencia no
analizados hasta el momento en este aspecto. En la demostracién de las condiciones
necesarias se emplean distintas versiones del funcional de Minkowski (funciones
calibre o “gauge”) y para las suficientes se utilizan funciones con alguna propiedad
de monotonia generalizada.

Las condiciones necesarias extienden los procedimientos de separacién convexos
y no convexos cldsicos de forma que, implicitamente, constituyen lo que podrian
denominarse teoremas de e-separacién. Los procedimientos de escalarizacion
analizados nos permiten caracterizar las soluciones eficientes aproximadas de un
POV mediante soluciones aproximadas de problemas de optimizacién escalar y
motivan la definicién de un concepto de parametrizacién para la e-eficiencia. Se
obtienen diversas parametrizaciones para distintas nociones de e-eficiencia.

En el capitulo 5, el interés se centra en la caracterizaciéon de las soluciones
eficientes aproximadas del POV mediante condiciones de tipo Fritz John y de tipo
Kuhn-Tucker. Las reglas de multiplicadores para las soluciones de problemas de
optimizacién constituyen un tema central en las teorias de optimizacién. Aqui
se analiza esta cuestiéon en problemas multiobjetivo paretianos convexos con
restricciones abstractas, de desigualdad e igualdad. Previamente, en el capitulo
4, se obtiene una regla de la cadena para la e-subdiferencial que estd motivada por
las técnicas de escalarizacién empleadas.
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Ante los comentarios realizados por el Presidente de la Universidad de
Harvard insinuando que las mujeres tienen capacidades inferiores a los hombres
para las Ciencias y las Matematicas, ICTAM ha hecho piblico el siguiente
comunicado mostrando su desacuerdo con tales afirmaciones.

ICIAM Statement on Women in Mathematics

Recent remarks of the President of Harvard University have led to media
speculation that innate differences in the mathematical abilities of men and
women make it less likely that women will succeed in science and mathematics.
ICIAM does not accept this notion.

ICIAM members are well aware that there are many barriers (whether
financial, cultural, or practical) that face women who want to pursue
mathematical or scientific careers at the highest levels. The unbroken career
paths that are typical of successful male careers in mathematics take no account
of the specific responsibities of women related to child bearing and family.

As an international organisation representing the world’s applied
mathematicians, ICIAM is committed to removing the educational inequalities
in mathematics that exist in many parts of the world, and to improving the
access to careers in the mathematical sciences for all men and women. ICIAM
highlights the accomplishments of all applied mathematicians, women and men,
at our quadrennial International Congress, the premier event world-wide in
applied and industrial mathematics.

ICIAM, the International Council for Industrial and Applied Mathematics,
18 the world organisation for applied mathematics and computational science. Its
members are mathematical sciences societies based in more than 20 countries.
For more information, see the Council’s web page at http://www.iciam.org/

SEMA, como miembro de ICIAM, valora positivamente la iniciativa y hace
suyo el comunicado en los términos generales del mismo. No obstante, en



8 ICIAM

el comunicado se indica que las mujeres tienen responsabilidades especificas,
relacionadas con el cuidado de los ninos y la familia. Entendemos que en la
sociedad actual tal afirmacién no tiene cabida. El hecho de que a lo largo de
la historia se haya asignado a las mujeres esa tarea ha supuesto para ellas una
dificultad adicional para su participacién en el desarrollo de la ciencia y, en
particular, de las matematicas. Por ello, es responsabilidad de la comunidad
cientifica, que no puede evadirse de los problemas sociales, situarse en la
vanguardia de la defensa de la igualdad de oportunidades.



Breve presentacién del Departamento de Matematica
Aplicada de la Universidad de Salamanca

Resumen

Iniciamos en este niimero una nueva seccién en la que invitaremos a
los Departamentos de Matemaética Aplicada y otros Departamentos cuya
actividad esté relacionada con la misma a realizar una presentacién de
su historia y actividades con el fin de darlas a conocer a la comunidad
cientifica.

El Departamento de Matemdtica Aplicada de la Universidad de Salamanca
(http://matapli.usal.es) fue creado por resolucién de la Junta de Gobierno del
30 de octubre de 1997 agrupando en su seno a los profesores del area que
en aquel entonces estaban repartidos, por una parte, en el Departamento de
Matematica Pura y Aplicada y, por otra, en el Departamento de Estadistica y
Matematica Aplicada. Consecuencia de esta reorganizacion, el profesorado del
area se agrupo en un solo departamento, lo que mejoraba substancialmente las
posibilidades de desarrollo del area al tener mayor autonomia en la toma de
decisiones y disponer de mas recursos econémicos.

En el momento de su creacién el Departamento lo formaban: 1 C.U., 2
P.T.U., 7 P.T.E.U. (de los cuales uno era doctor), 3 Ayudantes de E.U., 3
Asociados, 1 Administrativo. En la actualidad, forman parte del mismo: 1 C.U.,
1 C.E.U.,5P.T.U., 10 P.T.E.U. de los cuales 5 son doctores, 1 Ayudante doctor,
2 Profesores Colaboradores, 4 Asociados, 1 Becario de F.P.I. y 1 Administrativo.

El Profesorado del departamento realiza su actividad docente en distintos
Centros y muy diversas Titulaciones: Asi, se imparten las materias adscritas
al area en la Licenciatura de Matematicas, Diplomatura de Estadistica,
Ingeniero Gedlogo de la Facultad de Ciencias, Ingeniero Quimico y Licenciado
en Quimicas de la Facultad de Ciencias Quimicas, Licenciado en Ciencias
Ambientales e Ingeniero Técnico Agricola de la Facultad de Ciencias Agrarias
y Ambientales, todas ellas en Salamanca. En la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros Industriales de Béjar, en Ingenierfa Técnica Industrial (especialidades
de Electricidad, Electrénica, Mecdnica y Textil) y el segundo ciclo de
Ingenieria Industrial Superior. En la Escuela Politécnica Superior de Zamora
en Ingenierfa Técnica Industrial (especialidad Mecdnica), Ingeniero Técnico
en Obras Publicas (especialidad Construcciones Civiles), Ingeniero Técnico
Agricola (Especialidad en Industrias Agrarias y Alimentarias), Arquitecto
Técnico, Ingeniero Técnico en Informatica de Gestién y el segundo ciclo
de Ingenieria Superior de Materiales. En la Escuela Técnica Superior de
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Avila, los estudios correspondientes a los titulos de Ingeniero Técnico de
Obras Publicas (especialidad de Hidrologia), Ingeniero Técnico en Topografia,
Ingeniero Técnico de Minas (especialidad en Sondeos y Prospecciones Mineras)
y el 22 ciclo de Ingeniero Superior en Geodesia y Cartografia.

Durante su breve andadura se han puesto en marcha en el Departamento
diversas lineas de investigacion alrededor de varios grupos de investigacion,
habiendo concurrido con éxito a las convocatorias competitivas de proyectos
tanto regionales como nacionales, y dando lugar a colaboraciones externas con
grupos e investigadores extranjeros. Los grupos de investigacién son:

e Grupo de Simulacién Numérica y Cdélculo Cientifico (SINUCC).
( http://matapli.usal.es/sinucc.html)

Sus principales lineas de investigacién son los Métodos numéricos para
problemas de conveccion-difusién-reaccién, métodos adaptativos para
E.D.P. y la modelizacién numérica de problemas medioambientales. El
grupo mantiene relaciones externas en el dmbito nacional: LACAN
(Laboratori de Calcul Numeric, UPC), IUSTANT (Instituto Universitario
de Sistemas Inteligentes y Aplicaciones Numéricas en Ingenieria, ULPGC),
TRNASA (Instituto de Recursos Naturales y Agrobiologia, CSIC), y
en el ambito internacional con el IMATI-CNR (Istituto di Matematica
Applicata e Tecnologie Informatiche, Consiglio Nazionale delle Ricerche,
Pavia), Department of Mathematics and Institute for Physical Science and
Technology, U. of Maryland, Laboratoire de Mathématiques Apliquées,
Université Blaise Pascal, Clermont Ferrand.

e Grupo de Investigacion en Autématas celulares y Aplica-
ciones(GIACA).

( http://matapli.usal.es/investig.html)

Sus principales lineas de investigacién son los Autématas Celulares y sus
aplicaciones en Criptografia, problemas de medioambiente, etc. El grupo
mantiene una estrecha colaboracién con el Departamento de Tratamiento
de la Informacién y Codificacién del Instituto de Fisica Aplicada del CSIC,
Universidad Politécnica de Madrid, Universidad Técnica de Bratislava y
Buskerud University College de Noruega.

e Grupo de Investigacion en Métodos Numéricos en E.D.O. y
Métodos Adaptados

Con diversas colaboraciones nacionales e internacionales.

Otros lineas de investigacién provienen de la actividad anterior de los profesores
antes de su incorporacién al departamento y cuya actividad se mantiene en
estrecha colaboracién con investigadores de otras areas de conocimiento, como
es el caso de las lineas de investigacion sobre Solitones en Teoria de Campos y sus
aplicaciones en colaboracién con el area de Fisica Tedrica. Relatividad y teorias
gauge con profesores de Geometria Diferencial y Fisica Tedrica. Metereologia
con Fisica del aire y de la atmdsfera.
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En el 4mbito organizativo el departamento organizé el XVII CEDYA /
VII CMA, que tuvo lugar en septiembre de 2001, lo que supuso un reto
para todos los miembros del departamento a los pocos anos de su creacién.
Dentro de este espiritu de servicio
a la comunidad cientifica destacar la
labor desinteresada de un grupo de
profesores del departamento que ha
asumido la edicion del Boletin de
SeéMA, del que el presente niimero es
la primera muestra.

En su todavia corta vida han pasa-
do por el departamento en calidad
de profesores visitantes, los profesores
Carlos Conca de la Universidad de
Chile, y el profesor Jacques Simon de
la Universidad de Clermont-Ferrand,
y nos han visitado para la imparticion de cursos cortos o seminarios, entre
otros, el Pr. Enrique Zuazua (UCM), Pr. Mario Ahues (U. Saint Etienne), Pr.
Giancarlo Sangalli (IMATI-CNR Pavia), Pra. Cecilia Rivara (U. de Chile), los
profesores Rodolfo Rodriguez, Mauricio Barrientos y la Pra. Galina Garcia de la
U. de Concepcién de Chile, Pr. Askold Peremelov (Institut for Theoretical and
Experimental Physics, Moscou), Pr. Erwin Carlos Herndndez (U. de Chile), Pr.
Rail Durdn Diaz (U. Alcald de Henares), Dr. Luis Herndndez Encinas (CSIC).

También y dentro de la dindmica propia de los grupos de investigacién en
el departamento se promueven estancias de investigaciéon de los profesores del
departamento en centros internacionales del &mbito de la matemética aplicada,
as{ profesores del departamento han realizado estancias de larga duracién
en el IMATI-CNR Pavia, U. de Maryland (Department of Mathematics),
CALTECH (California Institute of Technology, Control and Dynamical Systems
Department), Centre of Mathematical Science (U. of Cambridge), asi como en
diversos centros de universidades espanolas y el CSIC.

El departamento no tiene programa propio de tercer ciclo, sin embargo
participa en dos programas de tercer ciclo interdepartamentales: El programa
de Doctorado en Fisica y Mateméticas con los departamentos de Matematicas,
Fisica Aplicada, Fisica, Ingenieria y Radiologia Médica y el programa de
Doctorado Ciencia y Tecnologia de la Ingenieria Geodésica y Cartografica en
el que participan también el departamento de Ingenieria Cartografica de la U.
de Salamanca y departamentos de las universidades Complutense y Alcald de
Henares de Madrid, U. Politécnica de Valencia y de la U. de Cantabria.

La actividad de nuestro profesorado se completa también con una
significativa oferta de cursos extraordinarios.

En la actualidad, el departamento afronta nuevos retos: Dada la reforma
inminente de los planes de estudios y la amplia participacién de nuestro
departamento en muchos de ellos, se requerird una reorganizacion profunda
de la ensenanzas impartidas. También un cambio de mentalidad por parte del
profesorado ante la reinterpretacién del crédito y la nueva estructura de los
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ciclos formativos. Por otra parte, los mecanismos de evaluacion de la calidad
y criterios objetivos en la evaluacion de rendimientos que se nos aplicaran en
breve desde instancias superiores nos obliga a optimizar recursos, a reorganizar
nuestra actividad, estableciendo protocolos de actuacién y mecanismos de
control de la misma. En el presente curso estamos poniendo en marcha los
protocolos de evaluacion de la actividad docente e investigadora de los miembros
del departamento. Esto serd, sin duda, la base sobre la que mejorar nuestra
actividad tanto docente como investigadora y la condiciéon necesaria para que
nuestro servicio y aportacién a la comunidad universitaria y cientifica sea
significativa y de calidad.



Una mirada al Centre de Recerca Matematica

Prof. M. Castellet

Resumen

Se presenta en este breve articulo una descripcién de la génesis,
desarrollo y estado del Centre de Recerca Matematica. Los datos han sido
proporcionados por el Prof. Manuel Castellet, a quien el Grupo Editor
agradece las facilidades prestadas.

En 1964, Beno Eckmann creaba en la ETH de Ziirich el Forschungsinstitut
fiir Mathematik (FIM). Veinte afios més tarde, Manuel Castellet introducia

esta estructura de investigacion en Barcelona, creando el Centre de Recerca
Matematica (CRM).

Ambos Institutos poseen unas caracteristicas basicas andlogas, al no
disponer de personal investigador propio permanente, fundamentandose en los
investigadores visitantes y becarios postdoctorales. La idea esencial es establecer
un verdadero “laboratorio matematico”, en el que el contacto personal y la
transmisién de conocimiento entre investigadores en campos afines aportan, sin
duda, grandes beneficios al progreso de la investigacién matematica, al tratarse
ésta de una Ciencia que para muchas tareas apenas requiere de instrumental y
en cambio se basa mucho més en las capacidades de los individuos.

Otra caracteristica que comparten los dos Institutos es el bajo coste de su
infraestructura, lo que permite dedicar un elevado porcentaje de su presupuesto
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directamente a los investigadores y a las actividades que facilitan y estimulan
su trabajo.

Sin embargo, existe una diferencia esencial entre ambos centros: mientras
que el FIM depende de la ETH, el CRM fue concebido como un Instituto
independiente de las Universidades catalanas (si bien trabaja en contacto con
todas ellas y contribuye a fortalecer todos los grupos y todas las lineas de
investigacién), aunque fisicamente esté ubicado en el campus de la Universitat
Autonoma de Barcelona. En sus inicios, el CRM actué juridicamente bajo
la tutela del Institut d’Estudis Catalans, la primera instituciéon académica de
Cataluna y, desde el ano 2002, ya con personalidad juridica propia, bajo la
forma de un consorcio entre esta institucion y el Gobierno de Cataluna.

Un Director, posteriormente con la colaboracion de dos Adjuntos de
Direccion 'y un Consejo Clientifico Asesor, y un reducido equipo de
administracién y secretaria, que ha pasado de una a cinco personas,
Jlevan a cabo todo el
trabajo que no corresponde
ni deberia corresponder a
los investigadores con un
Unico objetivo: establecer
o facilitar las condiciones
ideales para el trabajo de
éstos.

A lo largo de los anos, la
tipologia de las actividades
ha ido adaptandose no sélo
a las disponibilidades pre-
supuestarias sino, sobre to-
do, a los intereses de los
matematicos catalanes. La
actividad del CRM, iniciada
en septiembre de 1984, se ha basado siempre en acoger a investigadores fordneos
que trabajen conjuntamente con los locales, potenciando asi grupos ya mas o
menos consolidados o promocionando grupos emergentes en areas escasamente
cultivadas en Espana, como es el caso, por ejemplo, de las recientes actuaciones
en el campo de las Neurociencias.

Desde 1987, el CRM acoge becarios postdoctorales financiados por el propio
CRM, por los Gobiernos de Cataluiia o de Espana, por la Comisién Europea
(becas Leibniz a principios de la década de los 90, becas Marie Curie a partir
de 1996), o a través del FEuropean Post-Doctoral Institute for the Mathematical
Sciences (EPDI), del que el CRM forma parte desde el ano 2000 (siendo el tinico
miembro en una latitud geografica inferior a los 48°N).

La organizacién de congresos y seminarios fue escasa en los primeros
anos, pero se incrementé fuertemente a partir de 1994: 21 cursos avanzados,
24 congresos y 22 workshops en los que han participado mas de 3.500
investigadores y estudiantes de doctorado de 72 paises distintos acreditan un
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volumen de actividad superior a la de la mayoria de Institutos de investigacion
europeos. Una actividad que, sumada a la de los méas de 1.000 investigadores
de 58 paises de los cinco continentes que han trabajado en el CRM, ha
permitido mejorar cuantitativa y cualitativamente la investigacion matematica
en Cataluna y, por extension, en Espana.

Dada la calidad de los cursos avanzados organizados por el CRM, a nivel
predoctoral avanzado y postdoctoral reciente, la editorial suiza Birkh&auser-
Verlag decidié hace casi cuatro anos lanzar una serie de textos de difusion
internacional que, bajo el nombre Advanced Courses in Mathematics CRM
Barcelona, recoge el material que corresponde a los mas significativos. Esta
serie lleva publicados siete voliimenes y dos més estan actualmente en proceso
de impresion.

El crecimiento del CRM ha sido progresivo, tanto en numero de inves-
tigadores, como de becarios postdoctorales o actividades diversas, pasando
de 30 meses de investigador en 1985 a 280 meses en el ano 2004.
Todo ello con un
presupuesto que en
los 1ltimos anos se
ha situado alrededor
de los 750.000 Euros,
procedentes de las
tres fuentes princi-
pales de financiacién:
Gobierno de Cataluna,
Gobierno de Espana
y Comision Europea.

En estos momentos en que el Ministerio de Educacién y Ciencia ha mani-
festado explicitamente su disposicién a potenciar la investigacion matematica
en todo el territorio espanol, creando posiblemente nuevos centros o estructuras
en forma de red, es importante destacar que el CRM es el tnico Instituto de
investigacion matemédtica auténomo en todo el Estado Espanol. Aunque ha
centrado su actividad en el entorno de los matemadticos catalanes, su héabitat
natural, ha colaborado con las Universidades exteriores a Catalufia y, més
generalmente, con los otros matemaéticos espanoles cuando ha sido requerido,
va sea facilitando la estancia de investigadores en otros centros espanoles, o
bien organizando actividades, como ha ocurrido por ejemplo con la Universitat
Jaume I de Castell6 y con la Universidad de Almeria. Con ocasién de la
celebracion del International Congress of Mathematicians en Madrid en el afio
2006, el CRM organizard un curso avanzado sobre Geometria Computacional
en Alcald de Henares, un congreso sobre Neurociencia Matemdtica en Andorra
y un trimestre de investigacién sobre Andlisis Armdnico en las Universidades
Auténoma de Madrid y Autonoma de Barcelona. Una muestra de la voluntad
de servicio a toda la comunidad matematica.

Veinte anos para un Instituto de investigacion cuyo nacimiento no fue
consecuencia de una decisién politica sino de la iniciativa de un sector de
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la comunidad matematica, representan ya una larga vida y una intensa
experiencia. Una vida que ha permitido que ocho matematicos galardonados
con la Medalla Fields trabajaran temporalmente en Espana y que el primer
Premio Abel de la historia, Jean-Pierre Serre, disertara magistralmente el
pasado dia 9 de noviembre en el acto de conmemoraciéon del vigésimo
aniversario. Actualmente, por el volumen de investigadores visitantes y becarios
postdoctorales y por las actividades que anualmente organiza, el CRM se sitia
entre los Institutos europeos mds destacados de la red ERCOM (European
Research Centres on Mathematics), cuyo Chairman desde el afio 2002 es el
Director del CRM.



Matematicas y CSIC: El reencuentro

MANUEL DE LEON

Dpto. de Matemaéticas
Instituto de Matematicas y Fisica Fundamental

Consejo Superior de Investigaciones Cientificas
Serrano 123, 28006 Madrid

Resumen
Se hace una breve descripcién histérica de las matematicas en el CSIC,
sefialando su realidad actual y su futuro, vinculado a la creacién de un
Instituto de Matemadticas y a un rea de investigacién diferenciada.

1 Breve historia de una decisién

Como de todos es bien sabido, el emblema del Consejo
Superior de Investigaciones Cientificas es un arbol, el
arbol de la ciencia. Una de sus ramas esenciales, la de las
Matematicas, fue podada hace ahora 20 anos. El CSIC
tiene una larga historia que comienza en 1907 con la
Junta de Ampliacién de Estudios y tiene continuidad en
1939 con la creacién del actual CSIC, asi que en 2007
celebrard su centenario. En esta dilatada travesia, el CSIC
ha creado nuevos Institutos, aparte de los iniciales, y
ha cerrado o reformado algunos otros, pero nunca ha
eliminado un &rea entera de un plumazo. Ese fue el
resultado de una desafortunada decision tomada por los
responsables de la institucién en 1984 con la supresion del
Instituto Jorge Juan de Matematicas. ;Cémo pudo llegarse a esta situaciéon? Y
sobre todo, jpor qué la comunidad matemética espafiola acepté esta medida?,
son preguntas que intentaré contestar a continuacién.

Debemos recordar que el panorama matemético espanol de los anos
ochenta era muy diferente del actual. El Instituto Jorge Juan de Mateméticas
desempend un papel de referencia desde su fundacién hasta principios de los
setenta, con una biblioteca importante a la que los matematicos espanoles de
entonces acudian en busqueda de articulos y libros para llevar adelante su
investigacién. La Real Sociedad Matemdatica Espanola tenfa alli su sede; en
realidad, podriamos hablar de historias paralelas para las dos instituciones.
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Desgraciadamente, el Instituto no llevé adelante su renovacién cuando, a
finales de los setenta y principios de los ochenta, comenzaron a aparecer jovenes
matematicos con una formacion moderna, desarrollando ya una investigacion
homologable internacionalmente. El CSIC cometié entonces el error de no
proceder a la imprescindible transicién, y los cambios politicos (que como todos
sabemos aparejan en nuestro pafs cambios en las politicas cientificas) impidieron
mas tarde la refundacion, cuando ya se habian dado algunos pasos en la buena
direccién.

El proceso degenerativo que simultdneamente sufrié la Real Sociedad
Matemaética Espanola impidié que se celebrase un debate nacional sobre las
consecuencias de la desaparicién del Jorge Juan. Recordemos que en esa época
la presencia de otras sociedades Matematicas era mucho mas reducida, y
alguna, como SEMA, ni existia todavia. Estos hechos, que han tenido unas
consecuencias muy negativas para el desarrollo de las Matematicas espanolas,
deberfan hacernos reflexionar sobre la importancia de una vertebracién social
de las mismas, basada en la colaboracién y la mutua confianza.

2 Veinte anos de ausencia (y lucha)

La historia personal en el CSIC del firmante de este articulo comienza
en enero de 1986, con la incorporacién a la Confederacién Espanola de
Centros de Investigacién Matemédtica y Estadistica (CECIME). La CECIME
era una estructura condenada a perecer. Intentaba en definitiva resucitar
la vieja estructura de los Seminarios Matemédticos en las cuatro Facultades
"histéricas”de Matematicas: Complutense, Zaragoza, Central de Barcelona y
Santiago de Compostela. Coordinar ahora todas las Facultades de Matematicas
del pafs (pues a eso se reducian los “centros de investigaciéon” de los que se
hablaba) era una empresa sin porvenir. Paradéjicamente, los escasos efectivos
de plantilla del CSIC en Madrid quedaban fuera de los estatutos de la CECIME,
circunstancia que se hizo notar sin resultado a los responsables de la época en
el CSIC.

En 1989 desaparece la CECIME y se integra a los matematicos del CSIC
en una Unidad dependiente directamente de la Presidencia, Unidad a la que
se le niega la denominacién de Matematicas y que tras unas conversaciones
con el Vicepresidente de Investigaciéon pasa a llamarse Unidad de Topologia,
Algebra, Geometria y Sistemas. Las causas de esta negativa se escapan al
contenido de este articulo y estan ligadas al fracaso de un segundo intento
de constitucién de un Instituto de Matematicas al margen de los mateméaticos
del CSIC. Finalmente, es en 1992 cuando se crea el Instituto de Matemaéticas
y Fisica Fundamental (IMAFF), que surge de la fusién de los fisicos integrados
en un proyecto fallido de Instituto de Fisica Fundamental entre el CSIC
y la Universidad Complutense de Madrid, y los matematicos del CSIC. En
estos doce ultimos anos, los matematicos encuadrados en el Departamento de
Matematicas del IMAFF hemos sufrido un auténtico calvario, padeciendo no
s6lo la marginacién en el Ambito general del CSIC sino también la desafortunada
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gestién del citado Instituto.

Justo es reconocer el apoyo que la Presidencia de César Nombela
proporcioné al Departamento de Matematicas del IMAFF, con la provision de
algunas plazas de turno libre. Estas plazas son las que han permitido en estos
momentos que este Departamento esté integrado por un plantel excelente de
jovenes investigadores. Sin embargo, las medidas fueron timidas y no resuelven
de una manera definitiva el problema de las Matematicas en el CSIC; esta
solucion pasaba por la independencia de las mismas en un Instituto propio en
formacién (figura que el CSIC usa para llevar adelante proyectos de Instituto
que sin poseer todavia una entidad suficiente son tutelados por la Presidencia
hasta alcanzar la madurez) y una politica mds generosa de plazas especificas. Las
Presidencias sucesivas de Rolf Tarrach y Emilio Lora fueron en cierta manera
continuistas en esta politica de apoyo de perfil bajo.

De nuevo, la comunidad Matematica espanola asiste con cierta pasividad
a estos procesos, no advirtiendo la gravedad de la situacién y la pérdida de
unos recursos que hoy paliarfan las escasas perspectivas de nuestros jévenes
matematicos, recursos que podria haber proporcionado la Oferta de Empleo
Publico del CSIC. Otra de las consecuencias negativas ha sido ademds la menor
presencia de una manera colectiva en la elaboracién de los Planes Nacionales y
su coordinacion con los Programas Marco europeos. La comunidad matematica
espanola ha estado ademds hasta ahora casi ausente (excepto el caso del
CRM cataldn) de importantes iniciativas europeas, como el European Research
Centres of Mathematics (ERCOM), una comisién de la European Mathematical
Society.

Pero esto es un camino de ida y vuelta, y el CSIC también ha perdido mucho

al eliminar las Matemaéticas de su en-
torno. Las Matematicas son interdisci-

‘ H\Kﬁkgﬁ plinares, estan en el corazén de la investi-

6 *\\\\/’&,J‘ZJ\/ ‘M gacién cientifica y el desarrollo tecnolégico.

}(*{/ \\ %J‘;\m\w Permitasenos reproducir este esquema que

feaps | ([t mmmwwﬁfj /\< encontramos en un reciente estudio de la Na-

;fg N \\ %,m@“ tional Science Foundation (NSF) y que refle-
s\ ( { % ja ese caracter de las Matematicas.

@&‘&@ 7~ ‘—‘/ e Los investigadores del CSIC han perdido

as{ un valor anadido a su investigacion y la

institucién un lugar central de referencia al
que acudir en bisqueda de conocimientos mateméaticos. Todos hemos perdido
en estos iltimos anos, todos nos hemos empobrecido.

3 La situacion actual

La situaciéon cambia drasticamente con el nuevo equipo directivo del CSIC en
2004 y se comienza a ver la luz. Se anuncia la creacion de un Instituto de
Matematicas, mixto con algunas de las Universidades de Madrid y con grandes
probabilidades de convertirse en una pieza importante en el esquema de un
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futuro Centro Nacional de Matemdticas.

;Cudl es la composicién del Departamento de Mateméticas a dia de
hoy y como pretende afrontar la nueva etapa? Hace algunos anos, en
1998, el autor de este articulo se hacia publicamente la siguiente pregunta:
JHay vida matematica en el CSIC? Hoy podemos ser m&as optimistas que
entonces. Debemos decir que en los ultimos cinco anos, las incorporaciones
al CSIC en el drea de las Matematicas han fructificado en cuatro jévenes
investigadores de plantilla, cinco contratados del Programa Ramén y Cajal
y uno del Programa Juan de la Cierva. Debe decirse que, en total, el CSIC
ha incorporado en estos cuatro anos del
Programa Ramén y Cajal a 7 jovenes
matematicos, de los cudles uno es ya per-
sonal de plantilla y otro ha optado final-
mente por un puesto en el extranjero. Debe-
mos recordar aqui que las escalas del CSIC
(Profesor de Investigacién, PI; Investigador
Cientifico, IC; y Cientifico Titular, CT) se
corresponden a los antiguos Cuerpos univer-
sitarios de Catedratico, Agregado y Adjun-
to. Con las abreviaturas obvias, éste es el
equipo que entraria a formar parte por parte del CSIC en el nuevo Instituto de
Matematicas: 1 PI, 3 IC, 1 CT, 5 RyC y 1 JdIC, a los que hay que anadir 6
Becarios de diferentes programas.

Digamos también que las tematicas a las que se dedican estos investigadores
configuran tres grandes lineas:

e Geometria y Fisica Matematica.
e Ecuaciones en Derivadas Parciales y Mecédnica de Fluidos.
e Mecédnica Geométrica y Control.

Estas incorporaciones han sido programadas en funcion de la calidad y
la oportunidad, sin tener en cuenta hasta el momento un plan de lineas
de investigacion prioritarias. El lema ha sido “atraer buenos y jévenes
investigadores, no importa su area de trabajo”. Entre los objetivos estratégicos
del grupo estd el reforzar las lineas existentes junto con la insercién de otras
nuevas. La politica seguida de incorporar investigadores jovenes ha llevado a
la creacién de un grupo de excelencia, tal y como puede comprobarse en la
tabla, que recoge la produccién y el impacto de 167 instituciones mundiales en
Matematicas; los datos del CSIC han sido obtenidos por el mismo procedimiento
al usado por la Web of Knowledge en la seccion Essential Science Indicators y
el puesto seria el hipotéticamente atribuido en ese caso.

El resultado es doblemente meritorio si se tiene en cuenta que la juventud del
grupo limita las citas de sus articulos; en efecto, varios de ellos han comenzado
a publicar hace 6 u 8 anos.

Los investigadores de este Departamento dirigen cuatro proyectos del
Programa Nacional de Matematicas, participan en numerosos proyectos
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Puesto Institucion Articulos Citas Citas por articulo
# 103 Matematicas, CSIC 173 592 3.42
# 109 UAM 468 1475 3.15
# 124  UCM 783 2356 3.01
# 138 UAB 447 1206 2.70
# 147  UB 459 1195 2.60
# 150 UGR 840 2090 2.49

Datos de las cinco instituciones espanolas incluidas en el Essential
Science Indicators, Enero 1, 1994 - Octubre 31, 2004 (Total 167)

internacionales, en comités editoriales de revistas y en comités cientificos
y organizadores de eventos matemadticos. Debe destacarse ademéas la gran
implicaciéon en los temas de politica cientifica nacional relacionados con las
Matematicas y su organizacién social.

El Departamento de Matematicas del CSIC ha elaborado su propia
pagina web www.mat.csic.es, en la que se pueden encontrar detalles de sus
componentes, asi como de las actividades que desarrolla: seminarios, coloquio
y proyectos de investigacién. También puede alli encontrarse la memoria de
actividades.

Hay, sin embargo, circunstancias que pueden poner en peligro esta realidad
actual. No existe un area de Matematicas. De un area de Matematicas, Fisica
y Quimica, se pasé a una de Ciencias Fisicas y Tecnologias Fisicas, en otro
desatino mdas que pareciera no haber preocupado a nadie, ni intramuros ni
extramuros. jNos podemos imaginar lo que hubiera dicho la comunidad de
fisicos espanoles si hubiese sido al revés? Esto motiva que conseguir plazas de
promocion interna de CT e IC a IC y PI, respectivamente, sea una empresa
casi imposible. Imaginemos un tribunal constituido por cinco fisicos juzgando a
diez fisicos y a un matematico; el resultado seria obvio. Esta situacién la hemos
padecido por 20 largos anos.

Por otra parte, el niimero de contratados Ramén y Cajal es alto y debemos
ofrecerles la oportunidad de optar a una plaza permanente. Es decir, necesitamos
que haya nuevas plazas de CT, que son de turno libre, asi que podrian acceder
a ellas investigadores procedentes de las Universidades, en natural competencia
que nuestros contratados. Afortunadamente, nos consta que el nuevo equipo
directivo tiene a este colectivo entre sus objetivos prioritarios.

4 Y ahora, el futuro

El CSIC es una pieza clave en el sistema espanol de I4+D+i, por su implantacién
estatal, su interdisciplinariedad y su tamano. La creacién de un Instituto
de Matematicas debe ser el primer paso para la reimplantacion de un area
de Matematicas. Conviene recordar que el CNRS francés posee unos 375
matematicos de plantilla, unos 75 técnicos de apoyo a estos mateméticos
y un centenar de unidades que van desde un laboratorio con unos pocos
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investigadores de plantilla hasta grandes Institutos de investigacién, pasando
por su apoyo importante a centros de encuentros como el CIRM de Marsella o
suministrando la documentacién cientifica matematica. Y es a este modelo del
CNRS al que se podria tender, con una buena gestién de un Centro Nacional de
Matematicas y un adecuado compromiso de nuestras Comunidades Auténomas
y Universidades.

Debemos recordar la situacién de las Matematicas espanolas, que han
experimentado un crecimiento espectacular en los 1ltimos anos, pasando de una
produccién del 0,3% en articulos en revistas incluidas en el Journal Citation
Reports (JCR) en 1980 hasta el 4,65 % del quinquenio 1999-2003.

Este crecimiento estd amenazado por dos factores:

e La saturacién de plazas en nuestras Universidades, acompanada de la falta
de una carrera cientifica que impide la consolidacién de nuestros jévenes
matematicos.

e La falta de orientacién de la investigacién matemadtica espanola, que la
hace poco efectiva para orientarse a campos emergentes y transversales.

La recuperacién del espacio matematico en el CSIC puede ser fundamental
para combatir estos dos puntos débiles, al poner a disposicién de la comunidad
matematica espanola una parte de su Oferta de Empleo Publico, a la vez que
facilitaria la interaccién con otras areas cientificas y tecnolégicas. E1 CSIC
estd ademas emprendiendo reformas de enorme alcance, en su estructura juridica
y en sus objetivos, que pueden contribuir en gran manera a dinamizar la
investigaciéon matematica.

Desde el punto de vista institucional, esta recuperacién supondria la
normalizacién de las Matematicas en nuestro pais. No debe olvidarse que el
CSIC es una pieza importante en el organigrama del Ministerio de Educacién y
Ciencia y en la coordinacién con los Programas Marco europeos, realizando una
importante tarea de vertebracion de la investigacién espanola. No cabe duda
del beneficio para las Matematicas.

Si volvemos a la tabla, vemos que la investigaciéon matematica espanola, tal
y como ocurre en el resto de las dreas cientificas, es institucionalmente débil.
Cuenta, por supuesto, con excelentes individualidades y grupos establecidos
de calidad, pero no tenemos instituciones influyentes. La existencia de un
Instituto de Matematicas del CSIC, en coordinacién con las Universidades,
puede significar un cambio importante si consigue convertirse en un referente
nacional e internacional. En el préoximo quinquenio tendremos ocasion de ver si
estas expectativas se cumplen.



Entrevista a Manuel de Ledn, Presidente del
Comité Ejecutivo del ICM2006

Ofrecemos a continuacién una entrevista a Manuel de Ledn, Profesor
de Investigaciéon del CSIC y Presidente del Comité Ejecutivo del préximo
International Congress of Mathematicians, cuya celebracién estd prevista en
Madrid en Agosto de 2006.

Manuel de Leén es también Coordinador de Matemdticas de la ANEP,
Vicepresidente de la RSME y Presidente del Comité Espanol de Matematicas
(CEMat). Su entusiasmo constante y la dedicacién que pone a la organizacién
del ICM2006 parecen capaces de vencer todas las dificultades y auguran un
exitoso desarrollo de éste. Desde el grupo editor de SEMA es nuestra obligacion
aprovechar esta entrevista para pedir a todos los socios su ayuda y colaboracién
en esta empresa.

Pregunta: ;A quién representa el Comité Ejecutivo del ICM20067

El Comité Ejecutivo del ICM2006 fue nombrado por el Comité Espatiol
de Matemadticas (CEMat), antiguo Comité IMU-Espania, el cual representa a
Espana en la Unién Matemética Internacional (IMU en sus siglas inglesas). IMU
es una de las uniones cientificas de la ICSU (International Council of Scientific
Unions). El CEMat engloba a todas las Sociedades Matemdticas espafiolas, y
estd nombrado oficialmente por el MEC. Puede decirse con toda propiedad
que el CEMat representa a toda la comunidad matemadtica espanola, asi que
el Comité Ejecutivo del ICM2006 hereda de alguna manera esa legitimidad.
Para darle méas agilidad de gestién al Comité, se constituyé una Asociacién,
inscrita en el Registro Nacional de Asociaciones del Ministerio de Interior.

P: ;Cémo podria enjuiciarse la situaciéon actual de la investigacién
matemadtica en nuestro pais? ;Existe actualmente una planificacién
clara? ;Existen metas a corto o medio plazo?

La investigacion matemdtica espanola ha crecido vertiginosamente en los
ultimos 25 afios, como no nos hemos cansado de repetir, de un 0,3 % del total
mundial en articulos en ISI en 1980, hasta el 4,65 % en el quinquenio 1999-2003.
El impacto de nuestra investigacion crece, pero lentamente. Tenemos grupos
excelentes asi como individualidades de gran valor. Fallamos en el conjunto,
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mal generalizado en la Ciencia espanola, fruto de una falta de orientacién
en la investigacion y de estructuras de excelencia. El Programa Nacional de
Mateméticas (y quizds un Centro Nacional de Matemadticas) puede ser el
inicio de un cambio cualitativo. Tenemos una cantera extraordinaria de jovenes
matematicos que corremos el riesgo de perder. En este pais, nos falta una cultura
cientifica que sea capaz de generar sinergias y no actitudes cainitas, atavismos de
un pasado que deberiamos ya olvidar. Si nos ponemos las pilas, las Mateméticas
espanolas tienen un gran futuro.

P: ;Qué significa para la comunidad matemética espanola que el
proximo ICM2006 se celebre en Espana?

Es un reconocimiento de la mejora de nuestra investigacién, nuestra
puesta de largo internacional. La refundacién de la RSME ha sido clave
para coordinar a las Sociedades en esta direccién. En 1998 reconstruimos
el Comité IMU-Espana y se dieron los primeros pasos para la rentrée de
Espafia en el colectivo internacional. En el Ano Mundial de las Mateméticas
se invito el Comité Eje-
cutivo de IMU a cele-
brar su reunién anual en
Madrid y en 2002 pre-
sentamos nuestra candi-
datura al ICM. Este ano
acabamos de pasar del
Grupo III de IMU al
Grupo IV. Nadie lo hu-
biera sonado hace 7 u 8
anos, pero se ha trabaja-
do duro y los resultados
estdn ahi. E1 ICM2006 es
ademds una gran opor-
tunidad para hacer una
reflexiéon sobre nuestras
Matematicas, en investi-
gacién y educacion, y de llamar la atencién sobre esta Ciencia por parte de las
administraciones y la propia sociedad. Tenemos que aprovecharla, y una mane-
ra inmediata de colaborar es preinscribiéndose ahora y participando después.
Ningun matematico espanol deberia mantenerse al margen de esta gran fiesta.

P: Aparte de la progresiéon de la Matematica espanola y del deseo
de reconocimiento internacional de este hecho, ;existen o existieron
razones adicionales para elegir Madrid como sede?

Mi impresién es que hubo un acuerdo implicito de que debia ser Madrid.
Este tipo de acontecimientos suele organizarse en grandes ciudades, porque
requieren una gran infraestructura y a la vez unas excelentes comunicaciones
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internacionales. Barcelona acababa de organizar el tercer European Congress of
Mathematics y Madrid era la candidata natural. Debo recordar también que
éste es el Congreso de IMU, e IMU concede la organizacion al pais que gana la
candidatura y esa candidatura va ya asignada a una ciudad. La propuesta de
Madrid hecha por el Comité IMU de Espana fue undnime. Madrid aglutina la
cuarta parte de la investigacién matemética espanola y reune ademas todas esas
condiciones. Como anécdota, es interesante decir que hace unos cuantos anos el
Ayuntamiento de Madrid se dirigié a mi con la peticién de que los mateméticos
madrilenos presentaran la candidatura de Madrid para un ICM, porque éste
era uno de los Congresos importantes que tenian en la lista. Respondi entonces
que debian consultarlo al Ministerio de Educaciéon y de alli los encaminaron
de nuevo a mi. A la vista de esto, sugeri que contactaran con matemédticos
prestigiosos de las Universidades de Madrid, a fin de poder organizar un
Comité de Candidatura. Yo estaba recién llegado a Madrid al CSIC y en aquellos
tiempos no se habia comenzado la vertebracién social de las Matemaéticas que se
propicié con la refundacién de la RSME y el Comité IMU-Espana. La iniciativa
desgraciadamente no llegd a nacer.

P: ;Qué repercusiones cabe esperar tras la celebracién del ICM2006?
En particular, ;puede sensibilizar este evento al resto de la comunidad
cientifica?

Como decia antes, este evento es una ocasién para que las Matematicas estén
en el candelero y debemos aprovecharlo. La interaccién con otras Ciencias que
los ICM permiten deberia ser utilizada para sefialar ese aspecto transversal de
nuestra Ciencia, ese doble papel de las Matematicas como valor anadido a la
investigacion y como papel central de soporte intelectual de la misma.

P: ;Cémo se ve representada la Matematica Aplicada que se hace en
Espana en este evento?

La Matematica Aplicada participa en el Comité Ejecutivo a través de SeMA
y ademas hay varias sesiones que entran de lleno en los temas habituales de
la Matemdtica Aplicada. Se entregard el Premio Nevalinna, en el drea de las
aplicaciones de las Matemaéticas a las Ciencias de la Informacién y habra una
sesion de software matemdtico. Es verdad que existen los ICIAM, y a veces
se piensa que los ICM responden mejor a los patrones de una Matematica
mas fundamental. Yo discrepo radicalmente de esta vision. El ICM engloba
a TODAS las Matematicas, y uno de sus mayores objetivos debe ser mostrar
esa gran unidad interna y conceptual de las Matematicas, unidad que es su gran
fuerza y garantia de futuro.

P: Por otra parte, ;jhay indicios de que la celebracién del ICM2006
contribuya a dar mas sentido e importancia al papel del matematico
en la sociedad? ;Cabe esperar que las relaciones universidad-empresa
se vean fortalecidas?
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Es evidente que habrd una mayor presencia mediatica de las Matemadticas,
vy que muchos se preguntardn sobre las razones de las mismas. Eso serd bueno
para nosotros, salir de esa invisibilidad. Esta costando mucho convencer a las
empresas de la importancia de las Matematicas para éstas, es una tarea de largo
alcance, pero es un buen momento para dar pasos, para construir futuro.

P: ;Hay alguna parcela de las Matematicas para la que la celebracién
del ICM2006 posea un especial interés?

Decia antes que los ICM no priorizan ningtin tipo de Matematicas, los ICM
“son” las Matematicas en su conjunto. Cada vez se ve mas este fenémeno de
unificaciéon en las Matemaéticas. ;{No estamos aplicando las Matematicas que
se consideraban mas puras hace 50 anos a problemas tecnoldgicos de primera
magnitud? Pienso que, aunque hay una gran especializacién, sin embargo, hay
un cuerpo de doctrina Uinico que es nuestra gran fuerza. Es verdad que la
concesion de las medallas Fields focaliza la atencién a los campos de trabajo de
los premiados, pero eso es natural.

P: ;En qué situacién nos encontramos en este momento? ;Se ha
captado ya suficiente interés por parte de las autoridades? ;Esta ya la
comunidad matematica preparada mentalmente para la celebracién?

Creo que las autoridades ya han comenzado a darse cuenta de que este
Congreso lo ha ganado Espana y lo tiene que organizar Espana, que se juega
su prestigio internacional. Lo mismo estd pasando con el Ayuntamiento y la
Comunidad de Madrid. Yo soy ahora mas optimista. Estoy més preocupado
con la comunidad matematica espanola, que deberia estar preinscribiéndose en
masa. Desde aqui animo a todos nuestros profesores, investigadores y estudiantes
a hacerlo, y acudir en 2006 a Madrid. La presencia espaniola deberia ser masiva,
demostrar que nuestras Matemadticas son de verdad potentes. Y me quisiera
dirigir a los profesores de Secundaria: éste es también su Congreso, no es un
congreso elitista que organicemos “los de la universidad”. Hay una sesién sobre
Educacién Matemadtica, es una gran ocasién de escuchar a las grandes figuras
internacionales y todas las novedades bibliograficas estardn expuestas en Madrid
esos dias. Todos saldremos mateméaticamente enriquecidos del ICM2006.

P: En el aspecto organizativo, ;qué se puede decir sobre lo que ya se
ha hecho y qué es lo mas importante todavia por hacer?

Se ha hecho mucho, y queda mucho por hacer. Nos hemos centrado hasta
ahora en los aspectos de busqueda de financiacién y difusién. Lo peor estd por
venir, aunque el equipo estd preparado.

P: ;Se puede mencionar algin problema especial con el que se haya
encontrado el CE?
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La estructura social de las Matematicas espanolas es muy compleja, hay
muchas Sociedades y una estructura de Comunidades Auténomas que siempre
estd presente. La ausencia del panorama de la RSME ha causado un gran dafio,
al no ejercer un papel de cohesién, que le corresponde de manera natural. A
partir de 1997 y 1998, la RSME comienza a desempenarlo y en 2000 el Afio
Mundial de las Matematicas nos permitié avanzar mucho en esa necesaria
coordinacién. Nos hemos encontrado con un AMM2000 y, sin tiempo para el
descanso, con el ICM2006. Dirfa que se ha hecho lo imposible.

Un CE debe ser eso, ejecutivo, y no una comisién de cuotas. Hemos tenido
que conjugar ambas cosas. Estoy seguro de que el ICM2006 va a ser un éxito
para las Matematicas espanolas, pero tenemos que seguir avanzando en las
estructuras matemadticas que nos permitan afrontar estos desafios sin agobios
ni tensiones. Mi idea fue siempre que el Comité IMU-Espana (ahora el CEMat)
fuese independiente del CE del ICM2006 y, una vez que se nombrara este CE,
permaneciese como observador interviniendo sélo si habia que resolver algin
conflicto. Desgraciadamente, ambos Comités se solapaban. Cuando hay algun
problema dificil (y la organizacién de un evento de esta magnitud los genera sin
duda) debe haber un organismo independiente que pueda intervenir y resolverlos
tomando las decisiones oportunas. Hay que separar los “poderes”. Pero también
debe decirse que las circunstancias eran excepcionales y que habia que organizar
el ICM y eso es lo que intentamos entre todos. Eso si, deberiamos todos sacar
lecciones para el futuro.

P: ;Es previsible que este evento influya en el futuro inmediato sobre
el impulso de las Matematicas en los paises en vias de desarrollo y en
el Tercer Mundo?

Precisamente, uno de los objetivos que persigue IMU es fomentar el
desarrollo de las Matematicas en los paises en vias de desarrollo, en el
convencimiento de que las Matematicas son la clave del desarrollo tecnolégico; de
hecho, éste era uno de los puntos senalados en la Declaraciéon de Rio de Janeiro
del Ano Mundial de las Matematicas. IMU persigue ademds que cada vez mas
paises alcancen un nivel que los capacite para entrar en la Unién. Un ICM es
un foco de atenciéon mundial y a la vez una gran herramienta para fomentar
la participacién de matematicos de estos paises y ponerlos en contacto con las
grandes lineas de investigaciéon. E1 ICM2006 deberia seguir esta tendencia, en
particular por la especial situacién geopolitica espanola.

P: ;Puede ser la celebracién del ICM2006 una razén para intensificar
la influencia espanola en los paises iberoamericanos?

Uno de los ejes de actuacién del ICM2006 es el iberoamericano. FEl
Comité Ejecutivo estd trabajando con la Agencia Espanola de Cooperacion
Internacional (AECI), intentado que la presencia de los matemadticos de estos
paises sea importante. E1 ICM2006 estd sirviendo para senalar que Espana debe
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intensificar los contactos y yo hablaria, no de influencia sino de colaboracién. A
fin de cuentas, son companeros naturales de viaje.

P: ;En qué modo puede el ICM2006 influir en las publicaciones
matemadticas espanolas y en las internacionales lideradas por
investigadores espanoles?

E1 ICM2006 va a decirle al mundo matematico que Espana ha hecho grandes
progresos, que no sélo hay individualidades sino que contamos con muchos
grupos competentes, y que, ademas, tenemos una cantera excepcional de jovenes
matematicos. Los matemadticos espanoles ya no viajan fuera para aprender,
ahora también viajan para ensenar lo que han hecho en casa.

Este evento es un gran escaparate para nuestros matematicos que, a medio
plazo, producira sin duda excelentes retornos. Por otra parte, es importante que
nuestras propias revistas sean més conocidas internacionalmente, de modo que
los matemédticos internacionales encuentren atractivo publicar en ellas. A este
fin, se ha puesto en marcha una Plataforma de Revistas Cientificas Espanolas,
REVICIEN, al estilo de las grandes editoriales, persiguiendo este objetivo: dar
visibilidad a las publicaciones nacionales y conseguir una mejora de las mismas
en lo que se refiere a sus soportes digitales. Ademas, existe una zona de prensa en
la que los directores senalan articulos de interés medidtico, al estilo de Science o
Nature. Ahora se esta procediendo a la creacién de una Asociacion de Revistas
Cientificas Espanolas, una de cuyas misiones seria gestionar REVICIEN.

P: ;Existen noticias de que las autoridades acompanen o aprovechen
la celebracion del ICM2006 con algin programa de caracter
extraordinario que tenga que ver con la investigacion matematica?

El ICM2006 ha supuesto una mayor sensibilizaciéon hacia las Matematicas.
En 2006 tendremos seguramente un Instituto de Matemdticas en el CSIC, tras
mas de 20 anos de sequia, y el MEC estd considerando muy seriamente la
creacion de un Centro Nacional de Matemdticas que podria estar listo para la
inauguracion del ICM2006. Crucemos los dedos y rememos todos en la misma
direccién.

P: ;Se ha dejado sentir el cambio de Gobierno en las iniciativas en
el ambito de las Matematicas y en particular en la actitud ante la
celebracion del ICM20067 En particular, ;qué ha supuesto la re-
estructuraciéon del Ministerio de Ciencia y Tecnologia?

Para un evento que requiere tanto tiempo de preparacién, los cambios son
siempre un trabajo anadido. El anterior MCYT habia ya comprometido una
ayuda importante para el ICM2006 y también el antiguo MECD estaba ya
colaborando. Hemos tenido que retomar el contacto con el nuevo equipo del
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MEC y volver a explicar de qué se trataba. Pero ademas en Madrid hemos tenido
elecciones municipales y elecciones autonémicas (recuerdo que éstas tltimas se
tuvieron que repetir). Estos cambios han supuesto un trabajo doble, que lo que
demuestra es la escasa tradicién cientifica espanola y las carencias de nuestro
sistema.

Necesitamos que los grandes temas como es el caso de la Educacién y la
Investigacion estén al margen de los cambios politicos si queremos ser un pais de
la primera divisién. También es justo decir que somos nosotros los que tenemos
que ponernos a trabajar para cambiar la situacién. No nos podemos limitar a
quedarnos en nuestros despachos lamentandonos con los colegas de la situacion,
debemos ser activos. Y el CE del ICM2006 asi lo ha entendido. Nadie va a
venir a nuestros despachos para conceder nuestros deseos, somos un colectivo
importante, bien organizado, bien visto por las administraciones, hagamos
propuestas interesantes y vayamos a defenderlas. Olvidemos los protagonismos
individuales y trabajemos colectivamente. Tenemos mucho que ganar y mucho
que decir. En cierta manera, somos un colectivo que muchas veces la propia
administracién toma como ejemplo para otras dreas. Ahora tenemos una gran
oportunidad de mostrar nuestra madurez como colectivo, con un Programa
Nacional de Matematicas, un ICM en 2006, un Espacio Europeo de Educacién
Superior que nos abre un enorme abanico de posibilidades, un posible Centro
Nacional de Matematicas. Aprovechemos estas oportunidades.

P: ;Habra innovaciones de alguin tipo en esta edicién del ICM? En
particular, ;tendran impacto de algiin modo las nuevas tecnologias?

Volvera a haber como en Berlin 1998 una sesién de software matemdtico.
Ademads, se transmitirdn todas las sesiones online via internet, una gran
novedad.

P: Aparte del ICM2006 y en torno a las mismas fechas, tendra lugar la
celebracion de congresos-satélite. ;Cudl es la estructura y significado
de éstos? ;En qué condiciones tendran lugar? A dia de hoy, ;cuantos
congresos-satélite estan previstos ya?

Los congresos satélites son una actividad complementaria de los ICM, con un
contenido tematico especializado. Son workshops tradicionales que aprovechan
la movilizacién que supone un ICM. Tendran lugar desde mediados de junio a
mediados de septiembre, y no tienen que celebrarse necesariamente en Espana.
Hasta ahora hay unos 15 satélites aprobados. Aprovecho la ocasiéon para hacer
un llamamiento a nuestros matematicos para que presenten nuevas propuestas.

P: ;Se veran acompanadas las distintas sesiones del ICM2006 con
actividades de caracter cultural y social?
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Como comentaba antes, queremos aprovechar la oportunidad de mejorar
la imagen de las Matemaéticas. Estan programas actividades culturales, alguna
puede ser de gran alcance. Se editard un sello conmemorativo (una tradicién
en los ICM), un billete de loterfa, habrd exposiciones, ciclos de conferencias,
queremos que desde junio a septiembre de 2006 Espana sea una gran fiesta
matematica. Seguro que sera asi.
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Resumen

En este trabajo se recogen dos de los problemas que aparecen a
la hora de resolver numéricamente las ecuaciones deNavier-Stokes. La
discretizacién en la variabletemporal en dichas ecuaciones nos conduce, en
cada etapa de tiempo, a un problema de Burgers y un problema de Stokes
generalizado, en las variables espaciales. La aplicacién de un método de
punto fijo y un método de tipo gradiente conjugado, respectivamente,
nos lleva a la resolucién de un elevado nimero de problemas de tipo
Helmholtz. Asi, en una primera parte, recordamos un algoritmo paralelo
que resuelve numéricamente la ecuacion de Helmholtz. Por otro lado, la
utilizacién de diferencias finitas centradas sobre un mismo mallado regular
para la velocidad y la presiéon en la resoluciéon del problema de Stokes
puede generar soluciones oscilantes, en particular presiones espureas. En
una segunda parte, por tanto, se presenta un esquema de discretizaciéon
para el problema de Stokes, demostrandose mediante un anélisis asintético
del error que éste regulariza la solucién®.

Fecha de recepcién: 31/01/05
1Una versién previa de este trabajo aparecera en las Actas del I Workshop sobre “Recientes
Avanaces en el Analisis y Control de Ecuaciones Diferenciales No Lineales”, celebrado en
Cérdoba en febrero de 2004.
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1 Introduccién

En la resolucién de muchos problemas de gran complejidad, aparecen de forma
frecuente ecuaciones de tipo Helmholtz:

au— BAu=f enQCRV, (1)

siendo « > 0, B > 0, f una funcién conocida y  un dominio acotado bi
o tridimensional. La ecuacion se completa con condiciones de contorno, que
pueden ser de tipo Dirichlet,

u = g sobre I' = 011, (2)

de tipo Neumann, Fourier o una mezcla de ambas. Aunque éste es uno de los
problemas mas conocidos y estudiados, es claro que una pequena ganancia en
el tiempo de resolucién de (1) puede en la practica suponer una gran mejora
en el tratamiento de problemas mas complejos. Pensemos en las ecuaciones
de Navier-Stokes, para las cuales hemos desarrollado varios algoritmos donde
este hecho se pone de manifiesto (véase por ejempo [3, 4]). El método que se
presenta sigue la idea de los denominados métodos ADI (Alternating Directions
Implicit methods). Estos métodos fueron formulados inicialmente por Peaceman
y Rachford [15] en el caso bidimensional y por Douglas y Rachford [7] en el caso
tridimensional y, posteriormente, fueron generalizados al caso IN-dimensional
por Douglas y Gunn [6]. Para describir la idea de estos métodos, consideremos
por ejemplo el problema de Helmholtz (1)—(2). Consideremos fijados una
descomposicion del operador L = al — A en la forma
« 0?

L:L1+L2 con Ln:_I_ﬂa—Q
mn

- (n=1,2) (3)

y un esquema en diferencias finitas centradas con paso de discretizacion h
en las dos direcciones espaciales. Un método de paso fraccionado (de tipo
de Peaceman-Rachford) para esta descomposicién es un método iterativo que
comienza con UY arbitrario y, para m > 0, calcula U™ en dos pasos. Asi, para
U™ dado, primero se obtiene U™+3 como solucién de

(I+7A)U™ 2 =7f + (I —7A) U™ (4)
y en segundo lugar se resuelve
(I+71A) U™ =1f 4+ (I —7A) U™ 3, (5)

Aqui, 7 > 0, y A, es la matriz correspondiente a la discretizaciéon del opera-
dor L,,2. Asi, en el primer paso se resuelve un problema discreto correspondiente
al operador

@ 0?

S P R
2 ﬁ@x%’

2Por simplicidad, hemos denotado de nuevo f la funcién discretizada.
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es decir, un problema en la direccién ;. Andlogamente, en el segundo paso
se resuelve un problema en la direccién z5. Esto es lo que motiva el nombre
de método de direcciones alternadas. Con una adecuada ordenacién de
los nodos del mallado, se consigue que las matrices I + 74, (n = 1,2) sean
diagonales por bloques, siendo cada bloque una matriz tridiagonal. Esta idea se
puede aplicar, en general, a la hora de resolver un sistema algebraico

Au=f (6)

resultante (por ejemplo) de la discretizacién de un problema eliptico, siempre
que la matriz A se pueda descomponer en la forma3

siendo las matrices A, (1 < n < p) mds faciles de invertir que la propia A.
Esta generalizacion da lugar a los llamados métodos de descomposicién o
métodos secuenciales de paso fraccionado (véase [13]). En este caso, para
m > 0, conocido U™, el célculo de U™! se realiza resolviendo los siguientes
sistemas:

[]m+,l —_ym

Tm

+ A, (U’”*% - Um)

-« <zp: A U™ — f) ,
n=1
(8)

n—1

Um-&-% o Um+ 7

+A, (Um+% —Um) -0, n=2...p
Tm
siendo @ > 0 y {7} una sucesién de pardmetros reales. Como acabamos de
ver, los métodos de paso fraccionado (8) son algoritmos iterativos secuenciales,
en los que cada iteracién se subdivide en p pasos que se realizan sucesivamente
segun el esquema:

p—1

UmHU"H_% —)Um—i_% — . Ut gt (9)

Es decir, hasta que no se calcula U™ % no se puede calcular Uer%. Por
ello, la paralelizaciéon de estos algoritmos sélo puede llevarse a cabo al maés
bajo nivel, a la hora de resolver los sistemas (ver por ejemplo [18] y [11]).
Nosotros abordamos la resolucién de los problemas de Helmholtz generalizando
y ampliando a dominios arbitrarios un método introducido por Lu y otros [12]
formulado para problemas con condiciones de tipo Dirichlet y para dominios
que resultan de la unién de rectangulos. Nuestro objetivo global es desarrollar
un esquema numérico que permita la paralelizacion al nivel de las variables
espaciales. Este método, que denominamos método implicito de direcciones
simultdneas o SDI (Simultaneous Directions Implicit method), descompone

3En general, p no tiene porqué coincidir con la dimensién N en la que se trabaje.
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el problema original, independientemente de la dimensién espacial del dominio
en el que esté formulado, en un conjunto de problemas unidimensionales. Se
sustituye asi un problema en derivadas parciales por una familia de problemas
diferenciales ordinarios todos ellos con la misma estructura y por tanto con las
mismas dificultades numéricas, independientemente de la dimensién espacial en
la que se trabaje. Ademas, los problemas resultantes son independientes entre
si y pueden resolverse en paralelo. El método SDI que hemos desarrollado es
aplicable a dominios € arbitrarios. En [17] se aplica en el caso bidimensional,
efectudndose previamente una “rectificaciéon”del abierto 2, de tal manera que
se aproxima el dominio original por una unién de rectangulos. En nuestro
caso no se efectia esta rectificacion y el mallado se construye a partir de una
reticula ortogonal de particién arbitraria, admitiendo todo tipo de condiciones
de contorno. Para ello se ha desarrollado un mallador (ver [9]), tanto en el
caso 2D como en el 3D, que permite disponer de una estructura de datos
que contribuye a una mayor eficiencia del método. El método es econémico en
sus necesidades de almacenamiento, por lo que es compatible con problemas
de gran talla. Ademds, en [9] se demuestra su cardcter “smoother”, que
explica que se adapte muy bien al uso de técnicas multigrid para acelerar
la convergencia sea cual sea la geometria del dominio considerado. Aqui solo
expondremos el algoritmo paralelo propuesto cuando la ecuacién de Helmholtz
se completa con condiciones de contorno de tipo Dirichlet. La consideracion
de otro tipo de condiciones de contorno rompe en general, con fronteras
no necesariamente paralelas a los ejes coordenados, la independencia por
direcciones al ser condiciones netamente interespaciales. En [9] se encuentra
desarrollada una técnica valida para condiciones de otro tipo. Esta consiste en
un método iterativo que inicialmente necesita la resolucién de una sucesion
de problemas con condiciones de Dirichlet y posteriormente se reduce a la
aplicacién del método SDI a un tnico problema con condiciones de Dirichlet
dependientes de la iteracién. Recientemente se ha demostrado la convergencia de
este método. Hay que destacar que la resolucién de los problemas de Helmholtz
con condiciones de Neumann tiene interés no sélo por si misma, sino también
cuando se buscan precondicionadores que permiten acelerar la convergencia del
gradiente conjugado al aplicar éste, por ejemplo, a la resoluciéon de un problema
de Stokes. Como es de preveer, disponer de un método paralelo eficiente para la
resolucién de los problemas de Helmholtz conduce a una notable mejora en la
resolucién de problemas més complejos, como puede ser el caso de los problemas
de Stokes o Navier-Stokes. En nuestro caso, para resolver el problema de Stokes,
reformulamos éste como un problema de minimos al que aplicamos un métoddo
iterativo de tipo gradiente conjugado propuesto en [10] y [5]. Este método
conduce a la resolucién de un gran ndimero de problemas de Helmholtz y/o
Poisson. Por lo tanto, disponemos de una manera de resolver un problema
de Stokes N-dimensional exclusivamente a partir de problemas uni-
dimensionales independientes (problemas diferenciales ordinarios), con
igual esquema de resoluciéon y dificultad numérica independientemente de la
dimensiéon del problema original. Se observa entonces que la paralelizacién
del método es posible a tres niveles, respectivamente correspondientes a la
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descomposiciéon de los problemas vectoriales por componentes y a los dos
niveles de paralelizacién implicitos al método SDI. En [5], se resuelven los
problemas de Helmholtz y Poisson discretizando por elementos finitos, usandose
un mallado el doble de fino para las velocidades que para la presion, al objeto
de verificar la condicién inf-sup. En nuestro caso, discretizamos los problemas
unidimensionales resultantes utilizando diferencias finitas y el mismo mallado
para todas las incdgnitas. Esto hace que no se verifique la condicion inf-
sup, lo que provoca la aparicion de presiones espireas, que disminuyen la
precisiéon de la aproximacion de la presion calculada sin que la aproximacion
de la velocidad tenga que verse afectada. Las presiones espureas se manifiestan
en la representacién grafica de las isobaras como lineas de contorno con
oscilaciones. En la practica, segun la discretizacién que se efectie, el tipo de
“test” considerado y el caracter de su solucién, puede que explicitamente no se
observe la presencia de las mismas. En la seccién 3.2 efectuaremos un anélisis
de esta dificultad introduciendo el desarrollo asintético del error cometido y
siguiendo la metodologfa propuesta por Wetton [19] en su estudio del método
de proyecciéon. Wetton explica la causa de la aparicion de presiones esptreas en
base a la existencia de “errores alternantes” unidireccionales. Aqui realizaremos
un analisis similar, contemplando la existencia de estos errores pero con un
cardcter multidireccional. Identificaremos los modos espireos y, de esta manera,
podremos buscar el filtrado adecuado para las presiones que haga que las
oscilaciones se reduzcan. Este filtrado (ver [9]) se realiza siguiendo cada una
de las direcciones espaciales, manteniendo el esquema conceptual establecido de
reducir todo el tratamiento a problemas unidimensionales.

2 Un esquema paralelo para la ecuacién de Helmholtz

Como acabamos de ver, los métodos de paso fraccionado (8) son algoritmos
iterativos secuenciales, en los que cada iteracién se subdivide en p subetapas
que se realizan sucesivamente. En [12], Lu et al. proponen un esquema de
descomposicién para la resolucién de (6) en el que los pasos fraccionados son
independientes entre si. A partir de una descomposicién de la matriz A dada
por (7) y de un pardmetro 7 > 0, el paso de U™ a U™*! se realiza calculando
Umtin (1 <n < p) a partir de

P
(I+7A) U = (=7 3 A | U™ +7f, n=1,....p, (10)
k=1,k#n
y haciendo, posteriormente,
w P
Um+1 e Z Unl+1,n + (1 _ W)Um, (11)
p n=1

donde w es un parametro dado. Se trata de un método de descomposicién
en el cual los p pasos fraccionados pueden resolverse simultdneamente y la
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paralelizacion se realiza a un nivel mas alto, siendo esto mucho més interesante
y efectivo. A este método lo denominaremos método paralelo de paso
fraccionado o PFS (Parallel Fractional Step method). Esqueméticamente
puede representarse como sigue:

Um+1,1

m/ \ m-+1
o S (12)

ymt+ip

Cuando se aplica este método al problema de Helmholtz-Dirichlet N
dimensional
{Lu:au—ﬁAuzf en Q C RV, (13)

u=yg sobre 02

considerando la siguiente descomposicién del operador

N N a 82
L=30= 3 (F1- )

se tiene que, en cada paso (10) se resuelven N problemas independientes corres-
pondiente cada uno de ellos al operador

« o2
ﬁIi/B@—x%’

al igual que sucedia con el método ADI pero, en este caso, los calculos se
hacen en todas las direcciones simultdneamente. De aqui que a este método
lo denominemos método implicito de direcciones simultaneas o SDI
(Simultaneous Directions Implicit method)*. Como ya indicamos en el método
ADI, la descomposicién elegida es conveniente, ya que las matrices resultantes
I+ 1A, son mas faciles de invertir que la matriz A del problema original. En
este caso, la obtencién de cada U™ L™ puede efectuarse resolviendo en paralelo
s sistemas independientes con s del orden de ™, lo que se corresponde con la
resolucion simultéanea en cada una de las lineas del mallado en la direccién z,,.
Se tienen por tanto dos niveles de paralelismo que conducen a N - s posibles
procesos simultaneos y, dado que s es un niimero elevado al ser en la practica h
pequeno, obtenemos un algoritmo con un alto indice de paralelizacién. Ademas,
los problemas a resolver para la obtencién de las U™1™ tienen todos la misma
estructura y presentan idénticas dificultades numéricas. Los métodos paralelos
de paso fraccionado en general y los SDI en particular, segin la descripcién
(10)—(11) efectuada, dependen de dos parametros (que pueden variar en cada
iteracién en el caso no estacionario); el pardmetro 7 denominado pardametro de
evolucién y el pardmetro w, conocido como parametro de coordinacién.
En [9] se encuentra un estudio exhaustivo de los valores de estos pardmetros,

4En general, llamaremos métodos SDI a los métodos paralelos de paso fraccionado aplicados
a problemas en los que en cada L, intervengan derivadas en una tnica direccién.
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que hacen que el método sea convergente y ademas su velocidad de convergencia
sea lo mayor posible. En [1] aparece un estudio del error para un caso particular
del algoritmo totalmente discretizado.

2.1 Resolucién efectiva

En esta seccién efectuamos un andlisis de los elementos necesarios para la
resolucién efectiva de los problemas de tipo Helmhotz-Dirichlet.

Mallado

Como es natural, para la resolucién del problema (13) efectuaremos una
discretizacién espacial. A partir de una reticula cartesiana R(A), obtenemos
un mallado de Dirichlet M(A) = M;(A) U ... U My(A), de nodos N(A) =
Ni(A) U Np(A), donde Ny(A) contiene los nodos interiores, Np(A) contiene
los nodos frontera y

My ()
M= U B 1<n<N,
j=1 =1

siendo I7'' = ((a;), (b)) un segmento de RY en la direccién espacial e,, isomorfo
al intervalo de R (ay, b;) . En las Figuras 1 y 2, aparece un ejemplo de M (A) para
un dominio bidimensional y en la Figura 3 un dominio tridimensional andlogo.

oe® & ¢ & & ® & @ e o @
& ®

®

@

—i3 e ®
Q——T'T e
S : *

® ll
e & & & & o & o e o o

— Segmentos integrables en la direccidn e, M (A) @ Nodos frontera A (4)
| Segmentos integrables en la direceidn e, M,(A)  w Nodos interiores (4]

Figura 1: Un mallado M (A) = M;(A)UM,(A), para un dominio bidimensional.
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72

Figura 2: Dos segmentos integrables en la direccién e;.

Figura 3: Algunos segmentos integrables en un dominio 3D.

Detalle del algoritmo
* Ftapa de resolucion

La etapa de resolucién del algoritmo (10), aplicada al problema (13), se
corresponde con N subproblemas del tipo

(I+ 7L,)umttn = (I — ngzl’k;én Lk> u™+7f enQC RV, (14)
umtln =g sobre I' = 99,
2
donde L,, = gI — 8—, 1 <n < N yu™ es conocida. Para el mallado M (A),
N 022

como L, es unidimensional, para cada uno de los problemas (14) se tiene el
correspondiente problema discreto

{ (T4 76) U = (=7 0 0 U™ 471 en Ma(A), (15)

gmtln =g en Np(A),

donde 4, es el operador discreto correspondiente a L,. Dado que las
condiciones de contorno son de tipo Dirichlet, (15) es un conjunto de problemas
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independientes®

{ (U+70) Um0 = (1= 0, ) UM 7 en 1= ((ar), ().
Umttn () = g (), U™ (b)) = g((br)),

(16)
definidos en cada uno de los segmentos integrables 7! que constituyen M, (A).
A su vez, cada problema (16) es un problema discreto correspondiente a un
problema de contorno ordinario (unidimensional) en la variable z,, del tipo
(1 + Tg> v—1" =f en (a;by)
N b b (17)

v(a)) = v, v(by) = vy,

donde v” es la segunda derivada en la variable x,, y f es un segundo miembro
genérico. Asf pues, U1 en (16) queda determinada mediante la resolucién
de, al menos, M, problemas de contorno ordinarios del tipo (17), cada uno
de ellos en el correspondiente intervalo de IR, isomorfo al segmento integrable

Y € M,(A). Haciendo n = 1,...,N, vemos que (16) es una familia de, al
N

menos, M = ZM" problemas del tipo (17). Todos ellos poseen la misma
estructura vy, ;)0; tanto, presentan igual dificultad numérica. Ademads, son
independientes entre si por lo que pueden tedéricamente resolverse de forma
simultdnea. Hagamos notar que M es un numero relativamente grande, ya que
depende del nimero de puntos de las particiones consideradas en cada direccion
espacial. Asi pues, se tiene un alto nivel de paralelismo posible.

* Ftapa de coordinacion

Determinadas las U™ 1" con n = 1,..., N, en los nodos N(A) del mallado,
la etapa de coordinacién del algoritmo (11) es también un proceso paralelizable
ya que el calculo

N
UmHL(p % Z UL (P) 4 (1 — w)U™(P) (18)

se puede realizar de forma simultdnea para cada P € N(A). Esta etapa de
coordinacién es realmente la que nos obliga a utilizar una reticula cartesiana
como base para la construccién del mallado.

x “Test” de parada

El “test” de parada considerado en el proceso iterativo es:

IIUm—Um“IIoo=Ig}g(X U™ (@) = U™ (x)] <e,

donde ¢ es una tolerancia dada.

5La matriz del problema discreto es una matriz diagonal por bloques.
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2.2 Resultados numéricos

En este apartado se presentan los resultados obtenidos al aplicar el método SDI
a los siguientes problemas “test”:

e Un problema bidimensional (N = 2). Se ha resuelto el problema (13) en
Q=(0,1) x (0,1) con « =0, 3 =1y f = 2. La solucién exacta viene
dada por

u(zy,x2) = senh(mzy) sen(mza) + z1(1 — x1).

e Un problema tridimensional (N = 3). En este caso 2 = (0,1) x (0,1) x
(0,1), a=0, 8=1y f =4. La solucién exacta es la funcién

u(xy,xe,x3) = senh(wzy) sen(mxs) + senh(wxy) sen(wxs)
—l—l‘l(l — l‘l) + 333(1 — l‘g) .

Las condiciones de contorno impuestas en ambos casos se deducen a partir de
la restriccién de la solucién a 9€2. Aunque, como ya indicamos, el algoritmo es

aplicable a dominios arbitrarios, hemos considerado aqui los casos mas sencillos,
un cuadrado y un cubo, con objeto de poder obtener un analisis comparativo
para diferentes particiones regulares, ya que el tamano de los problemas
unidimensionales (ntmero de puntos de la particién en cada intervalo) y el
namero de éstos, tiene una incidencia directa en los resultados obtenidos.
El algoritmo ha sido implementado en un ordenador SGI Origin 2000 con
8 procesadores, utilizando el modelo de computacién paralela del Consorcio
OpenMP. La version de las herramientas de paralelizacién utilizadas no admite
regiones paralelas anidadas, por lo que no se ha podido aprovechar todo el
paralelismo inherente al método descrito. Es de esperar, por tanto, que los
resultados que se presentan puedan mejorarse. Para medir el comportamiento
del algoritmo paralelo se introducen dos parametros, la ganancia en velocidad
Snp, defifinida por

Tiempo de resolucién con 1 procesador

Snp = Tiempo de resoluciéon con NP procesadores
y la eficiencia
_ Sne

n= NP’
que representa la ganancia en velocidad por procesador. Idealmente, si todo
el codigo se ejecutara en paralelo, la ganancia en velocidad deberia coincidir
con el nimero de procesadores empleados. Pero siempre hay un fraccién que se
debe ejecutar en forma secuencial, lo que hace que este ideal tedrico nunca se
alcance en la practica. En las Figuras 4 y 5 se muestran la ganancia en velocidad
y la eficiencia correspondiente a los dos “tests” anteriormente senalados.
El comportamiento observado es muy similar en dimensiéon dos y tres. Para
mallados gruesos, la paralelizacién no mejora sustancialmente los resultados
numéricos. De hecho, en el caso 2D de un mallado 65 x 65, los resultados
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Figura 5: Ganancia en velocidad y eficiencia. “Test” 3D.

correspondientes a 8 procesadores son peores que los que se obtienen trabajando
en forma secuencial. Esto se justifica por el hecho de que, para este mallado, el
coste de lanzar los procesos es posiblemente mayor que el beneficio obtenido, ya
que el trabajo computacional de cada procesador es demasiado pequeno. Por el
contrario, cuando el nimero de nodos es grande, tanto la ganancia en velocidad
como la eficiencia aumentan de forma considerable.

Hemos comprobado que el método SDI es eficiente, pero también nece-
sitamos acelerar su convergencia en las situaciones de mayor interés. Para ello
nos planteamos la inclusién adicional de técnicas multigrid. En [9] se realiza
un estudio detallado del algoritmo, buscando su buena adaptabilidad a este
tipo de técnicas, demostrandose mediante un analisis local de Fourier que,
efectivamente, el método SDI aplicado al problema de Helmholtz se comporta
como un “smoother”. En las aplicaciones préacticas se incorpora la técnica de
Iteracién Anidada (IA), que consiste en comenzar con un grid “grueso” e ir
refinando hasta llegar al grid deseado, de tal manera que la solucién parcial en
un nivel se obtiene partiendo de la solucién encontrada en el nivel anterior. Con
esta estrategia conseguimos obtener unas buenas aproximaciones iniciales con
poco coste computacional. Aunque veremos que se acelera considerablemente la
convergencia, no se aprovecha totalmente el caricter “smoother” que posee el
método. Para poder comparar los resultados obtenidos considerando iteracion
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anidada, definimos el factor de mejora

) Tiempo sin TA y P procesadores
Mejora =

Tiempo con IA y P procesadores’

que se calcula para cada ntimero de procesadores empleando la paralelizacion
y refleja la mejora obtenida por el uso de esta técnica. Andlogamente, el factor
de mejora conjunta

. . Tiempo secuencial sin TA
Mejora conjunta =

Tiempo paralelo con IA y P procesadores

refleja la mejora obtenida cuando usamos conjuntamente paralelizacion e
iteracién anidada. En las graficas 6 y 7 se comparan los resultados obtenidos
con iteraciéon anidada y sin iteracién anidada, de los ejemplos “tests” anteriores
con un mallado de 1025 x 1025 nodos en el caso 2D y de 129 x 129 x 129 en
3D.

Tiempos de ejecucion Ganancia en velocidad
&0 S.o0
w *. 4.00 —"'—f‘
o B0 R EE— |
= = 300 S
Z = - /
% . TN £ 20w
1) ——p o 100
a B = 5 _a B o
1 2 4 ] & 2 4 B g
nde procesadores nde procesadores
Eficiencia Mejora y Mejora conjunta
1.00 .::‘—‘_ 0
080 a3
N Gl T T a0 e
5 —— S E -
T 040 2w =
o 020 2 [ = S N
.00 0
2 4 & g 1 2 4 B &
n°de procesadores n°de procesadores

—— Sinl& —— Con |4
—a— Con |8 —— Con & + paralelo

Figura 6: Comparacién algoritmo sin IA y con IA. Caso N = 2.

Del analisis de estos datos, podemos observar que, la aplicacién de iteracién
anidada (TA) conduce a una sustancial reduccién de los tiempos de ejecucion.
El tiempo en secuencial en este caso es incluso inferior que sin IA utilizando
ocho procesadores. La ganancia en velocidad, donde reflejamos la ganancia
correspondiente a la paralelizacion de cada uno de los procesos de manera
independiente, es algo inferior en la grafica 6 al aplicar IA, debido a que el
mayor numero de iteraciones se efectiia en los niveles con menor nimero de
nodos, que ya indicamos eran menos eficientes. El factor de mejora disminuye al
aumentar el nimero de procesadores y la mejora conjunta aumenta al aumentar
el nimero de procesadores, siendo en el caso bidimensional 20 veces mas rapido
(30 en 3D) con IA y 8 procesadores que sin IA y en secuencial. Presentamos
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por tltimo en la grafica 8 una comparacion de los resultados que se obtienen
cuando aplicamos el método SDI con y sin iteracién anidada a otros problemas
bidimensionales cuyas soluciones son, respectivamente, una funcién exponencial,
una funcién senusoidal, una funcién parabdlica y la solucién del problema “test”
2D reflejado en los estudios anteriores (un seno hiperbélico). En todos los casos
se obtiene una mejora conjunta superior a 20.

35
30
25
20
15
0

=

Mejora

_‘—_'_‘_h——_
rﬁ’_ﬂ_ﬂ—ﬂ"* o
— -
. . =
Exponencial  Sinusoidal Parabalico  Seno hiperbdlico

Solucion de tipo

—e— [anancia sin A con ocho procesadores
—=— Mejora con LA en secuencial
—t— Mejora conjunta con IA con ocho procesadores

Figura 8: Mejora obtenida para otros “tests” 2D.
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3 El problema de Stokes

Consideremos el problema de Stokes estacionario

ou—vAu+Vp=f enQ,
V-u=0 en (2, (19)
u=20 sobre I' = 99,

donde Q ¢ R” es un dominio acotado de frontera I' suficientemente regular,
a>0,v>0,f:QcRY - R" es una funcién conocida y las incégnitas son

u:QcRY >R y p:QcRY - R.

El problema (19) es un sistema lineal, eliptico de segundo orden, caracterizado
porque una de sus incégnitas, la presion p, sélo aparece a través de sus derivadas
de primer orden y no estd sometida a condiciones de contorno y también por
estar acopladas las diferentes componentes de la velocidad u por la condicién de
incompresibilidad V - u = 0. Se trata de un modelo estacionario para el estudio
del fluidos incompresibles con viscosidades grandes (y por tanto velocidades
lentas). También se corresponde con un modelo fisico para problemas de
elasticidad incompresible. Independientemente de ello, la resolucién de este
problema es un paso previo a la resolucién de las ecuaciones evolutivas de Navier-
Stokes, ya que sirve como modelo lineal que incluye las dificultades inherentes
al tratamiento de la condicién de incompresibilidad. Si €2, es una discretizacion
regular del dominio €2 de paso h, el problema (19) puede ser aproximado por
un problema discreto (20), que depende de la eleccién que efectuemos de los
operadores discretos Ay, , Gy, y Dy, , siendo éstos aproximaciones consistentes de
los operadores Laplaciano, gradiente y divergencia habituales, respectivamente:

aU—-vA, U+ G,P=1f enQ,
D, - U=0 en Q, (20)
U=0 sobre I', = 99),.

La aplicacion en el mallado 2y, de estos operadores discretos requiere, en general,
una aproximacién adecuada sobre la frontera I'j, y la eleccién de ésta determina
problemas discretos diferentes. En el contexto de las técnicas de diferencias
finitas, la eleccion mas simple es utilizar diferencias centradas sobre un mismo
mallado regular tanto para la velocidad como la presién (“non-staggered grid”);
pero esta eleccién puede generar soluciones oscilantes, ver [8], que como ya
hemos comentado suelen manifestarse en la presiéon. Para no generar dichas
soluciones oscilantes, una técnica ampliamente utilizada consiste en acoplar las
componentes de la velocidad y la presién con mallados diferentes (“staggered
grid” o “semi-staggered grid”). Como ejemplo, podemos citar el método “Marker
and Cell” (MAC), formulado por Harlow and Welch en 1965, véase [8]. Sin
embargo, el uso de mallados de este tipo lleva consigo algunas desventajas,
principalmente a nivel de codificacién e implementacién, alcanzando su maxima
dificultad cuando se consideran dominios no rectangulares. A continuacion,
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efectuaremos el andlisis del error cometido al resolver el problema de Stokes
utilizando la técnica del desarrollo asintético del error de Strang [16],
distinguiendo en este desarrollo los denominados términos “regulares” senalados
por este autor y términos “alternantes” senalados por Wetton [19]. Hay que
destacar el caracter descriptivo de la técnica empleada, que permite identificar
qué ocurre en la discretizacion de un problema continuo, cémo y cuando
se generan presiones espureas en el problema de Stokes y por qué éstas
no se manifiestan explicitamente en determinados casos en los que deberian
presentarse. Este estudio es mas dificil de abordar si, en lugar de utilizar
diferencias finitas se emplearan, por ejemplo, elementos finitos para discretizar
las variables espaciales.

3.1 Desarrollo asintético del error en un problema discreto

Para introducirnos en el tema, consideremos el problema de contorno

unidimensional
Lu=f en(
{ lu=g sobreI' =09, (21)

donde Q = (0, 1). Tomemos una discretizacién regular 2, de paso h, constituida
por n+1 nodos {(ih)};_,, por simplicidad tomaremos n par. Aproximamos (21)
por el problema discreto

h _
{ EhU —fh en Qh, (22)

0, U" =g, sobre 'y,

siendo L} y ¢, aproximaciones consistentes de orden h®, de los operadores
continuos L y £, respectivamente, obtenidas utilizando diferencias finitas.
Denotando U}* una aproximacién de u(ih), diremos que la solucién discreta
Ul converge con orden h® y con un desarrollo asintético regular (véase [16]), si

Ul = u(ih) + h*ul®(ih) + O(h**'), para 0<i<n (23)

donde u(® es una funcién regular, independiente de h. Si el operador
Ly, desacopla el mallado Qj en dos submallados independientes constitui-
dos, respectivamente, por los nodos de numeracién par e impar y, ademas,
la aproximacién en la frontera respeta este desacoplamiento, introduciendo
aproximaciones diferentes en cada submallado, obtenemos un problema diferente
en cada uno de ellos. De esta manera, la solucién aproximada U® en el
submallado par tiene un desarrollo regular

wt Bl 4

y en el impar 4
u+ houl) 4.

Las funciones u(?) y u(5?) son regulares e independientes de h, pero diferentes
entre si, por lo que la solucién Ul de (22) tiene un desarrollo asintético que
puede expresarse como:

Ul = u(ih) + h*u® (ih) + h*@D (Gh) (1) + -+, (24)
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donde las

’,LZ(S) _ u(SP) — u(Si) (s) _ u(Sp) —+ u(Si)

2 r 2

son regulares e independientes de h. Decimos que este tipo de desarrollo es
alternante. Esto da una explicacién precisa de qué es lo que ocurre cuando
se pierde la regularidad discreta. Asi pues, aparece una solucién global que
oscila al cambiar de submallado ya que el desarrollo asintético del error
contiene términos alternantes que, en caso de que predominen frente a los
términos regulares, causan la pérdida de precisién, véase [19]. Notemos que
el desacoplamiento es debido a la discretizacién elegida del operador y el
orden en el que aparece el término alternante es el orden en el que difieren
las aproximaciones frontera consideradas en cada submallado. Los tipos de
desarrollo asintético del error indicados pueden extenderse a cualquier problema
de contorno bi o tridimensional. Como conclusién, se tiene que mediante este
andlisis podemos averiguar si un esquema de discretizacién es regularizante vy,
en el caso de tener un desarrollo alternante, se puede determinar, mediante
una adecuada ponderacién de los valores de nuestra incégnita en un nodo
y sus adyacentes, un patrén de filtrado que permita aminorar la pérdida de
precisién indicada. En [19] se efectiia un andlisis del esquema de discretizacién
de Chorin [2] aplicado, en este caso, al problema de Stokes. Se demuestra que el
error es de segundo orden para la velocidad (con errores de tipo alternante de
tercer orden) y sélo de primer orden en la presién debido a la presencia de errores
alternantes, que predominan sobre el término regular de segundo orden. Sin
embargo, este esquema es aplicable s6lo a dominios rectangulares o compuestos
por unién de rectangulos, dado que es preciso calcular una divergencia discreta
en los nodos frontera.

3.2 El esquema regularizante propuesto

Para no extender la exposicion, haremos el desarrollo en el caso bidimensional.
De forma andloga puede hacerse para el caso N-dimensional. Para la resolucién
de (19), definido en un dominio arbitrario, con objeto de obtener un esquema
regularizante, consideraremos el problema discreto (20), donde:

e (), es el dominio discreto determinado a partir de una reticula cartesiana
regular, que serd el mismo para la velocidad y la presion.

e Ay es el operador de Laplace discreto bidimensional, definido por la
aproximacién de cinco puntos de orden k2, es decir:

Zic1j + Ziv1y — 4%+ 21+ zign

Anzij = 2

(25)

¢ G, = (Gi,G}) y Dy son los operadores gradiente y divergencia
discreta, obtenidos mediante aproximaciones de segundo orden basadas
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en diferencias centradas:

Py, —Pic1j

: Pijv1—Pij
GiPiy = —F 5, (27)
D,-U = Dy -(UV);
Uit —Uimrj | Vijr —Vij
= 7 g 4 L Yl 2
2h + 2h (28)

Calcularemos la presion exclusivamente en los nodos interiores, por lo que sélo
es necesario evaluar la divergencia y el gradiente discreto en dichos nodos.
De aqui que este esquema puede aplicarse en problemas con dominios no
necesariamente rectangulares. Ademds, se tiene lo siguiente:

e El operador divergencia discreta Dy, desacopla el mallado 2D en cuatro
submallados (ocho en 3D), pero éste sélo se aplica en los nodos interiores.
Dado que los valores de la velocidad son conocidos sobre I'y, , todos los
submallados “ven” igual aproximaciéon en la frontera.

e El operador gradiente discreto Gj (26)—(27) respeta los submallados
anteriores, pero su aplicacion en los nodos adyacentes a la frontera requiere
la eleccion de una adecuada aproximacién. Por ejemplo, en los nodos
de referencia (1,j), segin la notacién habitual, la aplicacién de (26)

conduciria a
Py — 1o

2h ’
es decir, serfa necesario conocer la presién Py ; en los nodos frontera de re-
ferencia (0, j). Pero en estos nodos hemos excluido el célculo de la presién
y, por consiguiente, debemos realizar una aproximacién que efectuaremos
mediante una extrapolacién unidireccional, dada por

nP1 = (29)

Py ;=3P ; =3P+ Ps;. (30)

El error de truncamiento asociado es
eo,; = p(0,7h) = Poj = h’prae + O(RY). (31)

Asf pues, de (29) y (30) se tiene que

—3P,; +4P; — P

wPLj = 5%

(32)

que no es mas que la férmula de diferencias progresivas de segundo orden.
Férmulas andlogas a ésta (diferencias progresivas o regresivas) se obtienen
en los nodos adyacentes al resto de la frontera.

Segun (31), (32) y expresiones andlogas, cada uno de los submallados antes
citados “ve” diferentes condiciones de contorno para la presién, que se
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diferencian en términos de orden h3. Por consiguiente, el desarrollo asintético de
la presion, aproximada por este esquema, tiene un término alternante de orden
h3, es decir, un término de la forma

5 = p®(ih, jh) + (—1)'p) (ih, jh) + (~1)7pD) (ih, jh)
+ (=1)"*IpBid) (ih, jh)

donde las p®), p(39) p(3) y p(3i7) gon funciones regulares e independientes de h.
Se tiene entonces el siguiente resultado, cuya demostraciéon puede encontrarse
en [9]:

Teorema 1 Sila solucion (u,p) del problema de Stokes (19) es suficientemente
regular, entonces la solucién (U, P) del problema discreto (20), correspondiente
a los operadores (25)—(28) actuando en los nodos interiores y tomando sobre la
frontera los valores extrapolados para la presion, tiene un desarrollo asintdético
del error dado por

U=u+h*u® + 00 ... (33)

P=p+h*p® 4 h3p® ... (34)

donde u® y p? son términos requlares y A® y p® son términos alternantes.
Por tanto, las aproximaciones de U y de P son ambas de seqgundo orden en h.

3.3 Experiencias numéricas
“Test” en dominio rectangular

Con objeto de comprobar el comportamiento numérico del esquema propuesto
y compararlo con el esquema de discretizacién de Chorin (aplicable sélo en
dominios rectangulares), consideraremos inicialmente el “test” con solucién
analitica propuesto por J.T. Oden en [14]. Consiste en la resolucién de (19)
en el cuadrado 2 = (0,1) x (0,1), con @« = 0, v = 1 y f elegida para que la
solucion exacta venga dada por:

uy(z,y) = 82> (1 — )%y(y — 1)(2y — 1),
u(z,y) = 8y*(1 — y)?x(x — 1)(1 — 22), (35)
p(x,y) = 4(x — 2?).

La presién toma valores en el intervalo [0,1], siendo las isobaras segmentos
verticales. La implementacién préactica se efectiia aplicando un algoritmo tipo
gradiente conjugado en el que se integra el método SDI (ver [9]), de aqui que
el método sea iterativo. En la Figura 9 resumimos los resultados obtenidos al
aplicar los esquemas anteriormente citados: el método de Chorin sin filtrar las
presiones, el método de Chorin filtrando las presiones segun el patrén obtenido
en [9] y el esquema regularizante propuesto. En concreto, en cada columna de
la gréfica, representamos:

¢ El comportamiento, respecto al niimero de iteraciones, de la norma infinito
del error exacto tanto del campo de velocidades como de la presion, para
diferentes valores del paso de discretizacién h.
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e Las isobaras para el caso h = 0,05.

e El error exacto de la presion mediante un grafico de superficie cuando
h = 0,05.

Para el primer esquema (primera fila de grificos en la Figura 9), podemos
observar que la existencia de un término alternante de primer orden en la presién
conduce a la pérdida de precision, que se refleja en la situacién final alcanzada
en el error exacto y que es del orden tedrico demostrado en [19]. La velocidad no
se ve afectada. Son muy significativas las oscilaciones de las isobaras, asi como
el predominio del error de tipo alternante frente al regular, que se aprecia en el
grafico de superficie. También se puede observar que el error estd asociado a los
diferentes submallados. En el segundo esquema, el filtro aplicado a la presién
logra que el término alternante de primer orden se traslade al tercer orden, por
lo que pasa a predominar el término regular de segundo orden y, por tanto, se
regulariza la presién (este hecho estd demostrado en [9]).
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Figura 9: Resultados del “test” de Oden para diferentes esquemas.

Podemos observar en la segunda fila de esa misma figura que el
comportamiento de la velocidad es el mismo, pero la presiéon mejora su precision,
alcanzandose el orden indicado y manifestdndose pequenos cambios en la
convergencia debido al término alternante, ya de tercer orden. Las isobaras
reflejan leves oscilaciones, debido mas al error propio de un método aproximado
que a la presencia de presiones espireas. En el grafico de superficie, se observa
el predominio del término regular de segundo orden y la presencia del error
alternante en un orden superior. No se aprecia ya distincién entre los diferentes
submallados. En el tercer caso, de acuerdo con lo demostrado anteriormente,
se logra alcanzar el error regular de segundo orden, tanto para la velocidad
como para la presion, no apareciendo oscilaciones en las isobaras. El gréafico de
superficie también refleja el comportamiento regular del error y no se observa
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dependencia de los submallados. Hemos realizado un numero de iteraciones
muy superior al necesario, para poder intuir el comportamiento asintético del
algoritmo. Omitimos la representacién grafica del campo de velocidades dado
que, segun lo descrito anteriormente, éste no se ve afectado en la practica.

“Tests” 2D y 3D en dominios no rectangulares

Como ejemplo de “tests” bidimensional y tridimensional definidos en dominios
no rectangulares, consideraremos la determinaciéon de un fluido estéatico
(“No Flow”) sobre el que actia una fuerza gravitacional. En la Figura 10,
reflejamos las presiones obtenidas mediante lineas y superficies isobaricas,
respectivamente. Se puede comprobar, de nuevo, el cardcter regularizante
del esquema propuesto, no apareciendo presiones esptreas. En [9], pueden
encontrarse resultados con otros “tests” efectuados.

Figura 10: Isobaras y superficies isobaricas en los “tests” “No Flow” 2D y 3D.
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Resumen

En este trabajo estudiamos modelos de la dindmica de poblaciones
estructurados en edad con difusién. Construiremos un método de sub-
supersolucién y veremos que, efectivamente, bajo la hipétesis de la
existencia de un par de sub-supersoluciones, encontramos existencia de
solucién entre dicho par. Después, aplicaremos este método a un problema
logistico generalizado y a un modelo de tipo Holling-Tanner.

Palabras clave: modelos estructurados en edad, método de sub-supersolucion,
condicion inicial no local
Clasificacién por materias AMS: 95B25, 85K57, 85B05, 35Q80

1 Introduccién

1.1 Una breve introduccion a los modelos estructurados en edad sin
difusién

En los ultimos doscientos anos se han usado diversas teorias matematicas para

modelar y comprender el comportamiento de poblaciones humanas, animales,

células, epidemias...

La primera contribucién significativa a la teoria de la dindmica de
poblaciones fue la de T. Malthus, quien en 1798 publicé su célebre Ensayo
sobre el principio de la poblacion. Su modelo lineal era satisfactorio siempre que
la poblacién no fuese demasiado grande. Es importante senalar que cuando la
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poblacién es “grande”, los modelos lineales no pueden ser exactos ya que no
contemplan el hecho de que los individuos compiten entre si por los recursos
(como puede ser comida, espacio...). Posteriormente, en 1837, P.F. Verhulst
anadié un término no lineal a la ley de Malthus que tenia en cuenta esta
limitacién de crecimiento, formulando un modelo conocido como la ley logistica.

Mas adelante se introduce la consideracién de la edad de la poblacién, que
es un dato decisivo por ejemplo para las tasas de natalidad y mortalidad de
las especies. F. R. Sharpe, A. Lotka (1911) y A. G. McKendrick (1926) (véanse
[33, 29]) fueron los primeros en introducir la edad en los modelos de dindmica
de poblaciones.

El modelo de Sharpe-Lotka-McKendrick, también llamado modelo de von
Foerster-McKendrick o simplemente ecuacion de McKendrick, supone que una
poblacién asexual puede ser descrita por una funcién de dos variables: edad y
tiempo. En él se denota p(a, t) la densidad de poblacién de edad a en el instante
de tiempo t. Entonces se tiene que

pla+h,t+h) —p(a,t)
h

Dp:=1i
i jin

es la razon con la que la poblacién de edad a cambia en tiempo. Cuando p es
diferenciable, claramente, se tiene que

Dp = pt + pa-

Se denota d(a,t) el nimero de individuos de edad a que mueren en el tiempo ¢.
Se supone que

d(a,t) = p(a) pla, ),

donde p(a) es la tasa de mortalidad para los individuos de edad a. A su vez, se
supone que el proceso de nacimiento es descrito por la ecuacion de renovacién

mmw—Awmwm@wm,

donde ((a) es la tasa de descendencia que tiene un individuo de edad a. Por
iltimo, se anade una condicién inicial

p(a,0) = pola).
El modelo resultante es
Dp(a,t) + p(a)p(a,t) =0,
p(a,0) = po(a),

oo

p0.0)= [ Bla)plat)da.
0

Este modelo es lineal y, como hemos comentado, no es aplicable a muchas
situaciones reales. Asi, como sucede habitualmente, el modelo ha ido mejorando
desde su introduccién, quedando incorporados nuevos aspectos y quedando
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planteadas nuevas dificultades matemédticas. Asi, un modelo méas de acuerdo
con la realidad hace pensar en variar las tasas de mortalidad y fertilidad por
ejemplo con la poblacién total, P (parece l6gico suponer que a mayor poblacién
mayor serd su tasa de mortalidad).

En 1974, Gurtin y MacCamy, [18], introducen una formulacién més realista
de un modelo de dindmica de poblaciones no lineal, determinista y estructurado
en edad. Consideran que tanto la tasa de natalidad como la tasa de mortalidad
son funciones no lineales de P. El resultado es entonces el siguiente:

2 0,1) + 92 0,1) + o, P()plat) =0,
pla,0) = po(a), (1)

(oo}

maw=£ Bla, P(1)) pla, ) da

donde la poblacién total P estd dada por

P(t) := /000 p(a,t) da.

En los dltimos anos se ha avanzado en el estudio de estos modelos. Se tienen
resultados de existencia y unicidad de solucién para distintas expresiones de las
tasas de nacimiento y mortalidad, en particular modelos logisticos [7], modelos
con tasas de natalidad y mortalidad no acotada en tiempo [9], etc.

También se han estudiado otras cuestiones, como la existencia de estados de
equilibrios, su estabilidad, el comportamiento asintético global de las soluciones,
etc.

Las técnicas bésicas para el estudio de este tipo de modelos son las siguientes:

e Para el estudio de la existencia y unicidad de solucién, principalmente,
se utiliza un método de integracién a lo largo de las lineas caracteristicas
a+t = cte. que nos permite reducir el problema a un sistema de ecuaciones
integrales para otras variables, cuya existencia y unicidad de solucién se
sigue de un teorema de punto fijo.

e Para el comportamiento asintdtico, en el caso de procesos lineales, se
suele buscar la existencia de soluciones persistentes, que tienen la forma
pla,t) = T(t) Aa) (cf. [5)).

Para modelos no lineales que no son de ecuaciones separables, los mejores
resultados se siguen de la teoria de semigrupos de operadores no lineales
(véase por ejemplo [32, 35]).

Ya que muchos problemas de poblacién implican interacciones entre
subclases de poblaciones, también se han estudiados modelos de sistemas
con estructura de edad [35]. Esta formulacién de sistemas se ha utilizado,
entre otras muchas, para modelar epidemias. En estos modelos, se divide
habitualmente la poblacién p en tres subpoblaciones s, ¢ y r, individuos
susceptibles de contraer la enfermedad, individuos infectados por la misma
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e individuos inmunes (tras haber contraido la enfermedad y haber sanado),
respectivamente. Evidentemente, se tiene que p = s+ i + r. Se han considerado
modelos denotados en la literatura por SIS (susceptibles-infectados-susceptibles)
donde pasar la enfermedad no implica inmunidad y por SIR (susceptibles-
infectados-inmunes) donde ocurre lo contrario. Modelos como éstos han sido
estudiados por ejemplo en [6] y [20].

También, se han incorporado modelos de dindmicas de poblaciones en el que
interactian dos especies diferentes con estructura de edad, como por ejemplo
modelos de presa-depredador (cf. [17, 34]). En otros modelos introducidos se
mezclan sistemas de presa-depredador con sistemas de epidemias (véase por
ejemplo [8] sin estructura en edad y [4, 11] con estructura en edad en la presa).

Pero, en general, la abundante literatura resulta poco sistematica
(véase [31]), puesto que es bastante complicado desarrollar argumentos que
sirvan para cualquier tipo de problemas con estructura en edad.

1.2 Introduccién a los modelos estructurados en edad con difusion

n [16], Gurtin introduce la edad en los modelos de dindmica de poblaciones
con difusién. Asi, supuso que la evolucién de la poblacién estaba gobernada por
la ley

pt+ pa = —divq + s,

donde p(z,a,t) denota la funcién distribucién de la poblacién, z € Q (2 un
abierto acotado y regular de RY), ¢ el flujo de la poblacién debido a la dispersién
y s representa la variacién neta de los individuos, debida generalmente a la
mortalidad de la especie.

En 1977, Gurtin y MacCamy [19] diferenciaron entre dos clases de difusién:
la difusién debida a una dispersién aleatoria (lineal) y la difusién para evitar
el hacinamiento, es decir aquélla en la que las especies migran de zonas de alta
a baja densidad de poblacién (difusién no lineal). Los autores aplicaron los
resultados que se conocian para el caso sin estructura en edad, a una extension
no lineal de un modelo con estructura en edad aparecido en [16]. Supusieron
que la tasa de variacion de individuos era debida exclusivamente a la muerte en
la poblacién y tomaba la formas:

S(JC,(I, t) = —,LL(CL,P)p,

donde p representa la tasa de mortalidad de la especie y P denota la poblacién
total, es decir

P(z,t) = / p(z,a,t)da.
0
El proceso de nacimiento venia modelado por la siguiente ecuacién:
(oo}
p(z,0,t) = / B(a, P)p(z,a,t)da.
0
Ademais, el flujo de la poblacién debido a la dispersion seguia la ley usual

q=pv,
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siendo v la velocidad de difusién. Puesto que estaban interesados en situaciones
en las que la difusién evitaba la concentracién, asumieron que:

v = —k(a, p, P)VP.

Asi, suponiendo que tanto p como 3y k son independientes de a y ademés
k es independiente de p, obtuvieron el sistema de ecuaciones:

{ pt + pa + p(P)p = div [pk(P)V P]
p(z,0,t) = B(P)P(x,t).

Integrando en la variable edad, se tiene una ecuacién sin estructura en edad.

A partir de la década de los anos 80, estos modelos empiezan a desarrollarse
y asi muchos trabajos aparecen en la literatura [14, 15, 23, 26, 28]. Estudian
modelos lineales y no lineales, a causa de la dependencia de la poblacién total
en las tasas de mortalidad y fertilidad y también consideran distintos tipos de
difusién.

Miés recientemente, Kubo y Langlais [21, 22] introducen en el término de
variacion neta una funcién lineal positiva, es decir, suponen que la densidad de
poblacién puede aumentar por agentes externos. Ademads, bajo ciertas hipdtesis
de periocidad en los datos, dan resultados de existencia y no existencia de
solucion periddica, aplicando los resultados obtenidos a un sistema de epidemias
con difusién.

Pero, que nosotros sepamos, en ninguno de estos modelos se estudia el caso en
el que la tasa de variacion neta de la especie puede deberse tanto a entrada como
a salida de individuos (no sélo natalidad y mortalidad, sino también inmigracién
y emigracién) y ademds es un término no lineal dependiente de la densidad de
poblacién.

Ultimamente, se ha comenzado con el estudio de los problemas de control y
controlabilidad aplicados a problemas lineales y no lineales con difusién (véanse
por ejemplo los trabajos de Ainseba, Langlais y Anita [1, 2, 3] entre otros).

En este trabajo analizaremos modelos evolutivos no lineales con dependencia
en edad y espacio [12]. En la seccién siguiente veremos que un método de sub-
supersolucion para este tipo de problemas funciona y después se lo aplicaremos
a un par de problemas ecoldgicos: a un modelo logistico generalizado y a un
modelo de tipo Holling-Tanner. En la dltima seccién, analizaremos los problemas
estacionarios en tiempo asociados [10].

2 Modelos evolutivos dependientes en edad con difusién

En esta seccién vamos a considerar un modelo semilineal que describe la
dindmica de una especie con dependencia en edad y estructura espacial.

El modelo que estudiamos es una generalizacion de modelos estudiados
anteriormente (véanse por ejemplo los modelos aparecidos en los trabajos de
Langlais [25, 27, 28]). En éstos se supone que la variacién neta de individuos
viene tinicamente dada por la mortalidad de la especie, es decir es un término de
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salida de individuos, mientras que en el modelo que detallaremos a continuacién
aparece ademads un término de reaccién con el medio donde habita la especie no
lineal.

Sea u(z,a,t) la densidad de la poblacién de edad a > 0, en el instante de
tiempo ¢t > 0 y en la posicién = € Q, donde 2 es un dominio acotado de R,
con frontera, 052, regular. Supondremos que la difusién es lineal, i.e. el flujo de
poblacién viene dado por Vu, donde V es el gradiente con respecto a la variable
espacial. Ademads, asumiremos que la entrada-salida de individuos viene dada
por un término de mortalidad y un término de reaccién, i.e.

5= —p(z,a, t)u+ f(z,a,t,u),

donde p(z,a,t) es la tasa de la mortalidad natural de la especie y f describe
el efecto del entorno en la poblacién, es decir migracién e inmigraciéon de la
especie. Tendremos que f es positiva cuando el entorno es favorable y negativa
cuando es hostil.

Ademas, supondremos que los individuos de la poblacién no alcanzan la
edad maxima, A;; es decir, mueren antes de alcanzar dicha edad.

Asumiremos que el proceso de nacimiento viene dado por la ecuacién

Ay
u(x,0,t) = Bz, a,t)u(x,a,t)da,
0

donde ((z, a,t) representa la tasa de fertilidad.
Finalmente, supondremos que la frontera 0f2 del dominio () es inhabitable,
lo que implica una condicién frontera de tipo Dirichlet homogénea.

Sea T' un numero real positivo y denotemos O el abierto (0, A;) x (0,T).
Entonces, el modelo que consideramos es el siguiente:

ou Ou

ot + %0 Au+ p(z,a,t)u=f(z,a,t,u) en Q x O,

u(z,a,t) =0 sobre 082 x O,

u(z,a,0) = ugp(z,a) en Q2 x (0, At), 2)
Ay

u(z,0,t) = B(x,a,t)u(z,a,t)da en 2 x (0,7).

0

En primer lugar vamos a dar el concepto de solucién que emplearemos a lo
largo de la seccion:

Definicién 1 Una funcion u: Q x O — R es una solucion del problema (2) si
u € L2(0; HY(Q)) y ademds verifica

(0 + 0 )u+ pu € L*(O; HH(Q)),
f('7 ) ~,’LL) € L2(03H_1(Q))
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y, para cualquier w € L?(O; HY(Q)), se tiene que

// (O + 0g)u + pu, wyda dt + // Vu - Vwdzdadt
o Qxo

://(9<f(-7a,t7u)7w>dadt,

donde (-,-) denota el producto de dualidad entre H=1(Q) y H}(Q).

(3)

Gracias a la regularidad pedida a una solucién wu, las condiciones iniciales
tienen sentido en L?(2x (0, Ay)) y L*(Q2x (0,T)), respectivamente y, por tanto,
u tiene que verificar:

u(x,a,0) = up(x,a), en LQ(Q x (0,A44))

At
u(x,0,t) = B(x, a,t)u(z,a,t)da, en L*(Q x (0,T)).
0

Vamos a suponer que

(H,) La tasa de mortalidad verifica
e C’(Q x[0,A4;) x [0,7)), wx,a,t) >0en Q2 xO (4)

y su comportamiento en a = A; viene dado por la “condiciéon de
divergencia” (véase por ejemplo [24]):
t
0<t<A;, z€Q, lm wlx,a —t+ 7, 7)dr = 400,

a—A; Oa (5)

Ar<t<T, ze€Q, lirg/u(x,a,t—a+a)da:+m.
a— Ay 0

(Hg) La tasa de natalidad 3, definida en © x O, verifica
BeL>*(x0), B(xz,a,t) >0 ect QxO. (6)

Pondremos

8= sup{B(z,a,1) : (z,0,1) € Q x O} (7)
(Ho) Asumiremos que la condicién inicial, ug, verifica

Ug € LZ(Q X (O,AT)) (8)

Nota 1 La condicién (5) nos garantiza que, bajo ciertas hipdtesis sobre f, la
solucién del problema (2) se anula en a = A;. Es decir, la poblacién muere al
alcanzar la edad a = At (véase por ejemplo [15, teorema 3]).

El siguiente resultado nos da la existencia y unicidad de solucién de (2) bajo
la hipdtesis de lipschitzianidad global de f. La demostracién estd basada en
la definicién de una aplicacién y la bisqueda de su unico punto fijo (basada
en el teorema del punto fijo de Banach), que serd justamente la solucién del
problema.
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Teorema 1 Supongamos (H,), (Hg), (Ho) y ademds

(Hy) f es lipschitziana con respecto a la cuarta variable, i.e. existe una
constante L positiva tal que e.c.t. (x,a,t) € A x O

|f(z,a,t,81) — f(z,a,t,s2)] < L|sy — sa| e.c.t s1,52 € R.

Ademas suponemos que
f(7770) ELZ(QXO) (9)

Entonces existe una dnica solucion, u, del problema (2).

2.1 El método de sub-supersolucion

En una segunda etapa hemos establecido un método de sub-supersolucién para
problemas del tipo (2). Dicho método nos permitird debilitar la hipdtesis de
lipschitzianidad global de f a carédcter Lipschitz en la zona comprendida entre
la sub y la supersolucién. También nos ayudara en el estudio del comportamiento
asintético de la solucién.

Definicién 2 Se dice que una funcién u € L?*(O; HY(Q)) es una subsolucion
del problema (2) si

(9 + Da)u + pu € L2(O; (HY(Q))),
(- u) € LA(Q x O)
y ademds verifica

a) Para toda v € L*(O; HE () positiva

// ((@—i—(’)a)g-i-ug,wdadt—f—// Vu-Vvdrdadt
o Qx0O

< // flz,a,t,u)vdadt,
o

b) u(z,a,t) <0 sobre 0N x O, en el sentido débil,

Ay
¢) u(z,0,t) < B(xz,a,t)u(x,a,t)da en Q x (0,T),
0

d) u(z,a,0) <up(z,a) en Q x (0, A;).

(10)

Andlogamente, se define una supersolucion, u, invirtiendo las desigualdades
antertores.

El siguiente resultado proporciona la existencia y unicidad de solucién de (2)
entre la sub y la supersolucién:
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Teorema 2 Supongamos que existe un par de sub-supersoluciones de (2), u, @,
y que f verifica

|f(z,a,t, 1) — f(xz,a,t,82)] < L|sy — sa| p.c.t. $1,82 € [, u], (11)
con
= inf t),w t
e = om0 E 0. 1), Uz, 0, 1)}, .
= swp {u(wat)a(ea ), 12)
(z,a,t)EQXO
Entonces
u<u
Ademds, (2) posee una tinica solucidn, u, tal que
u<u<u. (13)

La prueba de este resultado estd basada en un principio del maximo y en la
aplicacién de un método de punto fijo; para una demostracién detallada, ver [12,
teoremas 3.2 y 3.4].

2.2 Aplicacién a algunos modelos ecoldégicos

Vamos a aplicar el método de sub-supersoluciéon descrito anteriormente a
algunos modelos ecoldgicos. En concreto, consideraremos el modelo

Opu+ Ogu — Au+ p(a)u = Au+ F(u) en Q x O,

u(z,a,t) =0 sobre 09 x O,

u(z,a,0) = up(z,a) en O x (0, A+), (14)
Ay

u(z,0,t) = (a)u(z,a,t)da en Q x (0,7),
0

con las particularizaciones siguientes:
¢ Un modelo logistico generalizado, es decir
F(s) = —g(s),
donde ¢ satisface la siguiente condicién

(Hg4) g es localmente lipschitziana, g(0) = 0, g(s) > 0 para todo s € R,

1m 45 g (15)
s—0 S
lim 9(s) = 4o0. (16)

s——+00 S
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El caso tipico es g(s) = sP, con p > 1.
e Un modelo de tipo Holling-Tanner, es decir,

F(s)

s
T 1+

Obsérvese que en este caso podemos escribir que
2

As+F(s)=(A+1)s —
S+ F(s) = (0 s — 1

y es trivial comprobar que este caso no estd incluido en el precedente, pues
no se verifica la condicién (16).

En primer lugar, analicemos el problema lineal asociado a (14), es decir el
caso en que F' = 0. El problema es el que sigue:

Ow + Ogw — Aw + p(a)w = dw  en 2 x O,
w(z,a,t)=0 sobre 09 x O,
w(z,a,0) = ug(x,a) en Q x (0, 44), (17)

A
w(z,0,t) = T,B(a)w(ama,t) da en Qx (0,7,
0

donde ( satisface la condicién (Hg), A € Ry ug y p verifican
(H§) wo € L=®(2 x (0,A4)) y uo(z,a) >0 ect. (z,a) € Qx (0,44),

(Hj,) p es una funcién tal que p € L*°(0,7) para r < A; y

Ay
/0 p(a)da = +oo. (18)

Observemos que (18) es equivalente a (5) cuando u = u(a). Este problema
fue estudiado en 1988 por Langlais [28]. Siguiendo la notacién de dicho trabajo,

pondremos
m(a) = exp (—/ w(o) do) )
0

y denotaremos r, la inica solucién real de la ecuacién

Ay
(a)m(a)e” " da = 1. (19)
0
Finalmente, \; denotard el primer autovalor del problema de Dirichlet
homogéneo para el operador —A en €.
Los resultados sobre el comportamiento asintético de (17) son los siguientes
(para una demostracion ver [28, secciones 3 y 4]):
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Teorema 3 Supongamos que se verifican las hipotesis (Hg), (Hg) y (H},) vy
que existe 0 < Ay < A: tal que sop(B) C [0, Ao]. Entonces existe una unica
solucion, wy, de (17). Ademds, fijado T > 0, wy estd acotada en Q x O.
Ademas,

1. Sisop(ug) C Q x (Ao, Ay), la solucién de (17) satisface wy(z,a,t) = 0
parat > a yx € Q. Ademds, para cada A > 0

W+, t) e 0 uniformemente en 0 x [0, AJ.

2. Supongamos que la condicion inicial uy verifica
sop(ug) N (Q x (0, Ag)) # 0.
Entonces
i) St A < A1 — 1y, la solucion de (17) verifica

w5 1) P 0 uniformemente en € x [0, Ay].

ii) Si A= A1 — 1y, la solucion de (17) verifica

wr(z,a,t) N g(w,a) en L*(Q x (0, Ay))

para una cierta funcién g € L3 (Q x (0, Ay)).
iii) Si X > A1 — 1y, la solucion de (17) verifica

wr(z,a,t) — +oo en L2(Q x (0, Ay)).

t——+o0
Para una descripcién de la funciéon g que aparece en este resultado, véase
[28, Teorema 4.9].
2.2.1 Un problema logistico generalizado

Primero aplicaremos los resultados del teorema 2 al problema logistico
generalizado

O + 0qu — Au+ p(a)u = Au— g(u) en Q x O,

u(z,a,t) =0 sobre 9 x O,
u(z,a,0) = up(z,a) en 2 x (0, A;), (20)
u(z,0,t) / Bla)u(z,a,t)da en Q x (0,7),

donde A\ € R.

Teorema 4 Supongamos que se verifican las hipdtesis (Hg), (H§), (Hg) y
(H3,). Entonces existe una tnica solucion positiva, u, del problema (20).
Supongamos que existe 0 < Ay < Ay tal que sop(5) C [0, Ao]. Entonces
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1. Sisop(ug) C Q x (Ao, Ay), la solucion de (20) satisface u(x,a,t) = 0 para
t>ayx Q. Ademds, para cada A >0

u(-,,t) — 0 uniformemente en Q x [0, AJ.
t——+o0

2. Supongamos que la condicidn inicial, ugy, verifica
sop(ug) N (£ x (0, Ag)) # 0.

FEntonces

i) Si A< A — 1y, la solucion de (20) satisface

u(-, -, t) e 0 uniformemente en Q x [0, A].

i) Si X > A — 1, yuo(z,a) > 0 en Q x (0,A;), entonces el mode-
lo (20) es permanente en el sentido siguiente: existe una subsolu-
cion u y una supersolucion uw de (20) tales que p.c.t. (z,a,t) €
Q% (0,A4) x (0,400):

u(z,a) <ulz,a,t) <u(z,a). (21)

Demostracion. Vamos a dar a continuacion una idea de la demostracién.

Claramente, se tiene que 0 y la solucién wy de (17) son un par de sub-
supersoluciones de (20). Luego una aplicacién directa del teorema 2 nos da
la existencia y unicidad de solucién positiva. Ademads, aplicando el teorema 3,
obtenemos 1 y 2 i).

Para la demostracién de (21), consideramos como subsolucién la funcién:

wlw,a) = cexp (—rua— [ pls)ds ) 1(0)
(crva= [ werae)

con ¢ > 0 suficientemente pequeno y ¢ una autofuncién positiva asociada al
autovalor A;. Y como supersolucién consideramos la funcién:

U(z,a) == K exp (—rma - /Oam(s) ds) Zi(a),

donde ¢ es la autofuncién positiva asociada a A;, el primer autovalor del
problema de Dirichlet homogéneo para —A en el dominio §2, siendo 2 CC Q
y m € C°([0,4+]) tal que m(a) < p(a) para todo a € [0, A;]. Entonces,
aplicando (13) se obtiene (21). O
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2.2.2 Un modelo de tipo Holling-Tanner

Ahora, vamos a aplicar el teorema 2 a un modelo de Holling-Tanner, es decir al
problema

8,:u—|—8au—Au+u(a)u=)\u—|—L en Q x O,

14+u
u(z,a,t) =0 sobre 99 x O,
u(z,a,0) = uo(x,a) en Q2 x (0, Ay), (22)
Ay
u(z,0,t) = (a)u(z,a,t)da en 2 x (0,7),
0

donde A\ € R.

Teorema 5 Supongamos que se verifican las hipdtesis (Hg), (Hg), (H};) y que
p € C°([0, Ay)) es una funcién creciente. Entonces existe una tnica solucidn
positiva u de (22).

Supongamos ademds que existe 0 < Ay < Ay tal que sop(3) C [0, Ag].
Entonces:

1. Sisop(ug) C Q x (A, Ay), la solucién de (22) verifica u(z,a,t) = 0 para
t>ayx Q. Ademdas, para cada A > 0,

u(-, -, t) — 0 uniformemente Q x [0, A] cuando t — +oc.

2. Supongamos que la condicion inicial ug verifica
sop(ug) N (2 x (0, Ag)) # 0.
Entonces
i) St A< A —r, —1, la solucion de (22) verifica
u(+, - t) — 0 uniformemente en Q x [0, A;] cuando t — +oc.
it) St A > A1 —ry, la solucion de (22) verifica
u(z,a,t) — +oo en L*(Q x (0, Ay)) cuando t — +oo.

iti) Sixe (M —ry—1, A —ry) yuo(z,a) >0 en Q x (0,A4), entonces
(22) es un sistema permanente, en el sentido que se explica en el
teorema 4.

Demostracion. Daremos a continuacién una idea de la prueba.

Primero, para ver la existencia y unicidad de solucién positiva del problema,
tomamos como subsolucion la funcién idénticamente nula y como supersolucion
wxt1, solucién del problema (17) donde en el término de la derecha en vez de
A tenemos A + 1. Con este par de sub-supersoluciones y una aplicacién directa
de los teoremas 2 y 3, se tienen 1 y 2 14).
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Por otra parte, tenemos que la solucién u de (22) es una supersolucién de (17)
y por consiguiente wy < u; y de aqui se sigue 2 ).

Para la demostracién de 2 iii), tomaremos como subsolucién la misma que
en el teorema 4, es decir, la funcién

g%ay_eam(_ma_ZfM@ngn@y

Y tomaremos como supersolucion

a
u(x,a) = K exp (—runa - / Ln(8) ds) P (x)
0
con K > 0 suficientemente grande, donde

_{ ul0) 0<s<1/n,
Hn(s) = { Z(s_ 1/n) 1/n<s< At +1/n,

P, es la autofuncién positiva asociada a A, A; es el primer autovalor del
problema de Dirichlet homogéneo para —A en el dominio 27 y £, estd elegido
de forma que Q CC Q;. Y aplicando (13) se obtiene directamente 2 ).

O

3 Estudio del problema estacionario asociado al modelo
con difusién

Vamos a estudiar el problema estacionario asociado al problema (2). Por tanto,
supondremos que la tasa de mortalidad p es independiente del tiempo. Asi,
conservando la notacién de la seccién anterior, estudiamos el problema no lineal
siguiente:

O — Au+ p(z,a)u = f(z,a,u) en Qx (0,A4),

u(z,a) =0 sobre 0Q x (0, At),
Ay

u(z,0) = B(x,a)u(x,a)da  en Q.
0

(23)

Una de las principales dificultades que nos encontramos en el estudio del
problema (23) es que vamos a suponer que p explota en edad finita, para poder
garantizar que la poblacién se extingue al llegar a la edad maxima A; y ademas
la condicién inicial es no local. Es por ello que no podemos aplicar el método
cldsico de sub-supersoluciones para problemas parabdlicos (véase por ejemplo
[13] v [30]). Por esta razén, en esta seccién, andlogamente a como se ha hecho
en la seccién precedente, vamos a justificar un método de sub-supersolucién.

El concepto de solucién es ahora el siguiente:
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Definicién 3 Diremos que una funcién u es una solucion del problema (23) si
u € L*(0, Ay; HY(2)), se tiene que

dau + pu € L*(0, Ay; H1(Q)),
Fou) € L2(0, Ay HH(Q),

para cualquier v € L*(0, Ay; H} () se tiene que

A;
/ (Oqu + pu, v) da+// Vu-Vuvdzda
0 QX((LAT)

= // f(z,a,u)vdeda,
QX(O,AT)

u(x,a) = 0 sobre 00 x (0, Ay)

A
u(z,0) = T B(x,a)u(x,a)da, en Q.
0

Supondremos que se cumplen las siguientes hipdtesis:

(H,) p es una funcién tal que p € L>°(Q x (0,7)) para r < A,

T Ay
[ m@da<oo v [ e do= 4, (24)
0 0

donde

po(a) o= inf p(x.a) y juar(a) o= sup (e, a).
z€Q z€Q

(7/{3) B € L>®(2 x (0,A+)) es positiva y no trivial.

3.1 El método de sub-supersolucién

Vamos a presentar a continuacién un método de sub-supersolucién que
conducira a la existencia de una solucién minimal y una solucién maximal entre
la subsolucién y la supersoluciéon. Primero, digamos qué entendemos por un par
de sub-supersoluciones:

Definicién 4 Diremos que una funcion u € L*(0,A+; HY(Q)) es una
supersolucion de (23) si

Bou + p € L2(0, Ay; (H())"),

f('a 'aﬂ) € L2(Q X (OvAT))a
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para toda v € L*(0, At; Hi () positiva se tiene que

Ay
/ (Oat + piat, v) da+// Vu - Vudzda
0 QX(O,A]L)

> // f(z,a,w)vdeda,
QX(O,AT)
u(z,a) > 0 sobre 02 x (0, A;)

At
u(x,0) > B(x,a)u(x,a)da en Q.
0
Andlogamente se define el concepto de subsolucion (cambiando las
desigualdades anteriores por sus contrarias).

Recordaremos ahora un resultado de existencia de solucion bajo la hipdtesis
de existencia de un par de sub-supersoluciones. Dicho resultado estda basado
en la construcciéon de un par de sucesiones que arrancan respectivamente en la
subsolucién y supersolucion.

Teorema 6 Supongamos que se verifican las condiciones (7?“) Yy (')?g) Y que
ademds f werifica

|f(x,a,s1)—f(z,a,s2)] < L|si—ss|, e.c.t. (x,a) € 2x(0,A4),s1,s2 € R. (25)

Si eziste un par de sub-supersoluciones de (23) tales que u < W, entonces existe
una solucion minimal u. y una solucién mazimal u* de (23) en el sentido
siguiente: para cualquier otra solucion

u € [u,a) = {u € L*(Q x (0,Ay)) : u < u <7},
se verifica que
u<u, <u<u* <7
3.2 El problema de autovalores

Anélogamente a como hemos hecho en la seccién anterior, queremos aplicar
el teorema 6 a un problema logistico generalizado. Como hicimos en el caso
evolutivo, la primera etapa consistird en estudiar el problema lineal asociado,
es decir,

Oqu — Au~+ p(x,a)u = Au en 2 x (0, At),

u(z,a) =0 sobre 0Q x (0, A;), (26)
Ay

u(z,0) = B(x,a)u(z,a)da en .

0

La situacién no es la misma que la que corresponde al caso parabdlico
cldsico, donde la condicién inicial tiene caracter local (u(z,0) = wug(z) > 0).
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Para el parabdlico cldsico sabemos que el problema (26) posee solucién positiva
para todo A € R. Por el contrario, nos encontramos aqui ante un problema de
autovalores.

Definicién 5 Diremos que A es un autovalor de (26) si existe una solucidn u
de (26). Diremos que A es un autovalor principal si existe una solucion u que
verifica u > 0 en Q x (0, At).

En el siguiente resultado, que reposa sobre el teorema de Krein-Rutman,
queda asegurada la existencia de un tinico autovalor principal:

Teorema 7 Supongamos que se verifican las hipdtesis (7:{;) Yy (%) Entonces
existe un unico autovalor principal de (26), que serd denotado por \o(u), que
es simple y es el unico que tiene asociada una autofuncion positiva. Ademds,
las autofunciones positivas pueden elegirse acotadas. Finalmente, la aplicacion
w— Ao(p) es creciente.

3.3 Aplicacion a un problema logistico generalizado

Ahora vamos a aplicar los teoremas 6 y 7 al problema logistico generalizado
siguiente:

O — Au~+ p(z,a)u = du—g(u) en Q x (0, A;),

u(z,a) =0 sobre 0 x (0, Ay),
Ay
u(z,0) = B(z,a)u(x,a)da en
0

(27)

con A € Ry g verificando las hipdtesis (H,), (15) y (16). Supondremos ademas,
para obtener unicidad, que g(s)/s es una funcién estrictamente creciente.

El siguiente teorema es un resultado de existencia de solucién para ciertos
valores de A donde, de nuevo, observamos un destacable cambio con respecto al
problema parabdlico clasico.

Teorema 8 FEl problema (27) tiene una solucion positiva si y sélo si A > Ao(p).
Ademds, caso de que exista la solucion, ésta es unica.

Demostracion. De nuevo nos limitaremos a dar una idea de la demostracion.

¢ Supongamos en primer lugar que existe u > 0 solucién de (27). Entonces
es facil comprobar que

A= No(u + g(u) /) > dop). (28)

¢ Supongamos ahora que A > Ao(u). Veamos entonces la existencia de
solucién de (27). Para ello, tomamos como subsolucién la funcién

u = ep(z,a)
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con € > ( suficientemente pequeno y ¢ una autofuncién positiva asociada
a Ao(p). Y como supersolucién la funcién

u:= Kg(z,a),

donde K > 0 suficientemente grande y @(x,a) es la autofuncién positiva
asociada a Ag(p), el autovalor principal del problema (26) correspondiente
a un abierto ) tal que Q CC Q.

Para demostrar la unicidad, supongamos que existen dos soluciones
distintas u1,us de (26). Entonces se comprueba que en este caso A >

Ao(p + g(u1)/uq1), lo cual estd en contradiccién con que uy sea solucién
de (26) por (28).

O
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Abstract

We briefly review Harten’s framework for multiresolution decomposi-
tions and describe two situations in which two different instances of the
general framework have been used with success. In the numerical sim-
ulation of Hyperbolic Conservation Laws, the simple point-value setting
with a linear centered interpolatory reconstruction is used to design a
multilevel algorithm that effectively helps to reduce the computational
expense associated to state of the art high resolution shock capturing
schemes. The possibility of using nonlinear, data dependent, reconstruc-
tion techniques is explored in image compression. For piecewise smooth
images, ENO reconstruction techniques outperform classical algorithms
based on biorthogonal wavelets.

Palabras clave: Conservation laws, multiresolution, shock capturing schemes,
1mage compression.
Clasificacién por materias AMS: 65M06, 65D05, 35L65, 94A08.

1 Introduction

Fourier analysis provides a way to represent square integrable functions in
terms of their sinusoidal components. Fourier decomposition techniques have
become basic tools for a great variety of applications in many fields of science,
however, there is a serious drawback that renders the Fourier decomposition of
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an irreqular function useless in many situations: an isolated singularity affects
all coefficients in the decomposition and, as a result, an O(1) oscillatory behavior
can be observed in all functional approximations obtained by considering
truncated Fourier series. This typical oscillatory behavior, known as Gibb’s
phenomenon, is a direct consequence of the fact that the basis functions (sines
and cosines in Fourier analysis) have non-compact support.

Wavelet basis fare much better in this respect. = Orthonormal and
biorthogonal wavelet basis can be used to analyze a square integrable function
much in the same way as in Fourier analysis [17]. In this framework, however,
each basis function has compact support; in fact, the support of each wavelet
basis function is localized around a particular point in space, and it identifies
oscillatory behavior in the input function at a particular scale. A wavelet
representation of a given function f is also known, due to this particular feature,
as a multiresolution (or multiscale) decomposition of the function.

Multiscale decompositions have an important role in numerical analysis. A
wavelet type decomposition of a function can be used to reduce the cost of many
numerical algorithms either by applying it to the numerical solution operator
to obtain an approximate sparse form [10, 24, 4, 33] or by applying it to the
numerical solution itself to obtain an approximate reduced representation in
order to solve for fewer quantities [29, 9].

The building block of the wavelet theory is a square integrable function
whose dilates and translates form an orthonormal basis of the space of square-
integrable functions. Wavelet orthonormal basis are composed of dilates and
translates of a single function, the wavelet. The wavelet is intimately linked to
the scaling function, sometimes called mother wavelet. This function satisfies a
dilation relation which is in fact responsible for the properties of the multiscale
representation. In a way, the construction of particular orthonormal wavelet
basis becomes equivalent to a search for solutions in L2?(R) or very particular
dilation relations [38, 18, 19].

The uniformity underlying the classical wavelet theory leads to
conceptual difficulties in extending wavelets to bounded domains and general
geometries [15]. Moreover, it is even harder to obtain adaptive (data-dependent)
multiresolution representations that fit the approximation to the local nature
of the data.

A combination of ideas from multigrid methods, numerical techniques
for conservation laws, hierarchical basis in finite element spaces, subdivision
schemes in Computer-Aided Design (CAD) and, of course, the theory of
wavelets, led Ami Harten to the development of a “General Framework” for
multiresolution representation of (discrete) data.

In Harten’s framework, the dilation relation is no longer the main design tool.
Instead, the connection between adjacent resolution levels isspecified by means
of two operators: Decimation and Prediction. In turn, these two interscale
operators rely on the two very basic building blocks of Harten’s framework:
The Discretization and Reconstruction operators. The first one obtains discrete
information from a given signal (belonging to a particular function space). The
last one produces a functional approximation (in the same function space) from
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the discrete information contents of the original signal.

The relation between prediction and reconstruction gives Harten’s
framework a degree of flexibility lacking in standard wavelet theory. The
reconstruction operator is allowed to be data-dependent (hence nonlinear). A
nonlinear reconstruction operator leads to a nonlinear prediction scheme and
to a nonlinear multiresolution transform. Even in the linear case (i.e. data-
independent reconstruction operators) it is a conceptually simple matter to
deal with bounded domains: It is enough to design the reconstruction operator
in such a way that it solves an approximation problem that fits the boundary
data.

Because of the essential role played by the discretization and reconstruction
operators in Harten’s framework, building multiresolution schemes that are
appropriate for a given application becomes a task which is very familiar to
a numerical analyst: The first step is to identify a sense of discretization which
is appropriate for the given application; the second step consists in solving a
problem in approximation theory.

2 The general framework

Multiscale decompositions aim at a ‘rearrangement’ of the information contents
in a set of discrete data. To achieve such a ‘rearrangement’, Harten’s general
framework for multiresolution [30] relies on two operators that define the basic
interscale relations: Decimation and Prediction. These operators act on finite
dimensional linear vector spaces, V7, that represent the different resolution
levels (j increasing implies more resolution)

@ D VIV () P v v, 0

and must satisfy two requirements of algebraic nature: Dj:_l needs to be a
linear operator and Dj:_le;l = Iy/j-1, i.e. the identity operator on the lower
resolution level represented by VJ—1, The second condition is a consistency
requirement: the prediction operator P]'-j_1 does not change the discrete info at
the lower resolution level j — 1.

Using these two operators, a vector (i.e. a discrete sequence) v/ € VJ can
be decomposed and reassembled as follows

. - i—1
vl = Tt = DI , iao1 )
N . : VR vl =P v+ e
e = v =P v

The vector D‘;_lvj = 771 represents the discrete information contents of
v7 at the lower resolution level j — 1, while e/ = (Iy; — ijlD?_l)vj = Q,v7
represents de prediction error, that is the error committed in trying to predict
v from the low-resolution vector v/~! via Pf—1 .

Notice that the consistency requirement Dj:_lej71 = Iy;—1 implies that

Dj: “lei = 0, therefore its representation in terms of a basis of V7 is redundant.
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Since Dg_l has full rank, dimN (D;:_l) =dimV7—dimV7~!, and redundancy
can be eliminated by expressing e/ in terms of a basis of the null space N/ (Dj 71).
Let us introduce the operator G; that computes the coordinates of ¢’ in a basis
of N(Dgfl) and call &/ = G;e7, then the sets v/ and {v7~!,d7} have the same
cardinality and are algebraically equivalent. The one to one correspondence
between these two sets can be described using one more operator E;, the
canonical injection N (D; v,

) ji—1 J=1,j
Pl T+ Bl =0 e {d 07T} { v b ngf; (2)
3V

This purely algebraic description can be recursively applied to ‘rearrange’ the
information contents of a discrete sequence v’, containing information on a very
fine scale, as v°, the information on a much coarser scale obtained by successive
decimation of v”, plus a sequence of (non-redundant) prediction errors at each
resolution level

ol = bl 5 L2 S0

L L 0 g1 L
v” — Mv :(U7d7~"ad )a \ dL \ dL_l \‘ \‘dl
(3)

In electrical engineering terms, the basic encoding and decoding steps (2) are
the analysis and synthesis steps of a sub-band filtering scheme with exact
reconstruction [16]. The operator D;_l plays the role of a low-pass filter and the

operator G;(I; — ij_ng 71) that of a band-pass filter. Usually, these filters are
linear and of convolution type (this is exactly the situation within the wavelet
framework). _ _

In a multiresolution scheme d la Harten, Dj_l and P/, are constructed
using two operators that relate discrete data to signals in a particular function
space. These basic ‘building blocks’ are the Discretization and Reconstruction
operators

(a) Dj : F— VI, (b)R;: VI — F. (4)

The discretization operators D; yield discrete information at the resolution level
specified by V7, and the reconstruction operators R ; relate a set of discrete data
in V7 to functions in F.

These operators also have to satisfy some basic requirements of algebraic
nature: D; must be a linear operator and D;(F) = V7. In addition, D;R; =
Iy/;, which is again a consistency relation.

It is also necessary that the sequence of discretization operators {D,} be
nested, that is

Djf:():}'Dj,lf:O, vVfeF. (5)

Given a nested sequence of linear discretization operators {D,} (4)-(a), and
a sequence of consistent reconstruction operators, {R;} (4)-(b), the interscale
operators are defined as follows:

DIT'=D; 4R;, P, =D;R;... (6)
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The dependence of Dj:_l on R; is ’fictitious’. For a nested sequence of

discretization, D§71 is completely specified by the sequence of discretization
operators.

Proposicién 1 If {D;} is a nested sequence of discretization and {R;}, {R
two sequences of consistent reconstruction operators, i.e. such that D;R;
Ivj = DjRj, then

)

Dj-1R; =Dj1R; (7)
Demostracion. For any v/ € V7 we have D;R;v7 = v/ = DR 07, thus
D;(Rjv! —Rjv!) =0 = D;_1(Rjv’ —R;v?) =0.
O

Nestedness of the sequence {D;} is an essential property of the discretization
sequence, and has other important consequences:

Proposicién 2 If {D,} is a nested sequence of discretization, and {R;} is a
consistent sequence of reconstruction operators then

Di(RmDm) =D, 1<m (8)
Demostracion. For any f € F, let ¢ = R, Dy, f. Then
Ding = Don(RnDrm)f = (PuRon)Dunf = Dnf —  Dinlg—f) =0
thus, the nested property implies Diy(g — f) =0 [ <m, i.e.

Dif = Di(RmDwm)f

3 Discretization by local averages

In Numerical Analysis, discretization processes are used as tools to go from a
function in some functional space to a set of discrete values which give sensible
information about the function. As an example, the simplest discretization
process when dealing with continuous functions is that of point-wise evaluation,
since the values of a continuous function at a given set of points give relevant
information about the function. This information can be effectively used to
represent the function or to reconstruct it approximately if necessary (via
interpolation, for example).

On the other hand, point-wise evaluation does not provide an appropriate
discretization setting for functions that are only piecewise continuous, since the
values of the function at particular points might not be well defined; in addition,
information about the exact location of discontinuities that fall between grid-
points is completely lost. A discretization process often used when this space of
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functions is relevant is the so-called cell-average discretization which considers
the mean values of the function in each interval of the underlying grid.

Many discretization procedures in Numerical Analysis, and in particular the
two mentioned above, can be described as the process of obtaining local averages
with respect to a weight function, which is imposed by the underlying context.
The weight function, w(z), is a function with compact support and it is usually
required that

/w(:v)dx -1 9)

To be more specific, while keeping it simple at the same time, let us consider a
grid X composed of a finite sequence of equally spaced points in [0, 1]:

X = {LUZL x; € [0, ].} h=x;, —x;_1.

For each function f in F, a discretization operator, D, associated to the
resolution level defined by the grid X is defined as follows:

xr — x;

h

(Df)i = fi == /f )dx =< f, %w( )>, ;€ X. (10)

The (linear) operator D acts naturally on a space of functions F for which
the integral in (10) is well defined, and produces discrete values which give local
information on the behavior of the function f at the resolution level specified
by the grid X.

Weighted averages against the ‘generalized’ function w(x) = d(x), Dirac’s
delta-function, correspond precisely to the process of discretizing a continuous
function by considering its values at the points of the grid X. A rather
‘natural’ function space F for this discretization operator is C[0,1]. On the
other hand, the cell-average discretization procedure corresponds to the local-
average discretization (10) with w(x) being the box function:

(11)

w(x):{ 1 -1<z<0

0 otherwise

The natural function space in this context is L1[0, 1].
These weight functions satisfy a two scale relation of the following type,

) =23 a2y —1). (12)
l

and this is a key feature to obtain a nested sequence of discretization-by- local-
averages operators. The other key feature is a nested structure for the sequence
of underlying grids that serves to define the sequence {D;,}.

Let us consider the set of nested dyadic grids on [0, 1] (to which we associate
the increasing levels of resolution) {X7}, j > 0 of size h; = 277 hy:

X ={al}y al=i-h; i=0,....0; Jj-hj=1 (13)
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(notice that x%i = xf _1), and the sequence of discretization operators

. D , , 1 _
D F—VI, (Dif)i=F =< fuwl >, W = h_w(x h,xl) (14)
j

where V7 is a space of sequences of dimension N; related to J; (e.g. for
w(z) = d(x), N; = J; + 1, while for w(z) in (11), N; = J;, see sections 3.1
and 3.2).

Taking y = (z — «)~")/h;_1, we can rewrite (12) as

1

T — | g x21
w(il —QZalw ho - —2Zalw -1

]

or, equivalently

= Zalwgiﬂ = Zal,giwlj. (15)
1 1

This relation can be expressed in terms of the discretization operators as

j lf Zaj 21 D f (16)

which implies that the sequence {D;} in (14) is nested. Therefore, discretizing
by local averages with respect to a function that satisfies a dilation relation
becomes a particular way of obtaining a nested sequence of discretization
operators.

Nota 1 Formulas (15) or (16) also imply that the decimation operator, D;:_l
can be described by a matrix whose elements are (Dj:*l)l-l = «y_o;. Observe that

Dg_l is independent of the level of resolution (except for its dimension).

Once the weight function is fixed, the primary choice, that of the decimation
operator, is already made. To construct an adequate multiresolution scheme,
we still have two more independent choices to make:

1. A basis for the null space or, equivalently, an operative definition of the
transfer operators G; and Ej.

2. A prediction operator Pj_l , which is a right inverse of D§71 . This

amounts to choosing appropriate reconstruction operators at each
resolution level.

For sequences {D,} as in (14), the null space of D? ~! is easily characterized,

N(D] ™) ={v! e VI | D]/ =0} = {7 € VI | Y auaivf =0Vi}.  (17)
l
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Thus, the prediction errors always satisfy the following system of equations:
> el =0 i=1,...,Nj_i. (18)
1

For the weight functions mentioned so far in this section it is possible to store
the values e/ with odd indices, and use (18) in order to formulate a system of
equations for the unknowns (e},), i.e.

dl=e) |, E O‘216;i+21 = - E a21_1€;i+21_1 = E azr—1dit1 (19)
1 ! !

The definition of scale coefficients given in (19) leads to a simple definition
for the operator G:

(Gj)im = 021—1,m. (20)

The operator E; is then obtained from (19) (notice that its columns provide a
set of basis vectors for N(Di_l)).

Nota 2 The §-function and the box function are the first two elements
of a hierarchy of functions w™(x) obtained by repeated convolution with a
characteristic function (see also [27]),

1
Wt (z) = W™ () * X[=145m,sm]) Sm = 5[1 — (=™, W = 6(x)

All of the functions in this chain satisfy a dilation relation of the type (12)
and serve to specify an appropriate multiresolution setting. The multiresolution
framework that correspond to the next member in the hierarchy w?(z) (the hat
function) has been analyzed in [6, 7]

Nota 3 The discretization operator specifies the process of generation of
discrete data and, hence, it determines the nature of the discrete data to be
analyzed. When reinterpreted within Harten’s framework, the discretization
operator in a wavelet decomposition is obtained by (14) with w(x) being the
scaling function. In this context the space F is L*(R) thus, in reward, we have
all the geometric properties of a Hilbert space but in turn, many weight functions
are automatically Tuled out, in particular the d-function which does not belong
to L?(R). We shall see later that, nevertheless, the S-function provides an
appropriate setting for multiresolution .

3.1 The point-value setting: interpolatory multiresolution

When we consider w(z) = §(x), the discretization sequence in (14) is nothing
but point-wise evaluation, on the points of the underlying grid that specifies the
resolution level, i.e. D;(f) = {v!} where v] = f(x]). Clearly, an appropriate

functional space is F = C[0,1] (keeping the simple setting of the previous
section).
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Any consistent sequence of reconstruction operators must satisfy

DR =) —  (Rp))(a)) =] = (),
that is, the reconstruction operators must interpolate the data on which they
act.

Since Dirac’s ¢ function satisfies 6(z) = 26(2x), ap = 2 and the decimation
operator is simply (D;flvj )i = vl -1 Thus, following the guidelines in last
section, the one to one correspondence in (2) can be written as

o vl vl vt
i i . — Y27 i, .
N S -1 j _ j -1 j
di = vy g —I(xy_1,0" ") vy = I(xg_1,0'77) +d

where the notation Z(x,v?) has been used instead of R;v’(x). Notice that the
prediction errors are simply interpolation errors and that they only need to be
computed at odd points on the fine grid X7.

3.2 The cell-average setting

When we consider w(z) to be the box function (11), the discretization sequence
n (14) becomes

| L
D;: L'0,1] — VI, (Djf)i = — f(z)dz,
hj @
i—1
where V7 is a space of sequences whose dimension is equal to the number of
intervals on the jth grid and h; is the uniform mesh spacing on X7 = {z7},.
Clearly, an appropriate functional space is F = L![0,1] (keeping the simple
setting of the previous sections).
Since the box function satisfies the dilation relation w(z) = w(2z) + w(2z +
1), which implies a9 = a@_; = 1/2 in the notation of section 3, we have
I — (DI M), = (vl vl )/2
i J v )i Va4 + V2i—1 .
The consistency requirement for the reconstruction operators, i.e. D;R; =
Iy/s, can be expressed as

o el ,
v] = h—]/w] R(x;v”)da. (21)

In one dimension, there is a simple way to obtain reconstruction operators
satisfying (21). The basic observation is that if {v]} represent the cell averages
of a function f(z) € L'[0,1], we can define

Flimhy vl = [ fa)de = FGa))
s=1 0

where F(z) := [, f(x)dz is a primitive of f(z). Using the sequence {F/},, we
approximate F(z) by interpolation, i.e. construct Z(z, F7), and then obtain R;

|
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satisfying (21) as follows [30, 5]:
Rj(x,v7) = —TI(x, FY) (22)
] ) l 9

The reconstruction operator defined above is consistent with the discretization
operator (21) since

. 1 a] d ) F.j — Fj .
DiR:v); = — — T Iy = L=
PR = [ T ) = =

i—1
Since Z(x; F7) is a continuous piecewise smooth function, R;(z;v7) € L0, 1].
With these definitions and the considerations of section 3, the one to one
correspondence in (2) can be written as

Jj—1  _ J J J _ J F—1Y_. J
v; = (vg; +v3,1)/2 Uiy = (P{_qv" )i+ d]
o=l (PT i1, ’ i 9=l _ i
di = vy, (ijﬂj )2i-1 Uy = 2y V3i—1

It must be noted that the reconstruction wia primitive function is used as a
design tool, but the practical implementation of the prediction operator in the
cell-average settings never requires the explicit computation of Z(z; F7). In
all the numerical experiments reported in this paper (and in the references)
R;(x; v7) can be explicitely written directly in terms of the cell-averages v/ (see
e.g. [30, 5)).

4 The role of R;: linear versus nonlinear

The description of the prediction operator as Pj;l = D;R;_1 opens up
a tremendous number of possibilities in designing multiresolution schemes
specifically adapted to particular applications. In principle, the general
framework allows for nonlinear reconstruction operators, which in turn lead
to nonlinear prediction operators and, thus, to nonlinear multiresolution
transforms. The reconstruction process becomes, then, a key step, while
the discretization operator selects a particular setting for the multiresolution
decomposition.

The problem of reconstructing a function from a discrete set of data which
gives relevant information on the function is purely a problem in approximation
theory, which depends on the interpretation we assign to the discrete data.
Probably the simplest case is that of point-value interpolation: When the given
set of data are the values of a function at a finite set of points, the function can
be approximated by an interpolant, i.e. another function whose values at the
given set of points are exactly those of the original one.

Interpolatory techniques are a well understood subject, studied nowadays in
elementary numerical analysis courses. The interpolant is usually a function
easy to work with, thus the most usual interpolatory techniques involve
polynomials or trigonometric functions. The case of one dimensional Lagrange

}
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polynomial interpolation is particularly simple and serves to illustrate the effect
of using linear (i.e. data-independent) techniques versus nonlinear (i.e. data-
dependent) techniques.

4.1 Data-independent piecewise polynomial (DIPP) interpolation
Let S denote the stencil

S=8(rs)={-s,—s+1---,—s+r}, r>s>0 r>1

and let {L,,(y)}mes denote the Lagrange interpolation polynomials for this
stencil

—s+r
Lm(y) = H (’I?y”b—l) s Lm(z) = 6i,ma 1€S.
l=—s,l#m

If we consider, as before, a grid X = {z;} composed of a finite sequence of
equally spaced points on [0, 1], it is clear that

—s+r 2
qi(z; fyrys) = Z fismL m<TZ),
m=—s
satisfies q;(x;) = fi, for i —s <1 <i—s+r. When f; = f(x;), we say that
qi(z) interpolates f(z) at the stencil of points S; = {zi—s, -+ , Ti—str}-
Hence,

I(x, f) =qi(z; frys) v €lvim,a), 1<i<J (23)

is a piecewise polynomial function that interpolates f(x) on the grid X.
It is well known that

f(@) = qi(x) + [1Si, allla, es,(z — 2m) (24)

where f[S,z] = flzi—s,. .., Ti—sir, 2] is the 7 + 1st divided difference of f(z)
at the points of the stencil and z. If f(x) is sufficiently smooth (at least
differentiable r 4+ 1 times) then

fr(&)

f18i,2] = r+ 1)

where &, is a point in the convex hull of the set {S;,z}. Therefore for
sufficiently smooth functions, the piecewise polynomial interpolatory technique
just described satisfies

I(x; f) = f(z) + O(K" 1), vz € [0,1].

The O-term depends on f"*1 which ensures that the piecewise polynomial
interpolant is exact when f(z) is a polynomial function of degree less than or
equal to 7.
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Lack of smoothness in f(z) can, however, have a dramatic effect on the
quality of the approximation. If f)(z) has a jump discontinuity in the convex
hull of a set of points {z;,...,zi1m}, (p > 0 is the first index in which the
singularity appears for the set of points considered) then one can prove that

o([f®))/nm="r ifm
f[a:l, - 7l'l-l,-m] = { OE|[|ff(”J))|/D olse >p (25)

where |[f(™)|| stands for the max-norm of f(™ in the convex hull of the
considered set of points, and [f()] is the value of the jump at the discontinuity.

An isolated discontinuity in f®) affects the accuracy of each one of the
polynomial pieces of Z(z, f) whose stencil crosses the discontinuity, and the
degradation of the accuracy depends on the strength of the singularity. The
worst case is of course when p = 0, in this case the global error becomes O(1).
It also happens that increasing r results in an interpolant with a larger “polluted
region ” (see section 4.5 and also [5]).

It is obvious that a smooth polynomial function cannot provide an accurate
approximation at any interval containing a singularity; however, at a singularity-
free interval the function is smooth, and one would like to use a polynomial piece
that is as accurate as possible. As long as the convex hull of the polynomial
stencil is contained in a singularity-free region of f(x), divided differences can
be considered as derivatives, and the interpolation error formula guarantees that
we get full accuracy. Hence, to maintain accuracy we need to be able to choose
singularity-free stencils, whenever this is possible.

Nota 4 Because of the form of the interpolation error (24), centered stencils
are always the preferred choice. In our notation, this corresponds to the choice
r=2s—1, thus S; = {xj—s, "+, Tits_1}

When the given function is periodic, i.e. f_i = fr,—i, frviv1 = fir1,
0 < i < J, the data to construct the polynomial function Z(x, f) using centered
stencils is always available. If the function is not periodic, one can simply choose
one sided stencils, of r + 1 = 2s points, at intervals where the centered-stencil
choice would require function values which are not available.

4.2 Data-dependent piecewise polynomial interpolation: essentially
non oscillatory (ENO) interpolation

The essential feature of the ENO interpolatory technique [31] is the stencil
selection procedure. For each subinterval I; = [x;_1,x;] where f is smooth,
the goal is to design a strategy that leads to a stencil S; which does not ’cross
singularities’. Such a process needs smoothness indicators, and the observations
of last section (in particular (25)) point out that the divided differences could
be used as such.

We will denote the ENO stencil for the ith interval, in a r + 1st order
technique, as follows

ENO
Si = {xsiflvxmsia"'7xsi+r71}
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There are several ENO strategies for the selection of the stencil. Here we
shall only describe the one most commonly used:
Algorithm I. Hierarchical choice of stencil:

Foreachi=1,...,J

Set S0 =1
forl =0,....,r—2
if [flrs,—2, - xopi]] < |flTs—1,- - Ts,4141]| then s;11 =5, — 1
end
Si = Sr—1

Observe that x;_1, x; always belong to S;. Whenr =1, §; = {x;_1,2;} and
no stencil selection is needed.

The effect of the ENO choice of stencil in the presence of singularities can be
easily appreciated: Let us consider again the case of a smooth function except
for an isolated jump discontinuity, x4 € I;. Let S be a stencil of s + 1 points
which does not cross the singularity (does not contain both x; and x;_1), and
S* a singularity-crossing stencil with the same number of points. Because of
(25),

1
B

Hence, divided differences based on singularity-crossing stencils are always
larger than divided differences of the same order whose stencil is included
entirely in a region of smoothness of f(z) (at least for sufficiently small h).
Because of this fact, Algorithm I would lead to stencils which move away from
a jump discontinuity for any I;, i # 7.

In the case of a corner (i.e. a jump discontinuity in f’(z)) the situation is
quite similar. With the same notation as in the paragraph above, because of
(25), we have for s > 2

fisI=0Q),  f[87]=0(

1
fIS]=001),  f18] = 0(;)
Since the first step in Algorithm I involves divided differences of second order,
singularity-crossing stencils lead also to larger divided differences. Once again
the stencils obtained with both algorithms move away from the singularity.
Thus, for jump discontinuities and corners, the ENO stencil selection
procedure of Algorithm I leads to interpolatory polynomials that satisfy

f(z) =qz) + O™ r€fr,m), 1<j—1, 1>j+1 (26)

and all polynomial pieces are fully accurate, with the exception of g;.
Independently of the way in which it is constructed, a smooth polynomial
piece ¢;(z) can only be a poor approximation to a (non-smooth) function f(x)
at a cell containing a singularity. When the singularity is a jump discontinuity,
there is always one grid-cell where the accuracy is completely lost. For corners,
there is one special situation where the accuracy loss will not occur at all: If
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the singularity falls on a grid point, i.e. x4 = x;. A stencil selection process
such that

{.Tj+1} ﬂSl = @, l S j, {xj_l} mSl = @, l Z j +1 (27)

guarantees ¢;(z) = f(z) + O(h™') z € [x;_1,3], VI, that is, we obtain an
accurate approximation of the original function f(z) in the entire interval.

It is unlikely that a singularity falls exactly on a grid point. However, if we
happen to know the location of the singularity within the cell (or a sufficiently
good approximation to it), the definition of the piecewise interpolants Z(x) can
be modified to keep the relation Z(x) = f(z) +O(h™1) valid over a region that
contains almost all the interval where the singularity lies. This is the basic idea
behind Harten’s Subcell Resolution (SR) technique, which we describe next.

4.3 The subcell resolution technique

It is clear that when considering the point-values of a piecewise smooth function,
all information on the location of the discontinuities is completely lost. On the
other hand, it is quite easy to see that there is a direct connection between
the location of the discontinuities and the cell-averages of a piecewise smooth
function in one dimension. The connection was used by Ami Harten within
the context of ENO schemes for Hyperbolic Conservation Laws to sharpen the
profiles of contact discontinuities [26]. Harten’s original technique uses discrete
information on the cell-averages of a function f(z) on a given grid, to recover
(approximately) the location of an isolated jump discontinuity in f(z), and
because of this he named it Subcell Resolution.

Because of the relation between the cell-averages of f(x) and the point-
values of its primitive F(z) = [ f(s)ds (see also section 3.2), Harten’s SR is
best described as an approximation technique that uses discrete information on
the point-values of a continuous functions f(z) to recover the location of an
isolated discontinuity in f’(x).

Let us assume that f(z) is a continuous, piecewise smooth, function with a
corner at x4 € I; = (xzj_1,x;), L.e.

= Prle) w<a Pr(rq) = Pr(2q),
f(z) = { Pa(x) >y where { Pling) # Phims) (28)

with Pp(z) and Pgr(z) sufficiently smooth functions. Assume also that the
polynomial pieces g;+1(x) are fully accurate, i.e. they satisfy

gj—1(z) = PL(z) + O™,  g¢j41(x) = Pr(z) + O(R"). (29)

The function G;(x) := g;j41(z) — gj—1(x), satisfies G;(z) = Pr(z) — Pr(z) +
O(h™1) for x € I;. A Taylor expansion exercise easily leads to

Gj(x) = (= 2a)[f'lay + O((z — 24)*) + O(h™)
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qj—1(z) gj+1(z)
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Tj—2 Tj—1 X Tj41

Figure 1: The polynomial pieces and their modification in SR

therefore, if h is sufficiently small, and z € I}, then G;(z) = (z — x4)[f']s, and
there must be only one root of G;(x) in I;. Let £ € (xj_1,x;) be such that
G;(€) =0.

Observe that if Py, and Pg are polynomial functions of degree at most r, and
the polynomial pieces g;j+1(x) are fully accurate, we must have ¢;_;(z) = Pr(x)
and ¢j+1(x) = Pr(z), which implies that £ = z4. In the general case (29), it is
not hard to prove that £ = x4+ O(h™1), at least for h sufficiently small [5, 20].
Thus, using fully accurate polynomial pieces at each side of a corner, we can
recover its location up to the order of the truncation error.

The approximate location of the corner can be used to modify Z(z) as
follows: Instead of taking the polynomial ¢;(x) as the approximation of f(z) in
I;, we extend the polynomial pieces at the left and right neighboring intervals up
to the point &, where they intersect. The new piecewise polynomial interpolant
has the following form (see Figure 1):

ql(x) x € [:El,l,xl}, [ 7&1
(@) =4 gia(x) @ e[r; 1€ (30)
gjt1(z) =z €€ 3]

It is clear that 9% (z;) = f(x;), Va; € X and that Z5F(z) = f(2) +O(R" 1), at
all points except for an O(h"*1) band around 4 which is now the only region
in which the accuracy is degraded (instead of the whole interval [z;_1,x;]).
Since ENO techniques lead to fully accurate polynomial pieces except for the
cell containing the singularity, ENO-SR techniques lead to piecewise polynomial
interpolatory functions with the largest possible region of high accuracy.

Nota 5 It follows that if f(x) is as in (28), with P g polynomials of degree up
to r, then T5%(x) = f(x), i.e., the modified reconstruction is exact.

4.4 Linear versus nonlinear reconstructions: numerical performance

The performance of the reconstruction procedures described above can be quite
different in the presence of singularities. The following simple example serves
to illustrate their behavior.



88 F. ARANDIGA, G. CHIAVASSA, R. DONAT

(a) (b) ()

Figure 2: Solid line: A piecewise smooth signal (solid line) and its point-
values on a uniform grid (dots on solid line). Dotted lines: (a)-(b) Linear
Interpolatory reconstructions (a)-r = 3, (b)-r = 5; (b) Nonlinear ENO
interpolatory reconstruction r = 4.

Let us consider the 1D signal displayed as a solid line in Figures 2 and 3: a
periodic sinusoidal discontinuous function, and assume that we discretize it by
considering its point-values on a discrete grid with 16 equally spaced intervals
vl = f(al) and X! = {2}18,, by = 1/16 (the discrete values are shown by dots
in the plots in Figure 2.

Figures 2(a)-(b) show Z(z, v') obtained using DIPP interpolation as specified
in section 4.1 and » = 3,s = 2 in (a) and r = 5,5 = 3 in (b) (in both
cases it corresponds to a centered choice of the stencil). The quality of the
approximation should be compared with the one obtained in Figure 2(c), where
we used the nonlinear ENO interpolatory technique of Algorithm I for the
selection of the stencil (r = 3 here). Observe that the ZFVO (z,v!) keeps a fully
accurate approximation right up to the interval, on X', where the discontinuity
is located.

It should be noted that the linear interpolatory reconstruction obtained with
r = 5 is worse than the one obtained with » = 3 not only in the two intervals next
to the discontinuity; the effect of the discontinuity is felt in 5 intervals instead
of only 3 for » = 3; again, this should be compared with the ENO interpolant,
for which the plot corresponding to r = 5 (not shown) is indistinguishable from
that of r = 3.

Assume now that we choose to discretize the signal by considering its cell
averages on the same grid as before. In Figure 3, the dots, which have been
placed at the center of each subinterval, represent the cell-averages of f(x)
on the same grid as in Figure 2. The dotted line on Figure 3-(a) displays
R(z,v7) in (22) when Z(x; F7) is constructed using the linear DIPP technique
used before with 7 = 3 (hence, the polynomial pieces of R(z,v?) in (22) are
parabolic). Again, the quality of the approximation should be compared with
those in Figures 3-(b) and (c) in which nonlinear interpolation techniques have
been used in the reconstruction process. In Figure 3(b), we used ZENO(z; F7)
and in Figure 3(c) we used ZFNO~SE(g: FJ) (same degree). Observe that the
discontinuity in f(z) becomes a corner in F(x), the primitive function, hence
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(a) (b) (c)

Figure 3: Solid line: A piecewise smooth function and its cell-averages on
a uniform grid (dots on solid line). Dotted lines: (a) Linear reconstruction
technique; (b) Nonlinear ENO technique; (¢) Nonlinear ENO-SR technique

the SR technique described in section 4.3 leads to a reconstruction which is fully
accurate right up to the discontinuity.

Figures 2 and 3 show that nonlinear techniques can be a powerful
tool in approximating discontinuous functions. In particular, when the
data are interpreted as cell-averages of a given piecewise smooth function,
the combination of Harten’s Subcell Resolution technique with the ENO
interpolation (ENO-SR) allows for an almost perfect description of piecewise
smooth functions with (sufficiently separated) jump discontinuities.

4.5 Linear versus nonlinear transforms: numerical performance

In Harten’s framework, a sequence of nonlinear reconstruction operators {R;}
which is consistent with a given sequence of discretization operators {D;}
produces a nonlinear multiresolution transform. The decimation operators
depend directly on the discretization sequence, and are always linear, but the
prediction operator is nonlinear when the reconstruction is so.

The behavior of linear multiresolution transforms can be quite different from
that of nonlinear multiresolution transforms. Recall that a scale coefficient d
represents the (nonredundant) error committed by the prediction scheme at a
particular location on the jth scale. In both the interpolatory and cell-average
frameworks, these errors are directly related to interpolation errors, which are
small in regions of smoothness. We have observed how linear reconstruction
operators lead to regions of poor accuracy around singularities, which in turn
produce large scale coefficients that pile up in a neighborhood of the singularity.
Singularities have, thus, an associated signature which essentially measures the
extent of the low accuracy region for the reconstruction process that defines the
prediction.

We consider again the simple example of last section and discretize it in
the cell-average setting to illustrate our point. The input of the multiresolution
transform are the cell-averages of the function on a very fine grid X, where
Jr = 1024. We consider the coarsest level to be specified by a grid X% with
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(d) (e) (f)

Figure 4: Detail coefficients above ¢;, j = 1,...,6. Top: (a)DIPP-(r=3,5s=2),
(b)DIPP-(r=5,5=3), (c)ENO-(r=3) Bottom: (d)ENO-(r=5), (e)ENO-SR-
(r=3), (f)ENO-SR-(r=5)

Jo = 16, thus the multiresolution transform involves L = 6 levels.

In Figure 4 we display, for each resolution level, the location of the detail
coefficients that are above a level-dependent threshold specified a priori. We
do this by plotting a little circle at the position ¢ where |d!| > ¢; for each
4. In this particular case we chose €7, = 1072 and ¢, = €x+1/2, which is an
appropriate strategy for the cell-average setting [27, 30, 5]. We readily observe
that the presence of the discontinuity is felt at all resolution levels in the linear
transforms. The fixed (centered in this case) choice of stencil leads to large
interpolation errors, and thus to large scale coefficients, at those intervals with
a singularity-crossing stencil. It can be clearly appreciated in Figures 4(a)-(b)
that increasing the degree of the interpolation leads to a larger “polluted” region.
On the other hand, the ability of the ENO strategy to construct singularity-free
stencils can be clearly appreciated in Figures 4(c)-(d). The SR-technique for
r = 5 is so accurate that no detail coefficients are above the prescribed tolerance.

Thus, linear multiresolution transforms are good tools to locate singularities,
while nonlinear multiresolution transforms will be superior with respect to
compression capabilities. We shall use these features in the applications of
sections 6 and 7.

5 The question of stability

Often, the purpose behind a multiresolution decomposition is not just to
decompose and reconstruct, the goal is to do some processing (truncation or
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quantization) between the decomposition and reconstruction stages. Starting
with a sequence v”, we compute its multiresolution decomposition Mvt =
(v0,d', ... ,d") and process it to obtain a compressed representation that is
to be stored, transmitted or used in some way. The processing step involves a
sequence of pre-determined tolerance levels € = (eg, €1, . .., €1,) and it is designed
in such a way that the compressed representation M v" = (f)o,cfl,...,ch)
satisfies |[v0 — 00| < e and ||d/ — dI|| < ¢;.

The goal is to be able to control also the difference between the
‘uncompressed’ sequence 97 = M~1(?°, dl, . ﬁL) and the original one.
Stability is a crucial issue in examining the effect of using ‘perturbed values’
09, d’ instead of v%, d7 in the input of M ~!. To ensure stability, we need to have

o — M~ @0, d",...,d")|| = o(€),  with lim o(¢) = 0

The stability of the repeated application of (2) is seen to be tightly connected
to the properties of the reconstruction sequence [30]. When R; are linear
operators (i.e. data independent), the multiresolution transform can be seen
as a change of basis functions in V', and the stability of M ~! can be studied
with linear techniques as in wavelets or subdivision schemes [30, 6]. However,
when R; are data-dependent, nonlinear operators, these techniques no longer
apply and one needs a different approach to guarantee stability and control of
the error.

5.1 Linear multiresolution algorithms

The decimation operators D§71 are always linear. When the reconstruction

operators, R;, are linear, the prediction operators ngq are linear too. In
this case, the multiresolution transform becomes a linear operator describing
a change of basis vectors in D (F), and the question of stability admits a
relatively simple approach. ‘

To see this, let us introduce the linear operator By of successive decimation

, . 1 ,
By =D}, ---Dy " VE -V (31)
and observe that v/ in (3) can be written as v/ = Bjv". The direct
multiresolution transform v +— M (v%) can, thus, be expressed as
=Bl @ =G;Q;Blvt,  1<j<L (32)
Likewise, let us introduce the operator Af of successive prediction as
AY =PL - PF VI S VE (33)

When R; is linear Vj these operators are also linear, and this fact allows us
to express the inverse multiresolution transform directly in terms of M (v*) as
follows:

L
vl = A+ AVE;d. (34)
j=1
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Expressions (32) and (34) allow us examine the influence of perturbations in the
input data of the direct and inverse multiresolution transforms rather easily.
For purposes of analysis, if v” is replaced by a perturbed vl stability of
the direct multiresolution transform should imply that the perturbation in the
resulting scale coefficients and low-level approximation has to be bounded by

the perturbation in the input. Under our linearity assumptions, we can write
5(1°) =v? —0® = BY (vl — o), §(d) =dl — & = G;Q;B] (vE — ). (35)

These relations show that the perturbation in the input is subject to successive
decimation D], for m = L,...,j+ 1, and in the case of the scale coeflicients,
projected into N (Dg_l) and represented in some basis there. Clearly the
‘dangerous’ process that needs to be controlled, from the point of view of error-
amplification, is that of successive decimation.

Similarly, for purposes of data compression if the scale coefficients {d’} are
replaced by {d/} which are obtained either by quantization or truncation, we
want the perturbation in the output of the algorithm, the decompressed v’,
to be bounded by the perturbation in the scale coefficients. Linearity of all
operators involved leads now to

€

L
S(h) = vl — vt = AF (0 —°)+ ) AVE;(d] - &), (36)
j=1

which shows that the perturbation in the scale coefficients is ‘translated’ into
a perturbation in the prediction error and then transmitted into higher levels
of resolution by successive prediction P ; for m = j + 1,...L. The danger
here is that the perturbation could be amplified by the process of successive
prediction.

Thus, for linear multiresolution transforms, the successive decimation
operator Bj controls the stability of the direct multiresolution transform,
while the successive prediction operator AJL controls the stability of the inverse
multiresolution transform.

The nested character of the sequence of discretization suffices to eliminate
the possibility of amplification due to successive decimation. This is a
consequence of proposition 2 since

BiDy=D! ---D["'Dy, =D;Rj41Dj1-- D1R DL =D;.  (37)

The stability of the successive decimation step hinges on this purely algebraic
relation. It essentially means that if we start at a given resolution level, L, and
apply a number of decimation sweeps, say m, the discrete information we obtain
is precisely what corresponds to the L — m resolution level, in other words, the
decimation operator does not introduce additional information or amplify noise.

Stability of the inverse multiresolution transform is usually a more involved
matter. There is one situation, however, where the analysis is particularly
simple:
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5.1.1 Hierarchical sequences.

We say that the sequence {R;D;} is hierarchical, if for all j
(RiD)Rj-1=Rj1 = RyP_ =R (38)
Note that for a hierarchical sequence
RLAY =RLDLRr—1--DjiR; = R;. (39)

Relation (39) shows that a hierarchical structure in the sequence {R;D;}
prevents the amplification of perturbations due to successive prediction in the
same way nestedness, i.e. D;j_1(R;D;) = D;_1, prevents excessive perturbation
growth in the successive decimation step.

The algebraic relation (39) is the equivalent to (37) for the successive
prediction operator. It means that after a finite number of applications of the
prediction operator the reconstruction from the discrete information obtained
is the same as the reconstruction obtained with the discrete data we started
with. This is enough to ensure that the successive prediction step does not
introduce spurious information or amplify existing noise (see [30] for specific
error bounds).

5.1.2 Non-hierarchical sequences: The hierarchical form.

Hierarchical reconstructions are guaranteed to be stable. However, many
reconstruction techniques used in numerical analysis are not hierarchical. For
example the DIPP interpolation of section 4.1, one of the most common
procedures in numerical analysis, does not lead to hierarchical reconstruction
procedures when the polynomial pieces are of degree strictly larger than one (see
[28, 30]). However, a sequence of approximation that is not hierarchical to begin
with, has, in many cases, a hierarchical form which is obtained by considering
a limiting process akin to refinement in subdivision schemes [12, 23]. This
hierarchical reconstruction leads to the same prediction scheme as the original
one (hence to the same multiresolution transform); thus the stability properties
derived from the structure of the hierarchical reconstruction sequence are also
inherited by the original (usually more transparent) one.

Teorema 3 Let {R;D;}, {D;} be sequences of bounded linear operators and
assume that

RV F R = lim RpAfv/. (40)
L—oo

is a well defined operator for each j, i.e. the limit exists for all v/ € VI and for
all 5. Then

1. R]H is a reconstruction operator consistent with D;.

2. (PM)]_ :==D;RIL, =DjRj1 = P]_y;
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3. {R¥D;} is a hierarchical sequence, i.e. (RY D 1)RI = RY.

Demostracion . To prove the theorem, we simple use proposition 2, the
linearity (and boundedness) of the operators and the definition of the prediction
operator in terms of the discretization and reconstruction operators.

DR = D A RpAjv! = Jim D;RLAY =D;jRjv/ =/
DR = D Py RpAf_ v ~' = DyRyDjRj10/ " = DR 107!
(RIAD)RI W = R (DRI = REL Djsa Ry’
= [fim RoAj PIT = lim RiAjo = Riw

O

Theorem 3 states that the existence of the limiting process in (40) implies, in
turn, the existence of a hierarchical reconstruction procedure that produces
exactly the same prediction operator as the original one.  Hierarchical
reconstructions lead naturally to stable multiresolution transforms, hence
stability of the original scheme is a direct consequence of the existence of the
limit in (40).

Since V7 is a finite dimensional vector space, ’RJH , when it exists, is
completely specified by the hierarchical reconstructions of a set of basis vectors.
Indeed, let {1} } be a basis of V7 and ¢] = R 5], then if v/ = 3, 0]7], because
of linearity we have Rf v/ =3, ﬁfRflnf = 01l

Thus, the existence of the limit functions

ol = lim Ry Aby] (41)

becomes a test for the stability of the multiresolution scheme derived from
a particular sequence of discretization and reconstruction operators. For all
practical purposes it is not important to know the explicit expression of the
hierarchical form, however knowledge of its existence is essential because it
implies stability of the original multiresolution scheme.

In the discretization by local averages framework of section 3, V7 are spaces
of sequences, thus we can consider ] = &/, where & is a sequence of dimV7
elements, all of which are zero except for the i-th position, whose value is 1.
Then it is a simple matter to check, numerically, the convergence properties
of the sequence A]L(Sf. For this, we simply apply the inverse multiresolution
transform with L levels to the sequence (u°,0,...,0) with u° = 6?, i.e. taking
the starting grid as the j-th grid, and all the scale coefficients as zero and
applying L times the prediction scheme.

For illustration purposes we display in Figure 5 the r = 3, s = 2 DIPP case of
section 4.1. We have not assumed periodicity, thus the reconstruction operators
use non-centered stencils for the polynomial pieces in the two intervals next
to each boundary (see remark 4). The displayed results correspond to AJ6Y,
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Figure 5: Limiting functions for interpolatory multiresolution. Jy = 8 r = 3.
Top: ‘special’ boundary functions. Bottom: periodic case.

Figure 6: Limiting functions for cell-average multiresolution. Jy = 8, r = 3.
0,
w;,1=5,6,7,8.

with Jy =8, L =7, and i = 4,...,8. These are basically indistinguishable from
AL 69 for L larger than 7. The remaining functions (not shown), @?’7,2' =0,...3
are specular images (with respect to the left boundary) of cp?’?,i =8,...,0.

In Figure 6 we display A7d6? for the cell-average framework (with the same
parameters and considerations as before). Recall that dimV7 = J; now, thus
we have 8 basis functions for V°, the lowest resolution level. The functions ¢;
1,2,3,4 are specular images of the ones shown here.

Figures 5 and 6 give numerical evidence on the existence of these limit
functions (hence on the stability of the multiresolution scheme). It is worth
mentioning that the limiting process involved in obtaining the hierarchical
reconstruction is very much related to the theory of subdivision refinement,
AJij is computed by applying L times the prediction scheme to the data v7.
The existence of a limit of the successive refinement of a given sequence by a
particular prediction process is a well studied subject. We refer the interested
reader to the classical references [12, 22]. The connection can be directly
exploited to prove the existence (and regularity) of these limit functions [8].
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Orthogonal and biorthogonal wavelet algorithms can be seen as particular
examples of this general framework [27, 28, 30]. The reconstruction operators
used in these algorithms are hierarchical and, as a consequence, the associated
compression algorithms are stable. As it turns out, they are the hierarchical
form of other reconstruction operators [6, 30], for example the centered DIPP
interpolatory techniques of section 4.1 lead to prediction schemes in the cell-
average framework that are exactly those corresponding to the Biorthogonal
wavelet framework of [14] when the scaling function is the box function. The
reconstruction operator in the biorthogonal framework is just Rf , where R;
is the reconstruction operator defined in (21) (see also [25] for more general
results).

5.2 Nonlinear multiresolution algorithms: error-control strategies

The linearity assumption for the reconstruction operator is an essential
ingredient in all proofs of last section. When R; is allowed to be nonlinear,
the arguments of last section can no longer be used; for example when the
reconstruction operators are based on interpolatory techniques, lack of stability
follows from the inability to ensure that the same stencil of points will be used
in the decomposition (direct transform) and reconstruction (inverse transform)
stages.

For nonlinear reconstruction operators, the question of stability needs a
different approach. In his very first paper on multiresolution [27], Harten
proposed an interesting strategy to achieve direct control on the difference ||v’ —
M~19L||, the so-called error-control algorithms, which involve a modification of
the direct transform mechanism.

In an error-controlled multiresolution transform, the full sequence of
decimated values v"~',...,v' is computed first. Then, we start at the
coarsest level and apply some perturbation process (usually thresholding or
quantization) to v° to obtain ©° in such a way that [[v — 9°|| < €, the
user-set compression parameter for the coarsest level. From this point on,
the idea consists in defining processed details cij weaving them together with
processed values 97, from coarse to fine scales in such a way that the accumulated
compression error, |[v? —97||, can be controlled at each step. For the cell-average
case, the mechanism is sketched in Figure 7 (see [5, 2] for further details).

For j =1,..., L the processed details d’ represent a perturbation (again it
is usually quantization or truncation) of the real prediction error v/ — Pf_lﬁj -1
using the processed data 971 the processed data ¢7 is then computed as
0 =Pl 097 4 Ejd.

It is important to notice that the prediction errors v — ij_lﬁj_l do not
necessarily belong to the null space N (Dg_l) (in contrast to e/ = v/ —
ijflvj_l), and therefore one cannot simply define &’ as a perturbation of
G — Pf_lﬁjfl). In the point-value and cell-average frameworks, there

is a rather natural way to define the processed details d’ from the €rTors
vl — Pj_lﬁjfl. In the point-value setting, the compressed details d! are
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fori=1: Ny
df = [y — (P f" D2ical = [ — (P_1 f* " D2il /2
end
dk :proc(&k,ek)
fori=1: Nkfl
fgki_1 = (Pj'zflfkil)%fl + d??
5= (Pl fF D = df (= 2071 = 1)
end

Figure 7: Error control algorithm for the Cell-Average setting in 1D

computed by processing (usually quantization or truncation) the differences
& = (v - P;71@j71)2i+1, but in the cell average setting d’ is obtained by
processing instead d? = [(v7 — ij_lﬁj_l)gi — (v — ij_lﬁj_l)giﬂ]/l In this
last case, the coefficients d? coincide with the prediction errors e}, 41 only when
e =0,1=0,...,L,ie. nocompression takes place. If this is not the case, they
represent a mean value between the prediction errors at odd and even points.

All in all, Harten’s error-control strategy involves a modification of the
analysis algorithm (the direct transform) that serves to ensure a prescribed
accuracy after the application of M ~!. We refer the reader to [27], and more
specifically to [5] for full details on the 1-D algorithms and to [3] for a full
description of the 2-D error-control algorithms as well as the error bounds on
the compression error |[v” — M~1(¢9,d",...,d")|| in various norms.

6 The point-value setting: a multilevel strategy for the
numerical simulation of Hyperbolic Conservation Laws

The solutions of Hyperbolic systems of Conservation Laws (HCL henceforth) are
known to develop discontinuities (shock waves and contact discontinuities) in
finite time. The discontinuities may develop spontaneously, and this is a major
difficulty in designing numerical schemes that can accurately approximate these
solutions.

Numerical schemes that attempt to obtain high order numerical
approximations by traditional techniques, i.e. based on Taylor expansions, lead
to oscillations around the discontinuities in the solution [34]. This oscillatory
behavior is not only highly inaccurate, and very unpleasant, but also extremely
dangerous (see [32]).

State of the art numerical schemes for HCL combine high order
approximation in smooth regions with sharp transition profiles at
discontinuities, and are known as High Resolution Shock Capturing (HRSC
henceforth) methods. There are nowadays a number of HRSC schemes that
provide reliable numerical approximations in many situations, however, the
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perfect scheme has yet to be found (and may very well not even exist [35]),
and the search continues for reliable schemes that can cope with (at least some
of) the flaws displayed by well known HRSC schemes actually in use.

To keep our description simple, we shall consider a system of conservation
laws in 1D

ug + f(u)y =0 (42)

where w is the vector of conserved variables and f(u) the flux vector. The basic
structure of a HRSC scheme for (42) on a uniform grid of mesh size dx is quite
simple. In a semi-discrete formulation, it looks like

d
Ui + (DU); = 4
Ui+ (DU); =0 (43)

with the numerical divergence (DU); in conservation form

Fiv12 = Fi_1)2

dx '
Here Fj /3 is the numerical flur function: the trademark of the scheme and
where most of the computational work goes. Some HRSC schemes demand the
computation of one spectral decomposition (or even two) of the Jacobian matrix
A(u) = 0f/0u at each cell interface. In addition, some sort of reconstruction
technique, possibly nonlinear, is also involved in the computation of Fj ;o if
one wants to obtain high resolution in the presence of discontinuities.

The high resolution, un-oscillatory behavior that characterizes a HRSC
scheme is a direct consequence of the sophisticated, highly complex and often
very expensive numerical flux function used. However, every user of HRSC codes
is painfully aware that these expensive flux evaluations are only necessary in
a neighborhood of an existing discontinuity or in a region where compression,
leading to shock formation, is taking place. In smooth regions, sufficiently far
from discontinuities (existing or ready to form), a more traditional approach
would lead to equally good results.

Any tool that can determine the regions of non-smooth behavior from a
careful examination of the discrete data at a given time step could, in principle,
be used to reduce the computational expense associated to a HRSC scheme. It
is absolutely imperative to use a sophisticated flux formula in critical regions if
one wants the full benefits of the scheme, but in smoothness regions one can do
something cheaper, as long as it is equally accurate.

The link with multiresolution decompositions comes out naturally, and it
was first explored by Harten [29] and pursued by other authors (see [1, 11, 37]
and references therein). In [13], we propose an attractive alternative to the
algorithms developed in these works.

(DU); = (44)

6.1 The basic strategy: a multilevel evaluation of the numerical
divergence

Let us consider again the simplest fully discrete realization of (43),

urtt =ur - st(pU)? (45)
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on a grid Gr, where the HRSC scheme we have chosen gives us a numerical
solution which we consider completely satisfactory. Our goal is to compute this
numerical solution (or a ’high resolution’ sufficiently close analog) at a much
lower cost. In order to do this, we design a strategy that will allow us to obtain
the values D(U");, necessary to compute U1, the numerical solution at the
next time step, using the numerical flux computation prescribed by the HRSC
only when strictly necessary.

The main ingredients in our multilevel scheme are the following:

e The multiresolution analysis of U™, the numerical data available at the
beginning of the time step, i.e. MU™.

The multiresolution framework used to analyze the smoothness of the data is
the simplest of all multiresolution frameworks: the interpolatory multiresolution
framework. In this case, the scale coefficients (prediction errors) are simply
interpolation errors, thus, its relation with the smoothness of the underlying
function is well understood. We use uniform grids, with h; being the mesh
spacing in grid G;, and a centered interpolatory technique of degree 3 (see
section 3.1), thus we know that

dz = O(ht ) in smooth regions

d = 0(1) around jump discontinuities

e The thresholding algorithm which associates to each scale coefficient

(therefore to a particular location in space) a boolean flag bl, whose value (0
or 1) will determine the choice of procedure in the evaluation of the numerical
divergence at that location. The thresholding algorithm uses the smoothness
information contained in d! to mark out the critical regions (discontinuities
and compression regions) of both U™ and U™! (unknown at this stage of the
computation). The details of the thresholding algorithm can be found in [13],
but it is worth mentioning here that the propagation of information is limited
by the CFL condition number on the finest grid, which bounds the location of
moving singularities from one time step to the next.

It should also be mentioned that since the thresholding algorithm measures
the size of interpolation errors, the thresholding parameters should be solution-
dependent (but independent of the geometry of the computational domain).

e The multilevel evaluation of the numerical divergence To compute the
values (DU); on the finest grid Gy, we start by computing them on the lowest
resolution grid Gy using our chosen HRSC scheme . Once the numerical
divergence is known on G;_1, i.e. (DU)!~! has been computed, we only need to
determine (DU)! at points in G; \ G;_1. To do this we examine the flag vector:

e if bl = 1 compute (DU)! directly with the HRSC scheme

o if b =0, (DU); = Z(z}, (DU)'"")

letting { go from 1 to L gives the values of D(U™) on G..
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6.2 Numerical tests: quality and efficiency

We remark that the purpose of the multilevel strategy is to be as close as possible
to the reference simulation, i.e. to the solution that would be obtained with the
underlying HRSC scheme on the same fine grid. Hence, the numerical results of
the multilevel scheme are to be evaluated in terms of Quality, i.e. the difference
between the outcome of the multilevel algorithm and the reference simulation,
and FEfficiency, i.e. net savings of the multilevel computation with respect to
the reference simulation.

In [13], we use (a 2D tensor product version of) the multilevel scheme to
compute numerical approximations to the solution of several benchmark tests
for the Euler Equations of Gas Dynamics in 2D. The numerical results reported
in [13] indicate that the quality of the multilevel approximation is directly
controlled by the tolerance parameter used in the thresholding algorithm.
The thresholding tolerance is a user-dependent parameter which is set at
the beginning of the computation according to the order of the interpolation
technique used in the multiresolution transform, the mesh spacing of the finest
grid, and the solution itself.

The efficiency of the multilevel scheme is, of course, problem dependent.
In a typical simulation involving a system of HCL, the non-smooth structures
of the solution occupy a small percentage of the total computational domain,
and in this situation the multilevel strategy is very efficient. We refer again to
[13] for a specific evaluation of the efficiency of the multilevel scheme in several
situations.

Figures 8 and 9, display high resolution numerical approximations to the
solution of 2D-Riemann problems for the Euler equations of gas dynamics in
2D. The initial data is given on the unit square and involves 4 different constant
states, one in each quadrant (see [36] for the initial data and a description of
the exact the solution).

In Figure 8, the initial configuration gives rise to 4 strong shocks plus a
number of interior structures that are very hard to compute accurately unless
a high-order, high-resolution scheme is used on a fine mesh. The numerical
results shown have been obtained with our multilevel strategy and Marquina’s
third order scheme [21] as the underlying HRSC scheme. Figure 8-(b) shows a
zoom of the region at the left corner of the domain, where Kelvin-Helmholtz
type instabilities start to develop, due to the low numerical viscosity in the
simulation. It is worth mentioning that the percentage of mesh points on the
finest grid where the numerical divergence has been computed with the HRSC
scheme grows (in time) from 3% to 22% for this test case. In practice, this
leads to an efficiency factor (decrease in cpu-time) of 4.2, with respect to the
reference simulation (i.e. without multiresolution ).

Decreasing the numerical viscosity in the simulation can have a dramatic
effect on the computational results. The initial configuration for Figure 9 leads
to the development of 4 contact discontinuities separating the initial states.
Refining the grid, and thus reducing the numerical viscosity in the simulation,
accentuates the Kelvin-Helmholtz instabilities at contact discontinuities. The
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Figure 8: 4-shock configuration: High Resolution numerical approximation to
the density obtained with the Multilevel-Marquina scheme on a 1024 x 1024
grid

'roll-up’ typical of this type of instability is more visible in finer grids. In this
case, the percentage of HRSC divergence evaluation goes from 4% to 28 % for
the 1024 x 1024 grid, and an associated decrease in cpu time by a factor of 3.6.
In practice, this means that the simulation (on a PC at 350Mhz) can be run in
a few days instead of a few weeks.
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One of the nicest features of our multilevel algorithm lies in its simplicity: it
can be introduced into an existing HRSC code without modifying its essential
structure. This feature makes it into a useful tool to explore the possibilities
(and the flaws) of state of the art HRSC schemes. It gives the user the possibility
to use very fine (uniform) grids to run test problems at low cost: the cost of the
user’s own numerical technique on a much coarser mesh.

7 The cell-average setting: nonlinear multiresolution
transforms for image compression

Images can be understood as discrete data corresponding to piecewise smooth
functions. When designing a compression scheme, the approximation properties
of the reconstruction sequence play a key role. Highly accurate reconstruction
operators lead to small prediction errors, which can be truncated or quantized
with very little loss in real information contents.

In section 4, we have seen that nonlinear, data dependent reconstruction
techniques can be used to obtain fully accurate approximations almost up
to discontinuities. In particular, ENO interpolation plus Harten’s Subcell
Resolution technique in the cell-average setting maximize the region in which
the approximation is fully accurate, and will in turn lead to multiresolution
schemes with good compression capabilities.

Let us examine first the approximation capabilities of the wvarious
reconstruction techniques considered in this paper. For this, let us consider
a purely geometric image, the one displayed in Figure 10-(a) (512 x 512 pixels).
By repeated decimation (in the cell-average setting) we obtain a coarse version
of the image with only 32 x 32 pixels (not shown); in the notation of this paper
v™ is the original image, v is the coarse representation and L = 4 in this case.

To show the advantages of nonlinear reconstruction processes, we compute
M~1(2°,0,...,0) , where the prediction operator, P;—1 = D;Rj_1, is
constructed as specified in section 3.2. In particular, in constructing R;, we
shall consider piecewise polynomial techniques of degree 3 for the primitive
function and

e A centered piecewise polynomial technique. We recall [30, 6, 25] that the
resulting multiresolution transform is that of the BOW scheme of [14]

(N=1,N =3).
¢ A nonlinear ENO piecewise polynomial technique.
e A nonlinear ENO-SR technique.

The Gibbs-like oscillations typical of linear schemes in the presence of
discontinuities lead to the blurring of the edges observed in Figure 10-(c). The
edges are much sharper in the non-linear case and, in this special situation
in which the discontinuities are aligned with the grid, the ENO-SR prediction
scheme gives back the exact original image.
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Figure 9: 4-contact configuration: High Resolution numerical approximation to
the density obtained with the Multilevel-Marquina scheme. (a) and (b) t=.8,
(c¢) and (d) t=1. (a) and (c¢) 512 x 512 mesh-points, (b) and (d) 1024 x 1024
mesh-points.
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The limitations of the nonlinear techniques can be observed by repeating
this same experiment but with an image with geometric features not aligned
with the tensor-product grids, as in Figure 11. Since d = 0, j = 1,...,L,
the data shown in Figures 10 and 11 allow us to see those regions where the
reconstruction process leads to large prediction errors. The blurred region is
larger in the linear scheme, more localized in the plain ENO alternative and even
more so in the ENO-SR case. It is clear that the number of coefficients kept in
compressing the original image would be smaller for the nonlinear schemes.

We refer the reader to [2, 3] for a thorough comparison of the capabilities
of ENO-type reconstruction operators for image compression with respect to
traditional wavelet-based alternatives.

As pointed out in section 5, stability is not granted when using nonlinear
multiresolution transforms. To ensure stability for ENO-based compression
schemes, we implement the error-control algorithms described in [3] (it is
not known at the moment whether or not the direct ENO-based nonlinear
multiresolution transforms are stable). We end this section with an example
that shows the differences in the outcome of the 2D error-control algorithm [3]
versus the direct algorithm.

We consider the cell-average setting to compress the familiar image of Lena
(512 x 512 pixels) using the same ENO technique as before for the prediction
step. We use the direct algorithm with L = 4 to compute M vl and compress by
truncating the scale coefficients i.e. if |d/| < ¢; then d} = 0, otherwise d! = d..
For this test case we have used e, = 12 and €; = €;_1/2. Figure 12-(b) shows
M~1(v°,d", ... d%). The number of non-zero elements in the compressed image
Mot = (11070?1, ceey ciL) is 16852, which corresponds to a compression rate of
9.34:1 (.85 bpp), and ||[v” — M~ Mev"||; = 8.4. On the other hand, Figures 12-
(a) shows M~1(v0 dt, ..., dF), where MwE = (10 d?, ..., dL), is the outcome
of the modified encoding that characterizes the error-control algorithms (see [3]
for details). Now, the number of non-zero elements in M™vl is 17314, ie. a
compression rate of 9.12:1 (.88 bpp) and ||[vl — M~ M™vL||y = 5.0. We remark

5 100 150 200 250 00 350 400 450 500 5 100 150 200 250 300 350 400 450 500 5 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(a) (b) ()

Figure 10: A purely geometric image. (a) original and reconstruction by ENO-
SR multiresolution scheme; (b) reconstruction by ENO multiresolution scheme;
(¢) reconstruction from linear (bow) scheme.
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Figure 11: A purely geometric image. (a) reconstruction by ENO-SR
multiresolution scheme; (b) reconstruction by ENO multiresolution scheme; (c)
reconstruction from linear (bow) scheme.

Figure 12: Images of Lena reconstructed from a compressed nonlinear
multiresolution decomposition. (a) with an error-control algorithm; (b) with
a direct algorithm

that the error-control algorithm leads to comparable compression rates, while
keeping at the same time a noticeable better quality in the reconstructed image.

The stability of the direct nonlinear multiresolution transform is still being
investigated, but it should be mentioned that the error-control algorithms lead
to compression schemes in which it is possible to guarantee a certain accuracy
a priori, and thus could be useful even when using linear multiresolution
transforms. We refer the interested reader to [3, 2].
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Resumen

En este trabajo se analizan algunos sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales no lineales con origen en Electromagnetismo. En
concreto, se estudian diversas situaciones del denominado problema del
termistor, asi como algunas variantes del mismo.

Palabras clave: Termistor, ecuaciones elipticas no lineales y degeneradas,
ecuaciones parabdlicas degeneradas, soluciones débiles, soluciones renormalizadas,
soluciones de capacidad.

Clasificacion por materias AMS: 35M10, 35J60, 35K65.

1 Introduccién

La palabra termistor es la adaptacién al castellano del vocablo inglés thermistor,
acréonimo de las palabras thermally sensitive resistor, es decir resistencia
sensible a cambios de temperatura. Se trata de un dispositivo semiconductor,
habitualmente de forma cilindrica, de unos cinco milimetros de radio y dos
milimetros de grosor, conectado dentro de un circuito mediante cables soldados
en su parte superior e inferior (figura 1); estas superficies estdn cubiertas con
una fina chapa metélica que actiia como contacto. La caracteristica esencial del
termistor es que estd fabricado con un material cerdmico cuya conductividad
eléctrica depende fuertemente de la temperatura.

Dependiendo de que la resistividad (la inversa de la conductividad) de
los materiales sea una funcion creciente o decreciente de la temperatura, los
termistores pueden ser de temperatura caracteristica positiva (termistores PTC
con sus iniciales en inglés) o de temperatura caracteristica negativa (termistores
NTC). El decrecimiento de la conductividad es rédpido, con un cambio tipico de
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magnitud de orden cuatro cuando la temperatura crece de 100°C a 200°C. Por
ejemplo, un termistor de 2252 ohmios (§2) posee una sensibilidad de —100 2/°C a
temperatura ambiente; un termistor con resistencia mas alta puede alcanzar una
sensibilidad del orden de —10000 2/°C. Estos valores pueden compararse con
otro tipo de dispositivos eléctricos, como las resistencias usadas como sensores
de temperatura; por ejemplo, una resistencia de platino de 100 €2 posee una
sensibilidad de tan solo 0’4 §2/°C.

Interruptor

Cable del circuito

Termistor '\f Ro Termistor

Soldadura

Flujo de corriente

Figura 1: Termistor y circuito con un termistor integrado.

Entre las numerosas aplicaciones del termistor destacan las de regulador
de sobretensién eléctrica, fusible, regulacién de la corriente, interruptores
o conmutadores, andlisis de la conductividad térmica, controles y alarmas.
También existe un largo historial de significativas aplicaciones en Ingenieria,
siendo de particular interés las estructuras del termistor que se originan en
aplicaciones de microsensores. El uso y explotaciéon del termistor como un
medidor de alta precisién de la temperatura ha tenido un enorme impacto,
sobre todo por sus aplicaciones en Medicina y esto ha provocado el interés de
muchos fabricantes por desarrollar y disenar estos dispositivos; véase [35]. Este
interés es relativamente reciente (desde hace unos treinta y cinco afios), pero
desde entonces numerosos investigadores (ingenieros, fisicos y mateméticos) han
dedicado muchos esfuerzos a estudiar el problema del termistor.

En la figura 1 se ha representado un pequeno circuito cerrado con un
interruptor, que causa una corriente producida por un voltaje externo, Vj, para
pasar a través de la resistencia R y del termistor, calentandolo. El consecuente
decrecimiento de la conductividad eléctrica provoca una caida de corriente hasta
que se alcanza el equilibrio y todo el calor generado por el termistor se va
propagando por sus alrededores. En un termistor bien disenado, la corriente
final deberia ser una pequena fraccién de la inicial.

Existen numerosos problemas de interés practico. Asi, a menudo se requiere
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un termistor hecho a medida para un montaje concreto que responda a
ciertas necesidades o caracteristicas, tales como el tiempo de conmutacién o
interrupcién (el tiempo que tarda la corriente en alcanzar 1/e veces su valor
inicial) y la corriente final. Es fundamental determinar c6mo estas caracteristicas
dependen de los pardmetros propuestos tales como, por ejemplo, tamano,
aspecto de la proporcién, transmisién de calor a la superficie, resistencia externa,
etc. Por otro lado, si el voltaje es demasiado grande, el termistor puede
estropearse. Se sospecha que esta ruptura estd causada por tensiones térmicas
y, en consecuencia, es importante localizar dénde pueden producirse elevados
gradientes de temperatura.

Cuando actiia como un interruptor automaético en un circuito, un termistor
funciona como sigue: un incremento de la intensidad de corriente produce maés
calor (efecto Joule), provocando un aumento de la temperatura del material,
lo cual causa un aumento de la resistividad, reduciéndose asi la corriente (a lo
mds hasta cero si la temperatura supera un limite critico). Cuando el termistor
se enfria, su resistividad decrece y se reanuda el funcionamiento normal del
circuito.

1.1 Formulacién del problema

En este trabajo se analizan diversas cuestiones del problema del termistor desde
el punto de vista matemaético, esto es, la resolucién de las ecuaciones en derivadas
parciales que gobiernan éste. Las incégnitas que intervienen en el problema son
la temperatura, u, y el potencial eléctrico, .

A lo largo del trabajo, Q@ C RY serd un abierto acotado y regular, N > 1y
T > 0. Para un espacio de Banach X y un exponente 1 < p < 400, denotaremos
LP(X) el espacio de Banach L?(0,7T; X ). También emplearemos la funcién de
truncamiento a la altura K € R, o sea, Tk (s) = (sign s) min(K, |s|). Finalmen-
te, la letra C' designard constantes arbitrarias que sélo dependen de los datos
iniciales.

Las ecuaciones que rigen el problema del termistor se deducen a partir de
las leyes de conservacién de la corriente y de la energia. Sean J la intensidad
de corriente eléctrica, Q el flujo de calor y £ = —V el campo eléctrico. Las
leyes de Ohm y de Fourier relacionan estos campos y la temperatura mediante
las expresiones

J=5wé, Q=—a(u)Vu,

donde &(u) y a(u) son coeficientes de conductividad eléctrica y térmica,
respectivamente. Las leyes de conservacion de la corriente y de la energia vienen
dadas por
ou
V-J=0, ch+V~Q:j~5,

donde p es la densidad del semiconductor y ¢ su capacidad calorifica (se
supondrd que p y ¢ son constantes). Finalmente, poniendo o(u) = &(u)/(pc)
(la conductividad eléctrica) y a(u) = a(u)/(pc) (la conductividad térmica), se
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deduce el problema siguiente:

% — V- (a(u)Vu)=0c(u)|Ve|> enQ=Q x (0,7),
V- (o(u)Ve) =0 en Q,
u=0 sobre 092 x (0,7, (1)
Y=o sobre 092 x (0,7,
u(+,0) =wug en ,

donde Q2 (espacio ocupado por el termistor) es un abierto acotado y regular de
RN, N>1yT>0.

Por simplicidad, aqui se han considerado condiciones de contorno de tipo
Dirichlet para u y para ¢. Obviamente, se pueden tener en cuenta otras
condiciones de contorno més generales (Neumann, Fourier, mixtas, etc.). Se
observa entonces que el problema del termistor estd constituido por dos
ecuaciones en derivadas parciales no lineales acopladas, la primera de ellas de
tipo parabdlico y la segunda de tipo eliptico. Nétese que, aunque la ecuaciéon
para el campo eléctrico sea eliptica, la incégnita ¢ también depende del tiempo
y lo hace a través del coeficiente o(u) (por eso indicamos que esta ecuacién se
cumple en © x (0,7)).

Una versiéon més general del problema del termistor contempla la situacién
en la que la ecuacién para el campo eléctrico se cumple en un cilindro O x (0,7,
donde O C Q (véase [1]). Este es el caso en el que el termistor esté rodeado por
capas de 6xidos metdlicos. En este trabajo siempre se supondra que O = Q.

También posee cierto interés la version estacionaria, a saber:

=V - (a(u)Vu) =0(u)|Ve|* en,

V. (o(u)Ve)=0 en 2)
u=0 sobre 012,
Y=o sobre 0f).

1.2 El problema de evolucién

. Qué hace complicado el estudio del problema del termistor? Al analizar los
términos que participan en (1), se observa que el acoplamiento de las incégnitas
se realiza a través del segundo miembro de la ecuacién del calor o(u)|Vp|?
(efecto Joule) y a través de la conductividad eléctrica, que depende de la
temperatura o(u). La aparicién del término cuadrético o(u)|Ve|? es una de
las dificultades en el estudio tedrico de este problema. Por ejemplo, con la
regularidad ¢ € L?(H'(Q)) y 0 € L*®(R) se tiene o(u)|Ve|?> € LY Q) v
entrarfamos en el marco de las ecuaciones parabdlicas con segundo miembro
en L'; este tipo de situaciones se resuelven por aproximacién (truncamientos,
estimaciones y paso al limite), pero en este contexto harfa falta al mismo tiempo
la convergencia en casi todo de las temperaturas y la convergencia fuerte en
L'(Q) de los gradientes del campo eléctrico, convergencias que no se tienen en
general.

No obstante, hay situaciones en que esta dificultad puede ser evitada. Por
ejemplo, si p € L2(H(2)) N L>=(Q), entonces, para ¢ € D(Q) y t € [0,T] casi
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por doquier,
| owve- o) =0,
es decir,

/QU(U)IVsol2¢=—/fo(u)wvso'vqé-

Como o(u)pVe € L%(Q)YN, se sigue que el término cuadrético o(u)|Vep|? no
solo pertenece a L1(Q) sino que ademds estd en L2(H~1(2)) y se tiene que

o(u)|Vel* = V- (o(u)pVyp) en L*(H™'(Q)).

Esto nos lleva a introducir el problema del termistor con término fuente en
forma de divergencia:

%;L — (a(u)Vu) =V - (o(u)pVy) en@Q=Qx(0,T),
V- (0(0)V¢) =0 en Q.
u=0 sobre 0§ x (0,T), (3)
© =0 sobre 9Q x (0,T),
u(.’o):uo en Q,

que es equivalente a (1) al menos con la regularidad ¢ € L2(H(Q))NL>(Q) y o
acotada. En muchas situaciones, es el problema (3) el que se sabe resolver, pero
® no es lo suficientemente regular como para asegurar la equivalencia con (1).

Sin embargo, lo que hace particularmente complicados los problemas (1)
y (3) es el comportamiento de a y o como funciones de u en los casos en que las
ecuaciones sean degeneradas (a o o se anulan) o no uniformemente elipticas (a(s)
0 0(s) no estdn uniformemente acotadas inferiormente por constantes positivas
0 no estdn uniformemente acotadas superiormente). Esta es precisamente la
situacién en los casos de especial interés practico. Por ejemplo, si © > 0
representa la temperatura absoluta, medida en grados Kelvin (°K), entonces
una aproximacién posible es

1

= I Buicw oW =Duwe T,
u u

a(w)
donde A, B,C, D y E son constantes positivas, A+ B+C > 0,y € [-1,1) y k es
la constante de Boltzmann (k = 1’38066 x 10723 julios/°K); véanse [10, 36, 28].

Entre los numerosos autores que han estudiado el problema de evolucién del
termistor encontramos a Chipot y Cimatti [11], que obtuvieron un resultado de
unicidad en el caso en que a =1y o € WH*°(R). La clave de éste residia en la
deduccién de una estimacién uniforme de ¢ en L (W1°(Q)). Por otro lado,
Cimatti [16] demostré haciendo uso del método de Faedo-Galerkin la existencia
de solucién débil, suponiendo que ug = 0 en Q, g € C%(Q), a = ap y o
continuamente diferenciable, positiva y acotada; la utilizaciéon del teorema de
Meyers y de las inyecciones de Sobolev limita la validez de sus resultados a
N =2.
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Antontsev y Chipot [3] trataron este problema suponiendo que a, o € C°(£2)
eran tales que 0 < a1 < a(s) < ay y 0 < 01 < o(s) < o9 para cualquier
s € R; dedujeron un resultado de existencia de solucién débil haciendo uso del
teorema del punto fijo de Schauder y asumiendo que o € L (H())NL>*(Q)
y ug € L%(). Més atin, analizaron la regularidad de las soluciones débiles y la
existencia de soluciones clasicas bajo ciertas hipétesis de regularidad sobre las
conductividades y los datos iniciales. Por consiguiente, con estas hipétesis para
a y o, se sabe resolver el problema del termistor. Desgraciadamente, como se
ha indicado antes, en los casos de interés practico estos coeficientes no cumplen
estas hipdtesis.

En [40] se establecié una estimaciéon L para la temperatura, u, la cual
permitié demostrar la existencia y unicidad de solucién débil bajo las hipdtesis
a=1,0€WL(0,+50), 0 < o1 < o(s) < 02 y |0'(s)]| < L, ug € W2-2/r(Q)
v @0 € L®(W?72/PP(Q)), con p > N.

Ping y Jishan [33] estudiaron el problema del termistor cuando N = 3 con
condiciones de contorno mixtas. La conductividad térmica vuelve a considerarse
constante y o es acotada y diferenciable. La regularidad de los datos inicia-
les conduce a la obtencién de soluciones también muy regulares. Asimismo, se
plantea el problema con condiciones de contorno mixtas en [44], siendo 2 C R
un dominio acotado de clase C?T (N > 1); de nuevo, las hipdtesis sobre los
datos implican un resultado de existencia y unicidad de solucién débil muy
regular.

Xu [42] estudia un problema ligeramente distinto a (1), en el que el
término V - (a(u)Vu) se sustituye por V - a(Vu), siendo a : RN — RN
una funcién continua tal que |a(§)| < C|¢| para |¢| suficientemente grande y
[a(&) —a(n)] (€ —n) > a|é —n|? para cualesquiera £, € RV, o > 0; se supone
ademds que ug € L2(Q) y po € L2(H(Q)) N L>=(Q). Pero lo novedoso de este
trabajo reside en que sélo se supone que 0 < o(s) < & para cualquier s € R,
dando lugar a problemas matematicos de gran complejidad, ya que esta hipdtesis
deja abierta la posibilidad de que se tenga o(s) — 0 cuando |s| — oco. Asi, si
u no estd acotada en @, la ecuacién eliptica del problema es degenerada en
los puntos donde w es infinita, y no es posible obtener estimaciones a priori
de V. En consecuencia, el autor se ve obligado a buscar una solucién en
el espacio L2(H}(Q)) x LP(Q), p > 1, lo cual puede provocar que V¢ sea
simplemente una distribucién y el sistema de ecuaciones no pueda tratarse en el
sentido de las distribuciones. Sin embargo, considerando ® = o(u)Vy como una
funcién de LP, la multiplicacién por distribuciones es posible. Para resolver esta
situacién, Xu introduce el concepto de solucién de capacidad de dicho problema.
Posteriormente, usé este tipo de solucién para la resolucién de un problema mas
general en [41], en el que se suponen hipdtesis mds débiles, por ejemplo, o(s) — 0
cuando |s| — oo. La volvié a considerar en [43] para la resolucién del problema
del termistor, tanto en el caso estacionario como en el de evolucién, cona =1y
o € C°(R) satisfaciendo o(s) = 0 para cualquier s > L, L >0,y 0 < o(s) < M
para —oo < s < L, M > 0.

En [12] se analiza el problema del termistor unidimensional con conduc-
tividad térmica degenerada. Esto incluye en particular el caso en el que a(u)
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viene dada por la ley de Wiedemann-Franz, a saber, a(u) = Luo(u), donde
L > 0 es una constante. Los autores demuestran existencia y unicidad de la
solucion débil, pero su técnica sélo se aplica al caso N = 1.

En [4] se aborda también el caso unidimensional, pero esta vez se analizan
soluciones periédicas en tiempo en presencia de nticleos muertos para la
temperatura.

1.3 El problema estacionario

También son muchos los autores que han investigado el caso estacionario,
estableciendo numerosos resultados de existencia y unicidad de soluciéon débil
de (2). Entre ellos, Cimatti [13] dedujo un resultado de existencia y unicidad
con las siguientes hipétesis: 2 es un abierto de R con frontera de clase C?2,
ug, 0 € C2(Q), up >0en Q, a=1,0 € C>(RT) y 0 < 01 < 0(s) < o9
para cualquier s > wu,, = mingg u. Esta dltima, aunque muy general, es
la hipétesis fundamental del trabajo; no obstante, queda excluido el caso de
conduccién metélica, muy importante desde el punto de vista fisico, en el
que o(u) ~ O(u~!). Los resultados de [13] se basan en la transformacion de

Diesselhorst, a saber:
2 u
_ ¥ a(s)
&= 5 +/um0(s)ds'

Se observa que & satisface la ecuacion diferencial

V - (o(u)VE) = 0.

Asi, si se puede probar que £ € L™ () y se supone ademés que ﬁ: 38
se llega a la conclusion de que u y ¢ estan acotadas, lo cual permite, incluso en
el caso no uniformemente eliptico, deducir mas regularidad para u y . En este
contexto, es facil comprender que la funcién v(u) = f;ﬂ ZEZ;
papel fundamental en el andlisis teérico del problema del termistor cuando las
conductividades térmica y eléctrica cumplen una hipdtesis del tipo a(s) > 0 o
o(s) > 0 para s > 0.

Cimatti y Prodi [17] demuestran la existencia y unicidad de solucién débil
suponiendo que €2 es un abierto acotado y regular de RY con N < 3, a = 1,
ug € H?(2) es una funcién arménica en Q tal que ug > wu,, > 0 sobre 99,
o € H%(Q) con Vipg € L>(Q) y, ademds, o € CH(RT) es tal que 0 < o(s) < oy
vy 0 < 09 < o(s)s para cualquier s > up,.

En [27] se establecié un resultado de existencia y unicidad para N > 2
y a = 1 pero, en esta ocasién, se el problema considerado poseia condiciones
de contorno mixtas; para demostrar la existencia se hizo uso del teorema del
punto fijo de Schauder, mientras que para la unicidad se impusieron hipdtesis
de regularidad sobre los datos iniciales como, por ejemplo, que o es globalmente
Lipschitziana y V| re) < C, para q adecuado (¢ >2si N =2y ¢ = N si
N > 3).

Xie [39] presenta dos resultados muy interesantes con a = 1. En primer
lugar, supone que o € C[0,+0c0), que 0 < 09 < o(s) < o1 para cualquier

ds = oo,

ds desempena un
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s > 0 y que existe una constante L > 0 tal que |o’(s)| < L; también supone
que ug, o € W21/PP(Q), p > N > 1, con ug > 0 en Q; con estas hipdtesis
demuestra un resultado de existencia. Para la unicidad, impone una restriccion
adicional sobre los datos iniciales. Seguidamente, proporciona otro resultado de
existencia y unicidad con 0 < o(s) < o1 y 0(s) — 0 cuando s — oo; esta
hipotesis refleja un caso de especial interés practico para algunos dispositivos
eléctricos en los que o(s) ~ Ks™? cuando s — oo (¢ > 0).

Asimismo, algunos autores han abordado el problema estacionario doble-
mente degenerado. Entre ellos, Allegretto y Xie [2] plantean dicho problema
con unas condiciones de contorno mixtas que exigen regularidad tanto para u
como para ¢, siendo o,a € C(R™) positivas y tales que

/u(:OZEZ;ds—K<oo,

donde v* = méxp,, ug(x) y I'p C 9Q. Una de las hipétesis sobre la frontera de
(2 es esencial para la demostracién que se expone en ese trabajo, obteniéndose
que u,p € C%(Q) con 0 < a < 1. También tratan el caso en que

[t

Por otro lado, Cimatti [14] también analiza este problema en un abierto
Q C R3 con frontera de clase C? tal que 90 = 9; U 0y U 0f23, con
00 NN = 0, int(02;) Nint(9Q;) = 0, 1 < i < j < 3. Las condiciones
de frontera que se imponen son: u = ug y ¢ = @1 sobre 0N, u=1ugy Y=o
sobre 09, 2 m=0y3 8"” = 0 sobre 9Q5. Esta tltima significa que el conductor
estd aislado sobre 893 tanto eléctrica como térmicamente, mientras que 9€); y
0f)5 representan, respectivamente, los electrodos superior e inferior, a los cuales
se les aplica la diferencia de potencial po — 1. Se supone que ug, 1,2 son
constantes dadas tales que s > 7. Para lograr el resultado principal se supone
que o,a € C%(R) son tales que o(s), a(s) > 0, para cualquier s € R. Se busca una

Oog(sgds =a < 00

s}

solucién clésica, y para ello se distinguen los dos casos: [

uoj Z 3 ds = oo. Incluso en el caso en que el conductor obedezca la ley de

Wiedemann-Franz, el problema posee una tnica solucién.

e

De nuevo Cimatti [15] demuestra existencia y unicidad de solucién clésica
del mismo problema, pero esta vez debilita un poco las hipdtesis sobre las
conductividades: o,a € C(R"), o(s), a(s) > 0 para cualquier s > 0. La
técnica que sigue en la demostracién es analoga a la del trabajo anterior. Ping y
Jishan lo abordan de nuevo en [34], con € un abierto acotado y regular de RY,
N > 1,y tanto ug como ¢y Holderianas y acotadas; para obtener soluciones con
regularidad C(Q), estos autores vuelven a usar la expresién fu UES) ds, donde
Uy = Infpn ug. "
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1.4 Contribuciones de los autores

En los ultimos anos nos hemos centrado fundamentalmente en aquellos casos
en que alguno o los dos coeficientes de difusién, a(s) y o(s), no estin
acotados inferiormente por un valor estrictamente positivo o no estan acotados
superiormente. También hemos analizado el caso en el que el término de difusién
de la ecuacién parabdlica es de la forma —V-a(z, t, u, Vu), siendo a un operador
de tipo Leray-Lions. Todo ello ha desembocado en una serie de problemas
parabodlicos-elipticos y elipticos degenerados de cierta complejidad desde el
punto de vista matematico y que se describen mas adelante.

Cuando la conductividad térmica es de tipo Wiedemann-Franz, esto es,
a(u) = Luo(u), con L una constante positiva y o € C'(R), a(u) puede anularse
(al menos sobre 99). Esto excluye por ejemplo el caso en que hay conduccién
metalica, para el cual se tiene o(u) = og/u. Deseamos hacer hincapié en el
hecho de que, en los trabajos mencionados en las secciones anteriores y en otros
muchos, la funcién a siempre es constante o acotada. Sin embargo, como puede
comprobarse en [21] y [22], nuestro objetivo es la resolucién, en el sentido débil,
del problema del termistor cuando la conductividad térmica se anula en u = 0.
Es justamente esta hipdtesis la causante del principal obstaculo, puesto que la
ecuacién parabdlica del sistema (1) se convierte en degenerada.

A continuacion realizamos el estudio de la existencia de solucién débil del
problema estacionario del termistor bajo unas hipdtesis que se corresponden
con los casos fisicamente importantes de conducciéon metélica junto a la ley de
Wiedemann-Franz, las cuales se alejan sobremanera de las consideradas en los
trabajos que hemos comentado, pues son mucho més débiles. Dichas hipdtesis
complican en gran medida la resolucién del sistema (2), pues éste va estar
constituido por dos ecuaciones elipticas degeneradas y acopladas, lo cual nos
impedird deducir la regularidad ¢ € H(Q) N L>(Q2) (véanse [21, 23, 24]).
Mas aun, llevamos a cabo un anélisis del mismo problema suponiendo ademas
que la conductividad térmica explota para un valor finito de la temperatura,
obteniéndose asi un sistema acoplado que, ademas de degenerado, es singular,
y en el que si se consigue una estimacion L para la temperatura y, en
consecuencia, se deduce més regularidad para ¢ y la misma u (véanse [21, 24]).

Asimismo hemos analizado en [21] un problema més general que se aborda
partiendo de hipétesis mas débiles que las habituales, mas precisamente,
suponiendo que la conductividad térmica a no estd acotada inferiormente por
una constante estrictamente positiva y considerando términos fuente en L'.
Por otro lado, presentamos el mismo problema en [25], pero en esta ocasién
ninguno de los coeficientes de difusién esta acotado superioremente. En ambas
situaciones, se hace uso de la nocién de solucién renormalizada adaptada a ese
contexto.

Por 1ltimo, en [26] investigamos una generalizacién del problema del
termistor y de un resultado de Xu [42], donde el término de divergencia de
la ecuacién parabdlica es de la forma —V - a(z,t,u, Vu) (a es un operador de
tipo Leray-Lions) y la conductividad eléctrica o no estd acotada inferiormente
por una constante estrictamente positiva (con lo que la ecuacién eliptica
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no es uniformente eliptica). En estas condiciones no es posible abordar el
problema directamente en el marco de las soluciones débiles (en el sentido de las
distribuciones); en su lugar, se introduce el concepto de solucién de capacidad.

2 El problema evolutivo del termistor con conductividad
térmica degenerada

En esta seccién se demuestra la existencia de solucién débil del problema de
evolucién del termistor con conductividad térmica degenerada (véanse [21,
22]), donde la ausencia de estimaciones espaciales para la temperatura y
de estimaciones temporales para el potencial eléctrico son las principales
dificultades.

Sea a € C(R) satisfaciendo la hipétesis (H.4) que se expone a continuacién
y definamos la funcién A, con

Ar) = /07“ a(s)ds VreR.

Claramente, A € C'(R) con A(0) = 0, es globalmente Lipschitziana y
estrictamente creciente. Ademds, V - A(¢) = a(¢)V¢ para cualquier ¢ €
L?(H'(9)). En lugar del problema (1), considérese este otro:

0
8_;‘ — AA(u) =0 (u)|Ve2 en Q,
V- ( ( ) 90):0 en Q’ 4
u=0 sobre 092 x (0,T), (4)
0= sobre 9Q x (0,T),
(30): en §

y supongamos que se verifican las siguientes hipétesis:

(H.1) ug € L3(2) y ug > 0 c.p.d. en Q.

(H.2) o € L>(H(Q)) N L=(Q).

(H3) 0 € C(R) y 0 < 01 < 0(s) < oy para cualquier s € R.

(H4) a € C(R) y 0 < a(s) < a para cualquier s # 0, a(0) = 0.

(H.5) Para cada ¢ > 0 existe una constante as > 0 tal que inf|y~sa(s) > as.

Definicién 1 Diremos que un par (u, ) es solucion débil de (4) si

e L2HTYQ), A(w) € LA(HL(Q)),

1
u€e L (Q) i

¢ — o € L=(Hg () NL¥(Q), u(-,0)=ug en Q



El problema del termistor 119

y, para cualquier ¢ € L*(H(S2)),

tq t t
|G+ [ [ vawve= [ [ owivets viep)
o dt 0 Jo 0 Jo
/ o(u)Ve -V =0, cp.d. te(0,T).
Q
El resultado principal de esta seccién es el

Teorema 1 Bajo las hipdtesis (H.1)—(H.5), el sistema (4) posee solucion débil.

Las secciones que siguen desarrollan la demostracion del teorema 1.

2.1 Problemas aproximados

Para cada n > 1, se definen las funciones a,(s) = a(s) + 1 <a+1=ay
An(r) = [ an(s)ds = A(r) + £ y se plantea el problema aproximado

Quy,
O _ 9 (an (1) Vi) = () Vi en Q.
V- (0(un)Vipn) =0 en Q,
Up =0 sobre 092 x (0,7), (5)
©n =0 sobre 092 x (0,T),
un(-,0) =1ug en Q.

Los resultados cldsicos de existencia garantizan que el sistema (5) posee
solucién débil (u,, ¢,) tal que

un € L(HYO) N CO0. 7L I(@), o ¢ 12(H~ (@),

on € LO(H'(Q)) N L¥(Q)

/ Ve, |? < Clo1,02,90) =C t€(0,T) c.p.d., (6)
)
lenllze@) < llvollL=(q)- (7

Es més, gracias a (H.1), se puede probar que u,, > 0 casi por doquier en Q;
véase [3].

2.2 Estimaciones

Usando la ecuacién eliptica de (5), es facil ver que

/ 0 () [ Vipn 26 = — / o(un)ouVion Vo Yo D(HNQ),  (8)
Q Q
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donde (V- (0(un)enVn)) C L2(HY(Q)) estd acotada gracias a (H.3), (6)
y (7). Tomemos ahora A, (u,) € L?(0,T;Hg(2)) como funcién de test y
definamos

An(r):/o An(s)ds >0 VreR;

como [, Ay (ug) < 4ol p2(), en vista de (8) y de la desigualdad de Young,
obtenemos:

t
/ / VA (un)]? < C(a,uo, 01,09, 00,T) = C c.p.d.en (0,T).  (9)
0o Jo

De (6) y (9) se deduce que (A, (uy)) estéd acotada en L>®(L'(Q)). Mas arn,
(d4n) estd acotada en L2(H~1(Q)) pues (AA,(u,)) v (V- (0(un)pnVion)) lo
estan en el mismo espacio.

Veamos ahora que
(uy,) estd acotada en L>(L'(1)). (10)

Efectivamente, si se considera la funcién de test 7:(uy,) = %Tg(un) cone >0y
se define la funcién @, ( fo 775 ds grac1as a que [n-(r)| < 1 para cualquier
s € R, tendremos que fQ un(t)) < [ Pe(uo) + 02TC c.p.d. en (0,T) y,
haciendo ¢ — 0, obtendremos (10)

Para cada § > 0, se define la funcién gs como sigue: gs(s) = s+ 0 si s < —0,
gs(s) = 0si|s| < Jygs(s) =s—39sis >3 Tomemos gs(un) como funcién

95(5) )

Figura 2: Funciones gs(s) y vs(s).

de test y definamos Gs(r) = fo gs(s)ds > 0 para cualquier r € R. Como
Vgs(Un) = VUunX{jun|>6}> gra(:las a (H. 5) se deduce que

a(;/ \Vgg(un)|2 :a(;/ \Vun|2
Q {lun|>d}

< / Gi(uo) + ool / Veon - Vgs(un).
Q Q
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Para ¢ suficientemente pequetio (0 < ¢ < 1), se tiene que

1
/%mm4mwm
Q 2

asf, aplicando la desigualdad de Young y usando (6), (gs(u,)) estd acotada en
L?(H}(9Q)) para cada & > 0, probdndose también que (Gs(u,,)) estd acotada en
L>(LY(Q)) para cada § > 0.

Se define ahora una funcién regularizada de g5, a saber ~s, tal que 5 €
C*(R). Sea v € C*°(R) verificando: y(s) = 0'si s € [0,4]; 7(s) = s — 1 si
s > 3; y(s) es convexa y 7(s)/s es creciente en s € [3, 3]; y(—s) = —7(s) para
cualquier s € R. Entonces hacemos 75(s) = 67 (%). Claramente, la definicién
de 75 implica que 0 < 75(s) < 75 (s) para cualesquiera s € Ry ¢’ < 0; ademds
Iv5(8)] < 1, |74 (s)] < &, para cualquier s € R.

Fijado un § > 0,

dys (un) o du,
<T?¢> = <Wa’>’5(un)¢> V¢ € D(Q),
de modo que, como V (V5(un)@) = V5 (un)Vund + v5(un) Vo, se tiene que
d n 1" /
D) ) (00 T+ 7 - ()7 ) V)

_U(Un)@nVQOn : (’Yg(un)vun) +V. (U(un)<ﬂn7:$(U7L)v@n)
:Iln+12n+13n+l4n en DI(Q)

Se puede probar que Iy, y I3, estdn acotadas en L'(Q) mientras que I, y
Iy, lo estdn en L2(H~1(2)), deduciéndose entonces que

(M

o ) estd acotada en L'(Q) + L*(H1(2)), para cada § > 0.  (11)

Ma3s atin, de las propiedades de s se tiene que
(75(un)) estd acotada en L?(HJ(R)), para cada § > 0. (12)

Por otro lado, gracias a (10) y a la definicién de s, se sigue que

/|’y§(un)\§/ unl < C cpd.en (0,T), ¥n>1,¥5>0. (13)
Q Q

2.3 Paso al limite
Haremos uso del siguiente resultado de compacidad (véase [37]):

Lema 2 Sean X, B e Y tres espacios de Banach tales que X — B — Y,
siendo todas las inyecciones continuas y la primera de ellas compacta. Para
1<p,q<+oo, sea W el espacio de Banach

W = {ve LP(X): % e LY(Y) }.

Entonces la inyeccion W — LP(B) es compacta.
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La inyeccién L' (Q)+H~1(Q) — WL (Q), ¢ < % es continua; tomando
X = H}(Q) — B = L2(Q) con inyeccién compacta e Y = W14 (Q) en el lema
2, el correspondiente espacio W = {v € L2(H}(Q)) : 2 € LY (W17 (Q)) } es
tal que W < L2(Q) con inyeccién compacta. Por lo tanto, en virtud de (11)
y (12), para cada 6 > 0, (vs(uy)), es relativamente compacta en L?(Q), de
manera que, para cada J > 0, existe una funcién zs € L?(Q) tal que, para una
subsucesion, vs(u,) — zs casi por doquier en Q y

75 (un) — 25 fuerte en L(Q). (14)

Ademds, (13) implica que (z5) estd acotada en L*(L(Q)). Como s crece si
0 decrece, se deduce también que (zs5) es una sucesién creciente cuando § | 0,
asi que existe una funcién medible v :  — R tal que lims|g 25 = u; de este
modo, aplicando el teorema de la convergencia monétona, u € LY(Q) y 25 — u
fuerte en L'(Q) y c.p.d. para una subsucesion.
Como
U, — u c.p.d.en Q, (15)

~5(un) — vs(u) y, por tanto, debe ser vs5(u) = z5. Més atin, se prueba que
u, — u fuertemente en L'(Q), (16)

teniendo en cuenta que, para un § > 0 fijo, |ys(s) — s| < 0 para cualquier s € R
y que de (14) se obtiene la convergencia vs(u,) — 25 = vs(u) fuerte en L(Q).

De (16) se deduce facilmente que 4% — 9% qébil en L2(H'(12)). Por otro

lado, (o(uy)) estd acotada en L>®(Q) y o € C(R), asi que de (15) se deduce,
para una subsucesién, que o(u,) — o(u) c.p.d. en Q y
o(uy) — o(u) débilmente-+ en L*°(Q). (17)

Gracias a (6) y (7), existen una subsucesién (denotada de igual modo) y una
funcién ¢ € L (H(2)) N L*°(Q) tales que ¢, — ¢ débilmente-* en L>(Q) y

¢n — ¢ débilmente-+ en L>(H'()). (18)
Por otro lado,
0<or [ [Ven =0l < = [ o(wn)VeV40 —9) = L.
Q Q
La convergencia (17) implica que o(u,)Vy — o(u)Vy fuertemente en L2(Q)%;
consecuentemente, a partir de (18), I, — 0, de donde
Vo, — Ve fuertemente en L%(Q)Y, (19)

obteniéndose asi que ¢,, — ¢ fuertemente en L2(H'(2)) y c.p.d. en Q. De (17) y
(19) conclufmos también que o (u,,)| Ve, |? — o(u)|Ve|? fuertemente en L(Q).

Por ultimo, (9) y (15) nos conducen a las convergencia A, (u,) — A(u) débil
en L?(H}(Q)) y c.p.d. en Q, quedando probado el teorema 1.
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3 Sistemas elipticos doblemente degenerados

Se considera ahora el problema del termistor con segundo miembro en forma de
divergencia

=V (a(u)Vu)=V - (o(u)pVe) en,
V. (o(u)Ve)=0 en €, (20)
u=0 sobre 012,
¥ =%o sobre 0f2,

bajo las hipdtesis que siguen:
(H.1) 0 € C(R) es tal que 0 < o(s) < & para cualquier s € R.

(H.2) a € C(R) N L*(R) es tal que f0+°° a(s)ds = +oo y A(r) = [, a(s)ds es

estrictamente creciente.
(H.3) ¢o € Hl(Q)

(H.4) Existen un entero M > 1 y una funcién « : [M,4+00) — R tales que
a(s) > 0 para todo s > M, « es decreciente y o(s) > a(s) > 0.

(H5) Si2N/N+2<p<2paraN >2 1 <p<2paraN=1yp =2—p,

entonces
/Jroo dS q = [2* ) si N Z 37
- — < 400, con q € |2,+0) si N =2,
2
mo1 als + )PP As) 7/ ge[l,+00) siN=1.
(21)

Nota 1 Segun las hipétesis (H.1) y (H.2), ninguno de los coeficientes de di-
fusién es uniformemente eliptico, con lo que el problema (20) constituye un
sistema eliptico doblemente degenerado. Es maés, obsérvese que sélo se supone
que o pertenece a H(2) y no a L>=(Q); esto aiiade una dificultad adicional al
andlisis de (20). Por ltimo, (H.5) es una condicién técnica que permite cerrar el
problema: se trata de una restriccién que relaciona a los coeficientes de difusion.

En los trabajos mencionados en la Introduccién se suponen hipétesis de
alta regularidad, bien sobre 0f2, bien sobre los datos iniciales, lograndose asi la
existencia de soluciones cldsicas. La situacién que planteamos en [21], [23] y [24]
es bien distinta: la escasa regularidad impuesta sélo conduce a la existencia de
soluciones débiles. Si la conductividad eléctrica, o, y ¢ fuesen suficientemente
regulares, entonces ¢ serfa muy regular y podriamos deducir que u € L*(2).
En tal caso, o(u) ya no seria degenerada, con lo que vol,verfamos a obtener una
funcién ¢ muy regular y este ciclo nunca se cerraria. Sin embargo, éste no es el
caso que abordamos ahora. Al contrario; tanto a como ¢ van a ser degeneradas
y tendremos que recurrir a otras técnicas para la resolucién de (20).

Se tiene el siguiente resultado de existencia:
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Teorema 3 Bajo las hipdtesis (H.1)—-(H.5), el problema

—AA(u) =V - (a(u)pVe) enD'(Q),

v (o()7p) =0 en 9,
= sobre 082,
Y=o sobre OS2,

admite solucion débil (u, ) en el sentido siguiente:
Au) e Wp (), ¢ — w0 € WP (Q), o(u)!/2Vip e L3(Q),
Aw¥e = - [ aweveve, Ve e D),
Q

Q

donde ¢ < 2= si N > 2y q=2 si N =1. Ademds, el término V - (o(u)oV¢)
es una medida de Radon positiva y u > 0 c.p.d. en Q.

Demostracién. Para cada n > 1, se definen las funciones a,(s) = a(s)+ L y
on(s) =0(s)+ 1 <146 =35y se plantea el problema aproximado

—V - (an (un)Vuy) = 0n(u)|Vipn|?  en Q,

V- (0n(un)Vep,)=0 en Q,
Uy =0 sobre 012, (22)
©n="Tn(v0) sobre 0f).

En vista de [3], sabemos que el sistema (22) admite una solucién débil tal que
un € HE(Q) v on — Tulpo) € HE(Q) N L>®(Q). Es més, como

[ onw)Ven- Vo =0, Yo e m(@), (23)
Q
haciendo ¢ = ¢,, — T\, (o) se tiene que

| ontwiVen <5 [ 19l < sllenli @ = C. (24)

es decir, (fn) = (04(un)|Ven|?) estéd acotada en L' ().
Sea v, = A, (uy) y considérese el problema eliptico

—Av,=f, en§,
v,=0  sobre 0f).

De las estimaciones de Boccardo-Gallouét, se deduce que

N
(vn) estd acotada en W, 9(Q), Vq < N1 sSiN>2g=2siN=1 (25)

(véanse [9, 20]). De este modo, existen una subsucesién (denotada de igual
modo) y una funcién v € W, 4() tales que v, — v débil en W,*4(Q).
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Las inyecciones Wol’q(Q) — L"(Q) para cualquier r < % siN>2y
Wai(Q) = HYQ) — C(Q) si N =

suponer también que

1, son compactas, con lo cual podemos

v, — v fuerte en L"(Q), si N > 2, (26)
vp — v fuerte en C(Q), si N =1, (27)
vp, — v c.p.d. en Q. (28)

Ademas, como f, > 0 en (2, asimismo seran v, > 0y u, > 0 en .

Usando (25), se prueba que (A(u,)) C HE(Q) estd acotada en Wy %(9).
Por tanto, para alguna subsucesién, existe una funcién z € VVO1 1(Q) tal que
A(u,) — z débilmente en W'%(Q), A(u,) — z fuertemente en L"(Q) para

cualquier r < &5 si N > 2, A(u,) — 2 fuertemente en C(Q) si N = 1y

A(uy,) — z c.p.d. en Q. Como A es una funcién biyectiva,
up, — A7Y(2) =u cpd. en Q, (29)

siendo u > 0 c.p.d.
De la definicién de o, y (29) se deduce claramente que, para una subsucesion,

on(un) — o(u) c.p.d.en Q. (30)

Ademsds, en virtud de la hipétesis (H.1), (o, (uy,)) estd acotada en L*°(2), por
lo que teniendo en cuenta (30),

On(ty) = o(u) débilmente-* en L%(Q). (31)

Busquemos ahora una estimacién de (p,) en un espacio W1P(Q), con
1 < p < 2. Gracias a (H.5), 2/p’ es el exponente conjugado de 2/p. Aplicando
la desigualdad de Young y teniendo en cuenta (24), obtenemos

p'/2
/ |v(pn‘p = / Un(un)ip/20—n(un)p/2|vg0n‘p < Cp/2 (/ gn(un)l’/l’> .
Q Q Q

Veamos ahora que

/Q on(un) PP < C. (32)

De la definicién de o, es inmediato que 52/ < o, (s) /7" < o (s)"P/?" para
cualquier s € R y entonces

/Un(un)_p/Pl S/U(un)_l’/p’ S/ U(un)_p/p,+/ U(un)_p/p/.
Q Q {lun|<M} {un>M}

Gracias a (H.1), o estd acotada en cada compacto de R; existe pues una
constante Cpy > 0 tal que min, <y 0(s) = Cyy, de donde

/ o(un) PP < C;f/p,medQ =C.
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Por otro lado, de la hipétesis (H.4) se tiene que
S atw)y
{i<un <i+1}

/ o (un) P < / alup) PP <
{un>M} {un>M} i>M

SZ/ a(i+1)~P/" <Z (i + 1)/ med{u, > i}.
SarHiun<it1} >

Para deducir una estimacién de med{u, > i}, tomemos como funcién de
test T;(vy,) en la ecuacién para uy,:

/ Vo VT () = / 0 (1) [V P (00) < C'd,
Q Q

siendo también [, Vv, VT;(v,) = [, [VT; (vn)]? = I; ,. Teniendo en cuenta la
desigualdad de Sobolev,

2/q ) 2/q
Li,>C (/ T () ) >C (/ Ti(vn)|q> = Ci’med{v, > i}*/1,
{'U'nzi}

donde § = 2y C = C(Q,N)si N > 3,7 € [2,40) vy C = C(Q,q) si
N < 2. En consecuencia, med{v, > i}?>/7 < C/i%?. Como u, > 0 en Q,
Ap(uy) > Auy) en Q y med {A(u,) > i} < med{v, > i} < C/i%?, entonces
med{u,, > 1} < C/A(1)7/2. Por consiguiente, gracias a (21),

/ oo ds
-p/P" < —C
/{un>M} J(un) - ¢ M—1 OL(S —+ 1)p/p’A(5)q/2 c

De este modo queda probado (32) y se deduce que (¢, — T, (po0)) estd acotada
en W, (). Entonces existe una funcién ¢ € W?(Q) tal que

©n — @ débilmente en WP (Q), (33)

©n — ¢ fuertemente en L7(Q) con ¥ < p* si N > 2, ¢, — ¢ fuertemente
en C(Q) si N =1y ¢, — ¢ cp.d. en Q, todo ello para una subsucesién. En
particular,

©on — @ fuertemente en L*(Q). (34)

De (24) se colige que (0, (u,)/?Vip,,) esté acotada en L2(Q)N; esto implica, en
virtud de (31) y (33), que

on(un)?Vp, — o(u)Ve, débilmente en L2(Q)V. (35)

Es mas, 0, (un) Ve, — o(u)Ve débilmente en L2(2)V si se tienen en cuenta
(H.1), (31) y (35). Consecuentemente, V - (o(u)Vy) € H=1(Q) y

(V- (0(u)V),¢) = — /Q W)V V6 =0 Voe HIQ),
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ya que, gracias a la segunda ecuacién del problema (22), se concluye (23).
Retomemos la expresion (23) con ¢ = ¢,&, siendo £ € D(2). Entonces

OZ/QUn(Un>V‘Pn'V(‘Pn5>:/Qan(“n)|v90n|2§+/fzo'n(un)@nv@n'vf
- / 0 (11) [V 26 — / V - (0 (tin)onVion) £,
Q Q

o sea, 0y, (un)|[Ven|? = V- (04 (un)pnVe,) en D'(Q). Ahora bien,

/ O (Un)nVipn - VE = / Un(un)l/QSOnan(un)l/Qv‘Pn -V¢
Q Q

para todo £ € D(2). Gracias a las convergencias (30), (34) y (35), haciendo
m — 00, se obtiene que

/ o (1) 200 (u) 2V - VE = / Wy VE VE e DQ),
Q

es decir, 0y, (un)|Vn|? = V- (00(un)onVen) — V- (0(u)pVp) en D'(Q). Al
ser o, (U, )|Vn|? > 0 una sucesién acotada en L'(Q), concluimos también que
V - (o(u)pVe) es una medida de Radon positiva. O

Nota 2 ; Cudndo se puede asegurar que se cumple la igualdad o(u)|Vp|? =
V - (o(u)pVe) ? Conocemos algunas situaciones en las que la respuesta es
afirmativa; por ejemplo, si N = 1. También es cierta en el caso regular, es decir,
cuando » € H(Q). En el caso no regular, en virtud del teorema 3, tenemos que
e WhP(Q) y o(u)~' € LY=1(Q), con r = 2/p, y la igualdad se cumple:

e Sio(u) es un peso de tipo Muckenhoupt [38], a saber, si existe una cons-
tante C tal que, para cualquier z € RV,

L o(u 1 a w) /=D -
<|BR< 0 s )> <|BR< ] (v ) =¢

e O bien si el problema lineal
¥ € Wy(Q), o(u)'/?Vy € LX)V,
o(u)Vip-Vo =0, VYo HY (),
sélo posee la solucién trivial ¢ = 0 (ndtese que no podemos tomar ¢ = ).

Con la regularidad aqui deducida no se ha conseguido probar si esta igualdad
se cumple o no.
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4 Un sistema eliptico degenerado y singular

El caso descrito anteriormente no conduce a estimaciones L°° para la tem-
peratura u. En esta seccién se analiza el caso de una conductividad térmica
singular, esto es, a(s) explota para un valor finito s = 7 > 0. Bajo ciertas
hipétesis sobre los datos iniciales, probamos que la temperatura estd acotada
en Q. Concretamente, se prueba que 0 < u(z) < 7 casi por doquier en {.
Consideremos el problema del termistor (2) bajo las siguientes hipétesis:

(H.1) 0 € C(R) y o(s) > 0 para cualquier s € R.

(H2) a € C(—o0,7), 7 > 0, a(0) = 0, a(s) > 0 para cualquier s € (0,7),
()>Oparatodos<TefO s)ds = +oo.

(H.3) Existe ng > 1/7 tal que a(s) es una funcién creciente en el intervalo
(1 —1/no, 7).

(H.4) ¢o € H(Q).

Nota 3 La hipétesis (H.1) es muy general. En efecto; en la seccién anterior o no
era uniformemente eliptica, obteniéndose asi un coeficiente de difusiéon degene-
rado. Ademas no asumimos hipétesis alguna sobre el comportamiento asintético
de o(s) para valores grandes de s. Por otro lado, (H.2) y (H.3) implican que
lim,_,.— a(s) = +o0; por lo tanto a(s) es singular para el valor finito s = 7.

Se tiene el siguiente resultado de existencia:

Teorema 4 Bajo las hipdtesis (H.1)—(H.4), el problema (2) posee solucidn débil
(u, ) en el sentido siguiente:

ueL>®(Q), 0<u<T cp.d en,
u € Wh(Q), A(u) € Wpl(), q<NJi siN>2 g=2s N=1,
VA(u) = a(u)Vu, ¢ — woeﬂo(ﬂ)
[ awvu-ve= [ aive v e p@)

U(u)Vngqﬁ =0 Vo< H(Q).
Q

Demostracion. Introduzcamos la funcién de truncamiento 7", dada por

N B sis <71—1/n,
r (S){ T—1/n sis>7—1/n.

Definimos los coeficientes regularizados de difusién a,(s) = a(T™(s)) + + y
o-(s) = o(T-(s)) y planteamos los problemas aproximados

—V - (an () Vuy) =07 (un)|[Vop|?  en Q,
V- (UT(Un)VQOn) =0 en (),
Up =0 sobre 012,
©n="Tn(v0) sobre 0.

(36)
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Aplicando resultados cldsicos de existencia (véase [3]), se llega a que el problema
(36) posee solucién débil (u,, ), con u, € HF(Q)y pn — Tn(po) € HE () N
L>(Q).

De (H.1) deducimos la existencia de unas constantes, ¢, Cr > 0, tales que
¢r < o0-(s) < C; para cualquier s € R. En particular, tomando ¢ = ¢,, — T}, (¥0)
en la ecuacién para ¢, resulta que (p,,) estd acotada en H' ().

Por otro lado, haciendo

An(s) = AS CLN(t) dta Up = An(un)7

se obtiene que v, > 0 c.p.d. en Q y (26)—(28) son vélidas. Gracias a (H.3)
y a que (v,) estd acotada en Wy '?(), se prueba que (A(T™(u,))) C HE(R)
estd acotada VVO1 1(Q) para cualquier q < % Consecuentemente, existe una
funcién w € Wol’q(Q) tal que, para una subsucesién, A(T"(u,,)) — w débilmente
en Wy 9(Q) y c.p.d. en Q.

Noétese que el conjunto {w = 400} tiene medida nula; ahora bien, como A
y A7l : [0,400) — [0,7) son biyectivas, para cada x €  con w(z) < +oo,
T"(un) = A-YA(T"(un)) — A~}(w(z)). Pongamos u(x) = A~ (w(x))
entonces w = A(u), 0 < u(z) < 7y ademds u,, — u c.p.d. en Q.

Como (¢,,) estd acotada en H!(), existen una subsucesién (que denotare-
mos de la misma forma) y una funcién ¢ € H*(Q) tales que ¢ = ¢q sobre Of2
Y ©n — ¢ débilmente en H'(Q). Al ser o, (u) = o(u), se deduce que ¢, — ¢
fuertemente en H'(f2), con lo cual podemos pasar al limite en los problemas
aproximados:

/ VA(u) - VE = / o(W)|VePE Ve e D),
Q Q

/QU(U)V(,0~V¢ =0 Ve H(Q).

Sélo resta probar que u € Wl(lmq(Q) y VA(u) = a(u)Vu. Estas propiedades
se basan en el siguiente resultado (véanse [21, 24]):

Proposicion 5 Para cada subconjunto compacto K C § existe una constante
B > 0 tal que inf ese x A(u) > Br.

Como A~1 es globalmente Lipschitziana sobre conjuntos de la forma [, +00),
e>0,we Wol’q(Q) y u = A7 (w), tenemos que, para cualquier subdominio
Q' C Q con clausura compacta en Q, u € W4(Q') y Vu = a(u)” ' Vw en .
Nétese que a(u)~' € L(€') gracias a la proposicién 5. En conclusién, hemos
deducido que Vw = VA(u) = a(u)Vu en Q' para cualquier subdominio €' C §2
con clausura compacta en 2, quedando asi probado el teorema 4. O
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5 Soluciones renormalizadas de un sistema parabdlico-
eliptico

Planteamos ahora el problema

% —V - (a(w) V) = o ()| Vo2 en Q,
V- (oWVe) =V Flu) enQ,
w=0 sobre 9Q x (0,T), (37)
©0=0 sobre 0Q x (0,T),
u(-,0) = ug en ).

Este sistema constituye una generalizacién del problema (1), en cuyo
contexto F(x,t,s) = o(s)Vo(z,t). Supongamos las hipétesis que siguen:

(H.1) 0,a € C(R) son tales que 0 < o1 < o(s) < 02, 0 < a < af(s), para
cualquier s € R.

(H.2) up € L*(9).
(H.3) F:Q xR — RY es una funcién de Caratheodory y F' € L>(Q x R).

Antes de abordar el andlisis del problema (37), debemos aclarar qué se
entiende por solucién del mismo. El hecho de no imponer ninguna hipétesis
sobre el comportamiento asintético del coeficiente de difusién a(s) significa
que el marco de soluciones débiles no es el apropiado en este contexto, pues
a(u) no tiene por qué pertenecer a ningin espacio LP. Por otro lado, a esta
dificultad se anade la escasa regularidad que se impone sobre los datos y la que
se deduce sobre los términos no lineales. La nocién de solucién renormalizada
adaptada al sistema (37) resuelve las cuestiones anteriores. Este concepto fue
introducido primeramente por DiPerna y Lions (véanse [18, 19]) en el contexto
de las ecuaciones de Fokker-Plank-Boltzman. Més tarde, se aplic a situaciones
més generales: resolucién de ecuaciones elipticas no lineales (véanse [8, 31, 32])
o de ecuaciones parabélicas no lineales (véanse [5, 6, 7]).

Definicién 2 Llamamos solucién renormalizada de (37) a todo par de funcio-
nes (u, ) para el que se cumplen las siguientes condiciones:

(R1) uwe LYQ) y p € L*(H());
(R.2) Ta(u) € L2(H(Q)) para cualquier M > 0;
(R.3) lim a(u)|Vul? = 0;
e J{n<|ul<n+1}
(R.4) Para cualquier S € C*(R) con sop S’ compacto se tiene

P 9 fa(w)Vus' ()] + 8" () VuTu = 0] VoS (1)
en D'(Q),
S(u(-,0)) = S(ug) en ;
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(R.5) /QU(U)V<,0 -Vip=— /Q F(u) - V1, para cualquier 1 € L™ (Hg(£2)).

Se tiene entonces el siguiente resultado de existencia (véase [21]):

Teorema 6 Bajo las hipdtesis (H.1)-(H.3), el sistema (37) posee solucion
renormalizada. Ademds, toda solucidn renormalizada (u,p) es tal que u €

Lq(Wol’q(Q)), con q < %ﬁ siN>2qg<2siN=1yepecL®H}Q)).

No obstante, se puede deducir un resultado de existencia de solucién renor-
malizada bajo unas hipdtesis ain mds débiles que las anteriores ([25]):

(H1) a,0 : QxR - Ry F:Q xR — RY son funciones de Caratheodory y
~v:R* — R™ es una funcién creciente satisfaciendo, para cualquier s € R
y c.p.d. en @, que max (a(z,t,s),0(x,t,s),|F(x,t,9)]) < v(s])-

(H.2) Existen dos constantes ag, oo > 0 tales que a(z,t,s) > ag, o(z,t,8) > og
para cualquier s € Ry c.p.d. en Q.

(H.3) T € LYQ) es una funcién de Caratheodory tal que |F(z,t,s)]? <
I'(x,t)o(z,t, s) para cualquier s € Ry c.p.d. en Q.
lo(z,t,s)

(H.4) kgr‘r}gzli%(% suerse k. ts) = w(k) cuando k — oo, donde kh;rrolo w(k) = 0.

(IL5) ug € LY(Q).

Notese que, en este caso, los coeficientes de difusién no estan acotados; es
mas, no estamos asumiendo ningiin comportamiento asintético sobre a, oy F.
Bajo estas hipdtesis tan generales, aun cuando u y ¢ pertenezcan a algin espacio
LI(W14(Q)), los términos a(u)Vu, o(u)Ve o F(u) pueden no pertenecer a
ningin L"(Q) con r > 1. Es por ello que retomamos la nocién de solucién
renormalizada adaptada a (37). De este modo, tenemos el

Teorema 7 Bajo las hipdtesis (H.1)—(H.5), el sistema (37) admite solucion
renormalizada (u, @) en el sentido de la definicion 2, donde ahora las condicio-
nes (R.1) y (R.5) serdn

(R.1) uwe LYQ), o € L*(H () y /Qor(u)|ch2 < +o0;

(R.5) /Qa(u)Vg@ VY = /QF(u) -V para toda ¢ € L2(H}(Q)) tal que
[ owvup < +oc.
Q

Nota 4 Las condiciones (R.1)—(R.4) sobre u son las propiedades usuales de las
soluciones renormalizadas de ecuaciones parabdlicas (véase [6]). Por otro lado,
en (R.5) se establece que el conjunto de funciones de test para la ecuacién de ¢
depende de la solucién u.
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Nota 5 Los coeficientes de difusién a y o son funciones escalares en el plan-
teamiento descrito por las hipétesis (H.1)—(H.4). Podemos considerar un caso
més general en el que a y o sean matrices de difusién de orden N x N (véase
[25]). Las hipdtesis en este caso son andlogas a las del caso escalar y el resultado
de existencia dado en el teorema 7 continda siendo cierto.

6 Solucion de capacidad de un sistema parabdlico-eliptico
acoplado no lineal

Se considera el sistema parabdlico-eliptico no lineal

(?9_1: —V-a(x,t,u,Vu) = o(u)|Vp|? enQ,
V- (0(u) Vi) = 0 en Q,
w=20 sobre 092 x (0,7), (38)
© = o sobre 992 x (0,7,
u(-,0) = uop en {2,

que puede considerarse como una versién mas general del problema del
termistor, donde a(z,t,s,£) = k(s)¢ (siendo k la conductividad térmica) y
del problema planteado por Xu ([42]). Nuestro objetivo en esta seccién es
estudiar la existencia de solucién de capacidad del problema (38), donde
a:QxRxRY — RN es un operador de tipo Leray-Lions ([29, 30]) y o € C°(R)
es tal que 0 < o(s) < & para cualquier s € R. En situaciones de interés prictico,
o satisface esta propiedad e incluso o(s) — 0 cuando |s| — oo.

Bajo estas hipétesis tan generales nos hallamos ante una situacién similar
a la de [42], comentada en la Introduccién, esto es, el marco de las soluciones
débiles no puede aplicarse directamente en este contexto y nos vemos obligados
a usar la nocién de solucién de capacidad adaptada a (38).

Este no es el tnico obstdculo en la resolucién de este sistema. En efecto,
el término de divergencia de la ecuacién parabdlica dificulta en gran medida
nuestro andlisis, al ser a un operador de Leray-Lions. La existencia de solucién
se obtiene habitualmente como el limite de soluciones de problemas aproximados
con datos iniciales regulares; la convergencia c.p.d. de los gradientes suele ser la
etapa mas complicada en la demostracién de existencia de solucién de ecuaciones
no lineales con datos iniciales medidas o con regularidad L1.

6.1 Hipodtesis y definicién de solucion de capacidad

Supongamos las siguientes hipétesis sobre los datos:

(H.1) a: QxR x RY — R es una funcién de Caratheodory, esto es, a(-, -, s, &)
es medible para cualesquiera s € Ry ¢ € RY y a(z,t,-,-) es continua en
R x RY para (z,t) € Q c.p.d.

H.2) Existe una constante o > 0 tal que, para cualesquiera s € Ry &, n € RV,
Ui
f 7£ ny para ((t, t) € Q C~p~d'a [a(x, ta S, f) —a((E,t, S, 7])](5 _77) 2 04|§—77\2~
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(H.3) a(z,t,s,0)=0.

(H.4) Existen una funcién positiva b € L?(Q) y una constante 3 > 0 tales que,
para cualesquiera s € Ry ¢ € RN y (z,t) € Q c.p.d., |a(z,t,s5,8)] <
Blb(x,t) + |s| + [€]]-

(H.5) o € C(R) es tal que 0 < o(s) < & para cualquier s € R.
(H.6) o € L2(H'(9)) N L*(Q).
(H.7) up € L*(9).

Definicién 3 Se dice que una terna (u,p,®) es solucién de capacidad del
problema (38) si se cumplen las siguientes condiciones:

(C.1) ue L2(H(Q), & e L2(H (), ¢ € L=(Q), ® € L*(Q)N.

(C.2) (u,p,®) satisface el sistema de ecuaciones diferenciales

{ i—?fVﬂ(x,t,u,Vu):V{cp(I)) en L2(H-1(Q)),
V-2=0 en L>(HY(Q)).

(C.3) Para cualquier S € CL(R), S(u)p — S(0)po € L?*(HZ(Q)) y S(u)® =
o(u) (V(S(u)p) — eVS(u)).

(C4) u(-,0) =wuog.

Nota 6 La diferencia fundamental entre una solucién de capacidad y una so-
lucién débil es que, en la primera, se considera Vi c.p.d., mientras que en la
segunda, V¢ es el gradiente en el sentido de las distribuciones. Concretamente,
si u esta acotada en @), es obvio que ambas nociones de solucién son equivalentes:
tomando S € C§(R) con S = 1 en el intervalo [—||u| f(q), [ullL= ()], (C.3)
implica que ¢ — g € L2(H}(Q)) v @ = o(u)Vep. Por otro lado, si u € LY(Q)
no estd acotada, tomamos m > 0y S,, € C}(R) tal que S, = 1 sobre [—m, m];
entonces S,,(u)p = ¢ sobre {|u| < m}, Sy (u)p € L2(H'(Q)) y podemos
definir Vp en {|u| < m} c.p.d. en Q. Ademds Vg es una funcién medible y
Ve € L2({|u| < m})N para cualquier m > 0. Por lo tanto, tomando S = S,,
en (C.3), y haciendo m — oo, obtenemos que ® = o(u)Vyp c.p.d. en Q. Por
otro lado, podria ocurrir que ¢ no fuese lo suficientemente regular como para
poder definir en sentido cldsico su traza sobre 92 x (0,7"); sin embargo, usando
de nuevo (C.3), se puede deducir que ¢ = o sobre 9 x (0,T). En efecto,
eligiendo S € C}(R) con S(0) = 1 y en vista de que S(u)p € L2(H(Q))
tenemos que ¢ = g sobre 9Q x (0,T).

Se tiene entonces el siguiente resultado (véase [26]):

Teorema 8 Bajo las hipdtesis (H.1)—(H.7), el sistema (38) posee solucion de
capacidad.



134 M. T. GoNzALEZ Y F. ORTEGON

Nota 7 Podemos considerar un operador de tipo Leray-Lions més general
actuando sobre LP(W,P(Q)), 1 < p < oo, donde las hipétesis (H.2) y (H.4)
se sustituirian, respectivamente, por

(H.2)" Existe una constante o > 0 tal que, para cualesquiera s € Ry &, n € RV,
5 7é ny de (‘/Ea t) € Qa [a(xata 8,5) - a(x, tv 5777)](5 - 77) > Oé|§ - n‘p

(H.4)" Existen una funcién positiva b € LPI(Q)7 1/p+1/p’ =1, y una constante
B > 0 tales que, para cualesquiera s € R and ¢ € RV, y c.p.d. (,t) € Q,
la(=,t,5,€)| < Blb(w, t) + |s[P~H + [P~ 1].

Esta situacién ha sido considerada recientemente por Badii y Diaz [4] cuando
el operador V - a es el p-laplaciano, con p > 2.

7 Sobre la unicidad

Nuestras contribuciones al problema del termistor no han abordado la cuestion
de la unicidad de soluciones, ya que los resultados de unicidad para el problema
del termistor se deducen a partir de la estimacién ¢ € L (véanse [3, 11, 40, 44]),
propiedad que no se tiene en las situaciones contempladas.

Para los sistemas elipticos doblemente degenerado y singular-degenerado,
la deduccién de la unicidad es complicada, pues las hipdtesis consideradas en
estos casos son muy débiles. No obstante, en [12] los autores han demostrado
un resultado de unicidad en el caso degenerado con N = 1.

Tampoco hemos analizado la unicidad de la solucién renormalizada ni de ca-
pacidad de los problemas (37) y (38), respectivamente, debido a la complejidad
que esto supone en ambos casos. De este modo, en el primero precisamos
obtener estimaciones L* para u y ¢, lo cual se conseguiria asumiendo, por
ejemplo, que a,0,F € L*. En el segundo, tendriamos que suponer, por
ejemplo, que o € L (W1°°(Q)). Pero entonces no habrfa necesidad de buscar
soluciones renormalizadas o de capacidad, ya que la regularidad de las mismas
nos conducirian a la existencia de soluciones débiles. En general, no se puede
esperar la unicidad de solucién sin hipétesis adicionales sobre a y o; en [15],
se exhibe un ejemplo en el que el problema estacionario del termistor no tiene
unicidad de solucién.
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