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EDITORIAL

Estimados companeros:

Regresamos tras el descanso estival con un nueva edicién de nuestro boletin
trimestral. En este ntimero encontraréis el primer capitulo de una serie de tres
en que hemos dividido para su publicacién un interesante trabajo de Roland
Glowinski y sus colaboradores sobre el Método de Elementos Finitos para las
ecuaciones de Navier-Stokes. El siguiente articulo, también sobre las ecuaciones
de Navier-Stokes, nos lo envia Didier Bresch desde la Universidad Joseph Fourier
en Grenoble. Incluimos otros dos articulos de tematica variada, el primero sobre
autématas celulares de Angel Martin del Rey, de la Universidad de Salamanca,
y el segundo sobre dindmica de poblaciones de Angel Calsina y Silvia Cuadrado,
de la Universidad Auténoma de Barcelona.

En la seccion Historia de las Matematicas, Antonio Canada, de la
Universidad de Granada, nos acerca a Fourier y sus coeficientes.

Nuestro agradecimiento a todos los que han colaborado en esta nueva edicién
del boletin. Os animamos a todos a participar con articulos de caracter cientifico
o de opinién, o en cualquiera de las otras secciones que lo componen.

Grupo Editor
boletin_sema@usal.es
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Finite Element Methods for the Numerical Simulation of
Incompressible Viscous Fluid Flow
Modeled by the Navier-Stokes Equations. Part I

RoLAND GLOWINSKI®, TSORNG-WHAY PAN*,
L. HEcTOR JUAREZ V.7 AND EDWARD DEAN*

*Department of Mathematics, University of Houston, Houston,

Texas 77204-3008, USA
+Departamento de Matematicas, Universidad Autonoma
Metropolitana-Iztapalapa, Iztaplapa, D. F. 09340, MEXICO

Introduction.

The Navier—Stokes equations have been known for more than a century and
they still provide the most commonly used mathematical model to describe
and study the motion of viscous fluids, including phenomena as complicated as
turbulent flow. One can only marvel at the fact that these equations accurately
describe phenomena whose length scales (resp., time scale) range from fractions
of a millimeter (resp., of a second) to thousands of kilometers (resp., several
years). Indeed, the Navier-Stokes equations have been validated by numerous
comparisons between analytical or computational results and experimental
measurements; some of these comparisons are reported in Canuto et al. 1988
[1], Lesieur 1990 [2], Guyon et al. 1991 [3], and Glowinski 2003 [4].

This note does not have the pretension to cover the full field of finite element
methods for the Navier—Stokes equations and is organized in sections as follows:

1. The Navier—Stokes equations for incompressible viscous flow

2. Some operator splitting methods for initial value problems and
applications to the Navier—Stokes equations

3. Iterative solution of the advection—diffusion sub—problems and the wave-
like equation method for the advection sub—problems

4. Tterative solution of the Stokes type sub—problem
5. Finite element approximation of the Navier-Stokes equations

6. Numerical results

Fecha de recepcién: 21/10/2005
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1 The Navier—Stokes equations for incompressible viscous
flow

1.1 Model

Let Q be an open and connected region (i.e. a domain) of R? (d = 2 or 3) filled
with a fluid. The generic point of R? will be denoted by = = {x;}&, while dz
will denote the elementary volume dzidrsand dxydxodrs for d = 2 and d = 3,
respectively.

Derivations of the Navier-Stokes equations may be found in, e.g., Prager
1961 [5], Batchelor 1967 [6], Guyon et al. 1991 [3], and Chorin et al. 1990 [7],
and Glowinski 2003 [4]. Here skipping the details of derivation, we have the
following so-called momentum equation

Ju

a+(u'V)ufz/Au+Vp:f in Qx(0,7), (1)

and the continuity equation
V.-u=0 in Qx(0,7) (2)

for unsteady, isothermal flows of incompressible, viscous, Newtonian fluids. In
(1), (2) (and in the following),

1. u={uy 21:1 is the welocity and p is the pressure;

2. v(>0) is the (kinematic) viscosity coefficient;

P 4 g2 d
3. V = {('Mi 4., A= el u-v = Zuivi, Vo ou = {u}d,,
=1 i=1
V= {Ui}gzla
4 L du; O
Vu-Vv = ;;%; ax;7 Vuv, [vP=v-v,|Vv]?=Vv Vv,

d d
ov; ow;
4.V-v:§ &vi,Vv, (V-V)W:{E Uj@wj 4,V v, w;
i=1 j=1

5. f = {f;}&, is a density of external forces.

Let T’ be the boundary of Q (here we suppose that € is bounded) and let n
be the unit outward normal vector at I'. Relations (1), (2) are not sufficient to
define a flow; we have to consider further conditions, such as the initial condition

u(z,0) = up(x) (with V -ug =0), (3)

and the boundary condition

u=g on I'x(0,T) (with /g-ndf‘:()). (4)
r
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The boundary condition (4) is of Dirichlet type; more complicated boundary
conditions are described in, e.g., Glowinski 1984 [8], Bristeau et al. 1985 [9],
and Pironneau 1989 [10], among them, the following mixed boundary condition
which occurs often in applications

0
u=gy on I'gx(0,T), Va—z —np=g; on I't x(0,T), (5)
.. Ou 0u; |4 d .
with n = Uan st (={Vu; -n}l,); where, in (5), Iy and I'y are two subsets

of T satisfying To NT'; = @, closure of Ty UT; = I'. Another mixed boundary
condition is

u=go on I'px(0,T), on=g; on Ty x(0,T), (6)

with the (stress) tensor o = 2vD(u) —pI and 2D (u) = Vu+ (Vu)’. The mixed
boundary condition (5) is less physical than (6), but like (6), it is quite useful
to implement downstream boundary conditions for flow in unbounded regions.

Remark 1 The Dirichlet conditions in (4), (5) and (6) are called no-slip
conditions if g = 0 (resp., go = 0) on T (resp., Ty) if T' (resp., T'y) is not
moving. O

Remark 2 The decrease in the popularity of the solution methods for the
Navier-Stokes equations based on the stream function—vorticity formulation has
been seen in these last years. We see two main reasons for this trend:

(i) These methods are really convenient for two-dimensional flow. The
generalization to three—dimensional flow, although possible, leads to
complicated formulations.

(ii) The treatment of the boundary conditions is more delicate than with
the velocity—pressure formulation, particularly for flow in multi—connected
regIONS.

In this note, we will not discuss the stream function—vorticity formulation for
the Navier-Stokes equations. O

Remark 3 As today, it is not known if the time dependent Navier-Stokes
equations modeling the unsteady flow of three-dimensional incompressible
viscous fluids have a unique solution. For those readers who may be surprised
that some decisive indications - in one direction or the other - have not been
obtained via laboratory or computational experiments we would like to make the
following comments:

(i) The Navier-Stokes equations are just mathematical models (obtained after
idealization) for some real life phenomena. Mathematical modeling cannot
reflect the full complexity of a laboratory experimentation; indeed, it is
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practically impossible to reproduce exactly a given experiment in order to
validate its results by those of another one. We also have to remember
that at large Reynolds numbers (the interesting case) small perturbations
in the data can imply very large differences in the ensuing results.

(i) Unlike their two-dimensional counterparts, three-dimensional viscous
flows at large Reynolds mumbers are not routine yet when it comes to
numerical simulation. They require a lot of computer resources in time
and memory. In order to explore the uniqueness issue it will be necessary
to define significant test problems and store in a large data base the
results obtained by solution methods using different type of space and time
discretizations. We anticipate that this program will take place in the
near future and that parallel computing will play an important role in this
endeavor. O

Remark 4 The mathematical theory of the Navier-Stokes equations for
incompressible viscous fluids has inspired many investigators. The first rigorous
mathematical results were obtained by J. Leray who proved (in Leray 1954 [11])
the existence of solutions when the flow region Q) is the full space R with d = 2
or 3. The Leray’s results were extended to flow regions with boundaries by
Leray himself [12] in 1934 and by E. Hopf [18] in 1951. The methods and tools
developed by the above two authors have proved to be very useful to the solution
of many problems in mechanics, physics, etc., modeled by linear or nonlinear
partial differential equations, many of these problems being outside the field of
fluid mechanics. The results of J. Leray and E. Hopf have been improved and
generalized by several authors (see Leray 1994 [14] for an historical account),
one of the most remarkable milestones in that direction being the proof by J.L.
Lions and G. Prodi [15] in 1959 that if the flow region is two-dimensional
(i.e. Q C R?), then the time-dependent Navier-Stokes equations have a unique
solution. The proof of these existence and uniqueness results and of many others
(on the reqularity of the solutions, for example) can be found in the books by,
e.g., J.L. Lions 1961 (Chapter 10 in [16]), J.L. Lions 1969 (Chapter 1 in [17]),
Ladysenskaya 1969 [18], Temam 1977 (Chapters 2 and 3 in [19]), Tartar 1978
[20], Kreiss and Lorenz 1989 (Chapters 9 and 10 in [21]), and P.L. Lions 1996
(Chapters 2 and 3 in [22]). Regarding the Handbook of Numerical Analysis an
important source of results (and of methods to obtain them) is the Chapter 1
of Marion and Temam [23]. The above list is far from complete, and the books
and articles mentioned contain bibliographical references worth consulting. [
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1.2 Variational Formulations of the Navier-Stokes Equations.

We return now to the Navier-Stokes equations for incompressible Newtonian
viscous flow. When using o = 2vD(u) — pI, we have then

0
a—?+(u~V)u—V~a:finQ><(O,T), (7)
V-u=0inQx(0,7), (8)
u(0) = ug (with V -ug = 0), (9)
that we complete by the following boundary conditions
u=ggoonlyx(0,T), on=g; on Ty x (0,T); (10)
with I'g,I'; as in Section 1.1.
We define now the functional space V; by
Vo={v|ve(HQ)%v=0o0nTo} (11)

Space Vj is a Hilbert space for the scalar product and norm defined by
d
(Vi W)ve = 2imi (i wi) ), W = {uidl,w = {wi}{, € Vo,

d
IVllve = (Ziz il @)% ¥v = {vidiss € Vo,

respectively. In the particular case where T'y # @ (with / dl’ > 0) and Q is

I'o
bounded, we can use over V| the scalar product and norm defined by

d 2 ov; Ow; d
vV, W} — : Ydr = /szwVwi dx,
o) =20 [t =y |

i=1j=1

d
v — (Z/Q\VUAQ dx)'/2,
i=1

respectively. Suppose that R and S are two d x d tensors so that R = {r;;}, S
d d

= {si;}; from now on we shall use the notation R : S for ZZT”‘SU. With
i=1 j=1
this notation the above Vj-scalar product and norm can be written as

Vv:Vw dz and ([ Vv:Vv dz)'/?,
o Q

respectively. For simplicity, we shall use in the sequel the notation |Vv|? for
Vv:Vv. We suppose now that the functions occurring in the system (7)-(9)
are sufficiently smooth; taking the R%dot product of both sides of (7) with v,
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an arbitrary element of V{), and then integrating over {2 we obtain from Green’s
formula that for almost any ¢ on (0,7") we have

Qa‘;f) v dz + /Q(u(t) V)u(t) v dz+ ZV/QD(u(t)) . D(v) da .
—/Qp(t)V~vdx:/Qf(t)-v dw+/r1g1(t)~vdF,Vv€%,
to be completed by (8), (9) and
u=goon Ty x (0,7). (13)

The “Neumann” condition en = g7 on I'y x (0,7) is automatically enforced
by the formulation (12), which is known as a variational formulation of the
momentum equation (7). Actually, it can be shown that relation (12) implies the
momentum equation (7) and the “Neumann” condition on = g; on I'; x (0, 7).
Suppose now that instead of (10) the boundary conditions are given by

u=gyonlyx(0,T), Vg—u —pn=g; on Ty x(0,7). (14)
n

Multiplying both sides of (1) by v € V;, integrating over 2 and using Green’s
formula we obtain this time that for almost any ¢ € (0,7T") we have

Ou
/Qa(t) 'Vd$+/g(u(t) - V)u(t) ~Vd:c+1//QVu(t) . Vvdz

—/p(t)V-vda:z/f(t)-vdx+/ g1 (t) - vdl, Vv € Vj.
Q o

Iy

(15)

Conversely, the variational formulation (15) implies the momentum equation
(1) and the generalized Neumann condition I/g—;‘ —pn=g; on Iy x (0,7).

The variational formulations (12) and (15) of the momentum equation will
play a fundamental role in the finite element approximation of the Navier-Stokes
problems (7)-(10) and (1)-(3), (5), respectively. We shall return to this issue.
Actually, for the finite element approximations of the above problems, we shall
take advantage of the fact that the incompressibility condition V -u = 0 is
equivalent to

/qV~udm = 0,Yq € L*(Q). (16)
Q

2 Operator Splitting Methods for Initial Value Problems:
Application to the Navier—Stokes Equations

Solving the above Navier-Stokes equations is a non-trivial task for the following
reasons:

(i) the momentum equation is nonlinear;

(ii) the incompressibility condition V - u = 0;
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(iii) solving the Navier-Stokes equations amounts to solve a system of partial
differential equations (d + 1 if © C RY) coupled through the nonlinear
term (u - V)u, the incompressibility condition V - u = 0, and sometimes
through the viscous term and the boundary conditions (as it is the case
in (5) and (6)).

In the following subsections we will only focus on time discretization by
operator-splitting schemes, theta—scheme and Marchuk—Yanenko scheme (the
details of other well-known operator-splitting schemes, such as Peaceman—
Rachford method, Douglas—Rachford method, Crank-Nicolson method,
alternating direction method, and etc., can be found in, e.g., Glowinski 2003
[4]), which will partly overcome the above difficulties; in particular, we will
be able to decouple the difficulties associated to the non-linearity with those
associated to the incompressibility condition.

2.1 A Family of Initial Value Problems.

We consider the following initial value problem:

d
L+ AR t) =0, 9(0) = po, (a7)

where, for a given ¢, A is an operator (possibly nonlinear, and even multivalued)
from a Hilbert space H into itself and where ¢y € H.

Suppose now that operator A has the following nontrivial decomposition
A = A; + As (by nontrivial we mean that Ay and Ay are individually simpler
than A). It is then quite natural to integrate the initial value problem
(17) by numerical methods taking advantage of the decomposition property,
A = A; + As; such a goal can be achieved by the operator splitting schemes.
discussed in the following subsections.

2.2 A O—scheme.

This scheme, introduced in Glowinski 1985 and 1986 [32, 33], is a variation
of schemes discussed in Strang 1968 [34], Beale and Majda 1981 [35], Leveque
and Oliger 1983 [36]; it is discussed with further details in Glowinski and Le
Tallec 1989 [31]. The #-scheme to be described below is in fact a variant of the

Peaceman—Rachford scheme.

Let 6 be a number of the open interval (0,1) (in practice § € (0,1));
the O-scheme applied to the solution of the initial value problem (17), when
A= A; + As, is described as follows:

<P0 = ¥0; (18)
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then forn > 0, @™ being known, we compute "0 ©"t1=0 and "+ as follows:
(pn-‘r@ _ (pn
W + A1 ((pn+07 (n + H)At) + AQ(QO”, TLAt) = 07 (19)
n+1—0 n+460
1 — P n+0
—(1_29)At + Ay ("1 (n + 0)AL) +
Ay ("0 (n+1-0)At) =0 (20)
n+l _  n+1—0
T gar A A
Ay ("t 9,(n+1— 0)At) =0 (21)

We consider now the simple situation where H = RN, g € RV, where A
is an N x N matrix, symmetric, positive definite and independent of t. The
solution of the corresponding autonomous system (17) is then

p(t) = e Mepo. (22)

If one projects (22) over a vector basis of R"V, consisting of eigenvectors of
A, we obtain - with obvious notation -

@z(t) = e_kit(p(]iai =1, N, (23)

where 0 < A1 < Ag... < Ay denote the eigenvalues of A.
In order to apply scheme (18)—(21), we consider the following decomposition
of matrix A
A=aA+pA, (24)

with a + 8 = 1,0 < a, 8 < 1. Applying (18)—(21) with A; = ad, Ay = A
yields

"t = (I + abfALA) (I — BOALA)* (I + BO'AtA) (I — o AtA)p", (25)
where ¢/ = 1 — 26, which implies

(1 — BOAIN)*" (1 — aff Ath,)"
P = i Vi=1,...N. 2
7 (11 aBAN)2 (1 + SO AN 7O Vi = (26)

Consider now the rational function R; defined by

(1—B0€)*(1 — ab'¢)

P& = G aoeey poe)

(27)

Since

Jim [Ra(§)] = B/, (28)

we should prescribe the condition

a>p (29)
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which is a necessary one for the stiff A-stability of the 0—scheme (18)—(21). To
obtain the unconditional stability we need to have

|R1 ()] < 1,VE € Ry;

actually, a closer inspection of the function Ry would show that
11
|R1(£)] < 1,V€ > 0,V0 € [1,5),Va,ﬁ sothat 0 <f<a<l,a+p3=1, (30)

which implies the unconditional stability of scheme (18)—(21) with respect to At
(the lower bound 1 in (30) is not optimal for 6, but we shall be satisfied with it
since, as we shall see below, the “optimal” value of 0 is 1—% = 0.292893219... >
vy
1)
Concerning now the accuracy of scheme (18)—(21), we can show that in the
neighborhood of £ = 0, R; satisfies:
2
Ri©=1-6+ S0+ (- )@ -0+ )]+ 0 @3

Comparing (31) to the expansion of e~¢

2 3

£ _ 1_ S S 4
et =1 §+2 6+O(1)£, (32)

we obtain that scheme (18)—(21) is second order accurate if and only if
1
a=[0(= 3 froma+p8=1), (33)

and/or
0=1-—1/V2=.292893219...; (34)

scheme (18)—(21) is first order accurate if neither (33) nor (34) holds. If one takes
o = 3 = 1 it follows from (26) and (27) that scheme (18)—(21) is unconditionally
stable, V6 € (0, 1); however, we have (from (28))

lim [R ()] = 1, (35)

£—+o0

implying that in that particular case scheme (18)—(21) is not stiff A-stable.
Relations (23) show that the larger \;, the faster ¢;(t) converges to zero as
t — 4o00; considering now the discrete analogue of (23), namely (26) w

observe that for large values of \;At we have R;y(\;At) ~ 1, implying that,
n (26), ¢ converges slowly to zero as n — +oo; from this property (which is
also shared by the Peaceman—Rachford scheme scheme, the Douglas—Rachford
scheme scheme, and the Crank—Nicolson scheme) we can expect scheme (18)—
(21) witha = 8 = 5 and 6 € (0, ) to be not well suited (unless At is very small)
to simulate fast transient phenomena and to capture efficiently the possible
steady state solutions of (17) (i.e. the solutions of A(yp,+00) = 0), if operator
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A is stiff (the notion of stiffness is defined in, e.g., Crouzeix and Mignot 1984
[30] (pages 86 to 88).

Let us consider now the case where a and (3 have been chosen so that we
have the same matriz for all the partial steps of the 8—scheme; in that case
«, 3,6 have to satisfy

af = [(1 — 20), (36)
which implies
o = (1-20)/(1-0), B = 6/(1-6). (37)
Combining (29) and (37) yields

0<6<1/3; (38)

for 6 = 1/3, (37) implies @« = § = 1/2, a situation which has been discussed
already.
If 0 < 0 <1/3 and if o and [ are given by (37) we have

Jim [Ra(§)] = /o =0/(1-20) <1. (39)

Indeed, we can prove that if * < 6 < 1/3 (with 8* = .087385580...) and
if & and (3 are given by (37), then scheme (18)-(21) is unconditionally stable;
moreover if 0% < 6 < 1/3 (with o and 3 still given by (37)), property (39)
implies that scheme (18)-(21) is stiff A-stable and has therefore good asymptotic
properties as n — +oo, making it well suited to compute steady state solutions.

If =1-1/v/2 (resp., 0 = 1/4) wehave a = 2—v/2, 3 = vV2—1,3/a = 1//2
(resp., « =2/3,6=1/3,8/a =1/2).

Remark 5 We consider the case where in (17) we have
A(p,t) = B(¢) — f(t) with B = By + Ba. (40)

In order to decide how to decompose f when applying the 0-scheme (18)-(21)
to the solution of the initial value problem

dp
E—’_B((p):.ﬂ (41)
©(0) = o,

as before, we suppose therefore, that

f=fi+f (42)

with fi =af, fo=0f,0<a, 8<1, a+ =1, and we assume that B =0,
for simplicity.
Applying scheme (18)-(21) to the solution of

dp
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we obtain (with 0’ =1 — 20)

LPO = o, (44)
and for n >0,
(pn-&-O _ (pn
i = af (n+0)At) + Bf (n). (45)
(pn+179 _ (’OTLJrG
N =af((n+0)At) +8f (n+1-0)At),  (46)
(pn+1 _ SOnJrl*G
~ =af((n+ DA+ 8f (n+1-0)At), (47
which imply that
n—1
P =00 + ALY {B0f(qAt) +a(l—0)f ((q+0)At)+ (48)
q=0

BA=0)f((g+1-0)At)+abf (¢ +1)At)}.

Since B0+ a(1—0)+B(1—60)+ab = 1, the numerical integration rule which,
(g+1)At
in (48), appro:vimates/ ft)dt, is first-order accurate, at least; actually,
qAt
it is second-order accurate, if and only if

(1= 0)0+ B(1—60) + af = %

or equivalently
(B—a)(20® —46 4+ 1) = 0. (49)

Not surprisingly, we recover from (49) conditions (33) and (34), namely
scheme (44)-(47) is second-order accurate if and only if

a=p= (50)

and/or
0=1-—1/v2. (51)

Assuming that (51) holds, we can wonder if there are values of « and (3 for
which scheme (44)-(47) is third-order accurate; this will be the case if and only
if the numerical integration rule in (48) is exact for second degree polynomials,
i.e. if and only if

(1= 0)62 + B(1 - 6)° + b :é (52)

with § = 1 —1/v/2 in (52). Taking 8 =1 — « into account, it follows from (52)
that
(20 —40+1) = (1 —0)* —1/3.
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which implies in turn, since (51) holds, that

0= 3" 2v/2
6v2
which makes no sense. Strictly speaking, therefore, if @ = 1 — 1/v/2 scheme

(44)-(47) is never third-order accurate, Vo, 3, so that 0 < a, 8 < 1l,a+ 3 = 1.
3—2v2

However, since “ods ~ 2 x 1072 we can say that (52) is “almost” verified,

(53)

implying that scheme (44)-(47) is “not far” from being third-order accurate if
0 =1—1/v/2. Similarly, if « = 3 = 1/2, we can prove that there is no value of
0 in (0,1/2) so that scheme (44)-(47) is third-order accurate.
From the above results, we suggest to proceed as follows when applying the
0-scheme (18)-(21) to the solution of the initial value problem (40):
1)IfO#1—1/v2, use

¢ = o, (54)
and forn >0
(PnJrO - Son n+460 n 1 n+6 n
WJFBl(@ ) + Ba(p ):§(f + ), (55)
1= — pnto 0 10y _ 1 0 1-6
T 20)At + Bu(@™) + Ba(p" ) = S (T + 1), (56)
e 1 1-6 1 1 1-9
oAt + Bu(@™ ) + Bo(p" ) = S (T 4+ /). (57)

2) If = 1 —1/v/2 we can still use scheme (54)-(57), but simpler choices
are provided by

¢ = o, (58)
and forn >0
o — " n+0 ny _ fn+o
WJFBl(SD )+ Ba(e™) = [, (59)
il — oo n+0 n+1-0 n+0
W+Bl(<ﬂ ) + Ba(p )=, (60)
i n+1 n+1—6 n+1
4 Bu(@™) + Balp™ ) = f (61)
(which corresponds to {«, 8} = {1,0}) and by
¢° = o, (62)
and forn >0
Pl —pn n+0 ny _ fn
W+Bl(<ﬁ )+ Ba(e™) = f", (63)
0 — o n+9 n+1—0 n+1—6
m‘FBl(@ )+ Ba(p )=1f . (64)
i n+1 n+1-6 n+1-6
+ Bi(¢"") + Ba(p ) =1 (65)

OAt
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(which corresponds to {a, 5} = {0,1}). O

2.3 Fractional-step scheme a la Marchuk—Yanenko

Among the many operator—splitting methods which can be employed to solve
(17), we also advocate (following, e.g., Marchuk 1990 [29]) the very simple one
below; it is only first order accurate, but its low order accuracy is compensated
by easy implementation, less cost in computation, good stability, and robustness
properties. We consider the initial value problem (17) with A = A; + Ay where
A; and A, are linear and independent of ¢; we have then (at least formally)

p(t) = e (htaip, (66)

We consider a time discretization step A¢(> 0) and denote (n + a)At by ",
Then from (66) we have

(") = e ANt p(¢m). (67)

Now we suppose that A; and As do not commute. We have then
ef(AlJrAz)At — efAQAtefAlAt 4 O(At2). (68)

Relation (68) leads to the following first order scheme for the solution of problem
(17):

Lpo = ¥0, (69)
for n > 0,¢" being known, we compute ©"t1/2 ©"*1 via the solution of two
initial value problems below:

de/dt + A1 =0 on (t”,t"“), o(t") = ¢™; g0”+1/2 = <p(t”+1), (70)
dp/dt + Axp =0 on (", "), o(t") = "1/ "t = ("), (71)

We consider again the simple situation where H = RN, ¢q € RN, where A is
an NV x N matrix, symmetric, positive definite and independent of t. Applying
(70), (71) with A; = ad, Ay = A satisfying a+ 6 =1,0 < o, < 1 and
backward Euler method yields

n+1/2 _ (Pn
~ + aAp" /2 =, (72)
n+1/2

(pn+1 -
At

¥

+ BAp" T =0, (73)
and
n+l _ -1 -1 n
% = (I+BAtA) " (I 4+ aAtA) ¢
which implies

n ©oi
YT W1 BA) (1 + aAty)"

Vi=1,..N.
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Hence ¢ — 0 as n — oo for all o, 8 satisfying a+5=1,0 < o, < 1. So
the scheme is unconditionally stable. Consider now the rational function R,
defined by

Ry(§) = (1+88) (1 +ad)™".
‘We have )
Ra6) =1-€+ 362+ 0(1)¢"

Comparing above expansion of Ry(€) to the expansion of e~¢ in (32), we
obtain that scheme & la Marchuk—Yanenko is first order accurate (due to the
way we approximate the problem (17) by two problems (70) and (71)) and
unconditionally stable at least for the above simple case consideration.

Remark 6 A second order scheme can be obtained by symmetrization (see,
e.g., Dean and Glowinski 1997 [100] and Dean, Glowinski, and Pan [101] for
the application of symmetrized splitting schemes to the solution of the Navier-
Stokes equations).

Remark 7 We consider again the case where in (17) we have A(p,t) = —f(t).
As before, we suppose that, that f = fi1 + fo with fi = af, fo = Bf and
0<a, <1,a+p=1.

Applying scheme (72)-(73) to the solution of

dp
o =1 20) = o,
we obtain
¢° = g0, (74)
and for n >0,
n+1/2 _ n
= af ), (75)
n+l _  n+1/2
(a0} (76)

which imply that
P = o+ ALY f(29).

q=1

Hence it is first order accurate if f' is continuous on [0,t"].

2.4 Application to the Navier-Stokes equations.

We discuss now the application of the time discretization schemes described in
the above sections to the solution of the time-dependent Navier-Stokes equations

(1)-(3), (5):
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Actually, we shall consider application of the -scheme, since it is the one
which gives the best results regarding accuracy and convergence to steady-
state solutions. We obtain then the following time discretization scheme (with
0<a<l,0<f<landa+p=1):

u’ = ug; (77)

then for n > 0,u™ being known, we compute u™t? w10 gnd u™t! via the
solution of

n+60 _ .in
% — avAu™t? 4 vpntt =
P04 GyAw (' V) in 9 (78)
V-u"t? =01in Q, (79)
a”t? = gg+0 on Iy,
aun+9 " ou”
av—p— = np™ 0 = gt — pu an " Iy, (80)

and then, of

un+1—9 _ un+9
_ ﬁVAu"+1_9 4 (un+1—9 X V)un+1—9 _

(1—20)At
170 1 avAut? — vpt?in Q, (81)
un+1—9 — g(’r)LJrlfe on 1—\07
ount1i-9 ount?
5Vu87 =g 4t pt? — v  on Iy, (82)
n

and finally, of

un+1 _ un+179
- ayAun+1 + Vpn+1 —

AL
£ 4 grAu 0 — (w0 vt in Q, (83)
V-u"tt =01in Q, (84)
u"tt =gt on T,
aunJrl N 8un+170
W= — np" T =gt ﬂuT on T'y; (85)

the choice of a and § will be discussed below. We observe that using the 6-
scheme we have been able to decouple the nonlinearity and the incompressibility
in the Navier-Stokes equations (1)-(3), (5). We observe also that u"*? and
u™t! are obtained from the solution of linear problems very close to the Stokes
problem

au—vAu+ Vp=1{in Q,

V-u=0in Q, (86)

0
u=ggonly, V—u—np:gl on I'y.

on
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In Sections 3 and 4, we shall describe the specific treatment of the
subproblems encountered at each step of scheme (77)-(85). Concerning now
the choice of o and 3, we advocate the one given by (37); with such a choice
many computer subprograms are common to both the linear and nonlinear
subproblems, saving therefore quite a substantial amount of core memory.
Concerning 6, numerical experiments show that § = 1 —1/4/2 seems to produce
the best results, even in those situations where the Reynolds number is large.

Remark 8 Numerical experiments show that there is practically no loss in
accuracy and stability by replacing (0" 1= . V)u"t1=9 by (u"+?. V)u"+1-9 in
(81). This observation has important practical consequences since the following
problem

un+1—9 _ un+9
_ n+1-—60 n+6 | n+1—-60 _
OrAu + (u V)u

(1-20)At
0 4 avAut? — vprt? in Q,
o n+1-—60 b n+0
w0 = gntl=0 oy Fo,ﬂl/iu =g fnpt? — v s on Ty,
on n
(87)
being linear, is easier to solve than the nonlinear problem (81). 0

Remark 9 Operator splitting methods have always been popular tools for the
numerical simulation of incompressible viscous flow. To be more precise,
the so-called projection methods, which have been used for more than thirty
years now, for solving the Navier-Stokes equations can be viewed as operator
splitting methods. The projection methods can also be viewed as predictor-
corrector schemes, where a predicted value (not necessarily divergence-free) of
the approzimate solution at time (n+ 1)At is projected in the L?()-sense over
an appropriate space of divergence-free functions. We will discuss a projection
method obtained by the scheme a la Marchuk-Yanenko in Section 5.3 (to appear
in Part II). To our knowledge, projection methods for solving the Navier-Stokes
equations have been introduced by Chorin 1967 and 1968 [38, 39] and Temam
1969 [40, 41]; the original projection methods contained several drawbacks,
concerning particularly the quality of the approximate pressure at low Reynolds
numbers, but, fortunately, these flaws have been essentially eliminated in the
modern projection methods. A concise, but fairly complete introduction to
projection schemes can be found in Quarteroni and Valli 1994 [42] (Section
13.5), a more detailed one being Marion and Temam 1998 [23] (Chapter 3).



Finite Element Methods for the Numerical Simulation of Incompressible... 23

3 Classical and Variational Formulations of the
Advection-Diffusion Subproblems Associated with
the Operator Splitting Schemes.

At each full step of scheme (77)-(85) we have to solve a nonlinear elliptic system
of the following type (with Q,I',Ty and I'; as in Section 1):

au—vAu+ (u-Viju="£in Q,
(88)

u=goonly v—=gionly,

u
on
where a and v are two positive constants, and f, gy and g; are three given
functions, defined on 2,y and I'y, respectively. We shall not discuss here the
existence and uniqueness of solution for problem (88), which can be found in,
e.g., Glowinski 2003 [4] (Section 15). We consider now the following functional
spaces of Sobolev type:

HYQ) = {olo € L2(Q), 22 € 12(0), ¥i=1,..d)},

Hy(Q) = {plp € H(Q), ¢ =00n T}, (90)
Vo = {v|v e (HY(Q)? v=0o0nTy}, (91)
Vy = {vlv e (H'(Q)% v =goon o} (92)

if go is sufficiently smooth, then space Vj is nonempty.
Using Green’s formula we can prove that for sufficiently smooth functions u
and v belonging to (H'(Q))¢ and Vj, respectively, we have

5’—u-vdlﬂ:/Vu:Vvdx—!—/Au~vdx. (93)
r, on 9 9

Taking now the dot-product with v of both sides of the first equation (88),
using (93) and taking the boundary conditions in (88) into account we obtain
that if u is a solution of problem (88) belonging to V, it is also a solution of
the following nonlinear variational problem:

u e Vy; Vv € Vy we have

a/u~vdaz—|—1/ Vu:Vvdsr:—F/(u-V)u-vdac:/
Q Q Q

f-vdx—|—/ gy - vdl.
Q r

(94)

Actually, the reciprocal property is true and (94) implies (88). Problem
(88), (94) is equivalent to a problem of the Calculus of Variations, since neither
(v-V)vnor (V- V)v are the differentials of a functional of v; using, however,
a convenient least squares formulation we shall be able to solve the above
advection-diffusion problem by iterative methods from Nonlinear Programming,
such as conjugate gradient algorithms.
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3.1 Leastr—Squares Formulation of (88), (94)

Let v € V; to v we associate the solution y = y(v) € Vj of

ay —vAy =av —vAv+ (v-V)v —fin Q,
dy _ Ov (95)
y=0onTly, v==~=v— —gi; onT};.
on on
We observe that y is obtained from v via the solution of d uncoupled linear
elliptic problems (one for each component of y); using (93), it is easily shown
that (95) is equivalent to the linear variational problem

y € Vi; Vz € Vy we have

a/y~zdx+u/Vy:Vzd:c:a/v~zdx+u/Vv:Vzd:c 96

+/(V~V)V~de—/f~zdx—/ g1 - zdl,
Q Q Ty

which has a unique solution.

Suppose now that v is a solution of the nonlinear problem (88), (94); the
corresponding y (obtained from the solution of (95), (96)) is clearly y = O0;
from this observation, it is quite natural to introduce the following (nonlinear)
least—squares formulation of (88), (94):

find u € Vy; such that (97)
J(u) < J(v), Vv eV,
where the functional J : (H!(Q))% — R is defined by
1
Iw) =5 [ (alyl + IV da (98)

with y defined from v by (95), (96). Observe that if u is a solution of (97), such
that J(u) = 0, then it is also a solution of (88), (94).

3.2 Conjugate Gradient Methods for the Solution of Minimization
Problems in Hilbert Spaces.

The main goal of this subsection is to discuss the iterative solution of
minimization problems in Hilbert spaces by conjugate gradient algorithms. For
years, our main sources of information concerning conjugate gradient algorithms
have been Daniel 1970 [43] and Polak 1971 [44], the first reference in particular
since it is also concerned with infinite dimensional problems.

Conjugate gradient algorithms have been introduced by M. Hestenes and
E. Stiefel in the early fifties for the solution of finite dimensional linear
systems associated with symmetric and positive definite matrices (see Hestenes
and Stiefel 1952 [45] for details). Since then, these methods have enjoyed
considerable generalizations and have motivated a very large number of
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publications. The interested reader may find abundant information on these
methods and their implementation in, e.g., the review articles Freund, Golub
and Nachtigal 1992 [46], Nocedal 1992 [47] and in the monographs Kelley 1995
[48] (Chapter 2), Saad 1995 [49] (see also the references therein, and Golub and
O’Leary 1989 [50] for an historical account).

3.2.1 Conjugate Gradient Solution of Linear Variational Problems
in Hilbert Spaces.

We shall discuss first the conjugate gradient solution of the linear variational
problems in Hilbert spaces. We consider:

(i) V is a real Hilbert space for the scalar product (-,-) and the associated
norm || - [[;

(i) a(-,-) is a bilinear functional from V' x V' — R, continuous and V-elliptic
(i.e., 3 > 0 such that a(v,v) > of|v||?, Yv € V);

(iii) L is linear and continuous over V.

In this section we make the following additional assumption on the bilinear
functional a(, -):

{the bilinear functional a(-,-) is symmetric, (99)

i.e., a(v,w) =a(w,v), Yo,w € V.

If the symmetry property (99) holds, then the linear variational problem
V.
vew (100)
a(u,v) = L(v), Yo €V,

has a wunique solution by the Lax-Milgram theorem, which is also the solution
of the minimization problem

ueV,
{J(“) < J(), Yo eV, (101)

with 1
J(v) = 5a(v, v) — L(v), Yw € V. (102)

Here are a typical examples of above linear variational problem:
Example 3.1: Here we consider the one associated with the homogeneous
Dirichlet problem:

u € Hy(Q),
/Vu~Vvdx:/fvdm, Vv € HE(Q),
Q Q
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with f € L?(2). In this example, we have V = Hg (),

a(u,v) :/QVu~Vvd:U, L(v) z/vadx

and

J(w) = %/Q|Vv|2dx—/gfvdx.

Description of the conjugate gradient algorithm.

In order to solve problem (100), (101) we propose the following conjugate
gradient algorithm.
Step 0: Initialization
u® €V is given; (103)

{go eV, (104)

solve

(¢°v) = a(u®,v) — L(v), Yv €V,

and set
w’ =¢°.0 (105)

For n > 0, assuming that u™, g™, w™ are known with g" # 0 and w"™ # 0,
compute u™ 1, g"t1, w™tl as follows
Step 1: Steepest descent
Compute
pn = [lg"11%/a(w™, w") (106)

and set

u" =y — paw. (107)

Step 2: Testing the convergence and construction of the new descent direction

Solve
n+1 cV.
RS , (108)
(g"t v) = (¢",v) — ppa(w™,v), Yo € V.
Ifllg" I/ N16%] < e take u = unt?; else, compute
= [lg" 12/ lg" | (109)
and update w™ by
wt = gt oy . (110)

Don=n+1 and return to (106). O

Despite its apparent simplicity, algorithm (103)-(110) is one of the most
powerful tools of Scientific Computing; it is currently used to solve very
complicated problems from Science and Engineering which may involve many
millions of unknowns. Large scale application of the above algorithm will be
found in several parts of this article.
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Convergence of algorithm (103)-(110).

Before discussing the convergence of algorithm (103)-(110), it can be shown
by using the Riesz theorem that problem (100), (101) is equivalent to

Au=1, (111)
where [ € V, A € L(V,V) and verify
L(v) = (Il,v), Yv € V and a(v,w) = (Av,w), Yv,w € V;

operator A is an automorphism of V' (symmetric since a(-,-) is symmetric).
Incidentally, we have

alol® < a(v,v) < [|A[ll|olf?, Yo € V; (112)
in (112), the best constant « (i.e., the largest one) is given by 1/||A71||.
Concerning the convergence of algorithm (103)-(110), we are going to prove

the following:
Theorem 1 Suppose that € = 0 in algorithm (103)-(110); we have then

lim_||u" — ul| =0, vu® €V, (113)

where u is the solution of problem (100), (101).

PROOF: For clarity, the proof has been divided in two parts.
Orthogonality properties: First, we are going to show that the following
orthogonality properties hold, as long as we can iterate (i.e., as long as g"
and w" are different from 0 in (103)-(110)):

(¢'.97) =0, Vi, j,i # 3], (114)

(9" w?) =0, Vi, j,i > j, (115)

a(w',w) =0, Vi, ji # . (116)

We are going to proceed by induction, assuming first that relations (114)-(116)

hold up to n; let us show that they also hold up to n + 1. We start with (114):
We have, from (108) and from (110) (with n replaced by n — 1)

(g™ 9" = lg"I* = pra(w™,g")
= [lg"II” = pna(w”, w" = yp1w"1);

using (116) (true up to n) and (106) we obtain

n+1

(6"t g™) = llg"[I* — pna(w™, w™) = 0.

Similarly, we have for j <n

(9"t 97) = (9™, ¢7) — pna(w™, g7)
= (9", ¢7) — ppa(w™, w? — ;1w =) = 0.
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We have thus shown that if (114) holds up to n, it also holds up ton +1. O
We consider now the relations (115); operating as above we have

(g"thw™) = (g™ w") - a(w” w")
= (9 ”+7n 1wt — ppa(w™, w™)
g™ H2—p a(w™,w") =0,

and for j <n
(gn—Ha wj) = (gnij) - pna(wnawj) =0.
We have shown, here also, that if (115) holds up to n, it holds up ton + 1. O
Proving similar results for (116) is slightly more complicated; however, using
the relations in algorithm (103)-(110) and the fact that (114), (115) (resp.,
(116)) hold up to n + 1 (resp., n) we have

CL(,wn+17,wn> — a<wn7wn+1> — pgl[(gn7wn+1> _ (gn—f—l?wn—&-l)]
= P (g™ g"+1+%w”)—(9"*17g"+1+%w")]
= lmlg™ ™) = llg" 7]

= pnlhﬁ( "+ 1w ) — lg" 7]

= ' mllg” ||2 lg" T 1?] =0,

and then for j <n

a(w w’) = a(g"t + ™, w!) = a(g"t, w?)
= a(w!,g"*")
= p;'[(¢7.g"h) — (¢, gt = 0;

the above relations imply that (116) hold up to n + 1 if it holds up to n. O
To complete the proof of (114)-(116) it suffices to show that these relations

also hold for i = 1 and j = 0. Using the fact that w® = ¢°, we have
0

19°11> = poa(w?, ¢°) = ||g°]]* — poa(w®,w’) =0,

= 0

—~
Q

=

<

o

~— —
Il

a(wh,w®) = aw’ w) = py (g%, wh) — (g* wh)]
= ﬂai[(g°791 +v0uw°) = (g%, " + vou®)]
= po (g w?) —1lg"?]
= po [ollg®l1? = [lg"11*] = 0,

which completes the proof of relations (114)-(116). O
Convergence: We can easily show (by induction, again) that

(g"t v) = a(u™t v) — L(v), Yo e V.

If g" ! = 0 in algorithm (103)-(110), we have therefore u" ! = u (since problem
(100) has a unique solution). Suppose now that w™*! = 0; it follows from (110)
that

"+ =0
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which implies in turn (from (115)) that

g™ 1P+ 4n (g™ w™) = [lg" TP = 0;

we have thus vt = w.

Suppose now that we have g # 0 and w™ # 0, ¥n > 0; in order to show
that lim, 4 u™ = u we consider the difference J(u™) — J(u"*1); we clearly
have (Taylor’s expansion)

Tty = I = ppw") = J(u") = pu(J (W), w") + 3p%a(w", w")
= I - pulout,wm) — Lw™) + L2a(u, )
= T — pulg ) + ba(un, w)
= JW") = palg", 0" + 10" ") + 5pha(w", w")
= JW") = pallg"|I* + 3pna(w™, w")

which implies that

Ty = T ) = pllg" |~ Gatw™ ) = Llg" [ fa(u, w™), ¥n > 0.
(117)
It follows from (117) that the sequence {J(u™)},>0 is a decreasing one; since
it is bounded from below by J(u), it converges to some limit (> J(u)) which
implies that
lim [J(u™) — J(u"tH)] = 0.

n—-+o0o

We have thus shown (from (117)) that

hr—? ||g”|\4/a(w”,w") =0. (118)

Since g" = w" — y,—1w" "', we have (from (116)) that
alg™, g") = a(w™, w™) +2_ja(w" " w" ) > a(w™, w™) > 0; (119)
we also have, from (112),
a(g".g") < [|Allllg"|I*. (120)

Combining (118), (119), (120) yields lim,,—, 4 ||¢"|| = 0, which implies in turn
(since g™ = Au™ — 1, Vn > 0)

lim u" =A"' =u,
n—-+oo

which completes the proof of the theorem.

Remark 10 Suppose that V is finite dimensional with dimV = d; in that case
we have convergence in d iterations at most. Suppose that it is not the case,
then {g°, g*,... g%} will be a system of d + 1 vectors of V, linearly independent
since all different from zero and mutually orthogonal (from (114)). Since this
is impossible there exists N < d such that gV = 0, which implies in turn that

uN:u.
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Remark 11 The above proof of Theorem 1 is a variant of the classical one
used to prove, in finite dimension, the finite termination property discussed
in Remark 10; these proofs completely rely on the orthogonality properties
(114)-(116). Computer implementations (necessarily finite-dimensional) of
algorithm (103)-(110) will suffer from the effects of round-off errors, one of
the effects being precisely the loss of the above orthogonality properties; we can
wonder, therefore, about the convergence properties of algorithm (103)-(110) in
practice. Actually they are quite good, in general, despite the fact that the finite
termination is lost, strictly speaking. This good behavior of algorithm (103)-
(110) is a direct consequence of the following estimate of its speed of convergence
(proved in, e.g., Daniel 1970 [43]):

,—a -1 2n
a(u™ —u,u" —u) < 4a(u® — u,u’ — u) <V+1) , Vo> 1, (121)
V Va

where, in (121), the condition number v, of the bilinear functional a(-,-) is
defined by

Ve = supa(v,v)/ inf a(v,v), (122)

vES veS

with S = {vjv € V,||v|| = 1} (we can easily show that v, = ||Al|||A™L||, operator
A being this element of L(V,V) such that a(v,w) = (Av,w), Yv,w € V).
We observe that the closer v, is to 1, the faster is the speed of convergence.
For problems of large dimension the convergence behavior associated with
(121) is much more important than the hypothetical finite termination property
mentioned above.

Using the following equivalence relations between the norms |[v|| and
a(v,v)
AT P < a(v,0) < [JAlIIV]1%, Yo € V,

we can easily show that (121) implies

a -1 "
™ — u SQ\F<\\;+1) 1e® — ull, v > 1, (123

which is less sharp than (121).

3.2.2 Conjugate Gradient Methods for the Solution of Minimization
Problems in Hilbert Spaces.

Formulation of the Minimization Problems.

The minimization problems to be considered have the following formulation:

ueV,
{J(U) <J(), Yo eV, (124)
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where:

e Vis a Hilbert space for the scalar product (-,-) and the corresponding
norm || - ||; we do not assume, here, that V" has been identified to its dual space
V.

e J:V — Ris a differentiable functional whose differential is denoted by J’
(some authors use the notationV.J for the differential of .J).

Since V has not been necessarily identified to V", it is convenient to introduce
the duality isomorphism S : V. — V', which is the unique operator in Isom
(V, V') such that

< Sv,w >=< Sw,v >= (v,w), Yv,w €V, (125)

where < -,- > denotes the duality pairing between V' and V; operator S is
self-adjoint and strongly-elliptic over V since (125) implies

< Sv,v >=|[v]|?, Vv e V. (126)
Actually, in addition to (126), relation (125) implies
IfIIE=<f,87' f> VfeV (127)
(where the dual norm || - ||« is defined - classically - by

[If]]« = bug| < f,v > with ¥ = {v|v € V, |[v]| = 1}),
S

and
(f,9)« =< f,5'g>, VfgeV’, (128)

where (-, ), denotes the scalar product in V', compatible with the norm || - ||..

Concerning now the differentiability of J, we shall assume that J is either
Fréchet-differentiable or Gateauz-differentiable. We recall (see, e.g., Zeidler 1986
[61] (Chapter 4)) that J is Fréchet-differentiable over V if, Yv € V, there exists
J'(v) € V', the derivative of J at v, such that

J(+w) — Jw) =< J(v),w > +]||w||e(v, w), (129)

with lim,,_0e(v,w) = 0. Similarly, (see again Zeidler 1986 [51], loc. cit.), J is
Gateauz-differentiable over V, if, Yv,w € V, there exists J'(v) € V' such that

J(v+tw) — Jw) =t < J'(v),w > +te(t, v, w). (130)

with lim; o e(t,v,w,) = 0. It is quite obvious that the Fréchet-differentiability
of J implies its continuity and its Gateaux-differentiability.
Back to (124), if we suppose that the minimization problem has a solution
u, it necessarily verifies
J'(u) = 0. (131)
Proving (131) is fairly obvious, but owing to the importance of this result, we
feel obliged to prove it. Observe, therefore, that (124) implies

J(u+tv) — J(u)
t

>0, Vv eV and Yt > 0; (132)
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taking the limit in (132), as t — 0,4, we obtain, from (130),
< J'(u),v>>0,YveV,
which clearly implies (replace v by —v)
< J'(u),v >=0,YveV. (133)

Finally, to show (131) take v = S~1J’(u) in (133) and use relation (127).
As already mentioned, the optimal condition (131) is sufficient if J is convez;
furthermore if J is strictly convez, i.e.

{J(m + (1 - tyw) < tJ(v) + (1 - t)J(w), (134)

vt € (0,1), Yv,w € V,v # w,

then existence implies uniqueness.

We shall conclude this section by mentioning typical conditions which imply
the existence of a solution to the minimization problem (124); these conditions
are

J(v) = 400, (135)
[[v]| =00

J is weakly lower semi — continuous over V (136)

condition (136) means that:

If lirf vp, = v weakly in V, then lim inf J(v,) > J(v).

n—-+oo
Showing that (135), (136) implies the existence of a solution to problem (124)

is fairly easy.

Remark 12 If J is conver and differentiable over V, condition (136) is
automatically satisfied. To show this result we observe that from the convexity
of J we have (by definition)

J((1 =t +tw) <tJ(w) + (1 —t)J(v), Yo,w eV, Vt € (0,1],

which can be rewritten as

J(v+t(w—v)) — J(v)
t

Taking the limit in (187), as t — 0L we obtain (from (150))

< J(w) — J(v), Yv,w €V, Vt € (0,1]. (137)

J(w) — J(w) >< J'(v),w —v >, Yo,weV. (138)

Condition (138) is in fact a celebrated characterization of the convexity of
differentiable functionals (as shown in, e.g., Ekeland and Temam 1976 [52]).
Consider now a sequence {vp}n>0 n V such that lim, .| v, = v weakly in

V'; we have, from (138),

J(vp) — J(v) >< J'(v), v, —v >, ¥n >0,



Finite Element Methods for the Numerical Simulation of Incompressible... 33

which implies at the limit, as n — 400,

lim inf J(v,) > J(v),

n—-+4oo

which shows the weak lower semi-continuity of J.

Description of Conjugate Gradient Algorithm for the Solution of
Problem (124).

In order to solve problem (124) we shall use the following conjugate gradient
type algorithms:
Step 0: Initialization

u’ €V is given; (139)
solve
0
ev,
g . (140)
(¢°,v) =< J'(u’),v >,Yv eV,
and set
w’ = ¢°.0 (141)
Then for n > 0, assuming that u™, g, w™ are known, compute u"*1, g"tt wnt!

as follows:
Step 1: Steepest Descent

Solve
pn €R, (142)
Ju" — ppw™) < J(u" — pw™), Vp € R

and set

u" T =" — ppw™. (143)

Step 2: Testing the convergence and construction of the new descent direction

Solve
gnJrl c ‘/’ (144)
(gt v) =< J'(u" 1), v >, Vv € V;

if 1g" |/ 116°] < e take u = w1y else, compute either

Yo = lg" 12 /1" ||* (Fletcher — Reeves update) (145)
or
Yo = (" = g™, g" ™) /19" |1? (Polak — Ribicre update) (146)
and then
wt = g™t w0 (147)

Don=n+1 and return to (142). O
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Remark 13 Suppose that the functional J in (124) is given by (102). We can
easily show that

< J'(v),w >=a(v,w) — L(w), Yv,w € V (148)
and that algorithm (139)-(147) applied to the minimization of J yields
pn = (9" w")/a(w"™, w") in (142). (149)

Consider now algorithm (1038)-(110): the orthogonality conditions (114)-(116)
imply that

pn = lg" (17 fa(w", w") = (¢",w") /a(w",w") in (106), (150)

v = g™ P/ |P = (a" g™ = g™)/llg" |1 in (109). (151)

It follows from (148)-(151) that algorithms (1038)-(110) and (139)-(147)
coincide if J is given by (102). O

The convergence properties of the Fletcher-Reeves and Polak-Ribiére
conjugate gradient algorithms have inspired many investigators; let us mention
among others Daniel 1970 [43], Ortega and Rheinboldt 1970 and 1972
[63, 54, 55], Polak 1971 [44] (Chapter 6), Avriel 1976 [56] (Chapter 10),
Powell 1976 and 1977 [57, 58], Girault and Raviart 1986 [59] (Chapter 4)
and also two recent references, namely Nocedal 1992 [47] and Hiriart-Urruty
and Lemarechal 1993 [60] (Chapter 2). We found the last two references
particularly interesting, since they contain a large number of further references
on conjugate gradient algorithms, and also very detailed advices and recipes
on the practical implementation of these algorithms, based on three decades of
theoretical investigations and computer experiments.

3.2.3 Application to the advection-diffusion problem (88).

In order to solve problem (88) by the least-squares/conjugate gradient
techniques discussed in previous subsections, we need to equip Vy and V, with
an appropriate Hilbertian structure; we chose as scalar product on Vy and V

{v,w} — /(av -w+vVv: Vw)dz,
Q
the corresponding norm being, obviously,
v (/ (V]2 + 1| Vv]?) da)t.
Q

To apply the Fletcher-Reeves algorithm (139)-(147) to the solution of the
problem (88), (97) we need, in principle, to take as unknown @ = u — g with
some gy € V; so that go = go|r,, in order to transform the problem (88),
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(97) into equivalent problems in Vj; actually, this is not necessary and we can
proceed directly with algorithm (139)-(147). We obtain then:

u’ €V, is given; (152)
solve
gO € V07
0 0 1110 (153)
(ag?-z+vVgl: Vz)dx =< J'(u"),z >, Vz e,
Q
and set
wl =g (154)
For n > 0, assuming that u™,g", w" are known, we obtain u™t!, gnt! wnt!
by:
Step 1: Steepest Descent
Solve
n € R,
P (155)
Ju” — ppw™) < J(u"” — pw"), ¥p e R
and set
u"tt =u" - p,w". (156)

Step 2: Testing the convergence and construction of the new descent direction
Solve

gn-‘rl c ‘/'07
i i (L (157)
(agn -7+ I/Vg” . Vz)dx =< J (un ),Z >, Vz € Vo,
0
z'f/ (alg" % 4 v|Vgnt1?) dx// (a]g°]? + v|Vg°|?) dz < €2, take u = ut;
Q o

else, compute
1= [ (alg™ 1+ (Vg ) da) [ (@l + oIV de (159
Q Q

and then

n n+1

with = gt o W, (159)

Don=n+1 and return to (155). O

Calculations of J' and p, when solving the non-linear problem (88),
(97).

To compute J'(u™) at each iteration in above algorithm (152)-(159) when
solving the non-linear problem (88), (97), again let us follow the definition (130).
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For v € V; and w € 1}, we have

y(t) € Vo; Vz € Vy we have
a/y(t)-zda:—l—y/Vy(t) : Vzdr
Q Q
:a/(v+tw)-zdx+u/V(v+tw):Vzdm
Q Q

—|—/((V+tw)~V)(v+tw)'zd:c—/f~zdx—/ g1 - zdl,
Q Q Iy

(160)

and

y € Vo; Vz € Vy we have

a/y-zdaz—l—u/Vy:Vzdmza/v-zdaz—i—u/Vv:Vzdw (161)
Q Q Q Q
+/(V~V)V~Zd$7/f~zdl'7/ g1 - zdl.
Q Q 'y

Clearly we have y(t) =y +t dy(t) where dy(¢) is the solution of

Oy (t) € Vo; Vz € Vy we have
a/&y(t)-zdx—i—y/Véy(t):Vzdm:a/w~zdx+1//Vw:Vzdx
Q Q Q Q

Jr/Q(V~V)W~Zdl‘+/Q(W'V)V~ZdI+t/(W'V)W'de

Q
(162)
Hence we have the difference
1
J+w)=a) = 3 [ (aly+tay@OF + oIV + £ ay()P) do
Q
1
5 [ @y + vV d
2Jq
= t/ (ay - 0y(t) + vVy : Viy(t)) dx (163)
Q

2
+ [ (alay(©F + 4 Vay(0)) da

and

<J'(v),w >=lim Jv + t“;) —Jv)

= /(ay -0y (0) + vVy : Viy(0)) dx.
Q
(164)
Since y € Vp, we set z =y and ¢ = 0 in (162) and obtain

< J(v),w>= a/ yw dJU—H// Vy:Vw d:c—|—/ (v-V)w-y d:v—!—/ (w-V)vydz.
Q Q Q Q
(165)
Therefore < J'(v),w > has a purely integral representation, which is of major
importance in view of finite element implementation of algorithm (152)-(159).
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Another problem of practical importance is the calculation of p, in (155)
when solving the non-linear problem (88), (97). Let y™(p) be the solution
of (95), (96) with given v = u” — pw", then we have y"(0) = y" and
y"(pn) = y"*! and

Y (p) =" = pyi +p’y3, (166)

where yT and y4 are the solution of

vy € Vo; Vz € V we have

/(ay? cz4+vVy? :Vz)de =« | w"-zdex+v | Vw" : Vzdx (167)
Q Q Q
+/ (u” - V)w" - zdz + / (w"-V)u" - zdz,
Q Q

vy € Vo; Vz € Vy we have

168
[ (eys 240953 Vs = [ (- ywr -z, (168)
Q Q
respectively. Since
1
I = ) = 5 [ {aly" (@) + 01V ()P} e (169)

the function j,(p) = J(u™ — pw™) is a quartic polynomial in p; p,, is therefore
a solution of the cubic equation

’

3 (p) = 0. (170)

We shall use the standard Newton’s method to compute p,, from (170), starting
from p = 0. The resulting algorithm is as follows:

p’ =0, (171)
and for k > 0, p* being known,

P =08 =G (09) ) () (172)

Conjugate gradient algorithm for the non-linear problem (88), (97).

From above results, the algorithm (152)-(159) can be written in details as
follows:
u’ €V, is given; (173)

solve
y0 € Vo; Vz € Vy we have

a/yo-zdx—H/ Vy? : Vzdx:a/uo-zdx—i—u vul : Vzdx
Q Q Q Q

+/(uO-V)u0-zdx—/f-zdx—/ gy -zdl,
Q Q r
(174)
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and
gl € Vio; Vz € Vi we have

/(ago -z +vVgl: Vz)dr = oz/y0 ~zdx + V/Vyo : Vzdx (175)
Q Q Q
+/(uO~V)z~y0d$—|—/(Z-V)uo-yodx;
Q Q
and set
wl =g (176)

For n > 0, assuming that u™, y*, g", w" are known, we obtain u"*!, y"t!

gn+1 , Wn+1 by:
Solve

)

vy € Vo; Vz € V we have
/(ay]l -Z—f—vaiL : Vz)daj = a/wn 'ZdCL‘—‘rl// Vw" : Vzdz 177

+/(u”-V)w”~zdx+/(w”~V)u”~zdx,
Q Q

vy € Vo; Vz € Vj we have

178
/ (ayy -z +vVyh : Vz)de = / (w"-V)w" - zdz. (178)
Q Q
Define
Y (p) =y" = pyi + p’y5, (179)
. 1
(o) = 5 [ aly™ (o) + 01V ()} da. (150)
and solve the cubic equation )
Jn (Pn) = 0; (181)
we have then
utl =u" - p,wn, (182)
y "t =y"(pn). (183)

Solve

g"tl € Viy; Vz € Vy we have

/(ozg"“‘1 -z +vVghtl . Vaz)dr = a/
Q Q

+/ ("t V)z - y"tlde + / (z- V)u"tt.yntldy.
Q 0

y*" . zde + 1// Vy"tl : Vzdx
Q

(184)
If/ (clg™ ) +v|Vghti?) dﬂ:// (alg?® +v|Vg??) dx < &2, take u = u™*;
Q Q

else, compute

Vn = / (alg™™* + VIVg”HIQ)dw// (alg"[* +v|Vg"*) dz (185)
Q Q
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and then

wtl = gntl 4w, (186)

Don=n+1 and return to (177). O

Remark 14 The linearized advection—diffusion problem (87) can be also solved
by a least—squares conjugate gradient method close to the one discussed in this
section, but cheaper since the linearity of (87), we have to solve only 2 elliptic
systems associated to ol — v/\ per iteration. An interesting alternative is
clearly use a preconditioned GMRES algorithm to solve (87), with ol — vA
as preconditioner.

Remark 15 We observe that each iteration of algorithm (173)-(186) requires
the solution of three systems of mixed Dirichlet-Neumann boundary value
problem associated with the elliptic operator ol — v/A. This number is optimal
for a nonlinear problem, since the solution of a linear problem by a least-squares
conjugate gradient method requires the solution at each iteration of two linear
systems associated with the preconditioning operator.

Another important issue concerning algorithm (173)-(186) is their stopping
criterion; we have used

Ju™)/J(u®) <e (187)
with € of the order of 1076,

3.3 Solution of advection subproblem

Now we would like to consider the pure advection problem

ou

E+(V-V)u=0m9x(t”,t"+1)7 (188)
u(0) =ug, u=gon'_ x (1", t"H).

with V-V =0and OV /ot = 0in Qx (t",t" 1) T'_ = {x|x €I, V(x) n(x) <

0} and 9g/0t = 0 on T'_ x (¢*,¢t"*1). The above problem can be obtained when

applying the operator—splitting scheme & la Marchuk-Yanenko to the Navier-

Stokes equations, which we shall discuss later.

Solving the pure advection problem is a more delicate issue. Clearly, problem
(188) can be solved by a method of characteristics (see, e.g., Pironneau 1989
[10] and Glowinski and Pironneau 1992 [102] and the references therein). An
easy implementing alternative to the method of characteristics is provided by a
wave-like equation method. It follows from that after translation and dilation
on the time axis, each component of u is a solution of a transport equation of
the following type:

%+V.V@:Oin9><(071)’

©(0) =g, p=gonT_ x(0,1),

(189)
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Let us follow Dean, Glowinski, and Pan 1998 [101] to discuss the solution of the
transport problem (189). Since each component of u, in equation (188) verifies
a transport equation such as (189), we shall focus on the solution of this last
equation. The properties V -V = 0 and 9V/dt = 0 on Q x (0,1) (we also
have dg/0t =0 on I'_ x (0,1)) imply that problem (189) is “equivalent” to the
(formally) wall-posed problem:

foalt .

S~V (V- VoV) =0in Qx (0,1),
0

©(0) = o, af (0) ==V - Ve,

9%

p=gonT_x(0,1), V-n(at

+V -Vy)=00on (I'\I'_) x (0,1).
(190)
Solving the wave-like equation (190) by a classical finite element/time stepping
method is quite easy since a variational formulation of (190) is given by
0
5! dx+ [ (V-V)(V-Vv)dx
Q Q

—|—/ V npwdl =0, Yo € Wy, a.e. on (0,T),
P\I_ ' (191)

0
2(0) = 20, 5(0) = V- Vi,
p=gononI_x(01),

with the test function space Wy defined by
Wo = {vjve H(Q), v=0o0onT_}.
We observe that V-n > 0 on I'\T'_, implying that the boundary term in (191)
is dissipative.
Let H} be a C - conforming finite element subspace of H'(Q) as discussed

in, e.g., Ciarlet 1978 and 1991 [24, 81]. We define Wy, by Wy, = H}L N Wo;
we suppose that }llirrb Won = Wy in the usual finite element sense (see Ciarlet

1978 and 1991 [24, 81]). Next, we define 71 > 0 by 7 = At/Q1, where Q; is a
positive integer and we discretize problem (191) by

<P0 = on (=~ ¥o), (192)

/(Wl —pHvdx = 271/ (Vi - V) dx, Yv € Wop,
[¢) Q

(193)
¢! — ¢! € Wop,
and for g =0, ..., Q1 — 1,
¢q+1 S Hlllv Saq+1 = gn ON F—7
(plﬁ-l + SDq—l — 201 .
/Q P vdx + Q(Vh - V) (V- Vo) dx (194)
@q+1 — (qul
+ Vi, - n( Jvdl =0, Yv € Wop,

\I'_ 1
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where, in (193) and (194), V}, and g;, approximate V and g respectively. Scheme
(192)-(194) is a centered scheme which is formally second-order accurate with
respect to space and time discretizations. To be stable, scheme (192)-(194) has
to verify a condition such as

71 < ch, (195)

with ¢ of the order of 1/|[V||]. If one chooses an appropriate numerical
integration method to compute the first and third integrals in (194), the above
scheme becomes explicit, i.e. pt! is obtained via the solution of a linear system
with a diagonal matrix.

Remark 16 Scheme (192)-(194) does not introduce numerical dissipation,
unlike the upwinding schemes commonly used to solve transport problems like
(188) and (189).

Remark 17 Since the wave equation in (190) is, for arbitrary data, a model
for simultaneous transport phenomena in the directions V and —V , both playing
the same role, one has to be aware that the initial condition and the boundary
conditions have to be treated very accurately in order to keep at a small level
the transport phenomenon taking place in the —V direction, which is here a
numerical artifact.

Remark 18 In order to show that this projection/wave-like equation method
is closely related to the Chorin’s projection method [39]. Let us consider the
homogeneous boundary condition, ulr = 0 for all t and set Q1 = 1 in (192)-
(194). Then we have the following scheme:

u’ = ugy, is given; (196)

forn >0, u™ being known,
n+1/3 _ .n
/u -Vclx—/p”‘*‘lﬂgv-vdx:07 Vv € Von,
Q

At
Z}qv a8 gx = 0, Vq € L}%, (197)

un,+1/3 c VOhapn+1/3 c Lgh’

un+2/3 o un+1/3
L=
(U3 W)unt/3 (w3 W vdx, Vv € Vp; (198)

Q
u"t?/8 ¢ Von-

cvdx + / (ut1/3 . w)yunt/3 . vdx
Q
_Lt

un—i—l _ un+2/3
/T -vdx + 1// Vu"tl: Vvdx =0, Vv € Vo u™t € V. (199)
Q Q

The difference between the above scheme and the Chorin’s projection method
is a right-hand-side term in (198) which is a naturally built-in diffusion term
only acting in the direction of streamlines. This extra term is also close to the
one introduced in streamline-diffusion methods (e.g., see Johnson 1986 [103]).
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4 Tterative solution of the Stokes type sub—problem

At each full time step of scheme (77)-(85), we have to solve twice the following
generalized Stokes problem:

au—vAu+ Vp ="~fin Q,
V-u=01in Q, (200)

u
— —np = on T’
on p = 81 1

u=goonly v

with o and v two positive parameters. Our main goal in this section is to discuss
iterative methods for the solution of generalized Stokes problem (200).

4.1 Mathematical properties of the generalized Stokes problem

We suppose that in above (200), 2 is a bounded domain of R? (with d = 2 or
3, in practice), @« > 0, v > 0, ToNTy; =, ToUT; = T'; we suppose also that
f e (L3(0))4, go = 8olr, with g0 € (H'(Q))4, g1 € (L*(T1))% If (200) has a
solution {u, p} belonging to (H'(Q))¢ x L?(£2), this solution verifies clearly

ueV,,pe L),
(cu-v+rvVu: Vv)dx—/pv-vdm:

Q Q (201)
/f~vd:c+/ gy - vdl', Vv e Vj,
Q I
V-u=0,
where
Vo= {V|V € (Hl(ﬂ))dv v=0on FO}a (202)
Vyo = {v|v € (H'(Q))?, v =gy on Ty} (203)

Actually, things would be no more complicated if, in (201), one replaces the

linear functional
v—>/f-vdm+/ g1 - vdl'
Q r,

by L: (HY(Q))? — R, defined as follows

d
v
L(v :/f -vdr + /fi-—dx—i—/ g1 - vdl, 204
W =[5 >[5 gt [ (204)

with f; € (L2(Q))?, Vi=0, 1, ...d; functional L is clearly linear and continuous
over (H'(Q))%. We have then the following theorem of uniqueness:
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Theorem 2 Suppose that the above hypotheses on o, v, L, gy, g1 hold and that
{u, p} is a solution to

uc VQO? p € LQ(Q)v

/(au -v+vVu: Vv)de — /pV -vdx = L(v), ¥Yv €V, (205)
Q Q
V-u=0.

Then {u,p} is unique in Vy, x L*(Q) (resp., in Vy, x (L*(Q)/R)) if

dl' >0, Vi = 0,1 (resp., if To =T, i.e., T1 =0).
ry

The proof of the above theorem can be found in, e.g., Glowinski 2003 [4].
Ezistence results for problem (205) will be discussed in Section 4.3.

Remark 19 If a > 0, then Theorem 2 still holds if 'y =T.

4.2 The Stokes operator.
We suppose from now on that in addition to €2 bounded, we also have v > 0
and a > 0 (resp., o > 0) if/ dl’ > 0 (resp., I'g = 0). We call, then, Stokes
operator the linear operator frgin L?(Q) into L?(Q) defined by

Aq=V-u, Vg€ L*(Q), (206)

where, in (206), u, is the unique solution (from the Lax-Milgram Theorem
(e.g., see Section 14 in Glowinski 2003 [4] or Ciarlet 1978 [24] (Chapter 1)) of
the following linear variational problem in V; (space Vj is defined by (202)):

g S V(),

207
/(ozuq -v+vVu, : Vv)de = /qV -vdz, Vv e V. (207)
Q Q

If function ¢ is sufficiently smooth (say ¢ € H'(12)), then u, and ¢ are related
by
ouy —vAuy, + Vg =0in Q,

208
u, =0 on I, I/%fnq:OOnI‘l (208)
on
(use the divergence theorem to derive (208) from (207)).
Next, we define the (pressure) space P as follows:
P=Li@(={dg € @), [ade =0} ifTo=T, (209
Q
P=12%Q)if [ dT > 0. (210)

I

One of the key results of this section is provided by the following:
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Theorem 3 Operator A is a strongly elliptic, symmetric automorphism of P
(i.e., is a strongly elliptic, symmetric isomorphism from P onto itself).

PROOF: See, e.g., Glowinski 2003 [4].

Remark 20 The spectral properties of the Stokes operator A, and of related
operators, are thoroughly discussed (in the particular case o = 0 and Ty =T')
in two beautiful papers Crouzeix 1974 and 1997 [61, 62]; the main motivation
of the above two references is to provide a detailed analysis of the convergence
properties of some of the iterative methods, for solving (200), to be discussed in
the following subsections.

4.3 Existence results for the generalized Stokes problem (205).

We can complete, now, the uniqueness Theorem 2; we have thus

Theorem 4 Suppose that the pressure space P is defined by (209) or (210);
suppose also that
a>0if [, =T, (211)

/g0~ndI‘:0if Iy=T. (212)

r

Then the generalized Stokes problem (205) has a unique solution in Vg, x P.
PROOF: Let us consider first the following linear variational problem

ug € ng

21
/(auo v+ vVug : Vv)de = L(v), Vv € Vp; (213)
Q

problem (213) has a unique solution. Suppose now that problem (205) has a
solution {u,p} in V,, x P (necessarily unique, from Theorem 2) and define @
by

a=1u-—u. (214)

By subtraction between (205) and (213), the pair {u, p} verifies, necessarily
ucl, peh,
/(aﬁ -v+vVa: Vv)de = /pV -vdzx, Vv € Vp, (215)
Q Q
V.=V u

system (214), (215) is clearly equivalent to the generalized Stokes problem (205).
Actually, it follows from (215) and from the results of previous subsection that
the pressure p (if it exists) verifies

Ap = -V - u,. (216)
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Conversely, if equation (216) has a solution p in P and if u is the corresponding
solution of problem (207) (i.e., @ = u,) then, the pair {Gi + ug, p} is the unique
solution of problem (205) in V,, x P. Thus, the proof of the theorem will be
complete if we can show that equation (216) has a solution in P. Since operator
A is, from Theorem 3, an isomorphism from P onto P, equation (216) will have a
unique solution in P if we can show that its right hand side —V-ug belongs to P.
If condition (210) holds, this is obviously the case since ug € V,, C (H(Q2))4
implies V - up € L?(Q)(= P, in that case). If condition (209) holds we still

have V - ug € L?(Q), and also, from (212), /V ~ugdx = / go -ndl' =0, i.e.,
Q r
V -ug € LE(Q)(= P, here). The proof of the theorem is complete.

Remark 21 As we shall see in the following subsections, it is possible to solve
the generalized Stokes problem (205), via the iterative solution of equation (216),
without knowing explicitly operator A; similarly, it will not be necessary to know
the vector valued function ug, to solve (205), via (216). All we shall need, is to
be able to compute Aq+ V - ug, Yq € L%(Q); this can be done relatively easily
since, from (213) and previous subsection, we have

Ag+V-uy=V- U,
where Uy is the unique solution of
U, € Vg,
/Q(aUq v+ VU, : Vv)dz = /QqV -vdz + L(v), Vv e,

i.e., of an elliptic system for the operator al — vA.

4.4 A saddle-point interpretation of the generalized Stokes problem.

As we shall see in a moment, any pair {u, p} solution of the generalized Stokes
problem (205) can be viewed as a saddle-point of a well chosen Lagrangian
functional, defined over (H'(2))% x L2(2). This interpretation is not necessary
to prove the convergence of the various iterative methods to be discussed in the
following subsections; what matters really there are the properties of the Stokes
operator A defined in Section 4.2.

Let X and Y be two non-empty sets and let f be a mapping from X x Y
into R, where R = RU {400} U {—00}. We suppose that f is proper, i.e., there
exists at least one pair {z,y} € X x Y so that f(x,y) is finite.

Definition 19.1 A pair {a, b} is called a saddle-point of the functional f over
X xYif

f(a,y) < fla,b) < f(x,b), V{z,y} € X x Y. (217)

We associate with the generalized Stokes problem (205) the Lagrangian
functional

{{a,b} €X xY, fla,b) €R,

L(v,q) = %/ﬂ(a|v|2 +v|Vv|?)dz — L(v) — /QqV - vdx; (218)
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functional £ is C> on (H'(Q2))? x L?(2). We have then the following:

Theorem 5 Suppose that functional L has a saddle-point {u,p} over Vg, X
L3(Q), i.e.,
w9} € Vy, x L2(9) 19
L(u,q) < L(u,p) < L(v,p), V{v,q} € Vy, x L*(Q).

Then {u,p} is a solution of the Stokes problem (205). Conversely, any solution
of (205) belonging to Vg, x L*(Q) is a saddle-point of L over Vy, x L*().

4.5 A gradient method for the generalized Stokes problem.

It follows from Theorem 5 of the previous subsection that any solution of the
generalized Stokes problem (205) is also a saddle-point over V,, x L*({2) of the
Lagrangian functional defined by (218); conversely, any saddle-point of £ over
Vo x L?(2) is also a solution of the Stokes problem (205). This equivalence
property implies, among other things, that it makes sense to attempt solving
problem (205) by solving the saddle—point problem (219), by the Uzawa’s
algorithm:

P’ € L*(Q), given; (220)

forn >0,p™ € L?(Q) being known, we obtain u™ and p™*! via

u” € Vy,,
221
/(au" v+ vVu : Vv)de = /p"V -vdx + L(v), Vv € Vj, (221)
Q Q
pn+1 — pn o pv .u”. (222)

Remark 22 Problem (221) is a system for the elliptic operator ol — vA. If

L(v)= /f-vdx—l—/ gy - vdl,
Q r,

with, for example, £ € (L?(Q))? and g, € (L*(T1))%, respectively, then problem
(221) is equivalent to solving in Vy, the elliptic system

au”™ —vAu™” =f — Vp" in Q,
ou" (223)

u” =gg on Iy, I/% =g +np” on I’y

(the boundary condition on T'y makes sense only if p"™ has a trace on T'y). O

Concerning the convergence of algorithm (220)-(222) we have then
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Theorem 6 Suppose that the parameter p in (222) satisfies
0<p<22v/d. (224)

We have then the following convergence properties for algorithm (220)-(222):

lim u" = in (H*(Q))4, (225)

lim p" =p in L*(Q), if P=L*(%), (226)

hrf p"=p+ (/poda:)/meas.(Q) in L*(Q), if P = Li(Q), (227)
n—-1+0oo Q

where, in (225)-(227), {u,p} is the unique solution of the generalized Stokes
problem (205) in Vg, x P.

The proof of the above theorem can be found in, e.g., Glowinski 2003 [4], or
Glowinski 1984 [8] (Theorem 5.11).

Algorithm (220)-(222) can be interpreted as a gradient method by using
operator A introduced in Section 4.2. If I'y = I, we suppose for simplicity that,
in (220), we take p® € LZ(Q)(= P in that case), implying (from (222), (212))
that p" € L3(2), ¥n > 0. Proceeding as in Section 4.3, we define ug by

ug € Vy,,
/Q(auo -v+vVug : Vv)dz = L(v), Vv € V). (228)
Subtracting (228) to (221) we obtain
u” —ug € Vp,
/Q[a(u” —ug) - v+rV(u" —ug): Vvlde = /Qp”V -vdz, Vv €V,
which implies, from the definition of operator A (see Section 4.2) that
Ap" =V - (0" —u),
ie.,
V-u" = Ap" +V - up,
which implies in turn that algorithm (220)-(222) is equivalent to
p° € P is given; (229)
then for n > 0,p™ € P being known,
Pt =p" = p(Ap" + V - up). (230)

Algorithm (229)-(230) is clearly a fized point method for solving problem (216),
namely

Ap= -V - uyg.
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We introduce now the functional J, : P — R defined by

1
J(q) = i/ﬂ(Aq)qu + /QV -upqdz, Vq € P. (231)

The differential J. of functional J, is given by
Ji(q) = Ag+ V - uy, (232)

implying that algorithms (220)-(222) and (229)-(230) can also be written as
follows:
p°’ € Pis given; (233)

and forn >0, p™ € P being known
Pt =p" = pJL(p"); (234)

algorithm (233)-(234) is clearly a gradient algorithm, with constant step p,
applied to the solution of the minimization problem

p € P,
{J*(p) < J.(q), Vg € P. (235)

Equation (216) is the Euler-Lagrange equation associated to the minimization
problem (235) and can also be written as

Ji(p) = 0. (236)

Actually, the minimization problem (235) is the dual problem associated with
the saddle-point problem

{{u,p} € Vg X P,

Llu,q) < £(w.p) < £v,p), ¥{v.q} € Vyy x P, (287)

with £ still defined by (218); this follows from (Glowinski 2003 [4] (Chapter 5,
Section 20)

Theorem 7 The minimization problem (235) and the dual problem associated
with problem (237) coincide.

4.6 Conjugate gradient algorithms for the generalized Stokes
problem.

To apply the conjugate gradient algorithm (103)-(110) to the solution of the
minimization problem (216), (235), we first equip the space P with the classical
scalar product of L?(£2), namely

{a,d'} — /qq'dx, V{¢.¢'} € P x P, (238)
Q
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and the corresponding norm and then obtain the following conjugate gradient
algorithm, a variant of the Uzawa’s algorithm (220)-(222):

p® € P is given; (239)
solve
u’ € V5 Vv € V we have
0 0 0 (240)
(au” - v+vVu’ : Vv)de = L(v) + | p°V - vdz,
Q Q
compute
@ =v-u (241)
and set
w® = ¢°. (242)
Forn >0, assuming that p™, g", w™ are known, solve
u” e VE]?
243
/(aﬁ" -v4rva"t : Vv)de = /w"V -vdz, Vv €V, (243)
Q Q
compute
gr=Vv-a", (244)
and then

Pn :/|g”|2dx//g”w"dx. (245)
Q Q

Update u™, p™ and g™ by

utl = ut - pLan (246)
prt=p" = paw®, (247)
gr Tt =g" = png". (248)

IfF 19" L2 /1190 | L2 () < € take p = p™t; else, compute

= 19" 1220/ 1l9" 1720 (249)

and update w" via
wn—i—l — gn+1 +’ann~ (250)

Don=mn+1 and return to (243). O

The rate of convergence of the above conjugate gradient algorithm (239)-
(250) has been studied in Glowinski 2003 [4] (Chapter V, Section 21).

Algorithms (220)-(222) and (239)-(250) may be slow in practice, particularly
for flow at large Reynolds number where ae ~ 1/At is taken very large (to follow
the fast dynamics of such flow) and where v is very small. To explain this
behavior let us recall that, from the definition of operator A (see Section 4.2),
we have u, = —(al — vA)~'Vq via (207) and

Aq= -V -(al —vA)"'Vq, Vg€ P. (251)
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Assuming that (al — vA)~! and V commute (which is not strictly true, in
general) we obtain, from (251),

Aqg= -V -V(al —vA)lq=—-Alal —vA) g,
ie., A= —A(al — vA)~1, which implies in turn that
A7 = (o —vA)(=A) " = a(=A)"t + ol (252)
Relation (252) shows that if
v>> (253)

operator A behaves, essentially, like I /v, explaining why algorithm (239)-(250)
have good convergence properties if condition (253) holds. On the other hand,
if

a>>v, (254)

1
we have A ~ ——A and therefore operator A is very far from being a multiple

of the identity %perator, explaining the very slow convergence of the above
algorithms (we can expect operator A to have a condition number of the order
of h=2, after space discretization, if (254) holds). In Cahouet and Chabard
1988 [63], they have considered the case (without boundary) where Q = R? and
justified, in some sense, relation (252), whose derivation was quite heuristical.
On the basis of these results, we shall assume that A~! behaves like

v, if v>>a, (255)
and

{a(—A)_l (for the homogeneous Dirichlet condition on I' (256)

and the homogeneous Neumann condition on Ty), if a >> v.

Relation (256) implies that preconditioning is necessary if « >> v. In order to
have a preconditioning operator whose good properties remain uniform when
the ratio a/v varies from 0 to 400, we suggest to take as preconditioner (as
done in Cahouet and Chabard 1988 [63], for the case I'y = I', Ty = 0) the
isomorphism S from P onto P defined by

ST =a(-A)" v (257)

in (257), the Green operator (—A)~! is associated to the boundary conditions
described in (256). The fact that the preconditioning operator S is defined by
its inverse does not create practical problems as shown in the following section.

A preconditioned conjugate gradient algorithm

As already observed above, it follows from the properties of operators A that
problems (216), (235) can be solved by the conjugate gradient algorithms when
the Hilbert space P being the usual L?()-scalar product, namely

{4’} — /Qqq’dx, Vq,q' € P. (258)
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In order to avoid the deterioration of the convergence properties, associated
with large values of the ratio «/v, and to keep the convergence as uniform as
possible, we suggested to employ as scalar product on space P the one advocated

in Cahouet and Chabard 1988 [63], namely

{¢,q'} — /Q(Sq)q’dm, Vq,q € P, with operator S defined, via S™*, by (257).

(259)

Using the scalar product (259) leads to the following conjugate gradient

algorithm, a sophisticated variant of algorithm (239)-(250):

p° € P is given;

solve
u’ e Vgo; Vv €V,
/[auo v+ vVul : Vv]dr = L(v) + /pOV -vdz,
Q Q
and set
r=v.u’
Solve now
—Ap® =70 in Q,
0
%:00711}), @’ =0o0nTy,
on

zf/ dl'’ >0, Vi =0,1; or
F,

i

—A? =7Yin Q,

0
%:Oonf, /cpodaczo,
on Q

ifTo=T; or

—Ap® =1%in Q,
e'=00nT,

if 'y =T. Then set
9" =vr’ +ap’,

w’ = ¢°.

Then, for n > 0, assuming that p™, r", g", w

pntL, pntl gntl st as follows:
Solve:

™ are known,

a” e Vy; Vv e,
/ [an™ - v +vVa" : Vv]|dz = /w”V -vdz,
Q Q
and set

rr=V.-a"

(260)

(261)

(262)

(263)

(264)

(265)

(266)
(267)

compute

(268)

(269)
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Compute
Pn = /T"g”d:c// rwdx, (270)
Q Q
and then
utl =u" - p,u" (271)
Pt =p" = ™, (272)
Pt =t — " (273)
Solve, next,
—AG" =7 in Q,
o™ (274)

—— =0onTy, " =0o0n T}y,
on

Zf/ dl’ >0, Y@ =0,1; or
T,

i

—Ag" =7" in Q,
" 275
¢ :OOnF,/Q"dx:O, (275)
on Q
ifTo=T; or
—AG" = in Q)
{ - " =7"in Q, (276)
" =0o0nT,
if 'y =T'. Then, compute
n+l _ n -n -n
9" =g" = (V" + a@™). (277)
If/r”“g”“dx// r0¢%dx < e, take p = p"T1; else, compute
Q Q
Vn = /r"+1g”+1dx// r*g™dr, (278)
Q Q
and update w™ by
w't = g™t oy . (279)

Don=mn+1 and return to (268). O

Remark 23 FEach iteration of algorithm (260)-(279) requires the solution of
one elliptic system for the operator v.— av — vAv. As already mentioned,
for flow at large Reynolds number where o ~ 1/At is large and v is small, the
discrete analogues to the above operator are fairly well conditioned, symmetric
and positive definite matrices, making the iterative solution of the corresponding
linear systems quite inexpensive. We also have to solve the Poisson problems
(one among (263), (264), and (265), and another one among (274), (275), and
(276)). We shall discuss this aspect of the practical implementation of algorithm



Finite Element Methods for the Numerical Simulation of Incompressible... 53

(260)-(279) later. Actually, it follows from, e.g., Glowinski 2003 [4] (Chapter
III, Sections 14.4 and 14.5), that the Poisson problems (263), (265) and (274),
(276) are well-posed if Q is bounded. Suppose now that T'o = T'; assuming that
relation (212) holds (which is necessary for problem (205) to have a solution),
it follows from, e.g., Glowinski 2003 [4] (Chapter III, Section 14.3), that the
Poisson-Neumann problem (264) is well-posed, since (212) implies

/V~u0dx:/go~ndF:0.
Q r

A similar result holds for the Poisson-Neumann problem (275), since a™ € V(=
(HE ()2, here) implies

/V~ﬁ"dx:/ﬁ"~ndI‘:O, Vn > 0.
Q r

Remark 24 Algorithm (260)-(279) has proved to be quite effective for solving a
large variety of Navier-Stokes problems, for a large range of Reynolds numbers.
To be more precise, with € of the order of 1074 in the stopping criterion,
it is very rare that more than ten iterations of algorithm (260)-(279) are
needed to solve the generalized Stokes problem (205), even for complicated three
dimensional flow problems, requiring several million of grid points for the space
discretization. This high level of performances definitely justifies the choice of
the operator S defined by (257), as preconditioner. From this facts, we feel
obliged to quote Dennis and Schnabel 1989 [64] on the convergence of conjugate
gradient algorithms (in this quotation p is the number of iterations necessary to
achieve the convergence and n is the dimension of the optimization problem):

“It is not unusual for strictly convex quadratic arising from
discretized partial differential equations to be solved with p ~ n/103.
Such spectacularly successful preconditioning nearly always comes
from deep insight into the problem and not from matrix theoretic
considerations. They often come from discretizing and solving a
simplified problem.”

There is nothing to add to the above quotation.
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Résumé

Ce papier est un treés rapide survol au dessus des équations de
Navier-Stokes incompressible ou compressible. Le but est de présenter,
succintement, différents résultats d’existence globale de solutions faibles
a la Leray connus sur ces systemes tout en esquissant les méthodes qui
ont permis d’y parvenir. Nous donnerons également quelques problemes
ouverts, relatifs a ’existence globale de solutions faibles pour certains
fluides compressibles. Le but est de permettre aux lecteurs néophites
d’aborder plus facilement les ouvrages spécialisés dans leur partie
solutions faibles et de comprendre les difficultés spécifiques aux équations
régissant un fluide compressible.

Mots clefs : Fluides incompressibles ou compressibles, solutions faibles.
AMS subject classification : 35Q30.

1 Introduction

En 1755, Euler écrit le premier modele pour un fluide : un gaz compressible
décrit par sa densité et sa vitesse v = v(t,z) (€ R™) et sa pression p = p(t, x)
(€ R). Les équations d’Euler compressible sont données par

Op + div(pu) =0, (1)
9(pu) + div(pu ® u) + Vp = 0, (2)

Fecha de recepcién: 6/12/2005
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pour un fluide barotrope, p est une fonction donnée de p comme p = ap”? avec
v > 1 et a > 0. Les équations d’Euler incompressible sont déduite pour p
constante en laissant 7 inconnue ou Vi = aVp?. Si a — 400 c’est-a-dire le
nombre de Mach tend vers 0 alors p devient constant et aVp? — V.

ou+u-Vu+Vr =0, (3)
dive = 0. (4)

En 1822, Navier (1785-1836) obtient un modele qui prend en compte les
effets de viscosité pour un fluide newtonien. Ce modele a été étudié plus tard
par Stokes (1819-1903) qui justifiera (physiquement) en 1849 l'ajout dans les
équations de quantité de mouvement du terme —pAu — (A + p)Vdivu donnant

Op + div(pu) =0, (5)
O (pu) + div(pu ® u) — pAu — (A + p)Vdivu + Vp = 0, (6)

et aux équations de Navier-Stokes incompressible
Ou — vAu +diviu @ u) + Vi = 0, divu = 0. (7)

ou v, i, A sont des constantes satisfaisant v > 0, > 0 et A+ 2 > 0.

Nous nous intéresserons d’ailleurs en particulier & ces deux derniers systémes
dans cet article. Nous considérerons le cas d’'un domaine borné Lipschitzien en
dimension 3 d’espace par souci de simplicité et nous ne chercherons pas a donner
des résultats optimo.

Plus précisemment, nous allons montrer le chemin parcouru sur ce que ’on
appelle maintenant les solutions faibles a la Leray des équations de Navier—
Stokes incompressible a densité constante aux équations de Navier-Stokes
compressible. Nous exposerons également des résultats récents concernant
le modele complet : Navier-Stokes compressible avec conduction de chaleur.
Comprendre ce chemin permet de voir les spécificités de chaque systéme en
vu, notamment, d’améliorer les résultats encore incomplets sur Navier-Stokes
compressible.

Le lecteur intéressé par un article de revue sur les résultats de base sur
les équations de Navier-Stokes incompressible, et d’autres équations similaires
comme certaines équations de type fluides non newtoniens, est renvoyé
notamment & [23]. Le lecteur intéressé par un article de revue sur les résultats de
base sur les équations de Navier-Stokes compressible est renvoyé, lui, notamment
a [18] et [21]. En ce qui concerne les ouvrages classiques sur le sujet, nous
renvoyons le lecteur & [40], [29] et [4] pour les fluides incompressibles et & [29],
[20], [36] pour les fluides compressibles.

Il y a bien str d’autres systémes en mécanique des fluides comme par
exemple les fluides non newtoniens, fluides réactifs, interaction fluides/stru-
ctures, modeles météorologiques, magnétohydrodynamique, écoulements multi-
phasiques, problemes a frontiere libre pour n’en citer que quelques uns. Nous ne
rentrerons pas dans une telle discussion. Nous tenons également a préciser aux
lecteurs que 'exposé qu’il trouve ici est loin d’étre exhaustif. Comme cela est
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écrit dans le résumé, il s’agit d’un tres rapide survol au dessus des équations de
Navier-Stokes incompressible et compressible. La littérature est assez vaste sur
le sujet....

2 De J. Leray a P.—L. Lions via J. Simon.

2.1 Navier-Stokes incompressible homogéne

Les équations de Navier—Stokes constituent un modele mathématique de
base pour décrire le mouvement d’un fluide incompressible. Dans le célebre
papier publié dans Acta Mathematica en 1934, Sur le mouvement d’un fluide
visqueux emplissant l'espace, Jean Leray (1906-1998) montre ’existence d’une
solution réguliere jusqu’a un temps T qu’il caractérise. Il introduit, également,
le concept de solution faible (et pour ce faire, il définit d’ailleurs ce que 'on
appelle maintenant un espace de Sobolev), en donnant une définition précise
de ce qu’est une solution irréguliere du systéme, et montre qu’il existe une
telle solution faible sur Navier-Stokes. On appelle maintenant ces solutions de
régularité minimale (énergie finie) : solutions & la Leray. Un théoréme d’unicité
fort-faible montre également que s’il existe une solution dans le sens classique et
une solution faible alors ces deux coincident. Le lecteur intéressé par les divers
travaux pionniers de J. Leray, en mécanique des fluides, est renvoyé a [27] ainsi
qua Darticle [13].

Meéme si l'existence globale de solutions faibles apporte assez peu sur le
caractére bien posé du systeme, une telle analyse a pourtant de nombreux
intéréts pratiques. En plus de la signification physique, car la régularité des
données initiales supposée est fortement liée a des quantités physiques bien
identifiée, les propriétés de stabilité de solutions faibles entrainent la stabilité
des schémas numériques, qui le plus souvent ne préservent pas les estimations
de régularité forte sur leur limite continue.

Nous allons décrire, ici, succinctement la méthode maintenant classique de
preuve d’existence globale de solutions faibles. Elle est basée principalement
sur une approximation de type Galerkin qui consiste a définir des solutions
approchées en dimension finie d’espace, prouver des estimations sur les solutions
de ce probleme approché qui soient uniformes puis passer a la limite par un
argument de compacité. La formulation faible utilisée ne fournit pas directement
la pression, il faut alors la retrouver indirectement & la fin de la preuve (Lemme
de De Rham). Pour passer a la limite dans le terme non linéaire wu,, - Vi, on
utilise le fait que la suite {uy, }men est bornée dans L>(0,T; H) N L*(0,T;V)
par Uestimation d’énergie et que {O;um }men est bornée dans L*/3(0,T;V")
en utilisant la formulation faible ou apparait Oyu,, et les informations de
régularié faible disponibles. On note V. = {v € (H}(Q))® : divu = 0} et
H = {v e (L*(Q))* : divo = 0,v - njgq = 0}.

On peut alors établir le résultat d’existence globale de solutions faibles, en
domaine borné, suivant

Théoréme 2.1 Soit Q un owvert lipschitzien borné de R3, avec ug € H et la
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force extérieure f € L2(0,T; H-1(Q)) alors il existe un couple (u,p) tel que

u € L2(0,T; V)N L®(0,T; H) N C([0,T]; L*(Q) faible), (8)
pEeWTL2(0, T Lie(Q),  Vpe WTHH((0,T) x Q) (9)
et
Oou—vAu+u-Vu+Vp = f, (10)
divu = 0, (11)
uli—o = uo, ulpax 0,1y = 0. (12)
De plus,

1 ¢ 1
SOl + | 1900 a7 < 5ol ey +
t
/0 <f,’U >H*1(Q)><Hé(ﬂ) dr.

2.2 Navier-Stokes incompressible non homogéne

Les premiers résultats d’existence globale de solutions faibles pour les équa-
tions de Navier-Stokes non homogene, incompressible ont été obtenus par
Alexandre V. Kazhikhov (1947-2005) dans le cas u indépendant de p et po loin
de zéro. Ces résultats furent étendus par Jacques Simon (1947—-) en permettant
a po de s’annuler en supposant u constant. Le cas ou u dépend de p a été étudié
par la suite en supposant certaines propriétés sur u, voir par exemple [28]. Le
terme de diffusion s’écrit alors —2div(u(p)D(u)) ot D(u) = (Vu + ‘Vu)/2 au
lieu de —pAwu dans les équations de Navier-Stokes incompressible.

Donnons ici, le résultat d’existence globale de solutions faibles dans le cas
ol p est indépendant de p provenant de [38]. Plus précisemment, le résultat
d’existence globale a la Leray est le suivant

Théoréme 2.2 Soit Q C R? un domaine Lipschitzien borné de R® et T > 0.
Siug € H, pg € L=(Q) avec pg > 0 et la force extérieure f € L*(0,T; L*(Q2))
alors il existe

u € L?(0,T;V), p e W=(0,T; L*(Q)), p € L>®((0,T) x Q)

tel que
pu € LOO(O,T;L2(Q)) N N1/4’2(07T; W_1’3(Q))

ot le dernier espace est un espace de type Nikolskii,
inf pg < p < suppo
et
9 (pu) + div(pu @ u) + Vp — vAu = pf,

Op + div(pu) =0 (13)
divu =0 (14)
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avec
ulaax0,1) = 0, pli=o = po, (/ pu-v)|i=o = / poug-v pour tout v € V.
Q Q

Le schéma de preuve est également principalement basé sur une
approximation de type Galerkin qui consiste a définir des solutions approchées
en dimension finie d’espace, prouver des estimations sur les solutions de ce
probléme approché qui soient uniformes puis passer a la limite par un argument
de compacité. Dans cette construction, on pose comme condition initiale p?, =
po + 1/m. Pour passer a la limite dans le terme non linéaire, on ne dispose plus
de dérivée en temps sur u,, mais seulement sur p,,u,,. On sait également que
Pmiy, est bornée uniformément dans L (0, T; (L3(Q2))%) N L?(0,T; (L°(Q))3).
L’idée cruciale est alors d’essayer d’obtenir des informations de la forme

7 (Pmtim) — pmum||L2(07T;(W—113(Q))3) < ch/*

ou v = wv(t + h). Ce qui donne que ppu, est bornée dans lespace de
Nikolskii N1/42(0,T; (W~13(Q2))?)). Par lemme de compacité, cf. [38]-[39],
cette estimation donnera la compacité de p,u,, dans L2(0,T; (W =1°°(Q))3.
Cette information suffira pour passer a la limite dans le terme non linéaire
Pl @ U, dans LY(0,T; (W~=16(Q))?). Notons que J. Simon est parvenu &
une telle estimation par une utilisation du théoreme de Fubini que n’avait pas
vu, par exemple, A. Kazhikhov. C’est cette étape qui avait alors contraint A.
Kazhikhov & supposer pg > ¢ > 0, ¢f. [26]. Notons également la condition initiale
sur pu satisfaite en un sens faible.

Nous terminerons cette partie en mentionant que les travaux de J. Simon ont
été réalisés a la méme période que les travaux de R.J. DiPerna et P.—L. Lions
sur les équations de transport. Ces derniers simplifient énormément les choses
et permettent par exemple d’obtenir rapidement la compacité forte sur p,,u,
une fois obtenue 'estimation sur 9y (pm,um ). On peux également considérer plus
aisément le cas de viscosité p dépendant de p, voir par exemple [28].

2.3 Navier-Stokes compressible barotrope

Lorsque 1’écoulement est compressible et barotrope, méme l’existence de
solutions faibles en dimension d’espace supérieure ou égale & deux est longtemps
resté sans réponse. Il existe une vaste littérature sur cette question dans laquelle
de nombreux auteurs, A. Matsumura et T. Nishida, D. Hoff, D. Serre, A.V.
Weigant et A. Kazhikhov pour n’en citer que quelques uns, ont apporté des
réponses partielles sous diverses contraintes plus ou moins restrictives sur
les données initiales (régularité, petitesse) ou sur les coefficients de viscosité
(dépendance tres particuliere de A par rapport & densité).

La premiere approche rigoureuse de ce probleme dans toute sa généralité
est due en 1993 & Pierre-Louis Lions (1956—..) dans le cas des équations de
Navier-Stokes compressible en régime isentropique (i.e. lorsque la loi d’état
du fluide reliant la pression p a la densité p est du type p = ap” ou a est
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une constante strictement positive et v est la constante obtenue par le rapport
entre la chaleur spécifique a pression constante et la chaleur spécifique a volume
constant, constante dite adiabatique). Dans ses travaux, Pierre-Louis Lions a
présenté une théorie complete permettant d’obtenir des résultats d’existence
de solutions faibles globales en n dimensions d’espace (n > 2) et ce pour des
données initiales générales. Notons que les ingrédients de P.—L. Lions puisent
leurs sources dans les travaux de D. Hoff et D. Serre sur 'importance du flux
effectif sur la stabilité, les travaux de R. Coifman, Y. Meyer pour les propriétés
de régularisatés liés aux commutateurs et les travaux de R.J. Di-Perna et P.-L.
Lions sur les propriétés de I’équation de transport.

Nous allons ici nous inspirer de [36] pour présenter dans une approche
heuristique les arguments de compacité de P.—L. Lions et les comparer & ceux
d’E. Feireisl qui a amélioré les puissances de ~ considérées. Notons que pour
la construction des solutions approchées, une régularisation parabolique de
I’équation de la masse et un rajout de terme de pression sont effectués. Nous en
esquisserons le systeme en fin de sous-section.

Les équations de Navier—Stokes, modélisant ’évolution temporelle de la
densité p et de la vitesse u d’un fluide compressible en régime isentropique
occupant une région bornée tridimensionnelle 2, s’écrivent

Orp + div(pu) =0, (15)
Ot(pu) + div(pu @ u) — pAu — (A + p)Vdivu + aVp? = pf.  (16)

La premiere équation, communément appelée équation de continuité, provient
du principe de conservation de la masse, tandis que la deuxieéme équation,
communément appelée équation de mouvement, provient a elle, du principe
de conservation de la quantité de mouvement.

Lorsque p et w sont réguliéres et satisfont 1’équation de continuité, pour
toute fonction b € C1([0,00)), il est clair qu’elles sont également solutions de
I’équation de continuité dite renormalisée, cette terminologie provenant de la
théorie du transport de R.J. Diperna et P.-L. Lions. Cette équation s’écrit

0tb(p) + div(b(p)u) + (b'(p)p — b(p))divu = 0. (17)

Pour un temps T € (0,00), des forces f et des données initiales py et mg
satisfaisant certaines hypothéses techniques, on dira que le couple de fonctions
(p,u) est une solution faible renormalisée a énergie bornée des équations s’il
posséde les propriété suivantes : p € L°°(0,7;LY(2)) N CO([0,T], L 1. (),
p > 0 p.p. dans €, pli—o = po p.p- dans Q, u € L*(0,T; H} (), plu® €
L=(0,T; L)) et pu € C°([0,T]; L2 O+ (Q)taipie) et (pu)|i—0 = mo p.p.
dans Q; si le prolongement par zéro de (p,u) dans (0,7) x R3\Q est solution
dans D'((0,T) x Q) ; si p.p.t. 7 € (0,T), (p,u) satisfait 'inégalité d’énergie

B+ [ [ @ + 0+ idiva?) < Bt [© [ pf

et b(p) satisfait (17) pour b avec certaines propriétés de croissance. Dans cette
inégalité, E(p,u)(r) = ([, plu?/2+ ap” /(v —1))(7) désigne I'énergie totale au
temps 7 et Ey = [, |mol|*/2p0 + apf/(y — 1) désigne I'énergie totale initiale.
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La théorie développée par P.—L. Lions pour démontrer l'existence de
solutions faibles renormalisées & énergie bornée fait apparaitre une limitation
sur les valeurs autorisées pour la constante adiabatique ~, & savoir v > 9/5 en
dimension 3. Récemment E. Feireisl a généralisé cette approche pour pouvoir
traiter les valeurs v > 3/2 en dimension 3 et plus généralement v > n/2 ol n
est la dimension d’espace. Nous allons ici nous borner a faire comprendre les
différentes lignes.

La technique est de construire une suite de solutions approchées sur un
systeme proche de celui considéré par théoremes de point fixe, approximations
de type Faedo-Galerkin. Ceci se fait en introduisant un, voir plusieurs
parametres, puis en modifiant le systeme d’origine de telle sorte que les solutions
approchées du systeme obtenu tendent vers une solution du systeme d’origine
lorsque le, voire les parametres en question tendent vers leur valeur critique.
Cette méthode fait continuellement apparaitre le probléme de compacité d'un
ensemble borné de solutions approchées.

Notons qu’avec un bon choix de multiplicateur, que pour v > d/2, il est
possible d’établir I’estimation clef suivante sur la densité

o 2
/ dt/ p? < C(R,T) pour ¢ = (1+ —)y— 1.
0 Q "

Théoreme 2.3 Si~y > n/2, sipg € L7() et ‘%‘l € LY(Q) alors il existe une
solution globale faible (p,u) de Navier-Stokes compressible barotrope.

Le couple (p™, u™) satisfaisant 1’estimation
p" — p dans L7 faible , u™ — u dans L*(0,T; Hy(Q)) faible .

Le rajout de la viscosité —vAu — (A + p)Vdivu implique de la régularité en
espace. En fait, il n’y a donc plus de phénomeéne de compactification et (p,u)
peut ne pas étre solution. La viscosité régularise la vitesse et donc empéche
les chocs et donc préserve les oscillations en densité qui peuvent se propager.
Malgré tout si p§ — po dans L'(Q) alors

p™ — p dans C([0,T]; L*(Q)) pour tout T € (0, 00).

On peux montrer que la différence entre convergence forte et convergence faible
décroit en temps.

B(p™) (A + 2p)divu”™ — a(p™)?] — BI(A + 2p)divu — ap?]

et 3 est une fonction CY arbitraire sur [0,00) avec une croissance & linfini
suffisamment faible.

Tout d’abord, de linégalité d’énergie dans laquelle p,, u,, Ey, et 0
remplacent p, u, Eg et f et g, il résulte que

lonll Lo 0,752 9y + ltnll L2078 (2)) + lon|un |l L 0,101 () < (T, Eo.n)-
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En accord avec ces bornes, il existe des fonctions p et u telles que, modulo
I’extraction de sous-suites et lorque n — 400, on a

pn — p dans L*°(0,T; L7 (Q)) faiblex, u, — u dans L2(0,T; Hy(Q)) faible.

Ceci rends possible le passage a la limite n — 400 dans I’équation de continuité
et dans tous les termes qui apparaissent dans 1’équation de mouvement, excepté
dans le terme de pression P(p,) = ap). En effet, pour s’assurer que celui
converge vers P(p) = ap?, il est nécessaire d’avoir plus d’informations, comme
par exemple la convergence p,, — p dans L1((0,T) x Q).

Dans un premier temps, pour éviter que la limite de la suite ap) ne soit une
mesure, il est intéressant de posséder davantage d’information sur p,,. Pour cela
on teste formellement 1’équation de quantité de mouvement par

@ZB(pZ—/pi)

ou B est lopérateur de Bogovskii sur €2 (un inverse de 'opérateur de divergence)
et 0 < 6 < . Apres calculs, on obtient

2

T
/ / p;};-‘r@ S C(Ta Q7E0,n)7 9 =37 1. (18)
0o Ja 3

Cette observation est due & P.—L. Lions qui I’a obtenue d’une autre maniere. I1
faut noter que pour la démontrer, on a besoin de savoir que (pn,u,) est une
solution de ’équation de continuité renormalisée dans laquelle b(s) = s°.

Noter également que I’hypothese de régularité de la région € est étroitement
liée a I'utilisation de I'opérateur de Bogovskii qui n’est pas défini si 2 ne possede
pas la régularité minimale d’avoir une frontiere Lipschitzienne. Evidemment,
une estimation locale du type précédent suffit pour assurer que la pression
limite n’est pas une mesure. A laide de (18), il est alors possible de préciser
certaines convergences, notamment que modulo 'extraction de sous-suites et
lorsque n — 400, on a

Pn — P dans CO([Oa T]a L?aible(Q))v

pl — p7 dans LOT9/7((0,T) x Q) faible,

putin — pu dans (C°([0, T); L2 (92),

pnulul — pu'u? dans D'((0,T) x Q), 4,5 =1,2,3.

Notons la convergence des termes non linéaires qui proviennent de la
convergence forte de p, déduite notamment de I'estimation uniforme sur 0;p,
donnée par I’équation de la masse et de la convergence forte de \/p u, déduite
notamment de D'estimation uniforme sur 9;(pnu,) donnée par I’équation de
quantité de mouvement. En conséquence, les prolongements par zéro dans
(0,T) x R?/Q des fonctions p, u et p7 encore notés p, u et p7 satisfont les
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équations

Oyp + div(pu) + 0 dans D'((0,T) x R?), (23)
O (pu) + div(pu @ u) — pAu — (A + p)Vdive
+aVp7T =0 dans D'((0,T) x Q). (24)

La difficulté qui consiste & prouver que (p,u) est une solution faible
renormalisée a énergie bornée reste entiere et réside principalement dans la
démonstration de p7 = p¥ p.p. dans (0,7) x Q). Ceci recquiere une forme de
compacité de la suite des densités {p,}nen+ qui n’est pas disponible au vu
des seules estimations. C’est une observation de P.—L. Lions qui va comblée
cette lacune. Celle-ci fait état de la chose suivante : la suite des quantités
{ap] — (A +2p)divuy, bne N+, couramment appelée suite des flux effectifs visqueux
ou suite des pressions effectives, possede une certaine forme de compacité faible :
propriété identifiée antérieurement en dimension 1 par D. Hoff et D. Serre.

Plus exactement, on a le théoreme suivant

Théoréme 2.4 Pour toute fonction b € C([0,00)) satisfaisant certaines
conditions de croissance a l'infini, on a

lim / / (ap) — (2 + A)divuy, )b(pn )@ dxdt

n—-+4oo
T [
. / / (a5 — (241 + N)divu)b(p)ep dadt (25)
0 Q
ot les quantités surmontées d’une barre désignent les limites faibles des suites
correspondantes.

Jusque la, rien ne différencie réellement les approches de P.-L. Lions et
E. Feireisl. En effet, ce dernier dans son approche aura besoin d’une version
semblable au théoreme précédent

Théoréme 2.5 Pour toute fonction b € C1([0,00)) et tout k > 0, si on dénote
par by la fonction définie par bi(s) = b(s) si s € [0,k) et bi(s) = b(k) si
s € [k, +00), alors

lim / / (ap) — (A =+ 2p)divuy, )b (pn ) dzdt

N /o /Q(aﬁ — (A + 2p)divu)bg (p)p ddt  (26)

for all o € D((0,T) x ).

Que ce soit P.—L. Lions ou E. Feireisl, tous deux ont ensuite respectivement
utilisé cette compacité faible avec b(s) = s. En réalité, le premier a avoir fait
cette observation, a ’aide d’une écriture de chaque intégrale faisant apparaitre
des commutateurs, est D. Serre en dimension un d’espace. En dimension
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supérieure d’espace, la preuve de P.—L. Lions est basée sur des résultats d’analyse
harmonique de R. Coifman et Y. Meyer et tient compte des observations de D.
Serre. La preuve de E. Feireisl est, quant a elle, basée sur le lemme div-rot de la
théorie de la compacité par compensation introduite par F. Murat et L. Tartar
et sur I’écriture de chaque intégrale faisant apparaitre un autre commutateur.

Voyons tout d’abord comment P.—L. Lions a conclu a la convergence forte
de la suite des densités {p,}nen+ vers p. Pour somplifier la présentation,
supposons s(y) > v + 1 c’est-a-dire v > 3. Au vu de lestimation sur p,
il est clair que p € L?((0,T) x Q) si v > 9/5. Dans ce cas, la théorie du
transport de R.J. DiPerna et P.—L. Lions s’applique a I’équation de continuité
pour garantir la validit{e de 1’équation renormalisée. Alors si b(s) = slns, le
passage a la limite n — +o0o dans I’équation satisfaite par p,, u,, 'équation
renormalisée et l'identité de compacité faible permettent l'obtention d’une
équation d’évolution pour I'amplitude des oscillations de la suite des densités
mesurées par {plnp — pln p}. Celle-ci s’écrit

dh(plnp—plnp)  +div((plnp — plnp)u)
(p7p — p7F1) dans D'((0,T) x R*). (27)

- 20+ A

L’intégration formelle de cette équation sur (0,7") x €2, la monotonie de la
pression p(p) = ap” et la convexité de la fonction s — slns, s > 0, impliquent
que plnp = plnp p.p. dans (0,7) x Q. Autrement dit, la convergence faible
commute avec la fonction strictement convexe, ce qui est totalement équivalent &
la convergence forte de la suite des densités {pp }nen+ vers p dans L' ((0,7) x Q)
et acheve la preuve du théoreme dans le cas v > 3.

Voyons maintenant ou résident les améliorations de E. Feireisl permettant
de traiter les valeurs v pour lesquelles v < s(y) < v+ 1, i.e. v € (3/2,3].
Pour cet intervalle de valeurs, on n’est pas toujours assuré que p soit de carré
intégrable. En conséquence, il n’est pas possible d’appliquer directement la
théorie du transport de R.J. DiPerna et P.—L. Lions. Ce manque d’information,
E. Feireisl I’a comblé en remarquant qu’il était possible de controler 'amplitude
des oscillations possibles en densité pour une norme LP, avec p supérieur a 2,
par le résultat suivant

Théoreme 2.6 Considérons {pntnen la suite de solutions approchées et p sa
limite faible alors

0s¢y41lpn = p] = suplim sup [Ty (pn) = T (p)llro1(2) < e(T> 2, Eo,n)
:>0 n—+oo
ot Ty (2) = kT (2/k) pour k > 1 avec T € CY(R) une fonction paire telle que
T(z) =z pour 0 < z <1, T(z) =2 pour z > 3 et T concave sur [0,00).

La démonstration de ce résultat utilise le théoreme de compacité faible.
Noter également que celle-ci ne nécessite en aucun cas l'estimation sur les
densités. Ce résultat doit étre pergu de la maniere suivante : bien que les
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valeurs v € (3/2,9/5), méme si la suite des densités {p, }nen+ est seulement
bornée dans LY+((0,T) x ), amplitude de ses oscillations, mesurée par le
membre de gauche du théoreme précédent 1’est toujours dans un espace meilleur
que L%((0,T) x Q). Cette propriété va ensuite se substituer & I’information
manquante p € L?((0,7) x Q) et permettre de démontrer, en particulier, que,
pour les valeurs v € (3/2,9/5), le couple (p,u) est une solution de I’équation
renormalisée sur la masse.

Pour conclure E. Feireisl a adapté les arguments de la fin d’approche de
P.—L. Lions présenté plus haut. Disons simplement qu’il a utilisé une fonction
b(s) = Li(s) telle que sLj.(s) — Ly(s) = Ti(s) et Ly(s) — slns quand k — oo a
la place de b(s) = sIn s pour récupérer plnp = pln p p.p. dans (0,7) x Q. D’out
la fin de la preuve.

Donnons maintenant a titre indicatif le modele approché nécessaire a la
construction de la suite de solutions. Il s’écrit ainsi :

Op + div(pu) —eAp =0, (28)
O (pu) + div(pu @ u) — pAu — (g + A\)Vdivu
+aVp? +6Vp? +eVp - Vu=pf. (29)

avec (J suffisamment grand et avec comme condition aux bords supplémentaire
Onp = 0 sur la densité.

Les étapes de démonstration sont alors les suivantes : Existence globale de
solutions faibles sur le modele ci-dessus par méthode de Galerkin, passage a la
limite quand ¢ tend vers 0 puis passage a la limite quand § tend vers 0. Notons
que P'on a ajouté le terme aVp?, pour § grand, dans le systeme approché pour
effectuer le passage a la limite dans le terme eVp - Vu dans 'approximation de
Galerkin. Le premier passage a la limite ¢ — 0 utilisera les arguments de P.—
L. Lions car la densité sera alors suffisamment intégrable alors que la derniere
étape nécessitera le travail d’E. Feireisl dans le cas ot 3/2 < v < 9/5.

Remarquons que la construction de solutions faibles pour Navier-Stokes
compressible barotrope utilise fortement 'approximation par une suite de
solutions telles que (pn, My )|t=0 = (p§, my). La suite de densité initiale {pf }»
est construite telle qu’elle converge fortement dans L () vers la donnée initiale
de départ py.

Il est important de savoir qu’une suite de solutions pour lesquelles les
densités oscilleraient de plus en plus fort pourrait converger vers une paire
(p,u) qui ne soit pas solution de Navier-Stokes compressible classique. L’étude
des effets d’oscillations en densité a, par exemple, été étudié rigoureusement
par D. Serre, ¢f. [37], dans le cas unidimensionnel. Le cas multidimensionnel
ayant été étudié formellement. A la lumitre des travaux de P.-L. Lions et E.
Feireisl, M. Hillairet, cf. [25], a récemment donné une preuve rigoureuse a ces
calculs formels multidimensionnels en étudiant le probleme de Cauchy associé
au systeme homogénéisé qui en résulte.

Pour finir cette section, nous indiquons de nouveau le trés bon livre de A.
Novotny et I. Straskarba, c¢f. [36] pour un exposé assez complet sur la théorie
mathématique des écoulements compressibles dans le cas isentropique. On y
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trouvera notamment énormément de résultats originaux dus a 1’école tcheque :
cas stationnaire, cas non borné, domaines extérieurs, conditions aux bords de
type entrée-sortie, etc...

2.4 Viscosités anisotropes ou non constantes.

Il est important de remarquer que les deux démonstrations de P.—L. Lions
et d’E. Feireisl utilisent fortement que les viscosités p et A sont constantes. Elle
utilise également fortement une diffusion isotrope dans toutes les directions en
espace.

Que se passe-t-il, par exemple, si les viscosités dépendent de la densité?
C’est-a-dire si l'on considere un opérateur de diffusion du type

=2div(u(p)D(u)) — V(A(p)divu)

avec D(u) = (Vu + 'Vu)/27?

Que se passe-t-il également si I’on considere une viscosité anisotrope comme
cela est fait par exemple en océanographie sur les équations de Navier-Stokes
incompressible ? C’est-a dire avec un opérateur du type

—-Aju— AVdivu

ou V,, = (u0z, u0y, 11:0;) ol py # et X > —min(y, ps).

Pour ce qui est de la dépendance des viscosités par rapport a la densité,
nous y reviendrons dans la section suivante. Un résultat d’existence globale de
solutions faibles dans le cas anisotrope semble quant a lui loin d’étre obtenu.
Une tentative, infructueuse, a pourtant été menée par ’auteur en collaboration
avec B. Desjardins et D. Gérard-Varet, c¢f. [10]. La ligne d’échec est la suivante.
Si I'on essaie de suivre la démonstration de P.—L. Lions, on est alors amené a
I’égalité suivante

pdivu = pdivi + p(A,A)pT — p(AA)p7
avec A, = (A, + AA)L au lieu de
pdivu = pdivu + pY+1 — pp7

comme c’est le cas normallement. Dans le dernier cas, on peut alors utiliser la
convexité de x +— 7! pour conclure que pdivu > pdivii. Dans le premier cas,
le dernier terme du membre de droite ne semble pas avoir de signe. Il ne semble
donc pas possible de conclure.

Pour finir, dans le méme ordre d’idée, on peut également se poser la question
naturelle suivante : pour quelles équations de type fluides compressibles non
newtoniens est-il possible d’établir un résultat d’existence globale de solutions
faibles ? La réponse ne semble pas triviale, tout au moins pour 'auteur.
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3 Solutions a la Leray sur Navier—Stokes compressible
avec température ?

Cette partie correspond a une note aux comptes rendus de I’Académie
des Sciences écrite, en collaboration, par 'auteur et B. Desjardins, cf. [8].
On présente un résultat de stabilité de solutions réguliere approchées. Nous
renvoyons le lecteur & [5] pour le détail de preuve. La construction des suites de
solutions approchées est en cours dans [9]. Une fois cette construction effectuée,
nous obtiendrons le premier résultat d’existence globale de solutions faibles
sur le modele complet de Navier-Stokes. Depuis les travaux fondateurs de P.—
L. Lions sur les équations de Navier—Stokes compressible avec coefficients de
viscosité constants, les modeles compressibles barotropes ont été abondamment
étudiés. L’amélioration principale sur I'existence de solutions faibles a d’ailleurs
été celle de E. Feireisl concernant les coefficients de +y et les classes de pression
considérées. La compréhension des modeles compressibles complets avec équa-
tion sur la température, elle, est nettement moins avancée mis a part quelques
résultats dans le cas de la dimension 1 d’espace ou dans celui de solutions locales
en temps ou de solutions globales & données petites en dimension quelconque.

La principale difficulté dans la construction de solutions globales faibles
a la  Leray de ce systeme fortement non linéaire provient du manque
d’estimations a priori. En effet, dans le cas par exemple du gaz parfait, les seules
estimations a priori disponibles semblent étre : p, p|u|?, pd et plog p bornés dans
L>(0,T; LY (2)) et x(p,0)02|VO|? et | D(u)|?/0 bornés dans L ((0,T) x ). Ces
bornes ne sont pas suffisantes pour construire des solutions faibles et, en fait,
elles ne sont méme pas suffisantes pour donner un sens a ’équation d’énergie
elle-méme car u(p|u|?/2 + pe + p) = u(plul?/2(r + C,)ph) ne semble alors pas
étre intégrable.

Dans le cas d’un domaine entier ou périodique, des travaux récents, cf. [5],
ont, pourtant, permis de montrer qu’il est possible d’obtenir ’analogue de la
théorie de Pierre-Louis Lions pour les équations de Navier—Stokes compressible
completes avec conduction de chaleur sous des hypotheses de compatibilité entre
les viscosités A et u. Cette hypotheése de compatibilité permet, notamment,
d’obtenir l'information manquante sur p, u, 8 pour conclure a l'intégrabilité de
chaque terme non linéaire de I’équation d’énergie.

Ce résultat d’existence globale de solutions a la Leray peut étre vu comme
une premiere réponse partielle a un probleme compléetement ouvert, sur les
équations de Navier—Stokes compressible completes, décrit dans le livre de P.—
L. Lions [28]. Notons larticle récent de A. Mellet et A. Vasseur, [34], ol un
résultat concernant les écoulements barotropes est obtenu pour v > 1 et en
toute dimension d’espace entre 1 et 3. Ce résultat utilise d’une part la nouvelle
entropie mathématique découverte dans [7] mais également un multiplicateur
adéquat pour mieux controler ,/pu et pouvoir passer a la limite sans avoir
recours aux termes de trainée utilisés dans [6] par exemple. Rappelons que sur le
sujet de l'existence globale de solutions d’écoulements barotropes avec viscosités
variables, seul un résultat d’existence globale de solutions fortes en dimension
2 d’espace entier avait été obtenu par V.A. Vaigant et A.V. Kazhikhov en
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supposant p = cte et A = bp® avec b > 0 et 3 > 3. Notons qu'un domaine borné
peut étre considéré avec une condition aux bords de type Dirichlet homogene
ou de type Navier pour étendre les résultats de [5]. Un travail a été réalisé en
ce sens avec B. Desjardins et D. Gérard-Varet dans [11].

Un fluide compressible conducteur de chaleur gouverné par les équations de
Navier—Stokes compressible satisfait le systeme suivant dans Ry x §)

Op + div(pu) =0, (30)

O (pu) 4+ div(pu @ u) = dive + pf, (31)

Oy (pE) + div (puH) = div((o + pId) - u) + div(kVO) + pf - u, (32)
S s P O
E=et W gope M ooy 2
2 2 p

ou u désigne le champ de vitesse du fluide tridimensionnel, p la densité, « la
conductivité thermique, o le tenseur des contraintes, p le champ de pression, e
I’énergie interne spécifique et h I’enthalpie spécifique. L’énergie totale spécifique
est notée E et 'entalpie spécifique associée H. Finallement les forces extérieures
sont données par un champ f. Les équations (30) (31) et (32) expriment
respectivement la conservation de la masse, des moments et de ’energie totale.
Afin de fermer le systéme, deux ingrédients supplémentaires sont nécessaires.
Tout d’abord, le fluide est supposé Newtonien, c’est—a—dire qu’il existe u et A
tels que

o =2uD(u)+ (A div u — p)Id, (33)

ot D(u) désigne le taux de déformation, exprimé comme la partie symétrique du
gradient de vitesse Vu. Comme deuxieme condition, une loi thermodynamique
de fermeture donne la pression p et I’énergie interne e comme fonctions de la
densité p et de la température 6. Par simplicté ici, on supposera ’écoulement
d’un gaz parfait. Des lois générales sont considérées dans [5].

Le systéme (30)—(32) est complété par des conditions initiales

pli=o0 = po, puli—o = My, pE|i=o = Go. (34)

Les fonctions pg et mg sont supposées satisfaire

2
po >0, et |mpo|:0 sur  {z € Q/po(z) =0}, (35)
0
et Gg est pris tel que
2
ool o b dans . (36)
2po

Dans la plupart des applications pratiques et industrielles, les coefficients de
viscosité p et A, ainsi que le coefficient de conductivité thermique x sont des
fonctions données de la densité et température (la loi de Sutherland en est un
exemple).
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La question du caractere globalement bien posé du systeme précédent est I'un
des grands défis depuis la fin de siecle dernier. Seuls des résultats tres partiels
sont disponibles, voir [22] et [20]. Dans ce papier remarquable, I'existence de
solutions variationnelles est obtenue pour des lois de pression particulieres,
données par p(p,8) = p.(p) + Opy(p) avec un comportement spécifique a I'infini
pour pe, et des restrictions sur la croissance de pg, qui doit croitre plus lentement
que la pression a température zéro p.. Remarquons que la loi de pression pour
les gaz parfaits ne satisfait pas les conditions données par les auteurs, méme
pour des densités grandes. En fait, la méthode utilisée dans [22], [20] exploite
fortement le role dominant de la pression barotrope p., méme loin du vide,
pour obtenir un résultat d’existence. Cette hypothese restrictive empéche de
traiter les situations communément rencontrées dans les applications pratiques.
De plus, dans [22], I'"équation de température est satisfaite seulement comme
une inégalité (ce qui justifie la notion de solutions variationnelles) ce qui ne
semble pas satisfaisant d’un point de vue physique, méme si le second principe
de la Thermodynamique est préservé. Remarquons tout de méme ’extension
récente, trés interessante, obtenue dans [20] ou le cas de viscosités dépendants
de la température est considéré. Ce travail est le seul résultat avec une telle
dépendance importante pour les applications physiques.

Dans le résultat de [5], des solutions faibles classiques & la Leray
sont obtenues (des solutions des équations de Navier-Stokes au sens des
distributions). Pour cela, les coefficients de viscosité A et p sont supposés
étre respectivement des fonctions C°(R% ) and C°(Ry) N CY(R%) de la densité
seulement, telles que les contraintes suivantes sont satisfaites pour toute densité
positive p : Il existe trois constantes positives c¢g, ¢1, A, tels que, pour tout
T >0,

A(r) = 2(r/ (1) — (7)), (37)

Vr < A, p(1) > cot™ et 3A(T) +2u(7) > coT™, (38)

Vr>A, ™ <u(r) < T et at™ <3A(T) 4 2u(T) < T (39)
C1 C1

avecn € (2/3,1) et m > 1. Rappelons que ’hypothese (37) a été introduite dans
[7] dans le cadre de fluides barotropes. L’extension & des coefficients de viscosité
dépendant de la densité et de la température, qui permettrait par exemple de
couvrir le cas de la loi de Sutherland malheureusement reste hors de portée
des résultats présentés. On remarque également que ’hypothese faite sur les
coefficients ne couvrent ni le cas des coefficients constants, ni celui découvert
par V.A. Veigant et A.V. Kazhikhov. Dans le cas de viscosités constantes, il est
important de remarquer que 1’on obtient aucun caractere diffusif du systeme de
part le signe opposé de p et A.

On suppose également que le coefficient de conductivité thermique & satisfait

k(p,0) = ro(p,0)(p +1)(6“ + 1), (40)

avec a > 2 oil kg est une fonction C° (Ri) telle que pour toute densité positive
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1
Cc3 < KO(pa 9) = (41)
€3
pour une constante positive cs.
On suppose également que 'équation d’état est celle d’un gaz parfait

polytropic du type :
p=rpt + pc(p), e=Cy0 +ec(p), (42)

ou r et C, sont des coefficients strictement positifs. De plus la pression
additionnelle p. et 1’énergie interne e. sont associés a l’isotherme de Kelvin.
On demande que e, soit une fonction de classe C? positive de R telle que

de.
pe(p) = p° i (p).

On demande également qu’il existe p. > 0,7 >0,k >1,£>1,C, > 1,C. > 0,
Cix >0, CL, > 0 tels que pour tout p € (0, p.),

p~ ! 1 p ! -1
/ —f— / —f—
2n(3m — 2
oﬁézw—letpourtoutp>p*
m—1
1 _ _
——#(p) <P.p) < Ceap™t, 0 < eelp) SCLPT,
1.5({+1)—6n

on k < (m— <)
27 l+1—n
pression et de ’énergie interne peut s’annuler pour p suffisamment grand. On

retrouve ainsi I’équation d’état d’un gaz parfait loin du vide.
Definition de solutions faibles. On dira que (p,u, ) est une solution faible sur
(0,7) de (30)—(34) si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

- Les propriétés de régularité suivantes sont satisfaites

. Remarquons que la composante froide de la

pe et plul® € L(0,T; LM (@), Vf;(;) € L®(0.T: (L)), (43)
("% + p™?)Vu € L2(0,T; L*(Q)°), (44)
(14 /p)V(0%2 +1ogh) € L*(0,T; (L*(Q))?), (45)

Enfin, on a

p € C([0,T]; H*()),
puc C([0,T;H*(Q)?®), pEcC(0,T;H (),  (46)

avec s une constante positive.
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- La condition initiale (34) est satisfaite dans D’(Q).
- Les équations (30)—(32) sont satisfaites dans (D’((0,7T) x €2)).
On obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 3.1 Soi une suite de solutions approchée réguliéres satisfaisant
de maniére uniforme (52), Uinégalité d’énergie et (50)-(51), associées a des
approzimations réguliéres des données initiales. Supposons (37)—(41) satisfaits
et que les données initiales (po, mo,Go) satisfont (35) et (36), et sont prises
telles que

_ mol?
H(0) = Go+ —— | dx < 400, (47)
Q 2po
que la densité initiale py et l'entropie initiale sy satisfont
Po — poo € LYQ),  polog %.o € LYQ), pocclpo) € LHQ),  (48)
\Y
Yieo) ¢ (2@, poso € L'(@) (19)

VP

Alors, pour un gaz satisfaisant 42 ot sq = C, log(0o/pl) avec C, et T' constantes
lides au gaz, il existe une solution globale faible de (30)—(32) avec (34).

La preuve d’un tel résultat repose sur des résultats de compacité pour des
suites de solutions approchées, qui sont en cours de construction dans [9].

Notons que des lois d’état plus générales peuvent étre considérées. De tels
résultats de compacité sont obtenus grace aux relations suivantes mises en
évidence formellement dans le cas barotrope dans [8]

,i ul? u) : u ivul?2 = ivu
[ ol +/Q2u(p)D( ): DY >+/QA<p>|d | /pr)d (50)

53 Lol 2960+ [ 2u(p) A Aw) =
/Q p(p,0)divu — 2p(p,6) - Vilp), (51)

ot A(u) = (Vu — '"Vu)/2 représente la partie antisymétrique de Vu, et ¢
est défini & une constante pres par ¢'(7) = p/(7)/7 (7 > 0). Cette relation
va permettre de controler p proche et loin du vide. La pression froide aidant
Iinformation proche du vide. On utilise également la forme du coefficient de
conductivité choisie avec 'inégalité d’entropie

1 2 .2 K 5 _ d /
Z — <
/Q G(ZM\D(u)\ + Aldivu| )+/ﬂ 62|V9| N (52)

et une information supplémentaire sur (1 + /p)VO@~<+1/2 obtenue en
multipliant formellement 1’équation de température C,(0;(pf) + div (pbu) +
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Tpf div u) = 2uD(u) @ D(u) + A div u|? + div (kV6) par 1/(C,0°) pour ¢
approprié avec 0 < ¢ < 1.

Dans la démonstration de [22], le manque d’information sur la densité ne
permet pas d’établir I'intégrabilité a priori de certaines quantités pour définir
une formulation faible. Elle ne permet pas non plus d’établir la compacité
nécessaire sur f pour un passage a la limite sur I’équation en température si celle-
ci était potentiellement définie. Une formulation renormalisée sur la température
est alors nécessaire. L’inéquation obtenue sur la température provient, dans le
processus de passage a la limite, d’une mesure de défaut dont les auteurs savent
caractériser le signe.

4 Faible nombre de Mach et solutions a la Leray.

Le résultat d’existence globale de solutions faibles & la Leray pour les
équations de Navier-Stokes compressible barotrope, établi par P.-L. Lions, a
ouvert un grand champ d’études mathématiques possibles. Peut-on justifier la
convergence de solutions faibles & la Leray de Navier-Stokes compressible vers
des solutions faibles a la Leray de Navier-Stokes incompressible quand le nombre
de Mach Ma tend vers 07 Plus précisemment, peut on justifier le passage du
modele compressible

Op + div(pu) =0, (53)
y
O(pu) + div(pu @ u) — pAu — (p + A)Vdive + % =0, (54)

au modele incompressible

Ou+u-Vu— pAu+Vr =0, (55)
divu =0 (56)

en laissant le nombre de Mach Ma tendre vers 0 et en supposant la densité
initiale pg, dépendant de Ma, asymptotiquement égale & 1 quand le nombre
de Mach tend vers 07 On est alors dans le cas d’une équation aux dérivées
partielles, en les variables (U = (p — 1)/Ma, m = pu), perturbée par opérateur
singulier antisymétrique. Cette question a, par exemple, donné lieu a plusieurs
articles car les méthodes employées et les résultats obtenus dépendent fortement
du type de données initiales (mal ou bien préparées) ou/et du type de domaines
considérés (tore, domaine entier ou borné). Rappelons au lecteur que le nombre
de Mach est le rapport entre la vitesse caractéristique du fluide et la vitesse
du son dans ce fluide. Notons que les estimations, pour parvenir au résultat
de convergence, dépendent du type de solutions considérées : solution forte ou
solutions faibles.

Difficultés inhérentes auz solutions faibles ? Les principales difficultés, pour une
analyse asymptotique sur les solutions faibles, sont la possible dégénérescence de
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la densité et la faible régularité des solutions (régularité d’énergie). Rappelons
que certaines questions fondamentales comme 1'unicité ou la stabilité (systeéme
bien posé au sens d’Hadamard) restent encore largement ouvertes sur les
solutions faibles. Le grand avantage de la théorie des solutions faibles est qu’elle
n’impose aucune restriction sur les données et que 'on a pas a se soucier de
la possible dégénérescence du temps d’existence en fonction des coeflicients
comme c’est le cas lorque 'on s’intéresse aux solutions régulieres. Dans le
cas de solutions régulieres, obtenir une borne inférieure du temps d’existence,
indépendante des coefficients, n’est pas toujours une tache facile, voir par
exemple les articles de G. Métivier, S. Schochet (cf. [35]) et de T. Alazard

(cf- [2))-

Résultats connus sur les solutions faibles. L’étude mathématique de la limite
incompressible, sur les solutions faibles & la Leray, remonte, dans le cas de
données initiales mal préparées et avec domaine périodique, principalement aux
travaux de P.—L. Lions (¢f. [30]). Ces travaux ont été, par la suite, complétés
par P—L. Lions et N. Masmoudi (c¢f. [31]) qui ont écrit un article considérant
successivement le domaine entier, le domaine périodique puis le domaine borné
avec des conditions aux bords de type Navier.

Il y eu, ensuite, les travaux de B. Desjardins et E. Grenier (¢f. [16]) qui ont
montré la convergence forte locale en espace, avec des données mal préparées,
dans l'espace entier en utilisant des inégalités de type Strichartz (effet dispersif
de I’équation des ondes). Ils ont ainsi pu montrer que la partie potentielle de la
vitesse converge localement fortement vers 0 de maniere beaucoup plus simple
que par les auteurs précédents. La convergence forte de la partie incompressible
étant aisément obtenue par des méthodes de compacité standarts.

Puis un résultat tres intéressant a été établi par les quatres auteurs,
précédemment cités, (cf. [17], dans le cas d’un domaine borné avec données mal
préparées et conditions aux bords de type Dirichlet homogene. Ils ont montré
que les ondes acoustiques étaient amorties dans la couche visqueuse proche du
bord sous hypothése que le domaine ne soit pas une boule (résultat basé sur la
conjecture de Schiffer). Ce résultat est basé sur un développement asymptotique
du spectre de 'opérateur des ondes perturbé.

Un résultat de convergence locale a également été montré par P.—L. Lions
et N. Masmoudi, cf. [32], par utilisation simple de lois de conservation pour les
ondes. Ceci leur a permis notamment d’obtenir un résultat avec des applications
en domaine extérieur, mais cet article a également donné une direction nouvelle
pour I’étude du passage des équations de type Boltzmann vers les équations
gouvernant les fluides incompressibles. On renvoie le lecteur intéressé par les
limites hydrodynamiques de 1’équation de Boltzmann a D’article de C. Villani
([42]). Nader Masmoudi, (cf. [33]), a également justifié que les solutions faibles
de Navier-Stokes compressible isentropique convergent vers des solutions d’Euler
incompressible quand le nombre de Mach et le nombre de Reynolds tendent vers
0 en considérant des conditions aux bords stables lors du passage a la limite.

Fluides compressibles en géophysique. Autour des limites asymptotiques de type
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faible nombre de Mach, mentionnons les travaux de 'auteur, B. Desjardins et
D. Gérard-Varet (cf. [10]) dans le cas d’un domaine cylindrique en supposant
que le nombre de Froude Fr et le nombre de Rossby Ro tendent vers 0 avec
Ro = Fr. Notons que dans ce cas, le nombre de Froude joue le méme role que
le nombre de Mach.

Ils montrent alors que si la convergence forte doit avoir lieu elle ne peut
étre que sous 'hypothése que la base du cylindre soit un disque. Ce résultat est
également basé sur la conjecture de Schiffer mais également sur une hypothéese
de généricité spectrale. On rappelle que les auteurs n’ont pas obtenu 'existence
globale de solutions faibles sur Navier-Stokes compressible avec viscosités
anisotropes.

Il existe également un résultat de convergence de solutions faibles a la Leray
sur les équations de Saint-Venant avec viscosités quand le nombre de Froude
Fr et nombre de Rossby Ro tendent vers 0 avec Fr = Ro et en supposant
b = 1. Les équations de Saint-Venant sont, en effet, des équations de type
fluides compressibles. On obtient alors, asymptotiquement, les équations quasi-
géostrophique standarts avec un terme supplémentaire, trace de la surface
libre. On appelle équations quasi-géostrophique standarts les équations obte-
nues a partir de Navier-Stokes incompressibles tri-dimensionnelles avec force de
Coriolis dans un tore par analyse asymptotique quand le nombre de Rossby
tend vers 0. On renvoie le lecteur intéressé au livre récent de J.—Y. Chemin,
B. Desjardins, I. Gallagher, E. Grenier (it cf. [14]). Notons que la viscosité sur
Saint-Venant visqueux dépends de la hauteur du fluide. On n’est donc plus dans
le cadre de solutions faibles diies a P.—L. Lions mais dans le cadre de diffusion
dégénérée. On utilise alors un résultat de 'auteur et B. Desjardins, (cf. [6]).
Pour indication, I’équation de Saint-Venant bidimensionelle visqueuse qui a été
considérée s’écrit

dyh + div(hu) = 0, (57)
: (h =)
O¢(hu) + div(hu @ u) + hV 2
T
. hut
—2vdiv(hD(u)) + Re +rou+ rihlujlu=0 (58)
avec u = (uj,uz) ot ut = (—ug,u1), D(u) = (Vu + *Vu)/2, b est une

fonction dépendante de x donnée qui correspond au fond et v, rg et rq
sont respectivements la viscosité, et les coefficients de frottement laminaire et
turbulent.

Un dernier résultat concerne le lien entre les équations de Saint-Venant avec
viscosité ci-dessus et les équations des lacs avec viscosité suivante

O¢(bu) + bu - Vu + bVp (59)
e

~2udiv(bD(u)) + 7
div(bu) = 0. (61)

+ rou + riblulu = 0, (60)
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On remarque qu’il s’agit d’une limite quand Fr tend vers 0 avec Ro fixé en
supposant b une fonction de x avec b = O(1). Cette étude a été mené récemment
par lauteur, M. Gisclon et C.K. Lin dans [12] dans le cas de données bien
préparées et en supposant b > ¢ > 0 avec b le fond.

Limite faible nombre de Mach et modéle de Navier-Stokes complet 2 Maintenant
que des résultats d’existence globale a la Leray sur le modeéle complet ont été
établi, une preuve de la convergence forte locale sur ce type de solutions vers
des équations de Navier-Stokes non homogene et contrainte sur la divergence
de u en rapport avec la température peut étre envisagée dans le cas du domaine
entier. Ce travail est en cours par Th. Alazard, 'auteur et B. Desjardins, cf.
[3]. Tl completerait ainsi le résultat récent de Th. Alazard (cf. [1]) qui traite de
la limite incompressible sur solutions fortes du modele complet dans I’espace
entier et qui apporte une réponse a une question difficile qui était, notamment,
posée par A. Majda et P.—L. Lions. Le lecteur pourra d’ailleurs consulter [29]
pour 'asymptotique formelle. Le résultat de T. Alazard prolonge également le
travail de G. Métivier et S. Schochet (cf. [35]) qui traitait le cas ou l'entropie
est transportée.

La convergence dans un domaine périodique est, elle, loin d’étre justifiée
dans le cas de données mal préparées que ce soit sur les solutions faibles ou sur
les solutions fortes avec transport d’entropie comme premiere approximation.
Le probleme provient d’une étude spectrale d’opérateurs a coefficients variables
dépendants du temps et possibilité de croisement de valeurs propres. Un élément
de réponse a été apporté par G. Métivier et S. Schochet en dimension finie en
considérant l’entropie transportée et les problemes identifiés sur le passage a la
limite en la dimension.

Le lecteur intéressé par des articles de revues tres bien écrits sur la limite
incompressible, avec énoncés mathématiques des résultats, est renvoyé a [1],
[15], [18] et [24].
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Resumen

The main goal of this work is to explore the possibilities of a particular
type of discrete dynamical systems called cellular automata in order to
design cryptographic algorithms to share secrets. Specifically, a (n,n)-
threshold secret sharing scheme is presented. It is proved to be perfect
and ideal. Moreover a security analysis is performed.
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1 Introduction

The cryptographic algorithms designed to share a secret among a set of
participants are called secret sharing schemes. The main characteristic of these
schemes is that only some qualified subsets of participants can recover the
original secret.

Secret sharing schemes were proposed by Shamir ([19]) and Blakley ([5]).
The original motivation of these authors was to safeguard cryptographic keys
from loss, deterioration or robbery. Nevertheless, these algorithms have many
applications nowadays in different areas such as access control, opening a safety
deposit box, etc.

The foremost secret sharing scheme is the (k,n)-threshold scheme, where
k,n € 7Z, and 1 < k < n. For this scheme, the collaboration of a Trusted Third
Party (TTP) is necessary. The TTP computes n shares, Si,...,S,, from an
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initial secret S, and distributes them in a secure way into n participants, in
such a way any set of k or more of these participants can easily recover the
original secret by pooling their shares. Moreover, any group of k — 1 or less
participants knowing only k — 1 or fewer shares are unable to recover the secret.

The most basic case of this type of cryptographic protocols is obtained if
k = n. This particular scheme is very important since it can be applied to
many situations. Mainly when, by security requirements, only one qualified set
of participants is appropriate.

A secret sharing scheme is called ideal if the size of every share is equal to
the size of the secret to be shared. Moreover, secret sharing schemes satisfying
the additional property that subsets of £ — 1 or fewer participants can obtain
absolutely no information about the secret are called perfects ([15, 21, 22]).

In general, secret sharing schemes are based on mathematical tools
and developments. For example, Shamir’s algorithm is based on polynomial
interpolation, and Blakley’s scheme is based on the intersection of affine
hyperplanes. Moreover, the algorithm proposed by Asmuth and Bloom in [3]
uses prime numbers, the one proposed by Karnin, Greene and Hellman is based
on matrix multiplication ([11]), etc.

In this work we are interested in the use of a particular type of discrete
dynamical systems called memory cellular automata in order to design secret
sharing schemes. In [13] this problem is tackled. The protocol proposed in
this work is a degenerate (k,n)-threshold scheme with a non-complete access
structure. The main goal of this work is to introduce an (n, n)-threshold scheme
without the disadventages of the first one. Furthermore, this scheme exhibit
some advantages over the classic ones: It is easier implemented on computer
since CA are very suitable for hardware and software implementation.

Roughly speaking, memory cellular automata are delay discrete dynamical
systems formed by a finite number of identical objects called cells, which are
endowed with a state or value that changes at every discrete step of time
according to a deterministic rule. The variables of this deterministic rule are the
states of a set of cells at previous time steps (see [1, 2]). As is well known, discrete
dynamical systems have several computational advantages. For example, the
algorithms based on them can be easily implemented in a sequential or in a
parallel way.

Cellular automata are simple models of computation capable to simulate
complex behaviour. The use of cellular automata to design cryptographic
protocols goes back to middle eighties when Wolfram proposed the cellular
automaton with rule number 30 as a pseudorandom bit generator for
cryptographic purposes ([24, 25]). Since then, many cryptosystems based on
cellular automata have been proposed (see, for example, [4, 6, 7, 8, 9, 10, 14,
16, 23]), but up to our knowledge the possibilities of cellular automata in the
design of secret sharing schemes have not been studied in the literature.

The rest of this work is organized as follows: In Section 2, some basic aspects
about memory cellular automata is recalled. The algorithm to share secrets is
introduced in Section 3, and an analysis about its security is carried out. In
Section 4, an example of the use of this scheme is presented and, finally, the
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conclusions are shown in Section 5.

2 A review of memory cellular automata

One-dimensional cellular automata (CA) are discrete dynamical systems formed
by a finite one-dimensional array of IV identical objects called cells, in such a
way that each one of them can assume a state from a finite set S = Z. The
i-th cell is denoted by (i), and the state of this cell at time ¢ is sgt). The CA
evolves deterministically in discrete time steps, changing the states of all cells
according to a local transition function. The updated state of each cell depends
on the variables of the local transition function, which are the previous states
of a set of cells which constitutes its neighbourhood. It is defined by an ordered
set of integers V = {a1,..., a4} C Z, such that the neighbourhood of the cell
(i) is given by:
Vi={(i+tai),....(i+ag}.

Consequently, the local transition function is of the following form:

S = (500, ) s 0<i< N,

1ty ' Zitag

or equivalently,

s = (v,

where Vi(t) stands for the states of the neighbour cells of (i) at time ¢. The
vector
C0 = (5,58 ) e s,

is called the configuration at time t of the CA, where C©) is the initial
configuration of the CA. Moreover, the sequence {C(t)}ogtgl is called the
evolution of order [ of the CA, and if C is the set of all possible configurations
of the CA, then |C| = kV. As the number of cells is finite, boundary conditions
must be considered in order to assure the well-defined dynamics of the CA.
In this work periodic boundary conditions are taken: If ¢ = j(mod N), then
(t) s

Furt]hermore, we will consider those CA whose local transition function are

of the following form:

(t+1) (t) (t)
B SRED DR 5i4g, (mod k),

j=1 p1<...<p;
BLEV,....B;€V

where 0 <7< N — 1.
The global function of the CA is a linear transformation,

d:C—C,
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that yields the configuration at the next time step during the evolution of the
CA, that is,

cl — o (c).

If ® is bijective then there exists another cellular automaton, called its inverse,
with global function ®~1 (see [17]). When such inverse cellular automaton
exists, the cellular automaton is called reversible and the evolution backwards
is possible.

The standard paradigm for CA states that the state of every cell at time t+1
depends on the state of some cells (its neighbourhood) at time ¢. Nevertheless,
one can consider CA for which the state of every cell at time ¢t + 1 not only
depends on the states of some cells at time ¢ but also on the states of (possible)
another different groups of cells at times ¢t —1, t — 2, etc. This is the basic idea of
memory cellular automata, MCA for short(see [20]). If the configuration C(*+1)
of the MCA depends on the configurations C(*) ..., C¢=F+1) then it is called a
k-th order MCA and, as a consequence, its local transition function is as follows:

S = o (V) + 1 (VD) o e (VD) (mod k), (1)

where 0 < ¢ < N —1, and f; stands for a local transition function of a particular
CA. Remark that, in this case, it is necessary to know k configurations,
CcO, . ..,c*=1 in order to compute the evolution of the k-th order MCA.
Note that, in this case, the neighbourhoods of the i-th cell at times
t,t—1,...,t—k+ 1 can be different.
A basic point is to decide whether or not a k-th order MCA is reversible. In
this sense, the following result holds (see [13]):

Proposicién 1 If fr—1 (Vi(t_k+1)> = sgt_kﬂ), then the k-th order MCA with

local transition function given in (1) is a reversible MCA, whose inverse CA is
another k-th order MCA with local transition function:

k—2
SEtH) = Z Jr—j—2 (Vi(t_j)> + Sgt_kﬂ)(mod k),
=0
for0<i< N -—1.

3 The algorithm to share secrets

In this section we propose a MCA-based algorithm to share secrets consisting
of a (n,n)-threshold secret sharing scheme based on the use of an n-th order
MCA. As is stated above, numerous cryptographic protocols based on cellular
automata have appeared in the literature. Usually, these algorithms use non-
memory (or classic) cellular automata but in recent years the study of MCA as
cryptographic tools have been proposed (see, for example [12, 18]). In the case
of secret sharing schemes, classic cellular automata are used as follows: If we
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want to share a secret into n participants then the initial configuration of the
CA is divided into n blocks and one of them is given by the secret. Subsequently,
several iterations of the CA must be computed in order to increase the diffusion.
The configuration obtained is divided among another n blocks and these are the
shares to be distributed into the participants. In the case of MCA, the text to
be shared, S, is the initial configuration of a n-th order MCA, for example
S = C© and the remaining n — 1 configurations, CV), ..., C"V are n — 1
random boolean vectors of the same size than S. The shares to be distributed
among the n participants are n consecutive configurations of the evolution of
the MCA. The algorithm based on MCA exhibit some advantages over classic
CA since the use of MCA greatly increases the diffusion achieved per iteration.
Moreover, the lenght of the configurations are smaller.

The MCA-proposed algorithm is formed by three phases which are presented
in the following subsection.

3.1 Structure of the scheme

As it is mentioned above, the structure of the procedure to share secrets by
means of MCA is divided into three phases: The setup phase, in which the
MCA used is defined as well as its initial conditions; the sharing phase, in
which the evolution of the MCA is computed and, consequently, the shares to
be distributed among the participants are obtained; and finally, the recovery
phase, which allows the participants to recover the shared secret.

3.1.1 The setup phase

1. The TTP computes n — 1 random integer numbers, qo,...,¢,—2, and
considers the following sets of integers:

‘/O:{_q07"'70)"'7QO}7

Vn72 = {_qn72a cee 707 LR 7Qn72} 3

which stand for the sets defining the neighbourhood at each time of the
n-th order MCA. The numbers qo, . .., g,—2 can be publicly known.

2. The TTP constructs the reversible n-th order MCA with local transition
function given by:

K2

n—2
SZ(_tJrl) _ Z Fn (V(tfm)) + 5£t7”+1)(m0d k‘), 0<i<N-1,

m=0

where Vi(t_m) is the neighbourhood of the i-th cell given by the set of
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indices V,,, and by the function:

(t=m) zqzm'H 3 (") (1)

t—m i t

fm (Vl ) = Si—Q—Bl'”Si—i—ﬁj(mOdk)'
j=1 Br1<...<B;

51 EV77L7"'7Bj evm

3. The boolean vector representing the secret to be shared is considered
as the initial configuration, C(®). The TTP computes the remaining
n — 1 configurations: C(M), ..., C=1 by using a random bit generator.
Note that, once the shares are computed, these n — 1 configurations,
cM .. .,c™ 1D can be destroyed.

3.1.2 The sharing phase

1. The TTP chooses a random integer number, p, such that p > n. This
number can be publicly known.

2. Starting from the configurations C©), ... C=1 the TTP computes the
(n+ p — 1)-th order evolution of the MCA:

{C<0>, LoD o o) .,C<P+n-1>} .

3. The shares to be distributed among the n participants are the last n
configurations computed: S; = C®) ... S, = Cr+r=1),

Remark that p > n is considered to avoid overlappings between the initial
configurations and the shares.

3.1.3 The recovery phase

1. To recover the secret, S = C(©, the n shares C®), ... CPt"—1) are
needed.

2. The participants construct the inverse n-th order MCA by using the
numbers qq, . . ., ¢n_2 and the sets V(0 . V(n=2),

3. Taking
cO = gletn=1)  cr-1) = o)

and iterating p times the inverse n-th order MCA, the participants obtain
the secret: C(0) = §.
3.2 Security analysis

As the bit length size of every distributed share is equal to the bit length size
of the secret (both are different configurations of the same n-th order MCA),
the proposed scheme is ideal.
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Furthermore, the scheme is also perfect because if only one share is unknown,
say for example S,, = C"*tP=1) then the remaining n — 1 participants can not
obtain any information about the configuration C®~1 as the evolution of the
n-th order inverse MCA is given by the following linear system:

s — b4 s (mod k), 0<i< N -1,

where

bi = fo (Vi(t)) it fao (Vi(tfnJﬂ)) ]

Consequently, as it is formed by n equations with 2n unknown variables: s
(t—k+1)
S;

(t+1)

i y
, where 0 < ¢ < N — 1, then it can not be solved and, obviously,

no information about the configuration C'**1 = (al(»tﬂ)), 0<i<N-1,
is obtained. Note that a similar result holds if the number of unknown
configurations is greater than one.

As a consequence, for the secret sharing scheme proposed it is impossible to
recover the secret starting from n — 1 (or less) shares.

Finally, the computational time needed both to obtain the shares and to
obtain the secret is the same since both protocols consist of the iteration of a
similar MCA (a given reversible MCA and its inverse). Specifically, they goes
roughly as O (2log (p(n — 1)) + 8logN + Nlog2) C O (N + logp).

4 An example

Let us define a (4,4)-threshold secret sharing scheme.
For the sake of simplicity, let us consider the integers go = 7,q1 = 5, q2 = 2;
then, the sets defining the neighbourhoods are:

VO = {_77 _65 _57 _45 _37 _2a _1707 17 2a 3a47 5767 7}7
Vi ={-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5},
Vo ={-2,-1,0,1,2}.

Consequently, a 4-th order MCA can be constructed with S = Z, N = 128 and
the following local transition function:

sz(t+1) = fo (V;(t)> + f1 (Vi(t_l)) + fo (Vi(t_Q)> + sz(t—3)(m0d 2),
with 0 <17 < 127, where

fm (V}t*m)) _ Z 3 5105, 5y (mod 2),

B1EVm, ., €V

with 0 <m < 2,0 <14 <127.
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Suppose that the 128-bit length secret to be shared is given by the
hexadecimal code

eebd97edc22d0ec7d2a3623b6ec37447.

Note that its binary expression stands for the configuration C'(®) of the cellular
automata. Moreover, let us randomly compute the remaining three initial
conditions, CM) C'2) and C®), given respectively, by the following hexadecimal
codes:

ce64b017086c838c52f28d4al1adf 016,
3bc37a3093442cb286835e8b2bcIb528,
87d16dadf6176bd9db94dde36e106ea0.

As a consequence, if we take p = 4, then the evolution of the last defined
4-th order MCA is as follows:
C™ = 11426b923dd2e1382d5c9dc4913c8bbS,
C®) = 319b4£e8£7937c73ad1d72b5ee520£08,
C©) = c43c85c£6cbbd34d797cal74d4344ad3,
C") = £82e925209e89427246b221c91ef915e.

Consequently, the shares distributed among the participants are S = C®,
SQ = 0(5), 53 = 0(6) and 54 = 0(7).

5 Conclusions

In this paper the use of cellular automata in the design of cryptographic
algorithms to share secrets is studied. Moreover, a new (n, n)-threshold scheme
based on memory cellular automata for text sharing is presented. It is shown to
be ideal and perfect since the size of the shares to be distributed and the size
of the secret are equal, and no information about the secret is obtained if n — 1
or less shares are known.
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Resumen

La formulacién cldsica mediante ecuaciones en derivadas parciales de
los problemas de la dindmica de poblaciones estructuradas adolece a
menudo de dificultades relacionadas con el tratamiento de distribuciones
de poblacién singulares o concentradas. El presente trabajo ofrece una
visién de conjunto de una formulacién alternativa llamada acumulativa
que consiste en considerar distribuciones de poblacién en el espacio de
las medidas, la nocién de condiciones ambientales determinadas por la
propia poblacién y tales que supuestas prescritas convierten las ecuaciones
en lineales, y finalmente, la substitucién de los sistemas dinamicos
basados en tasas instantaneas de cambio por otros construidos a partir de
ingredientes referidos a intervalos finitos del tiempo. Se presentan algunos
ejemplos de modelizacién en este contexto, en particular de dindmica
de poblaciones estructuradas por variables fisiolégicas y fenotipicas (o
ecuaciones de seleccién y mutacién) y finalmente se sugiere cémo la
formulaciéon acumulativa ofrece un marco unificado para considerar
problemas estacionarios y dindmicos para estas ecuaciones en el limite
0 de la tasa de mutacién o el tamano de ésta.

Palabras clave: Dindmica de poblaciones estructuradas, dindmica adaptativa,
formulacion acumulativa, ecuaciones de seleccion y mutacion.

1 Introduccion. Ejemplos y caracteristicas peculiares de
la dinamica de poblaciones

El objeto de estudio de la dindmica de poblaciones estructuradas (y a tiempo
continuo) son los (semi)sistemas dindmicos continuos cuyas variables de estado

Fecha de recepcién: 5/8/2006
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(los estados poblacionales) son distribuciones de poblacién con respecto a
variables (llamadas estados individuales) que pueden ser internas, como la edad,
el tamario, el sexo, rasgos fenotipicos diversos que pueden distinguir a especies
biolégicas, a variedades o incluso simplemente a individuos genéticamente
distintos, etc. asi como externas como el espacio.

Con mas precision, se considera un espacio de Haussdorf localmente compacto 2
al que se denomina espacio de los estados individuales, siendo éstos, elementos
x € 1 que reciben el nombre de estados individuales y pueden corresponder,
como se ha dicho ya, a edad, tamano, posicion espacial, fenotipo, etc. El espacio
de estados (estados poblacionales) del sistema dindmico mencionado, al que
designaremos por X, es el espacio vectorial M (2) de las medidas reales acotadas
sobre €). Ciertamente sélo las medidas positivas tendran significado biolégico,
de forma que, para todo subconjunto medible w C ) y toda medida positiva
VelX,

/w AV = V(w)

representa, para una determinada distribucién o estado poblacional V', el
numero total de individuos cuyo estado individual pertenece a w.

1.1 Estructura discreta

El ejemplo mas sencillo de la situaciéon esbozada es el correspondiente a un
espacio de estados finito (0 més en general, numerable) Q = {z1,x9,..,2,} (0
bien Q = {x1,x2,..}). En este caso, una medida V sobre Q queda determinada
por los pesos de los subconjuntos elementales:

V({zi}) = v

de manera que el espacio de estados M (Q) es isomorfo a R™ en el caso finito y a
I (el espacio de las sucesiones sumables de niimeros reales) en el caso infinito.
Los estados individuales x; (o mds sencillamente los subindices i) designan
especies o bien grupos de edad o de sexo aunque también pueden corresponder
al tamano o numero de particulas en modelos de agregados como el descrito
brevemente mas abajo. Entre los modelos para distintas especies mas conocidos
recordemos por ejemplo el sistema de Alfred Lotka y Vito Volterra para las
poblaciones de presas vy y depredadores vs en un sistema ecoldgico:

) = (a—=bua(t))ui(t),

vh(t) = (—c+dvi(t))va(?).

Aqui los coeficientes a, b, ¢ y d son constantes positivas.
Como ejemplo de estructura con respecto a la edad escribamos el modelo
siguiente para las poblaciones de jévenes (infértiles) vy y adultos (fértiles) veo:

vi(t) = b(@)oa(t) — zvr(t) — ma(vi(t))vr (D),
(1)

vh(t) = zvi(t) — mava(t).
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En este sistema de ecuaciones, x es la tasa de transicion del estado inmaduro
al maduro, de forma que su inverso T es el valor esperado de la edad de
maduracion, la fertilidad b se supone funcién decreciente de x (es decir, creciente
con la edad de maduracién) y m; y mo son las mortalidades de jévenes y
adultos respectivamente. El modelo se inspira en el ciclo vital de los insectos
con metamorfosis completa en el que cabe esperar una fertilidad creciente con
el tamano al que se alcanza la madurez (por tanto también con la edad en la
que se produce ésta), una acusada interaccién de competencia por los recursos
en la fase larvaria (es decir, una funcién m; creciente) y, en cambio, una
mortalidad elevada y relativamente insensible a la densidad de poblacion me
en la fase de imago. En modelos como el precedente una pregunta natural
que serd abordada ma&s adelante en este trabajo es cudl es el valor que la
seleccion natural determinara para el pardmetro T supuestos constantes los
deméas parametros. En efecto, observemos que un valor demasiado pequefno
de T llevara asociada una fertilidad también pequena mientras que un valor
demasiado grande redundard en una tasa de promocién pequena con lo que el
ndmero de adultos serd insuficiente. Es de esperar pues la seleccién de un valor
intermedio pero no es claro en este momento un criterio que permita responder
a la pregunta planteada.

Los dos sistemas anteriores contienen solamente dos ecuaciones, aunque es
claro que pueden generalizarse sin ningun esfuerzo adicional de modelizacién.
Terminemos la subseccién sobre ejemplos de estructura discreta citando un
modelo para la encefalopatia espongiforme bovina o mal de las vacas locas.
Al parecer las proteinas responsables de la temida enfermedad, los priones
“enfermos”, actian convirtiendo priones “sanos” en priones “enfermos” los
cuales forman agregados de muchas proteinas y son estos agregados proteinicos
los culpables de los danos en el tejido nervioso (incidentalmente anadamos que
agregados proteinicos como los de las enfermedades causadas por los priones
estdn también presentes en otras enfermedades neurodegenerativas como el
Alzheimer). El modelo siguiente ([45]) consta de infinitas ecuaciones, siendo
x la densidad de priones sanos e y; la densidad de agregados de i proteinas
enfermas:

#'(t) = A—det) = 52, Bix()yi(t),

yi(t) = Biax(t)yi-1(t) — Bix(t)yi(t) ~ayit
2221y +bji—5)y; — Eilibijys,  i=1,2..

Aparte de una produccién a ritmo constante A de priones sanos y de la
degradacién metabdlica de priones sanos (con tasa d) y de agregados patégenos
(con tasa a mucho menor que d), en las ecuaciones aparecen términos asociados
a la incorporacién de priones sanos a agregados de tamano i (con tasa 3;) y a
la ruptura de los agregados de tamano i en dos trozos de tamano j e ¢ — j, con
tasa b; ;.
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1.2 Estructura continua

Por dindmica de poblaciones estructurada a menudo se entiende sdlo aquélla
en la que la estructura es con respecto a una variable continua y esta situacién
es la que vamos ahora a considerar de modo introductorio. Consideremos como
espacio de estados individuales  un dominio de RY. Los estados individuales en
este contexto pueden interpretarse como coordenadas espaciales si la estructura
es externa o, cuando ésta es interna, como la edad, el tamano (longitud, peso,
altura, dependiendo de la situacién biolégica que se quiera retratar), un rasgo
morfolégico continuo como la longitud del pico de un pinzén en el clasico
ejemplo de Charles Darwin en las Islas Galdpagos, la proporcién de tiempo
dedicado por los individuos a conseguir determinado recurso en detrimento
de otro ([40], [9]), cierta estrategia etoldgica, una caracteristica genéticamente
fijada del ciclo biolégico como en el ejemplo de la edad de maduracién ([13], [14]),
etc. Generalmente se supone que el estado poblacional es una medida sobre )
absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue (aunque después
veremos que no siempre es éste el caso). As{ podemos poner dV = v(z)dx siendo
v una funcién de L(Q).

Seguramente el modelo més conocido de dindmica de poblaciones con
estructura espacial sean las ecuaciones de reaccion y difusién. Por ejemplo la
ecuacion siguiente

v B v(x,t)
S (@, t) = alo(a,t) + r(l - )v(ac,t), 2)

modeliza la distribucién espacial de la poblaciéon de una especie sometida a
interaccion por competencia dada por un término de reaccién de tipo logistico, y
a difusion aleatoria. Aqui se ha supuesto que la capacidad del medio K depende
de la posicién espacial € 2, que es un dominio acotado o no de R? o R3. Sobre
modelos como el anterior se han publicado multitud de trabajos. Por ejemplo,
y en el caso de dos especies e interaccién presa-depredador, se han obtenido
soluciones estables no constantes por el mecanismo de morfogénesis propuesto
ya por Turing para el desarrollo embrionario en [52].

Un modelo clésico de estructura continua con respecto a la edad es el
propuesto por Gurtin y McCamy en [32]. Se trata de la siguiente ecuacién
en derivadas parciales de primer orden no lineal y con términos no locales para
una densidad v(a, t):

%(a’ t) + %(‘L t) + m(“a P(t))v(aa t) = 0,
v(0,t) = fooo B(a, P(t))v(a,t)dt, (3)
Pt) = [ v(a,t)da

En este modelo el espacio de estados individuales (de edades de los
individuos) se toma Q = [0, 00). A diferencia del modelo de difusién espacial, en
este segundo caso la suposicién de que la distribucién de poblacién viene dada
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por una densidad, es decir, que es absolutamente continua, es algo artificial,
pues tiene perfecto sentido la consideracién de un nimero finito de individuos
con exactamente el mismo estado (de la misma edad). Por ejemplo, una medida

V - p5a07

donde d,, es la medida de Dirac en ag , representa una poblacién de p individuos
de edad ag . En el caso anterior de la distribucién espacial, una acumulacién
de individuos en el mismo punto del espacio no suele tener sentido aunque
si lo puede tener en algunos casos. Por ejemplo piénsese en el célebre proceso
de quimiotaxis de Dyctiostelium discoideum en el que una distribucién en
dimensioén dos culmina con la formacién de cuerpos verticales.

1.3 Caracteristicas especiales de la dindmica de poblaciones

Una de las caracteristicas peculiares de la dindmica de poblaciones es la
conveniencia (a menudo la necesidad) de distinguir entre las causas de los
cambios en las distribuciones de poblacién, es decir, entre las diferentes tasas
relativas de mortalidad, fertilidad, de transicion entre los grupos, velocidades
de crecimiento individual, etc. No se hace sin embargo esta distinciéon en
los modelos clasicos de Verhulst (o ecuacién logistica), de Lotka y Volterra
o de competencia incluso cuando éstos incorporan estructura espacial (véase
el modelo de reaccién y difusién anterior). En cambio tal distincién es
imprescindible en dindmica de poblaciones con estructura fisioldgica (véase el
modelo de Gurtin y McCamy) porque las variables internas como la edad, el
tamano, etc. afectan de distinta forma las diferentes tasas vitales.

Otra de las caracteristicas tipicas de la dindmica de poblaciones es la
identificacion de un conjunto de variables de interaccién que reciben a menudo
el nombre de ambiente, y que tienen la propiedad de que, supuestas conocidas
como funciones del tiempo, convierten el sistema dindmico para el estado
poblacional en un sistema lineal (no auténomo). Conviene decir enseguida que
la palabra ambiente no tiene en este contexto el significado habitual de conjunto
de condiciones ambientales externas sélo incorporadas como parametros en el
modelo. Aqui por el contrario, el ambiente queda determinado por el propio
estado poblacional, es decir, es funcién de la variable de estado. En otras
palabras, es un output de la distribucién de poblacién por un lado, mientras
que por otro, determina las tasas vitales jugando el papel de input en el sistema
lineal.

Por ejemplo, en (3) el ambiente se reduce a la poblacién total P(t) pues
supuesta conocida esta funcidn, (3) es un sistema lineal no auténomo. En (2) en
cambio, el ambiente es la densidad v(-, t), es decir, el propio estado poblacional,
puesto que si se supone conocida esta funcién y se sustituye su valor en la
fraccién con denominador K (x), se obtiene una ecuacién lineal mientras que no
hay ninguna posibilidad esencialmente distinta de escribir una ecuacién lineal
para v. Son dos situaciones muy diferentes porque en el primer ejemplo la
interaccion entre individuos queda resumida en una funcién escalar mientras
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en el segundo no hay resumen en absoluto. En lo que sigue supondremos
generalmente que el output queda definido por una funcién lineal

L:X—Z7

donde Z es un espacio de dimension finita. La hipdtesis de linealidad no es
restrictiva pero en cambio la finito dimensionalidad de Z si como hemos visto
yaen (2).

Con este planteamiento resulta natural obtener la solucién del problema de
valor inicial V € X para un modelo no lineal como la solucién del modelo
lineal (el semigrupo lineal para el estado poblacional St(t)Vy) para un input (o
ambiente) I € C([0,T], Z) que sea un punto fijo del operador input — semigrupo
lineal para el estado poblacional — output o mas formalmente,

I'e C([OaTLZ) - LSI(t)% € C([OvTLZ)a

véase [21], [22], [24].

1.4 Estructura del trabajo

Lo que resta del trabajo se distribuye como sigue. La seccién 2 ofrece una
brevisima introducciéon a una formulacién de la dinamica de poblaciones
estructuradas, alternativa a la clasica, que evita la consideracién de ecuaciones
en derivadas parciales y de espacios funcionales complicados y permite
obtener sistemas dindmicos en el espacio de las medidas. Las secciones 3 y
4 presentan varios ejemplos de uso de esta nueva formulacién en modelos
para poblaciones estructuradas por variables internas fisiol6gicas (como edad y
tamafo) y fenotipicas respectivamente. La seccién 5 empieza con la formulacién
acumulativa de dos modelos con estructura fisiologica y fenotipica. En la seccién
5.1 se destacan algunas propiedades de la dindmica fisiolégica-fenotipica en
ausencia de mutacién, en particular subrayando la posibilidad de trabajar
con distribuciones de poblacién singulares o concentradas, en 5.2 se presenta
un resumen de la llamada dindmica adaptativa y 5.3 recoge la formulacién
acumulativa de algunos resultados sobre equilibrios de ecuaciones de seleccion
y mutacion con la intencién de mostrar que la formulacién acumulativa
ofrece un marco unificado que podria iluminar algunos problemas planteados
anteriormente en el limite de tasa o tamano de la mutacién pequenos de las
ecuaciones de selecciéon y mutacién y su relaciéon con la dindmica adaptativa.
Finalmente la seccién 6 aventura algunos caminos que seria interesante
proseguir.

2 Formulacion acumulativa

Trabajos de varios autores han abordado el problema de formular una teoria
general de la dindmica de poblaciones. Es especialmente original el enfoque
de O. Diekmann et al ([21], [22], [26]). En estos articulos los modelos no se
formulan en términos de ecuaciones diferenciales o en derivadas parciales, es
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decir, en términos de tasas instantaneas de cambio de las distribuciones de
poblacién como son los modelos de los ejemplos anteriores, sino mediante los
dos ingredientes siguientes:

ur(z,w) = probabilidad de que un individuo con estado individual inicial
x € ), viva todavia y tenga estado individual en w C Q al final del input I.

Aj(z,w) = nimero esperado durante el input I de descendientes directos
con estado individual en el momento del nacimiento en w C €, de un individuo
que inicialmente tiene estado x € Q.

u; y Ar son, para cada z, medidas sobre . Aunque en los ejemplos
que veremos en las secciones siguientes obtendremos u; y A; a partir
de modelos escritos en la forma maés familiar de sistemas de ecuaciones
diferenciales, mencionemos que es posible modelizar directamente en términos
de la probabilidad u y el valor esperado A. El costo anadido de tener que pensar
en términos de cantidades acumulativas en vez de tasas instantineas viene
compensado por el hecho de que la formulacién acumulativa permite considerar
distribuciones de poblacién sin ninguna regularidad (medidas sobre el espacio de
estados individuales) mientras que el tratamiento cldsico mediante ecuaciones
en derivadas parciales exige, para las demostraciones de existencia y unicidad de
solucion, la pertenencia de las condiciones iniciales a ciertos espacios funcionales
mé&s o menos regulares. Ademds potencialmente permite continuar soluciones
inicialmente regulares mas alld del tiempo de permanencia en Llloc_.

Supuestos conocidos los dos ingredientes u; y Ay, se pueden obtener,
de forma constructiva ([21], [22]), otros dos nicleos que son cantidades
acumulativas de todas las generaciones:

A$(z,w) = ntimero esperado durante el input I de descendientes de todas las
generaciones (hijos, nietos, bisnietos, etc.) con estado individual en el momento
del nacimiento en w C €, de un individuo que inicialmente tiene estado = € €.

u§(z,w) = numero esperado de descendientes de todas las generaciones
(incluyendo a éste) de un individuo que inicialmente tiene estado x € ), que
viven todavia y tienen estado individual en w C € al final del input I.

El superindice ¢ de estos nticleos es la inicial de la palabra clan o descendencia
de todas las generaciones. Ahora puede escribirse en forma explicita un
semigrupo lineal para la distribucién de poblacién durante un input I:

(S1V0)(w) = / (2, w) V().

w

Dada una distribucién de poblacién inicial (una medida sobre ) Vg, la
férmula anterior proporciona el nimero de individuos con estado en w después
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de transcurrido un tiempo I(I) si la poblacién ha estado sometida al input (al
ambiente) I, que es una funcién continua definida en el intervalo [0,1(I)]. El
estado poblacional a tiempo ¢ € [0,1(I)] viene dado por

St(t)Vo := S,y Vo,

donde p(t)I se define como la restriccién al intervalo [0,¢] del input I.

El conjunto {S; : I € UZ,C([0,s],Z)} es un semigrupo para la
composicién, con elemento neutro (la aplicacién identidad) correspondiente al
input de duracién nula, y satisfaciendo la propiedad Sr,or, = 51,51, donde Iz0ly
debe interpretarse como el input que se obtiene de la concatenacién temporal
de los inputs I; e Is.

Como se ha dicho al final de la seccién anterior la soluciéon del problema no
lineal se aborda ahora como un problema de punto fijo. En efecto, si para una
medida inicial Vj y para algin Ty, > 0, Iy, es un punto fijo del operador de
input-output:

C([O’TVOLZ) - C([O’TVOLZ)

I — (tel0,Ty]— LSP(WVO € ),

entonces S(t,Vp) := Spt) Iv, Vo es un semigrupo no lineal en el espacio de las
medidas X que proporciona la distribucién de poblacién (el estado poblacional)
a tiempo t < Ty, si la poblacién inicial es Vj, el modelo de dindmica de
poblaciones no lineal viene definido por los ingredientes v y A, y la interaccién
por la funcién lineal L del espacio de estados X en el espacio de ambientes Z.

Aunque la motivacion principal del desarrollo de la formulaciéon acumulativa
de la dindmica de poblaciones son las poblaciones estructuradas por variables
internas como las que consideramos en las secciones siguientes, mencionemos
que también es aplicable a poblaciones con estructura espacial en las que
los individuos efectian movimientos aleatorios y que cldsicamente han sido
modelizadas mediante ecuaciones en derivadas parciales del tipo de las de
reaccién y difusién ([21], Sect. 8.3).

3 Poblaciones estructuradas fisiologicamente

La distribucion de poblaciones con respecto a variables internas de tipo
fisiolégico como la edad o el tamano ha sido objeto de numerosos trabajos, desde
el modelo lineal de Sharpe-Lotka [51], pasando por el ya citado (y celebrado)
articulo de Gurtin y MacCamy [32], el libro de Metz y Diekmann [43], la
monograffa sobre poblaciones estructuradas por la edad de Webb [53], asi como
las més recientes de Cushing [20] y de Iannelli [34], as{ como muchos articulos en
los que desde la pasada década se abordan problemas de fundamentacién teérica
(de existencia y unicidad de solucién del problema de valor inicial) de modelos
expresados cldsicamente (por medio de ecuaciones en derivadas parciales de
primer orden con términos integrales) con velocidad de crecimiento dependiente
de la densidad (es decir, expresado en términos cldsicos de ecuaciones en
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derivadas parciales, con parte principal no lineal -y no local-) ([11], [38], [39],
[35]).

Los modelos que aparecen en los dltimos trabajos citados toman
generalmente formas del tipo siguiente

%(a:,t) + %(g(m,[(t))v(x,t)) +m(z, I(t))v(z,t) =0,
(e, t) = [0 Bz, I(t)v(z,t)dz, ()= [ v(z,t)dz, (4)

v(x,0) = vo(x)

Aqui por tanto se supone que la distribucién de poblacién con respecto a
la variable tamafio © € Q = [xp, Z;] es una medida absolutamente continua
con funcién densidad v(-,t) € L(xp,2,,). En el sistema precedente, las tasas
vitales tienen el mismo significado que en (3), mientras que el ambiente tiene
dimensién 1 para simplificar la exposicién. Sin embargo advirtamos que en las
referencias citadas Z es n-dimensional e incluso en [38] y [39] es de dimensién
infinita. En el lenguaje de la formulacién acumulativa, el estado individual es
el tamano y se trata de retratar una situaciéon de crecimiento determinista en
la que la velocidad de crecimiento individual g depende del estado individual
x y del ambiente I (nétese que si suponemos que I es una funcién conocida
del tiempo entonces (4) se convierte en un sistema lineal.) Asi, el movimiento
individual en el espacio 2 (el crecimiento individual) estd regido por el problema
de valor inicial

{ ﬁl((é) — (). 10)), (5)

cuya solucién denotamos xy(t; o). La formulacién acumulativa en el espacio
de las medidas del problema (4) se basa en la funcién probabilidad de
supervivencia definida por

10, (t) = exp(— /0 m(z1(s: o), I(s))ds),

que nos da la probabilidad de que un individuo con estado/tamario inicial o en
tiempo 0, sometido a un input I sobreviva hasta tiempo ¢. Entonces tendremos

ur(w,w) =7 (I(I))0x,; (1(1);20) (W)

porque la probabilidad de que un individuo con estado/tamano inicial zy viva
todavia al final del input I y tenga estado individual (tamaio) en w es igual a la
probabilidad de supervivencia a tiempo [(I) si w contiene el tamano que seguro
alcanzard (determinado por la solucién de (5)) y vale 0 en caso contrario. Por
otra parte, el nimero esperado de hijos con tamano en el momento inicial en w,
durante el input I, que tendra un individuo con tamano inicial zq es

1(I)
Ar(z,w) = ; B(wi(s; wo), 1(s))1L; (s)dsdz, (w)
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siendo ahora la presencia de la medida de Dirac en x; debida a que el tamano
en el nacimiento es siempre xy.

4 Poblaciones estructuradas fenotipicamente

Una categoria de modelos de dindmica de poblaciones se dedica al estudio
de la evolucién bioldgica. El interés general por este tema no es sélo tedrico
y ligado a escalas de tiempo muy grandes como lo demuestra cada ano el
siempre cambiante virus de la gripe, o las enormes dificultades que representa
el descubrimiento de una vacuna contra el VIH o las cada dia méas preocupantes
resistencias bacterianas a los antibidticos En esta clase pueden incluirse desde
los conocidos modelos de competencia que justifican el principio de exclusién
competitiva (véase por ejemplo [33]), pasando por los modelos de genética de
poblaciones debidos entre otros a R.A Fisher que sustentaron el neodarwinismo
como sintesis de la teoria de la evolucién por mutacién aleatoria y seleccién
natural y la teorfa de la herencia de Georg Mendel (véase [27]), hasta la
mucho més reciente dindmica adaptativa ([44], [28]). También pertenecen a esta
clase de modelos de dindmica de poblaciones los trabajos sobre las llamadas
ecuaciones de seleccién y mutacién en los que se consideran distribuciones de
poblacién con respecto a variables fenotipicas continuas genéticamente fijadas
tales como caracteristicas anatémicas particulares (recuérdese el ejemplo cldsico
de la longitud del pico de los pinzones en las Islas Galdpagos) o bien pardmetros
definitorios del ciclo biolégico como la edad de maduracion, o la edad de cambio
de sexo (en especies hermafroditas secuenciales), o caracteristicas etolégicas
como por ejemplo el tiempo dedicado a la bisqueda de cierto recurso alimenticio
(en detrimento de otro), o la tendencia a cierto comportamiento especial como
por ejemplo el canibalismo, o combinaciones de estas variables. En el contexto
de la genética de poblaciones pueden encontrarse ejemplos de ecuaciones para
densidades de poblacién con respecto al genotipo modelizando la mutacién en
trabajos de Crow y Kimura [19], [36] y mds tarde de R. Biirger y colaboradores
([5]) v en un contexto més ecoldgico, en el que a menudo aparece explicita
la interpretacién fenotipica de la variable evolutiva y las ecuaciones son més
propiamente de seleccién y mutacién, en [8], [9], [10], [41], [49], [14], [15], [25],
[16], [46], [31], [17], [18].

Un ejemplo de formulacién cldsica (mediante densidades de poblacién) de
un problema de dindmica de poblaciones estructuradas (tinicamente) por el
fenotipo es la ecuacién siguiente (véase [16])

Rwt) = (1—el@)b@)(@t)+ [y Bl y)e(y)by)v(y, t)dy—
m(z, I(t))v(x,t), (6)
Ity = [yole,t)dz, wveL'0,1)

Aqui el espacio de estados individuales Q se reduce al intervalo [0, 1],
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e(z) € [0,1] es la probabilidad de mutacién en cada reproduccién de un
individuo de fenotipo (o estado individual) z, b(x) es la fertilidad especifica
para el fenotipo z, b(x) es la fertilidad especifica para el fenotipo x, y 5(-,y) es
la densidad de probabilidad del fenotipo del hijo de un individuo de fenotipo y
en el caso en que se produce una mutacién.

La formulacién acumulativa del modelo precedente en el espacio X de
medidas sobre [0, 1] se basa en los dos ingredientes mencionados en la seccién
2. Primeramente, en

10,
ur(z,w) = exp(—/0 m(xz,I(s))ds)d,(w),

cuya interpretacion es la de la probabilidad de que un individuo de fenotipo (en
el instante inicial) x, viva todavia (el primer factor no es méas que la probabilidad
de supervivencia) y tenga fenotipo en w después de un input I. Nétese que, a
diferencia de la seccién 3, la presencia de la medida de Dirac obedece aqui a
que un estado fenotipico es invariable a lo largo de la vida de un individuo. Y
en segundo lugar, en

un
Ar(a,w) = / b(a)e I3 IO dr((1 — e())6, (w) + £(x) / By, 2)dy),

que da el ntimero esperado de hijos con fenotipo en w durante un input I, de
un individuo de fenotipo (inicial) z. En esta segunda férmula la delta de Dirac
corresponde a los nacimientos sin mutacién y (1—e(z))d,(w)+e(x) [ By, z)dy
es la medida de probabilidad del fenotipo de los descendientes directos de un
individuo de fenotipo =x.

5 Poblaciones estructuradas fisiolégica y fenotipicamente

En lo que resta del trabajo vamos a concentrarnos en los modelos de dindmica
de poblaciones que consideran densidades o, mdas en general, distribuciones
de poblacién, con respecto a ambas estructuras internas, la fisioldgica y la
fenotipica. Este es sin duda el marco adecuado para el estudio de la evolucién
de los pardametros de los ciclos biolégicos (edad de maduracién, edad de cambio
de sexo, etc.) pero también resulta imprescindible si el efecto de la caracteristica
fenotipica depende de forma relevante de alguna caracteristica fisioldgica (éste
es por ejemplo el caso de la tendencia al canibalismo, cuyos efectos sobre la
poblacién dependen obviamente de la estructura en tamano de ésta).

Distinguiremos pues dos espacios de estados individuales, 2y y €21, para
las estructuras fisiolégica y fenotipica respectivamente de forma que el espacio
(completo) de los estados individuales serd Q = Qg x 1. Por supuesto el modelo
(6) puede considerarse en este contexto con estructura fisiolégica trivial, es decir,
siendo ©p un conjunto de un solo elemento, y €, = [0, 1]. Andlogamente, las
poblaciones estructuradas fisiolégicamente corresponden a espacios {2; de un
solo elemento.
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Un ejemplo de estructura fisioldgica-fenotipica en sentido méas propio es un
modelo para la edad de maduracién contenido en [15]. Se distinguen en este
modelo dos grupos de edad, jévenes inmaduros y adultos, de forma que podemos
poner Qp = {1,2} y una variable fenotipica continua que es (por conveniencia)
el inverso de la edad de maduracién o, equivalentemente, la tasa de transicién
del estado juvenil al estado adulto (por lo tanto, por ejemplo, ; = [0,00) ). Si
suponemos que con respecto a esta segunda variable la distribucién de poblacién
es absolutamente continua, entonces se puede escribir el sistema siguiente para
las densidades de jévenes y adultos respectivamente

G, t) = fo7 05 (@, 9)b(y)va(y, t)dy — (x + mi(L(F)))vr (2, 1),
(7)
Grat) = avi(e,t) = ma(Lr(t)va(a,1),
con Iy(t) = [ vi(y,t)dy y Io(t) = [;° v2(y, t)dy las poblaciones totales. El

sistema (7) es una versién con estructura fenotipica de (1), aunque alli se suponia
constante ms. El nicleo §°(-,y) es la densidad de probabilidad del fenotipo x
del hijo de un individuo de tipo y y el parametro ¢ puede interpretarse como una
medida del tamafio medio de las mutaciones (por ejemplo si € es el valor esperado
de |x — y|, que se supone independiente de y). La formulacién acumulativa
del modelo (7) pasa por las siguientes definiciones, todas basadas en el hecho
de que (7) supone implicitamente distribuciones exponenciales e independencia
estocéstica:

ur((1,2),{1} x w) = probabilidad de que un individuo joven de fenotipo
(inicial) z permanezca joven (y vivo) y su fenotipo pertenezca a w al final de
un input I = (I, I2) =

efxl(l)ef ‘Ol(l) ml(Il(s))dsdx(w)’

ur((1,2),{2} x w) = probabilidad de que un individuo joven de fenotipo
(inicial)  haya madurado, viva todavia y su fenotipo pertenezca a w después
de un input I = (I1,1) =

(1)
/ pem e Jo miI@)de o= [V mala(e)do qg . 5 (),
0

ur((2,z),{1} x w) = 0 por razones obvias,

ur((2,z),{2} x w) = probabilidad de que un adulto de fenotipo (inicial) z
viva todavia y su fenotipo pertenezca a w después de un input I = (I1,I) =

fl(I) 2 (I( S))ds(s( )
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Ar((1,z),{1} X w) = ntmero esperado de hijos con fenotipo (edad de
maduracién) en w de un individuo joven de fenotipo x durante un input I =

Iy pl(I)—t . e
(2) / / ze~™%e™ Jo Ml (0)do o= [T mala(0))do 4ot . BE (),

Ar((2,z),{1} X w) = numero esperado de hijos con fenotipo (edad de
maduracién) en w de un adulto de fenotipo # durante un input I =

(1) .
b(z) / e~ Jom2I2(0))do gy Be (),
0

En las ultimas férmulas, el nimero total esperado de hijos de un individuo
es el producto de la fertilidad b por unidad de tiempo por el valor esperado del
tiempo de vida como adulto T, durante el input I y éste se calcula integrando
la funciéon P(T, > t) sobre el intervalo de duracién de I. Por otro lado,
B¢ es la medida de probabilidad del estado individual en el nacimiento del
hijo de un individuo de fenotipo xz. Como en (7) se suponfa que (la segunda
componente) de esta variable aleatoria era absolutamente continua con densidad
05¢ (-, x), tendriamos de hecho aqui que dB:(y) = 0°(y, x)dy. Sin embargo tienen
sentido otras posibilidades como ya se ha observado en (6), donde teniamos
B (w) = (1 —e(x))dy(w ) [, B(y,z)dy pues suponiamos una probabilidad
positiva 1 — e(z) de reproducmon sin error. Aqui y en todo lo que sigue ¢ = 0
corresponde a que BY = §,, es decir a que la reproduccién es siempre sin error
o mutacion.

Finalmente, A;((1,2), {2} xw) = A;((2,2), {2} X w) = 0 por razones obvias
como antes.

Un segundo ejemplo de poblacion estructurada fisiolégica y fenotipicamente,
biolégicamente muy parecido a (7), es, en formulacién clésica, el sistema (véase
j46])

% (a,2,t) + L (a,x,t) + m(a, [ (t), I(t))v(a,x,t) = 0
v(0,z,t) fo f b(a,y)5(x,y)v(a,y,t)dady, (8)

fo fo a,y,t)dady, Ix( fo fy (a,y,t)dady.

Aqui los estados individuales (a,z) pertenecen a Q = [0,00)? , siendo a la
edad fisiolégica y = la edad de maduracién (no su inverso como en (7)). Ademés,
con respecto a (7) hemos pasado de la consideracién de sélo dos grupos de
edad a considerar ésta como una variable continua. Pensamos de momento en
distribuciones de poblacién absolutamente continuas, o equivalentemente, en
densidades v(-,-,t) en L*(Q) . A la vista de (7), el tnico término de (8) que
merece algiin comentario es el del nimero de nacimientos por unidad de tiempo
o condicién de frontera en a = 0 (la segunda ecuacion de (8)). Ahora la fertilidad
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b(a, x) se supone nula para a < x y funcién creciente de la edad de maduracién
como en (1) y en (7). El ambiente es bidimensional, como en (7) y viene definido
por las poblaciones totales de jovenes y de adultos I e I respectivamente.

La formulacién acumulativa de (8) en el espacio de estados poblacionales X
de las medidas sobre € es como sigue:

ur((a,z),wp X wy) = probabilidad de que un individuo de edad inicial a
y fenotipo-edad de maduracién (inicial) x viva todavia, tenga edad en wpy y
fenotipo en wy después de un input I = (I, 12) =

e fé(I) m(a+s,I1(s),I2(s))ds | 6a+l(l) (wO) 0y (wl).

En esta expresion y debido al “movimiento” determinista de los individuos en
el espacio de edades y a la “inmovilidad” en el de los fenotipos, simplemente se
multiplica la probabilidad de supervivencia por las medidas de Dirac.

Ar((a,x),wpxwr) = ntimero esperado durante el input I de hijos con edad en
el nacimiento en wq y fenotipo (inicial) en wy, de un individuo que inicialmente
tiene edad a y fenotipo z =

n
/ e Jo m(“+s’h(s)’l2(s))dsb(a +t,x)dt - 6o(w) - BE(wy). (9)
0

Aqui en cambio, el nimero total esperado de hijos (el primer factor) puede
obtenerse de la féormula

B(7) = | P = O

para el valor esperado de f(7T) donde T es una variable aleatoria positiva
(en nuestro caso el tiempo de vida a partir del instante inicial y durante el
input I) y f(7) una funcién nula en 0 y creciente (en nuestro caso el nimero
de hijos si el individuo vive hasta el instante 7). El segundo factor simplemente
refleja el hecho que todos los individuos nacen con edad cero y el tercero es la
probabilidad de que un hijo de un individuo con fenotipo = tenga fenotipo en
wi.

5.1 Subespacios invariantes triviales de la dinamica fisiologica-
fenotipica. Ausencia de mutacién

Un caso especial de dindmica fisiolégica-fenotipica se da en ausencia de
mutacion, es decir, cuando ¢ (la medida de la mutacién o la probabilidad de
ésta) es 0. En la notacién de antes, tendremos BY = 4, y, si S¢ es el semigrupo de
dindmica de poblaciones estructuradas fisiolégica-fenotipicamente, hablaremos
en esta seccién y en la siguiente de S°. En este caso, para todo subconjunto
medible w; del espacio fenotipico €2y, una poblacién inicial cuyos miembros
tengan todos su estado individual inicial fenotipico en w; conservara esta
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propiedad a lo largo del tiempo pues sin mutaciéon no hay aparicion de nuevos
fenotipos. En otras palabras, el subespacio vectorial X, del espacio de estados
X de las medidas con soporte en 25 xw; es invariante por la dindmica fisioldogica-
fenotipica si ¢ = 0 (la dada por SY). En particular, si w; se reduce a un tnico
punto z € €21, X{,) es obviamente isomorfo al espacio de medidas sobre {2y y
corresponde al espacio de estados de la dindmica fisiolégica (también llamada
en algunos contextos puramente ecoldgica o de seleccién natural), mientras el
rasgo evolutivo (el fenotipo) z juega el papel de un pardmetro del sistema. Asi,
si ademas el espacio de estados fisiolégicos Qg es un conjunto de m elementos,
el modelo (formulado cldsicamente) se reduce a un sistema de m ecuaciones
diferenciales ordinarias. De forma andloga, si w1 = {z!,2?,..,2"} , entonces
el subespacio invariante por Sy, X,,, es isomorfo a (M (2))™ y la dindmica
corresponde a un modelo de seleccién pura con n fenotipos (especies) diferentes,
que, como antes, se reduce a un sistema de m X n ecuaciones diferenciales
ordinarias si {2¢ es un conjunto de m elementos.

Sin mutacién y por tanto en el contexto de esta subseccién citemos los
trabajos de A. Ackleh et al ([1], [2]) quienes consideran un modelo de tipo
logistico con estructura (sélo) fenotipica. La variable fenotipica es bidimensional
y sus componentes z1 y s vienen a coincidir esencialmente con las tasas
relativas de fertilidad y mortalidad respectivamente. Es decir, que, en nuestra
notacién, Qo = {1} y Q1 = [0, 1]%. En el segundo de los trabajos se considera el
problema de valor inicial en el espacio de las medidas X y para cada subconjunto
cerrado wy contenido en el interior de 2; se prueba que, para condiciones
iniciales Vp en X,,, la solucién tiende cuando el tiempo tiende a infinito a
una medida de Dirac concentrada en el punto de maximo x* en w; del cociente
entre las tasas de fertilidad y mortalidad respectivamente (1) si la medida por
Vo de todo entorno de z* es positiva. El cociente % viene a ser la ratio de
reproducciéon y por ello este resultado tiene muchos puntos en comin con otros
que se expondran en la seccién 5.3.

5.2 Dinamica adaptativa. Una vision particular

Una respuesta muy interesante a preguntas como la que nos haciamos en
la seccién 1.1 sobre el valor que la selecciéon natural determina para las
variables evolutivas que aparecen como parametros en los sistemas ecolégicos
fue descubierta por Maynard-Smith y colaboradores ([42], [40]), basidndose
en conceptos procedentes de la teoria de juegos. En términos biologicos se
define una estrategia evolutivamente estable global (abreviadamente ESS por
evolutionarily stable strategy) como un valor & € Q; de un fenotipo o rasgo
evolutivo, tal que una poblacién (residente) cuyos individuos son todos del tipo
% y se encuentra en equilibrio asintéticamente estable (mds en general, en el
atractor del sistema ecolégico) no puede ser invadida por una poblacién mutante
pequenia cuyos individuos son todos de un tipo distinto y. Una Z se llama ESS
local si lo anterior es cierto para y en un entorno en 1 de Z.

En el lenguaje de las secciones anteriores, podemos decir que un estado
individual & € Q; es una ESS (global) si existe una medida V; € M () tal
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que Vi x 6z € M(Q) es un estado poblacional de equilibrio del semigrupo
S° de dindmica de poblaciones estructuradas fisiolégica-fenotipicamente con
e = 0 (es decir, sin mutacién) que es asintéticamente estable restringido al
subespacio invariante Xy; ,y cualquiera que sea y € §2;. Puede probarse, por lo
menos en casos sencillos para los que valga el principio de estabilidad lineal
(por ejemplo si Qp es finito), que esto es equivalente a exigir que Vz X dz
sea asintéticamente estable como equilibrio del semigrupo S° restringido al
subespacio Xyz) (es decir, para la dindmica fisioldgica o puramente ecolégica)
y ademds que, si llamamos | = L(V; X 03), es decir, si I es el ambiente
determinado por la poblacién residente, entonces S(I)(t) (usando la notacién

de la seccién 2, nétese sin embargo que aqui I es una funcién constante)
restringido al subespacio invariante (también por S?(t)) Xy}, €s un semigrupo
lineal fuertemente continuo con cota de crecimiento negativa (es decir, es
exponencialmente estable) cualquiera que sea y # Z. Son obvios los cambios
necesarios en el parrafo precedente si se consideran ESS locales.

Definamos ahora la llamada funcién fitness 7(z,y) en Q2 como la cota de
crecimiento del semigrupo lineal al que se alude en el pardgrafo anterior , es
decir, la cota de crecimiento de S, (¢) restringido a X}, donde I,, = L(V, x4),
suponiendo ahora la existencia del estado de equilibrio para la dindmica
fisiolégica V, para cualquier x € €);. La interpretacién biolégica de la funcién
fitness seria la tasa de crecimiento relativa maxima de la poblacién invasora
de fenotipo y sometida a un input o ambiente constante determinado por el
equilibrio (asintéticamente estable) de la poblacién residente con fenotipo .
En particular tendremos que, como V, X d, es un estado de equilibrio,

Vi X 8, = S(t,Vy x 0;) = 81, (8)(Vy X 65).

Esto puede interpretarse en el sentido de que, para cualquier ¢ > 0,
Ve € M(€Qp) es un vector propio positivo de valor propio 1 de un operador
positivo en M () . Bajo ciertas hipétesis de irreducibilidad y compacidad vale
en esta situacién el teorema de Perron-Frobenius en dimensién infinita (véase
[[50], [3]) ¥ como consecuencia el radio espectral del operador Sy, (t) restringido
a X, es 1y su cota de crecimiento, que es el logaritmo del radio espectral, 0.
Asi resulta 7(z,z) = 0 para todo = € ;.

De la definicién de ESS se deduce que la funcién y — 7(Z,y) tiene un
(inico) punto de méximo absoluto estricto en & si y sélo si & es una ESS (pues
T(Z,y) < 7(Z,2) = 0 si y # &). Por lo tanto (Z, &) es un punto critico, de hecho
un punto de silla, de la funcién 7(z,y) si & es una ESS.

Los trabajos [28], [44] llevan a cabo un estudio de la interpretacién en
términos de adaptabilidad bioldgica del caracter de los puntos criticos regulares
de 7 sobre la bisectriz de 2, en especial cuando §2; es unidimensional.

En el contexto de la dindmica adaptativa, un fenotipo z tal que (z,z) es un
punto critico de 7 recibe el nombre de estrategia singular. Asi toda ESS es una
estrategia singular pero hay estrategias singulares que no son ESS. Por ejemplo
pueden tratarse de minimos (o no ser extremos) y no de maximos de la fitness
con respecto a la segunda variable. Sin embargo las estrategias singulares son
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relevantes desde el punto de vista adaptativo incluso cuando no son ESS. Por
ejemplo, se introduce el concepto de estrategia atractora (convergence stable
strategy o CSS). Una estrategia singular & se llama CSS si cualquier poblacién
residente con estrategia x en un entorno de & puede ser invadida por una
poblacién mutante con una estrategia y mds préxima (en un sentido que debe
precisarse en Q1) a & que x. Aqui puede ser invadida significa simplemente
que 7(z,y) > 0. Sin embargo, si & es también ESS y la dindmica de S° en
el subespacio Xy, ,} es sencilla, es decir, si los equilibrios (positivos) son sélo
Ve X 0, y Vy x dy v las soluciones tienden necesariamente a uno de los dos,
como la condicién 7(x,y) > 0 implica que el primero es inestable entonces
las soluciones tenderdn al segundo (en particular deberd ser genéricamente
7(y,z) < 0). La interpretaciéon de este hecho es que una poblacién residente
con estrategia x es sustituida por una poblacién invasora con estrategia y (que
a su vez se convierte en residente). Si & es una estrategia evolutivamente estable
y atractora, eventualmente se produce entonces una sucesién de sustitucion de
fenotipos: = (la correspondiente poblacién de equilibrio V, x 4, ) es sustituida
por y (por V, x &), y por z, etc., cada uno de los fenotipos més cercanos a
% que el anterior, y finalmente convergiendo a & (a la poblacién de equilibrio
Vi x 0z). Cuando el espacio fenotipico €; es unidimensional, un anédlisis de
la funcién 7(z,y) en un punto critico (&,%) (véase [44] Sect. 3.2) revela que
las condiciones ‘3272(:%,9%) <0y giyg(fc,fc) < %(3@,3&) implican que % es una
estrategia evolutivamente estable local y atractora o simplemente un atractor
evolutivo (local). Si se cumple la primera de estas condiciones pero no la segunda,
Z es una ESS local (o sea, un “equilibrio” de la dindmica adaptativa) pero no es
una estrategia atractora. Si, en cambio, se cumple sélo la segunda, Z es llamado
un punto de ramificacién (branching point) porque la sucesién de sustituciones
descrita anteriormente acaba produciendo una poblacién dimdérfica (véase [28]).

Con el resumen visto aqui, el lector deberia llevarse acertadamente la
impresion de que la dindmica adaptativa es una herramienta muy 1util para
la compresion del proceso de adaptacion de los rasgos evolutivos cuantitativos
en muchos contextos. Sin embargo pueden destacarse algunos inconvenientes
de este modelo del cambio evolutivo. En primer lugar, y en el lenguaje de las
secciones anteriores, mencionemos que la dindmica adaptativa no se basa en
la construcciéon de un verdadero sistema dinamico en el espacio de estados
X = M(Qo x Q1) sino en la consideracién de, en cada caso, una sucesion
de dindmicas en los subespacios Xy, ,y invariantes para el semigrupo SY (sin
mutacién) intercalada con la aparicién de mutaciones (o invasiones) que, en cada
paso, deben proporcionar el rasgo mutante y. Por lo tanto supone una separacién
completa de las escalas temporales: el tiempo ecoldgico durante el cual se produce
una dindmica rapida en el espacio Xy, .1 y el tiempo evolutivo en el que tiene
lugar una lenta sucesién de mutaciones. Ademds la dindmica (rdpida) debe ser
sencilla de forma que el éxito inmediato de una poblacién pequena mutante de
tipo y cuando la poblacién residente es de tipo x (7(z,y) > 0 ) anadido al fracaso
del tipo x tratando de invadir una poblacién residente y (7(y,x) < 0) garantice
que Vy x §, es efectivamente el tinico atractor de S0 restringido a Xizyy- En
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fin, requiere que la tasa de mutacién sea pequena para que sea despreciable la
posibilidad de aparicién de nuevos fenotipos antes de que “termine” la dinamica
en X{%y}.

Los requisitos anteriores no se cumplen en muchas situaciones de
importancia biolégica. Por ejemplo es obvia la coexistencia de muchisimos
fenotipos cuando el cardcter analizado es del tipo cuantitativo o continuo.
Ademss, la tasa de mutacién es significativamente elevada en muchos casos,
especialmente tratdndose de microorganismos, y es por ejemplo conocida la
llamada a veces carrera armamentista (de mutacién y seleccién) que se establece
entre presas y depredadores ( por ejemplo entre bacterias y virus bacteriéfagos)
o entre las células del sistema inmunitario y los agentes infecciosos. En estos
procesos parece justificado el evitar la separacién de escalas de tiempo y, aun
a costa de arrastrar mayores dificultades técnicas, considerar, como haremos
brevemente en la seccién siguiente, la dindmica en el espacio completo X para
€ > 0, es decir, con mutacién.

5.3 Dinamica fisiolégica-fenotipica con ¢ pequeno

En esta seccién vamos a resenar algunos de los resultados que se conocen sobre
los procesos de cambios poblacionales en poblaciones con estructura fenotipica
continua (2; un dominio de RY) y posiblemente con estructura fisiolégica no
trivial, en especial sobre los equilibrios de estos procesos. El caso de estructura
fisioldgica trivial (o tiene un tnico elemento) y estructura fenotipica continua
(€ el conjunto de los ntimeros reales) puede encontrarse ya en [36] donde se
formula (cf. Seccién 4) una ecuacién para la densidad de probabilidad del efecto
alélico promedio sobre el caracter fenotipico considerado. La ecuacion tiene la
forma

P — (m(a) — m(O)pte0) + | ool Oy = (w)ple ), (10)
donde m(z) es la funcién fitness Malthusiana (con un bigniﬁcado esencialmente
equivalente al de la seccién anterior), fQ p(z,t)dz denota la fitness
promedio, u(x,y) es la fraccién de 1nd1v1du05 de tlpo x orlginad% por mutacién
de individuos de tipo y por unidad de tiempo y, u;(x fQ x)dy, es la
tasa relativa de mutacién del tipo z. Aunque en el hbro c1tado m y u tienen
formas especiales, en [4] se prueba, bajo ciertas hipStesis que incluyen que el
optimo de m sea un punto “relativamente” regular, pero por lo demds, para
m y u generales, que (10) tiene un (tinico) equilibrio (una densidad en L%)
globalmente atractor. En [5] (véase también [6]) se formula la ecuacién (10)
para medidas sobre €21 y se prueba la existencia de soluciones estacionarias que
no son absolutamente continuas cuando el punto de éptimo de la funcién m
tiene una cuspide lo suficientemente pronunciada.

En los trabajos [7], [8], [10] se proponen modelos para densidades con
respecto a variables evolutivas desde un punto de vista mas ecolégico. También
la estructura fisiolégica es trivial y la mutacién se modeliza mediante un
operador de difusién (hay que apuntar aqui que en [36] ya se aproxima la
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ecuacién (10) mediante una ecuacién de difusién). En [9] se relacionan por
primera vez los equilibrios de las ecuaciones de selecciéon y mutacién con
tasa de mutacién pequena con las estrategias evolutivamente estables del
sistema ecoldgico subyacente (en este caso un sistema presa-depredador). Mds
recientemente pueden citarse en este tema, aun con estructura fisioldgica trivial
[49], [41].

El estudio de las poblaciones de equilibrio del semigrupo S¢ se reduce, en
muchos casos interesantes, a la determinacion de los puntos fijos de una funcién
definida en RT x Z (y recuérdese que generalmente el espacio de los ambientes
Z es de dimensién finita). En efecto en [23], véase también [21], se prueba que,
si la esperanza de vida es acotada uniformemente con respecto a los estados
individuales, una distribuciéon de poblaciéon V¢ en X es de equilibrio si y sélo si
viene dada por

Ve (w) :/o /Q,, Up(ay1 (2, w)dm(z)da, (11)

donde m es una medida en el subconjunto €2, C Q2 de los estados individuales
en el nacimiento, interpretable como la distribucién de la tasa de nacimientos,
que es punto fijo del operador lineal

(Trm)(w) = Ar(z,w)dm(z),
Qp

y donde I es un “input (constante, pues estamos interesados en equilibrios)
definido en [0, 00), y punto fijo de la aplicacién input-output.

Tym recibe el nombre de operador de la “generacién siguiente” porque
proporciona la distribuciéon esperada de nacimientos en €2, de hijos de los
individuos de una distribucién dada m en €2y.

Para uso posterior, digamos que, dado I constante y bajo condiciones
apropiadas, el radio espectral Ro(I) del operador lineal 77 es menor que 1
(mayor que 1) si y sélo si la cota de crecimiento del semigrupo lineal Sy(t) es
menor que 0 (mayor que 0)([21]).

En el caso de poblaciones estructuradas fisiolégica y fenotipicamente, el
conjunto de los estados individuales en el nacimiento es a menudo de la forma
Oy = {xp} x Q4. Este es el caso por ejemplo para estructura fisiolégica con
respecto a la edad (entonces x, = 0), o, para poblaciones estructuradas por
el tamano, si se puede suponer que todos los individuos nacen con el mismo
tamano. Por otro lado, cualquier estado fenotipico debe ser posible en el
nacimiento puesto que no cambia a lo largo de la vida. Asi puede pensarse
el operador T5 := T como un operador lineal en el espacio de las distribuciones
de poblacién sélo con respecto al fenotipo, M(€;). Como Ay es de la forma
siguiente (compérese con (9))

Ar((wp, 21), w0 X w1) = 11(21)6z, (wo) By, (w1),

donde r;(x1) es el ndmero esperado total de hijos de un individuo de fenotipo
x1, se tiene, para m € M (1) y w1 € Oy,
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(Tim)en) = [ i) B, ) dman). (12
1

Para € > 0, es decir, en presencia de mutacién, generalmente se supone
que la medida de probabilidad B es tal que el operador 77 resulta ademéds de
positivo, irreducible. La interpretacion biolégica de la dltima propiedad es que
la descendencia (quizd no en primera generacién) de cualquier distribucién en
)1 va a contener a la larga individuos de todos los fenotipos. Esta hipétesis
implica, por la teoria de matrices positivas si 2; es finito, y més en general
suponiendo ademds cierta compacidad del operador T, por los teoremas tipo
Perron-Frobenius en dimensién infinita ([50], [3]), que el radio espectral Rg(I)
de T} es un valor propio dominante algebraicamente simple, con vector propio
positivo (con norma 1) mS$, y el tnico valor propio de T§ que tiene un vector
propio positivo. El valor propio R§(I) recibe el nombre de ratio (o nimero)
de reproduccién bésica y debe valer 1 en estado estacionario (obsérvese que
mantenemos el subindice 0 porque es la notacién tradicional para este nimero,
pero que no tiene ningin significado en el presente contexto). Asf, un estado
estacionario no trivial V¢ de S¢ queda caracterizado por una solucién (¢, I) €
R* x Z del sistema

Ry (1)

|
—

(13)
cLVE = I,

donde V¥ estd definido por la parte derecha de (11) con m = m§ y entonces
Ve =cVr.

Nétese que si el espacio de ambiente es unidimensional (por ejemplo si la
Unica variable de interaccién es la poblacién total), entonces la primera ecuacién
de (13) determina I y como consecuencia, la segunda ¢. A menudo la ratio
de reproduccién bédsica Ry es funcién mondétona del ambiente (por ejemplo
en la interaccién unicamente por competencia, seria funcién decreciente de la
poblacién total), y entonces, el problema (13) tiene a lo sumo una solucién.

En el caso de poblaciones estructuradas fisiologica y fenotipicamente, el
“movimiento” en el espacio fisiolégico )y es determinista, de forma que, si
ademds el estado fisiolégico en el momento del nacimiento es tnico (z3),
podemos llamar zg r(a) € Qo al estado fisioldgico de un individuo nacido en
tiempo 0 al final del input p(a)l, es decir, cuando tiene edad a (cf. la seccién
3). Por ejemplo, zg s(a) serfa el tamanio de los individuos de edad a sometidos
a un input I si la estructura es con respecto al tamano mientras que xo s(a)
es simplemente igual a a cuando la estructura es con respecto a la edad. Por
otro lado, y como ya hemos mencionado, no hay “movimiento” en el espacio
fenotipico a lo largo de la vida de los individuos. Por lo tanto, la probabilidad
de que un individuo de fenotipo x1 sobreviva hasta el final de un input I y tenga
estado en w, es decir, el nicleo uy((xp, 1), w), toma la forma de un producto
de medidas de Dirac concentradas en xg(a) y en 1, con un peso igual a
la probabilidad de supervivencia, pongamos II;(z1,a). Ademads, siendo Z de
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dimension finita no es muy restrictivo suponer que el operador de “output”
toma la forma siguiente:

Lv = /Q (w0, 2)dV (50, 1), (14)

donde y es una funcién acotada definida en 2 = g x 1 y que toma valores
en Z (véase [24]). Bajo estas condiciones, de (11) se obtiene, cambiando el orden
de integracién (y adviértase también la conveniencia de la notacién u(dz) por
dp(z) en la primera de las integrales), una forma més explicita para la segunda
ecuacién de (13):

LVIE:/ / /7(y07yl)up(a)f((ivb,$1),dyody1)dm§($1)da =
0 Q1 JQ
[ [ 20, )b, o) w0, () dmi () da =
o JoiJa

/ /’y(a:o71(a),zl)HI(ml,a)dm‘?(xl)da.

0 Q1

Ahora consideramos la situacién que se produce cuando la tasa de mutacién
o el tamano medio de ésta tiende a 0. Mas concretamente, vamos a suponer
que la distribucién B de hijos de un individuo de fenotipo z tiende en algin
sentido conveniente a la medida de Dirac concentrada en x cuando € tiende a
0. Esto implicard, también en un sentido conveniente, que el operador 75 (dado
por (12)) tiende a un operador multiplicativo T definido por

(T9m) () = / rr(ay)dm(e),
w1

cuyo espectro es la clausura del conjunto imagen de la funcién positiva 7
y por lo tanto su cota espectral y su radio espectral, al que llamamos R([),
son ambos iguales a supg, r7. Como consecuencia se tiene que el valor propio
dominante R§(I) tiende, para e — 0, a supg, r; = R)(I). Supongamos que
este supremo se toma sélo en un punto zy de £2;. Entonces el vector propio m§
tiende (por lo menos en la topologia débil estrella) a un vector propio de T?
asociado a su radio espectral, por lo tanto, a una medida unitaria concentrada
en zy (véase [14] y [15] para este argumento en una situacién muy similar).
Como consecuencia, LVF tiende (formalmente) a

fOOO fgzl Y(zo,1(a), 1) (21, a)dds, (x1)da =

fooo v(zo,r(a), zr)(zr, a)da = fooo Jo 7o, y1)I1 (1, a)ddy, ; (a)(Y0)dde, (y1)da.

Combinando las observaciones precedentes y usando (11) y (14), resulta que
el sistema (13) tiende (formalmente) al sistema, también en RT x Z,
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(ri(xr) =)RY(D) = 1

{ CL(fOOO Hl(x17a)d6xoyl(a)d6wlda) = I, (15)

que es precisamente la condicién de equilibrio del semigrupo S° restringido
al subespacio invariante Xy, 1 (véase la seccién 5.1), es decir, un equilibrio
del sistema puramente fisioldgico para el valor x; del fenotipo. Notemos ahora
que si (& 1) es una solucién de (15) entonces (y sélo entonces) # := Tj es una
ESS (véase la seccién 5.2) puesto que la cota de crecimiento del semigrupo
lineal SP (t) = S?(t) restringido a Xy, es negativa siempre que y es distinto
de & porque el radio espectral del operador de la generacién siguiente (la ratio
de reproduccién bésica) restringido a Xy,y y con input I , es decir, el nimero
esperado de hijos 73(y) de un individuo de fenotipo y sometido a un ambiente
I es menor que 1siy # & = x; (recuérdese que supusimos que z; era el tnico
punto de maximo de la funcién 7; y que por (15), rj(z;) = 1).

De lo dicho se deduce que los equilibrios del semigrupo S° tienden a
concentrarse, para £ pequenio, alrededor de los valores ESS del fenotipo. Con
més precision, podemos afirmar que tienden a medidas en X = M (Qy x Q) de
la forma VO x 0z, donde V° € M () es un equilibrio de la dindmica fisiolégica
con pardmetro & € ; (por lo tanto, V° x §; es un equilibrio de Sp), y 2 es una
estrategia evolutivamente estable.

Como se dijo al principio de la seccion 5, en [14] y en [15] se
considera un ejemplo de poblacién estructurada fisiolégicamente por la edad y
fenotipicamente por la edad de maduracion. Estos trabajos contienen resultados
como los anteriormente expuestos aunque en la version clasica de los modelos,
es decir, mediante ecuaciones del tipo (7).

6 Conclusiones

La dindmica de poblaciones estructuradas es el marco adecuado para responder
a preguntas sobre el crecimiento de las poblaciones en el caso muy frecuente en
que el comportamiento de éstas en términos de tasas de fertilidad y mortalidad
depende de estados individuales como la posicién en el espacio, la edad, el
tamano, caracteristicas fenotipicas, etc. El deseo de admitir como estados
poblacionales distribuciones singulares como por ejemplo medidas concentradas
que corresponden a poblaciones cuyos individuos tienen todos el mismo estado
individual, a parte de dificultades técnicas ligadas a la construccién de sistemas
dindmicos generados por las ecuaciones en derivadas parciales no locales que
tradicionalmente modelizan la situacién mencionada, ha llevado a varios autores
([21], [22], [23], [24], [26]) al desarrollo de un marco original para la dindmica
de poblaciones estructuradas llamado formulaciéon acumulativa en el que el
modelo no se formula en términos de tasas instantdneas sino en términos de
cantidades acumuladas en intervalos de tiempo finitos (y no infinitesimales) y
referidas al comportamiento individual, como probabilidades de supervivencia
y nimeros esperados de descendientes directos. Asi se construye el semigrupo
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de la dindmica de poblaciones mediante el computo de cantidades de significado
parecido pero extendidas a todas las generaciones.

La consideracién de poblaciones estructuradas con respecto a caracteristicas
fenotipicas ofrece la posibilidad de explicar e incluso predecir los valores que la
evolucién biolégica mediante mutacion y seleccién natural determina para estas
caracteristicas. El punto de vista cldsico en ese contexto procede de la teoria
de juegos y el concepto principal es el de estrategia evolutivamente estable, que
consiste en un fenotipo que, “adoptado” por una poblacion monomdrfica, la
hace inmune a invasiones por poblaciones pequenas con fenotipo distinto. Un
punto de vista distinto, técnicamente mas costoso pero también mas satisfactorio
en muchas situaciones de relevancia bioldgica consiste en la consideracién
directa de distribuciones de individuos con respecto al fenotipo, modelizando
simultaneamente seleccién y mutacion. En la parte final del trabajo se han
mostrado las relaciones que pueden establecerse entre los equilibrios de esta
dindmica de seleccién y mutacién y las estrategias evolutivamente estables
cuando la tasa de mutacién o el tamano medio de ésta es pequeno.

Ciertamente, queda mucho camino por recorrer en estos temas, empezando
por la explotacion del conocimiento de los sistemas puramente fisiolégicos
para probar existencia y unicidad de equilibrios de la dindmica de seleccién
y mutacién para mutaciéon pequena, y la comprension de las relaciones entre la
estabilidad asintética de estos equilibrios (véase [17]) y las propiedades definidas
por la dindmica adaptativa de los sistemas puramente fisiologicos subyacentes.

También conviene intentar la extension del marco de la formulacién
acumulativa a sistemas con ambiente en espacios de dimensién infinita.
Sobre la importancia biolégica de la consideracién de variables de interaccién
dependientes del estado individual (y por lo tanto tomando valores en espacios
infinito dimensionales si el espacio de estados individuales no es finito) véase
[38] ¥ [39] en el caso de competencia por la luz en formaciones forestales y [29]
y [30] en el caso de la modelizacién del canibalismo.

Otra extension interesante pero que seguramente presenta grandes
dificultades técnicas es la consideracién de fenotipos que toman valores en
espacios de dimensién infinita (“function valued phenotypical trait”, en inglés).
Sobre este tema en el contexto de estructura unicamente fisiolégica y dindmica
adaptativa, pueden verse los trabajos [12], [37], [47] vy [48].
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1 Introduccion

Cuando se hace alguna consulta histdrica sobre los llamados métodos de Fourier
y su influencia en la historia de la matematica, un aspecto comun suele ser el
comentario que se refiere al procedimiento usado por Fourier en el cdlculo de
los coeficientes del desarrollo considerado. Es més o menos, asi:
Para calcular los coeficientes, Fourier
uso el desarrollo en serie de poten-
cias de la funcion dada y de las fun-
ciones trigonométricas consideradas.
Reordend estos desarrollos con obje-
to de igualar los términos que mul-
tiplican a las respectivas potencias y
llegé a un sistema lineal de infinitas
ecuaciones con infinitas incdognitas.
Entonces considerd un sistema lineal
finito con m ecuaciones y m incogni-
tas (sistema formado con las prime-
ras m filas y las primeras m columnas
del sistema infinito original). Resol-
vio este sistema finito e hizo tender
m a co. Después de un andlisis Jean Baptiste J.Fourier (1768-1830)
largo y complicado, alcanzo su célebre formula para los coeficientes.
Cuando se me propuso realizar esta colaboracién para el boletin de SEMA,
pensé que podria tener interés transcribir a nuestros dias algunos de los
razonamientos originales de Fourier. En nuestro Departamento tenemos una
copia de una edicién que Dover llevé a cabo en 1955 ([16]) sobre la versién
inglesa de 1878 del libro original de Fourier (publicado en francés en 1822). Me
puse manos a la obra (y he de confesar que ya lo habia intentado varias veces,
pero no habia perseverado lo suficiente). Lo pasé mal (porque muchos de los
razonamientos que hace Fourier son realmente dificiles de entender para mi y
porque la notacién que usa es muy complicada para nosotros) y bien (cuando
después de algunas horas de trabajo, conseguf entenderlos). El resultado final es
muy positivo. Por una parte tienes ocasién de comparar lo que entendemos hoy
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en dia por rigor matematico con el rigor de la época de Fourier. Por otra, te das
cuenta de que leer escritos originales de grandes matematicos es muy formativo
y al mismo tiempo placentero. No se daban por vencidos, desarrollaban unas
tremendas dosis de ingenio para conseguir su objetivo y cuando, al final, haces
balance de lo que has aprendido intentando entender lo que alli hay escrito, te
das cuenta de que ésa es una parte fundamental de la auténtica matemaética, una
parte que auna conceptos, resultados profundos, etc. con sus origenes histéricos.
En las notas que aparecen a continuacién, en la seccién tercera intento trasladar
a nuestros dias algunas de las ideas de Fourier. En la mayoria de las ocasiones
hay que prescindir del rigor en los razonamientos, tal y como lo entendemos
hoy en dia. Es también inevitable, aunque sea muy someramente, escribir algo
sobre el origen de los métodos de Fourier (seccién segunda) y la influencia que
las ideas de Fourier han tenido en la historia de la matematica (seccién cuarta).

2 El origen de las series de Fourier: las ecuaciones de
ondas y del calor

Uno de los problemas mas interesantes del que se ocuparon los cientificos del
siglo XVIII (y que posteriormente motivé el estudio de muchos otros similares)
fue el problema de la cuerda vibrante. Si tomamos como referencia el estupendo
texto de M. Kline ([25]), el primer matematico que elaboré un modelo apropiado
para estudiar este problema fue Jean Le Rond d’Alembert en 1747 (para esta
breve secciéon puede consultarse el texto citado para documentarse de manera
muy precisa sobre fechas, revista cientifica donde se realizaron las publicaciones,
volumen, péginas, etc. También son utiles [9] y [19]).

En su versién mds sencilla, D’Alembert demostré que si la funcién u(zx,t)
representa el desplazamiento vertical de la cuerda, en la coordenada x
(suponemos 0 < z < 7 por simplicidad) y el tiempo ¢, entonces, si la posicién
inicial de la cuerda viene dada por una funciéon f y la velocidad inicial de la
misma es cero, la funcién u satisface un problema de tipo mixto de la forma

OPu(x,t)  O%u(x,t
u(z, ): e, ),O<x<7r,t>0

ot? Ox?
(1)
u(z,0) = f(z), ue(x,0) =0, 0<z <7
uw(0,t) = u(m,t) =0, >0

D’Alembert demostré ademés que la solucién de (1) viene dada por

u(z,t) = S[f (@ + 1) + f(z —1)] (2)
donde f es la extensién a R, impar y 2n— peridédica de la funcién f.

La férmula (2) fue también demostrada por Euler en 1749. Euler diferia de
D’Alembert en el tipo de funciones iniciales f que podian tenerse en cuenta.
De hecho, estas diferencias pueden considerarse como una de las primeras
manifestaciones escritas sobre los problemas que ha llevado consigo la definicién
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de la nocién de “funcién”, un concepto que hoy en dia presumimos de tener muy
claro. Mientras que para D’Alembert, f deberia tener una férmula concreta
(una tnica expresién analitica), Euler defendia que no habia ninguna razén
fisica para no admitir como posiciones iniciales f a aquellas que, en diferentes
partes de [0, 7], tuviesen expresiones distintas, siempre que al considerarlas
unidas la posicién inicial resultante tuviese una apropiada regularidad. Parece
ser que tal discusién entre D’Alembert y Euler provenia del hecho de que
en su tiempo se admitia que cada funciéon daba lugar a una grafica, pero no
reciprocamente (cuando la gréfica considerada tenia diferentes expresiones en
distintos intervalos). En resumen, Euler defendia que cualquier gréfica podia
considerarse como curva inicial, tesis que no era compartida por D’Alembert. A
este respecto puede consultarse la version castellana de un interesante articulo
de Luzin sobre el concepto de funcién (]28]).

Otra manera de obtener la solucién del problema (1), completamente distinta
(al menos a primera vista), fue propuesta por Daniel Bernoulli en 1753. La idea
clave es obtener la solucién de (1) como superposicién de ondas més sencillas,
concretamente aquellas que son de la forma

un(x,t) = sen(nx) cos(nt), ¥V n €N, (3)

donde N es el conjunto de los niimeros naturales. Para cada tiempo t fijo, la
anterior funcién es un miltiplo de la funcién sen(nx), que se anula exactamente
en n — 1 puntos del intervalo (0, 7). Asi, si pudiésemos observar la vibracién de
la cuerda correspondiente a las ondas u,, tendriamos n — 1 puntos, llamados
nodos, en los que la cuerda se mantendria constantemente fija en el eje de
abscisas (como en los extremos del intervalo [0, 7]). Entre dichos nodos, la cuerda
oscilarfa de acuerdo con (3).

,Cémo concibié Bernoulli esta idea? Parece ser que una posibilidad es que
usase sus conocimientos musicales. Para ello se basé en que el sonido que
emite una cuerda vibrante es, en general, superposicién de arménicos, es decir,
superposicién de funciones de la forma wu,(z,t). Tales funciones representan,
para n = 1 el tono fundamental y para n > 1 sus arménicos, y desde el punto
de vista musical se corresponden con los tonos puros. Asi, Bernoulli afirmé que
cualquier sonido que produjese la vibraciéon de la cuerda debe ser superposicién
de tonos puros. Desde el punto de vista matemaético, ello significa que la solucién
de (1) puede representarse de la forma:

u(z,t) = Z fnsen(nz) cos(nt), (4)

n=1

donde los coeficientes f, han de elegirse adecuadamente para que se satisfagan
todas las relaciones de (1). Si la solucién propuesta por Bernoulli fuese correcta,
ello implicaria que

f(z) = Z fnsen(nx), ¥V x € [0, x], (5)

n=1
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para una adecuada eleccién de los coeficientes f,,. Este punto de vista expuesto
por Bernoulli no tuvo aceptacién en su tiempo. En particular, recibié duras
contestaciones por parte de D’Alembert y Euler quienes no admitian que una
funcién inicial f, mas o menos arbitraria, pudiera representarse en la forma (5).
Representativo de esto que decimos puede ser el articulo de D’Alembert titulado
“Fondamental” contenido en el volumen séptimo de la famosa “Encyclopédie”.
La controversia se prolongé durante anos.

Parece ser que las ideas de Bernoulli fueron fuente de inspiracién para Jean
Baptiste-Joseph Fourier, matematico y fisico francés y profesor de andlisis de la
Escuela Politécnica. Fourier se interesé por la teoria de la conduccién del calor
en los cuerpos sélidos. En 1807 envié un articulo a la Academia de Ciencias de
Parfs (Mémoire sur la propagation de la chaleur), que trataba sobre dicho tema.
En su versién més elemental (véase de nuevo [25]), Fourier se interesé por un
problema de tipo mixto para la ecuacién del calor de la forma

2
O*u(z,t) _ 8u(x,t)7 O<z<m 0<t<T,
Ox? ot (6)

w(0,t) =u(m,t) =0, 0<t<T, u(z,0)= f(z), 0<a <

Como Bernoulli, Fourier buscé las soluciones mas sencillas que puede presentar
este problema usando el método de separacién de variables y afirmé que la
solucién de (6) viene dada como superposicién de ellas. Mds precisamente,
Fourier propuso como solucién de (6) a la funcién u dada por la serie

u(z,t) = i fn exp(—n?t)sen(nz), (7)
n=1
donde -
fn = g/ f(z)sen(nz) dx, ¥ n e N. (8)
T Jo

Sin duda, el hecho de haber alcanzado la férmula anterior para los coeficientes f,
es una de las contribuciones fundamentales de Fourier, y marca una diferencia
significativa respecto del trabajo previo de Bernoulli sobre este tema.

El articulo de Fourier fue estudiado por los miembros de la Academia
Francesa y, en términos generales, recibid serias criticas de los mismos, siendo
su principal objecion la falta de rigor. No obstante, los cientificos de tan
prestigiosa institucién estaban convencidos de la importancia que tenian los
problemas relacionados con la propagaciéon del calor y, los resultados tedricos
presentados por Fourier tenfan una gran concordancia con diversos experimentos
llevados a cabo previamente. Por este motivo, convocaron un premio sobre
el tema. Dicho premio fue otorgado a Fourier en 1812, pero a pesar de esto
se continud criticando su falta de rigor, de tal manera que aunque obtuvo
el citado premio, Fourier no consiguié el propdsito de publicar su trabajo en
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la célebre serie “Mémoires”’de la Academia Francesa. Fourier publicé por su
cuenta su famoso libro Théorie Analytique de la Chaleur, en 1822 en Paris,
donde incorporé parte de su articulo de 1812 préacticamente sin cambio. Este
libro es actualmente una de las obras cldsicas en matemaéticas. Dos anos maés
tarde consigui6 el cargo de Secretario de la Academia Francesa y al fin pudo
publicar el mencionado articulo en la serie “Mémoires”.
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3 Razonamientos e ideas de Fourier en el calculo de los
coeficientes

En esta seccion intento transcribir algunas de las ideas originales de Fourier en
la deduccién de la férmula (8). Més concretamente me refiero a las contenidas en
los pérrafos 207 a 223, de la seccién VI de [16] (por favor olvidense del rigor tal
y como lo entendemos hoy en dia, pero disfruten con el ingenio y atrevimiento
de Fourier).
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3.1 Funciones desarrollables en series de potencias

Como hemos comentado en la seccién anterior, Fourier se planted, entre otros,
desarrollos del tipo

= Z fnsen(nz) 9)

para funciones f que en principio supuso que eran impares y desarrollables en
series de potencias y para valores de la variable z comprendidos entre 0 y 7. Su
objetivo era lograr una férmula para el calculo de los coeficientes f,,, n € N que
permitiese afirmar que (9) es verdad. Como f es impar, las derivadas de orden
par de f en el origen son cero, es decir f2¥)(0) =0, V k € NU {0}. Por tanto

s 2n+1)
f (0) Z2n+1

fla) = < (2n+ 1)

(10)

En este punto hemos de decir que el desarrollo de Taylor de una funcién
era conocido al menos desde 1715, cuando Taylor publicé un trabajo titulado
“Methodus incrementorum directa et inversa”’, donde aparecia la conocida hoy
en dia como férmula de Taylor.

Regresando a nuestro tema, teniendo en cuenta el desarrollo en serie de
potencias de la funcién sen z, tenemos

)2k+1

sen TL.’E kzo 2k+1)

Por tanto

if sen(nx) = Zf (Z — W) —

= = (2k+1)!

i( (—1)* 22K Zf 2k )
(2k + 1)!

k=0

Volviendo a las relaciones (9) y (10) e igualando los coeficientes de las respectivas
potencias 221 obtenemos

oo

(—=DFFHD0) =3 fo 0V ke NU{0} (11)

Lo anterior constituye un sistema de infinitas ecuaciones con infinitas incégnitas
(los coeficientes f,). Aqui Fourier “corta por lo sano” (perdén por la expresion,
pero no se me ocurre otra mejor), considerando, para cada m € N el siguiente
sistema de m ecuaciones con m incégnitas (los elementos g7*, 1 <n < m)

(DR H0) = g ™t 0<k <m -1 (12)

n=1
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Obsérvese que el anterior sistema y las incégnitas g;', 1 < n < m cambian con
m (observacién realizada por Fourier). Como primera afirmacién conflictiva,
Fourier dice que los coeficientes f,, que estda buscando se obtienen como limite
de los anteriores, es decir

fo= lim g7 VneN (13)

m— 00

(Parece ser que, entonces, el problema no ofrece ninguna dificultad. Sigan
leyendo por favor)

Haciendo una pequena pausa en nuestro objetivo, diré que existe algo de
similitud entre la afirmacién de Fourier (férmula (13) y la idea usada por Taylor
en la obtencion de su famosa férmula. En efecto, Taylor obtuvo su férmula como
“un caso limite” de la férmula de interpolacién de Newton ([10],[32]).

En adelante y para evitar complicaciones innecesarias nos concentraremos
en el caso n = 1 que nos conducird al primer coeficiente de Fourier f; (los
razonamientos son muy similares para n general).

Para resolver el sistema lineal finito (12), Fourier usé un método elemental
de eliminacién de incégnitas: multiplicé la primera ecuacién por un nimero
conveniente y le rest6 la segunda con objeto de eliminar la dltima incégnita g, .
Hizo lo propio con la segunda ecuacién y le resté la tercera, etc. Asi obtuvo
un sistema con m — 1 ecuaciones y m — 1 incégnitas. Iterando el procedimiento
m — 1 veces obtuvo g7*. Esta es la parte de “obrero” y les aseguro que no tiene
nada de interés. Simplemente hay que tener un poco de tiempo y paciencia para
hacer los célculos. Se obtiene asi

m2(m —1)2...22

" (m? = 1)((m —1)2 = 1))...(2% - 1)H(m) (14)

donde
m—1
1
Hm) =3 20 | 3 s (15)
— ng...ng
k=0 2<ni<na2<...<ng

Para k = 0, el corchete anterior se entiende que es uno. Como

m2(m —1)2...22

If -
m-teo (m2 — 1)((m —1)2 —1))..(22 — 1)
3 2:-2-3-3-4-4-5-5...
W T3 213526, > U6

tendriamos una primera férmula para fi; que merece la pena ser destacada. En
ella se obtiene el coeficiente f; en funcién de las derivadas (de orden impar) de
la funcién f en el origen.

Férmula niimero uno para el primer coeficiente
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= 1
J;l—kz_of%*”(m > (1)

2<n1<n2<...<ng 12 k

(Los que conozcan algo de series de Fourier, deben estar preguntandose qué tiene
que ver esto con la expresién usual de f; dada por (8). Un poco de paciencia,
por favor).

Nota 1 Observemos que en la expresion anterior, los coeficientes de ka‘H)(O)
se forman con elementos del conjunto {m, m € N} siguiendo una ley muy
clara. En el calculo del sequndo coeficiente fo la ley es la misma usando el
conjunto {m, m € (NU{0})\ {1}}. En general, el n—ésimo coeficiente de
Fourier f, se obtendria de manera andloga usando el conjunto {m, m €

(NU{0})\ {n - 1}}.

A continuacién Fourier calculé de manera explicita las sumas de las series
que aparecen como coeficientes de f2*1)(0) en la expresién (17).

Esto esta intimamente conectado
con el llamado problema de Basilea,
sobre la suma

1
2
n=1

resuelto brillantemente por FEuler
y que con anterioridad habia sido
objetivo (sin éxito) de otros grandes
matemdticos (véase [14] para los
detalles).

Las ideas principales se describen
a continuacion.
Como hemos mencionado con ante- :
rioridad, era conocido que Leonhard Euler(1707 1783)

—

oo L a2
= - R
sen x l;)( ) ohE Vaoe

de donde se obtiene, para cualquier  que no sea cero,

2k

o0
senx Z T
s 2k 2k + 1)!

La parte derecha de la expresion anterior era para Euler un “polinomio de grado
infinito”, cuyos ceros son los mismos que los de la funcién sen z, salvo = 0, es
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decir, el conjunto de nimeros reales {kw, k € Z\{0}}. Por tanto, este polinomio
infinito se puede factorizar de la forma siguiente

Sy 102 (- 5) -1 0-5) o

Hay veces en las que merece la pena poner las férmulas de manera desarrollada
para apreciar su belleza, evitando sumas y productos infinitos. Por ejemplo, la
férmula anterior queda de la forma siguiente:

2?2zt af z? x? x?
I (1_1%2)(1_2%2)(1_3%2)...

Igualando el coeficiente de la potencia x2, Euler obtuvo en 1735

2

=1
Y%

(Tengo que reconocer que la primera vez que vi esta demostracién en [14] me
quedé maravillado de su sencillez y belleza).
Euler estudié ademas el valor de la serie

o0

> % (19)

n=1

para diferentes valores de k. Por ejemplo, probé que

SRR o SO R B SO 1
nd 907 A=nb 94577 L6 271

Ademads encontré una relacién clara (para k € N arbitrario) entre la suma
anterior y los llamados nimeros de Bernoulli, que no son sino los coeficientes

del desarrollo
T _ i B,x"
expr —1 =

De hecho, para cualquier natural k se tiene

i )EH(2m)?* 2(2K)!) Bay

donde Bsj denota el ntimero de Bernoulli de orden 2k. Como estos ntimeros
son racionales, se deduce inmediatamente que la suma (19) es irracional para
cualquier valor de k € N.

El caso de la suma de las series del tipo

o0

> ﬁ (20)

n=1
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con k un ntmero natural sigue siendo un misterio (uno mds, de los muchos
que rodean a la funcién zeta de Riemann). En 1978, Roger Apéry ([5]; véanse
también [12] y [30]) demostr6 que cuando k& = 1, la suma es un numero
irracional, pero aun no se tiene un resultado similar para valores mayores de k,
aunque también se sabe que el conjunto de los valores de k para los que (20) es
irracional, es un conjunto infinito ([15]).

Volvamos a nuestro tema. Fourier iguald los coeficientes de las respectivas
potencias de x en la expresién (18) obteniendo

1 ﬂ.Zk
> s = 5, VEkeN (21)

2.2
nins...n 2k +1)!
1<nj<ng<...<ng 1772 k ( )

Si llamamos Ry, al coeficiente de f271(0) en (17) y Sy a la suma anterior,
entonces se tiene

Ry =S, —Rr_1, VEEN.
Como, por definicién Ry = 1, se obtiene facilmente que

A k 7.r2n

— (_ _1\v___

Ry = (D)"Y (-1) I VEeN.
n=0
Combinando esto con (17) obtenemos un segundo resultado sobre el coeficiente
f1, que merece la pena destacarse (puesto que ya aparece el nimero 7).

Férmula namero dos para el primer coeficiente

00 k 2n
5 =20 [Z 0 G -
k=0 n=0 :

Nota 2 Fourier no usaba las notaciones anteriores, con sumas infinitas,
productos infinitos, etc. al menos en la parte que yo he estudiado. Obtenia varios
casos particulares y después escribia algo parecido a esto: “es facil darse cuenta
de la ley general que siguen estas relaciones”. Podemos hacernos una buena idea
de lo que quiero decir, si leemos con detenimiento el razonamiento que expongo
a continuacion de la nota 3.

Nota 3 Una wvez obtenida por Fourier una férmula similar a (22) para
coeficientes arbitrarios f,, Fourier incluyé en su libro numerosos casos
concretos. Ast concluyd, por ejemplo, que en el intervalo (—m, ) se tiene

T = sen(nzx)
i )tz
AP

y comento que con anterioridad este resultado habia sido obtenido por Fuler.
También consideré Fourier el caso mds general dado por f(x) = z**! para
algunos valores de p.



Fourier y sus coeficientes 135

En un golpe més de audacia (mis conocimientos no me permiten calificar
esto de otra forma), Fourier dio otra expresién para f; que fue clave para la
deduccién de la férmula definitiva. Es como sigue.

Partiendo de (22) se tiene

f1 B o] ) k N 7r2n B
5= ]CZ:%)(fl)kf%+1 (0) nz:% (—1) Gnri|
7T2 7T2 71_4
£1(0) = f(0) {1 - 3,} + f(0) {1 — gt 5&
g A S
ffv“)(()) [1 -3 + i 7'] +..=

2 t
[f’(O) +1"(0) 5 + 20)—= + } -

w2 i '
{f’”(o) + 05 + 105 + ]

Ahora dice Fourier que usando nuevamente el desarrollo de Taylor, el primer
corchete de la expresién anterior es claramente (;7) el desarrollo en serie de

f(m)

potencias en torno al origen de , el segundo corchete es el desarrollo en

. . . f"(m) ) .
serie de potencias en torno al origen de y asi sucesivamente con lo que
™
obtiene -
fl 1 2
= 2N (=) 23
3 =7 LU (23)

o bien, para los que estan un poco impacientes,

Férmula niimero tres para el primer coeficiente

fi=2 S (24)

n=0

(al menos ya aparece en la férmula de f; el niimero %)

3.2 ;Funciones arbitrarias?

Como hemos tenido oportunidad de apreciar, en los razonamientos de la seccion
anterior hay de todo: una parte que puede calificarse de obrera, en el sentido
de que es cdlculo y més célculo sin ideas significativas (la resolucién del sistema
lineal finito-dimensional). Otras deducciones son ingeniosas (como el paso de
la férmula nimero uno a la férmula nimero dos en la obtencién del primer
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coeficiente) y otras son simplemente audaces (por ejemplo, el paso de la férmula
ntmero dos a la férmula ndmero tres). No obstante, aquellos que tienen alguna
familiaridad con series de Fourier estaran todavia preguntandose qué tienen
que ver las expresiones (17), (22) y (24) con la férmula bien conocida para f.
Tengan un poco de paciencia porque ahora viene lo mejor.

Alcanzada la . THEORIE DE LA CHATLFRUR.

formula (24) Fou-
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en el desarrollo (9).

Cuidado con la afirmaciéon anterior. Parece claro que una “funcién
cualesquiera enteramente arbitraria” no era para Fourier lo que entendemos
hoy en dia por ello. Por ejemplo, Fourier consideraba a una funciéon del tipo

)=

como discontinua. En este sentido conviene tener en cuenta que fue Cauchy
quien definié rigurosamente en su Cours d’analyse (1823,1829) los conceptos de
funcidn, limite, continuidad, derivada e integral tal y como los entendemos hoy
en dia, mientras que la primera versién del tratado de Fourier se presentd a
la Academia Francesa en 1807, aunque la publicacién de su famoso libro se
retrasé (por causas bien conocidas para los aficionados a la historia) hasta 1822.

exp(—z), = <0,
exp(x), >0
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Para tratar de entender el razonamiento de Fourier nos concentramos de
nuevo en la expresién (24) que define el coeficiente f;. Fourier consider6é que
f1 era una funcién de m y si denotamos por s(m) a la funcién s(w) =

EZO:O(—I)"]Q") () entonces, derivando dos veces respecto de 7 se obtiene

o0
'(m) =Y (1) (x) (25)
n=0
con lo que
s"(m) + s(m) = f(m) (26)
Fourier razona a continuacién sobre la ecuacion diferencial
s"(x) + s(x) = f(x) (27)

en la que s se considera una funcién de x. De hecho, s(x) = Y 00 (=1)" 2™ (z).
Era conocido (el razonamiento de Fourier es un poco méds complicado que el que
expongo aqui) que s(x) debe ser de la forma

s(x):acos:r+bsen:r+senx/ f(s)cossdsfcos:v/ f(s)sens ds (28)
0 0

para ciertas constantes a y b. Por tanto

s(m) =—a+ /07T f(z)senz dx

Como ademds s(0) = 0, la constante a debe ser cero, alcanzandose la férmula

s(r) = /Ow F(z)senz do

con lo que
2 s
fi= f/ f(z)senz dx (29)
T Jo

Como ya hemos comentado, los razonamientos de Fourier son similares para
obtener el coeficientes f,,, obteniendo

fn = 721_/07r f(z)sen(nz) dz, ¥ n € N. (30)

Una vez que Fourier acabé los razonamientos que le permitieron alcanzar la
férmula (30), hace también una afirmacién muy curiosa. Dice que el resultado
obtenido se puede comprobar (;?) de manera muy simple: basta multiplicar la
expresién (9) por la funcién sen(nzx) e integrar de 0 a .

El mismo Fourier dice en su libro que la férmula (30) es un resultado destacable,
puesto que la funcién considerada puede ser enteramente arbitraria, siempre
que (30) se pueda calcular. Precisamente el intentar dar sentido a los llamados
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coeficientes de Fourier ha motivado de manera significativa los diferentes
conceptos de integral (véase [25] para fechas histéricas concretas).

En efecto, para el caso en que f es una funcién continua, Cauchy introdujo
lo que hoy en dia se conoce con el nombre de sumas de Riemann, es decir sumas

de la forma

> ) (@i — 2ion) (31)

=1

donde zp = 0 < 27 < ... < =z, = = es cualquier particién del intervalo
0,7] v o1 < & < a3, 1 < i < n. Aunque de manera no totalmente
rigurosa (pues no expuso explicitamente el concepto de continuidad uniforme),
Cauchy demostré que si f es continua en [0, 7] y las longitudes de todos los
subintervalos de la particién considerada tienden a cero, entonces las anteriores
sumas convergen a un limite llamado la integral de la funcién.

Riemann también se interesé por
el tema afirmando que era impor-
tante, al menos para los matemati-
cOS aunque no necesariamente para
las aplicaciones fisicas, establecer las
condiciones méas amplias posibles ba-
jos las cuales tienen sentido las férmu-
las de los coeficientes de Fourier. In-
trodujo asi lo que llamamos hoy en
dia integral de Riemann, cuya idea
bésica es por una parte no asumir ne-
cesariamente que f es continua, y por
otra establecer condiciones lo més ge-
nerales posibles para que las sumas
(31) tengan un tnico limite cuando
las longitudes de todos los subinter-
valos de la particién considerada tien- Henri Léon Lebesgue (1875-1941)
den a cero. Esto le permitié integrar funciones con un nimero infinito de discon-
tinuidades. No obstante, hubo que esperar a los trabajos de Lebesgue sobre la
medida de un conjunto, para tener una caracterizacién precisa de las funciones
que pueden integrarse segtin Riemann. De hecho, la que se considera actualmen-
te como integral definitiva en muchos aspectos, es la introducida por Lebesgue
en 1902 en su tesis doctoral: “Intégrale, longueur, aire”. El punto de partida,
respecto de la nocién de integral de Cauchy o de Riemann es completamente
diferente, pues lo que se intentaba era medir, de alguna forma, el conjunto de
puntos de discontinuidad de una funcién dada (véase [4]). La nocién de integral
de Lebesgue permitié probar con gran generalidad muchas conclusiones sobre
series de Fourier que, con anterioridad a Lebesgue, eran conocidas para tipos
particulares de funciones (lema de Riemann-Lebesgue, igualdad de Parseval, cri-
terios de convergencia puntual, etc.). Ademds, muchos resultados de la teorfa de
integracién de Lebesgue se expresan con una gran simplicidad y claridad respec-
to de las teorfas de integracién anteriores (teoremas de convergencia, teorema
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de Fubini, etc.), de tal forma que el conocimiento de la teorfa de la integral
de Lebesgue es, hoy en dia, imprescindible, para poder entender y presentar
adecuadamente la teoria de series de Fourier.

4 Algunos temas relacionados con series de Fourier

Las ideas expuestas por Fourier en su libro plantearon de manera inmediata
innumerables interrogantes y han originado, a lo largo de dos siglos, gran
cantidad de investigacién. Han sido muchas las partes de la matemaética que
se han desarrollado a partir de ellas. Comentamos algunas a continuacién.

4.1 Funciones continuas no derivables

Las nociones de continuidad y diferenciabilidad de una funcién real de variable
real estan hoy en dia perfectamente establecidas. Sin embargo, histéricamente
no ha ocurrido asi. De hecho, el primitivo concepto de derivada debido a Newton
y Leibnitz era bastante mas complicado de expresar del que conocemos en la
actualidad. Fue Cauchy ([25]) quien, unificando las notaciones de Newton y
Leibnitz, y basado en una definiciéon anterior de Bolzano de 1817, introdujo en
1823 la definicién que hoy en dia se da en todos los libros de texto

o) — L@ AT~ @)

T A0 Az

(32)

Durante bastante tiempo se estuvo convencido de que cualquier funcién continua
debia ser derivable, excepto posiblemente en conjuntos “aislados”de puntos.
Pero, insistamos, ;jen cudntos puntos puede una funcién continua no ser
derivable? La respuesta a esta pregunta estuvo relacionada desde el principio
con la siguiente cuestion sobre series de Fourier: jen cudntos puntos puede no
converger la serie de Fourier de una funcién continua dada? De hecho, después
de la publicacién, en 1822, del libro de Fourier, Dirichlet se ocupé durante varios
anos del problema de la convergencia de las series de Fourier, dando por primera
vez de forma rigurosa un conjunto de hipdtesis para garantizar la convergencia
de las mismas. Este conjunto de hipdtesis inclufa la continuidad. Durante
aproximadamente los cincuenta anos siguientes, se pens6é que la continuidad
de la funcién deberia ser suficiente para la convergencia de su serie de Fourier.
Sin embargo, algunos matematicos sospechaban que ello no debia ser asi y todo
esto motivé el estudio de funciones “raras” en el sentido de que tales funciones
fuesen continuas, pero no derivables “en el médximo niimero de puntos posibles”.
Riemann definié en 1868 una funcién f, integrable en cualquier intervalo real
finito, pero que tiene un conjunto infinito de discontinuidades en cualquier
intervalo real no trivial. Ademds, para esta funcién f definida por Riemann,
una integral indefinida cualquiera es continua en cualquier punto de R, y sin
embargo no es derivable en ningin punto de discontinuidad de f.

Posteriormente, Weierstrass, estudiando el tipo de funciones que podian
representarse o desarrollarse en serie de Fourier, presentd en 1872 un ejemplo
sorprendente a la Real Academia de Ciencias de Berlin: una funcién real,
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de variable real, continua en cualquier punto y no derivable en ninguno.
Concretamente, el ejemplo de Weierstrass estd dado por la funcién

f(z) = Z b" cos(a"mx) (33)
n=0

donde 0 < b < 1 y a es cualquier entero impar tal que ab > 1 + (37/2).
El resultado de Weierstrass fue generalizado por diferentes matematicos,
destacando el resultado de Hardy ([20]) que demostré que se tiene la misma
conclusién suponiendo hipGtesis mds generales: 0 < b < 1y ab > 1 (véase
también [6]). Posteriormente se han dado numerosos ejemplos de funciones
continuas no derivables. Algunas de las més sencillas pueden verse en [3], [27]
y [29].

Puede pensarse que el tipo de funciones anteriores es excepcional. Nada
mas lejos de la realidad. El andlisis funcional, la disciplina matemaética por
excelencia del siglo XX, permite probar que las anteriores situaciones son las
que “usualmente cabe esperar”. ;Como es esto? La herramienta clave para
entenderlo es lo que se conoce con el nombre de Teorema de la Categoria de Baire
(Baire, 1899) que comentamos a continuacién. Sea X un espacio de Banach real
cualquiera. Si M C X, diremos que M es de primera categoria en X, si M es
alguna unién numerable de subconjuntos M,, de X tales que cada M, verifica la
propiedad int M,, = (), donde int M,, denota el interior de la clausura de M,, y
() indica el conjunto vacio. Un subconjunto M de X se dice de segunda categoria
en X, si M no es de primera categoria en X. El teorema de la categoria de Baire
afirma que X es de segunda categoria en si mismo.

Consideremos ahora X = C([a, b],R), es decir, el espacio de las funciones reales
y continuas, definidas en un intervalo dado [a,b] de R, con la norma uniforme.
Sea

M={feX:3xz€lab): existe f'(z+)}

Pues bien, Banach y Mazurkiewicz probaron en 1931 que el conjunto M es de
primera categoria en X y por tanto X \ M es de segunda categorfa en X. Este
resultado es de gran belleza. No obstante hemos de ser precavidos si pensamos
que puede haber alguna relacién entre la nocién de categoria y la nocién intuitiva
de tamano o medida de un conjunto. De hecho, usando los conjuntos ternarios
de Cantor ([4]) no es dificil dar ejemplos de subconjuntos de R que son de
primera categoria en R y con medida (de Lebesgue) positiva. Asimismo existen
subconjuntos de R de segunda categoria en R y con medida cero.

En lo que respecta a las series de Fourier de funciones continuas, Du Bois-
Reymond di6 en 1873 un ejemplo de una funcién continua cuya serie de Fourier
no convergia en un conjunto denso de puntos.

Llegados aqui, la pregunta puede ser: jen cudntos puntos puede no converger
la serie de Fourier de una funcién continua? Hubo que esperar hasta 1966, afio
en que Carleson demostré que se da la convergencia salvo posiblemente en un
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conjunto de medida cero ([11]). Este resultado puede considerarse como uno de
los més destacados de la matemaética del siglo XX. La demostracion de Carleson
es realmente complicada y la referencia [1] puede ser de gran ayuda para aquellos
que tengan interés en entenderla. Por cierto que el Premio Abel 2006 ha sido
concedido a Carleson, entre otras cosas por sus importantes contribuciones al
andlisis armédnico.

En 1966 también, Kahane y Katznelson probaron que dado cualquier conjunto
A de medida nula existe una funcién continua cuya serie de Fourier diverge en
cada punto de A ([23]). Estas son las cosas bonitas de la matemadtica.

4.2 Unicidad de la representacion de wuna funcién en serie
trigonométrica

Pasando a otro tema, la teoria de conjuntos de Cantor, base y fundamento de
lo que se conoce con el nombre de matematica moderna, estuvo en buena parte
motivada por el estudio de los puntos de convergencia o divergencia de las series
trigonométricas. Fue este problema lo que llevé a Cantor a definir algunas de
las primeras nociones de topologia conjuntista, como las de conjunto cerrado
y punto de acumulacién. En efecto, cuando Cantor comenzé a trabajar en la
Universidad de Halle, Heine estaba interesado en aquella época en la cuestién
de la unicidad de la representacion de una funcién dada en serie trigonométrica.
Una serie trigonométrica es una serie de funciones de la forma

ap/2 + Z(an cos(nx) + by, sen(nx)) (34)

n=1

donde a,, b, € R. Una funcién f : R — R se dice que admite un desarrollo en
serie trigonométrica si existe alguna serie trigonométrica como (34) tal que

f(@) =ao/2+ Y (ancos(nz) + by sen(nz)), ¥ z € R. (35)

n=1

Por ejemplo, sabemos que esto es asi si f es 27— periédica y de clase C!. En
este caso, los coeficientes a,, y b, son los coeficientes de Fourier definidos como

1 27 1 27
ap = — f(t) cos(nt) dt, b, = — f(t)sen(nt) dt
T Jo T Jo

El problema que Heine planted en 1869 a Cantor (con 24 anos de edad) fue: jes
el desarrollo en serie trigonométrica unico? Es decir, si

f(z)=ao/2+ Z(an cos(nx) + by, sen(nx)) =

n=1

=a}/2 + Z(a; cos(nz) + b, sen(nx)), V z € R,

n=1
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ies verdad que ag = ay, a, = a,, b, = b,, V n € N? Este problema no era
facil y antes habian intentado resolverlo, sin éxito, el mismo Heine, Dirichlet,
Lipschitz y Riemann, entre otros. Es claro que el problema es equivalente al
siguiente: si

0=ag/2+ Z(an cos(nz) + by, sen(nz)), V z € R, (36)

n=1

ies verdad que a9 =0, a, =0, b, =0, VneN?
Cantor prob6 en 1870 que ello
era asi y que incluso, se puede
renunciar a la convergencia de la
serie (36) en un conjunto finito de
puntos. La pregunta que Cantor se
hizo a continuacién era obvia: jen
cudntos puntos podemos renunciar
a la convergencia de la serie (36)
y sin embargo seguir teniendo el
mismo resultado de unicidad? Segiin
mis conocimientos, este problema
sigue sin resolverse hoy en dia en
toda su generalidad, a pesar de que
se han realizado numerosos estudios
sobre ello, comenzando por varios de
Cantor, el primero fechado en 1871. Georg Cantor(1845-1918)
En este trabajo Cantor demostré que el conjunto de puntos excepcionales,
es decir, aquellos donde no se tiene necesariamente convergencia de la serie
trigonométrica (36), puede estar formado por infinitos elementos, siempre que
tal conjunto sea “de orden finito”. ;Coémo defini6 Cantor el orden de un
conjunto? De la siguiente manera: dado cualquier subconjunto E de nimeros
reales, Cantor introdujo el concepto de punto de acumulaciéon de F, tal y
como se entiende hoy en dia. Al conjunto de todos los puntos de acumulacion,
conjunto derivado de FE, lo noté por E’. Anilogamente puede definirse el
segundo conjunto derivado de E, E”, como el conjunto derivado de E’, y
asi sucesivamente. Claramente se tienen las inclusiones ...E"”" C E” C E'.
Entonces, un conjunto es de orden finito si algin derivado suyo es finito.
También Cantor definié los conjuntos cerrados como aquellos que contienen
a su derivado. Demostré ademds que un conjunto de orden finito es o finito o
puede ponerse en correspondencia biyectiva con el conjunto N de los niimeros
naturales. A estos ultimos conjuntos les dié el nombre de infinitos numerables,
interesandose a continuacion por la existencia de subconjuntos de niimeros reales
infinitos no numerables, para seguir con el estudio de subconjuntos del espacio
R™. Por cierto, que posteriormente fue demostrado que cualquier conjunto
numerable es valido también como conjunto de puntos excepcionales donde
puede fallar la convergencia de la serie trigonométrica (36) y seguir teniendo
la representacién tnica (Bernstein en 1908 y Young en 1909). También se han
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dado ejemplos de conjuntos excepcionales no numerables. Realmente, este es
uno de los problemas abiertos mas interesantes y dificiles en la actualidad ([2]) y
estd relacionado con muchas otras areas del andlisis clédsico, teoria de la medida,
andlisis funcional, teorfa de nimeros, teoria de conjuntos, etc. Un estupendo y
completo trabajo sobre el tema es [24].

4.3 Valores propios, funciones propias y coeficientes de Fourier

Comentemos por iltimo algunos aspectos relacionados con valores propios,
dominios isoespectrales, etc. Como hemos mencionado con anterioridad, el
interés de Fourier por desarrollos de la forma (9) estuvo motivado por
la aplicacién del método de separacién de variables al problema (6). Mds
precisamente, si se buscan soluciones elementales de (6) de la forma u(x,t) =
X (z)P(t), ello origina el problema de valores propios

X"(x)+ X (2) =0, 2 € (0,7), X(0)=X(m)=0 (37)

Es conocido que (37) tiene solucién no trivial si y solamente si A € {n?, n € N}.
Ademss, si A = n?, para algin n natural, el conjunto de soluciones de (37) es
un espacio vectorial real de dimensién uno engendrado por la funcién sen(nzx).

Para el problema de la propagacion del calor, las condiciones de contorno que
se consideran pueden ser mucho mds generales que las establecidas en (6). De
hecho, desde el punto de vista de las aplicaciones, tienen gran interés condiciones
de contorno tales como

a1u(0,t) + azug(0,£) =0, ¢ >0,
Bru(m,t) + Baug(m,t) =0, ¢ >0,

donde u, indica la derivada parcial respecto de la variable = y ai,as, 81, 02
son numeros reales dados. Esto conduce a la posibilidad de desarrollos en
serie que usen las funciones propias de problemas de contorno muy generales.
A este respecto, la teoria de problemas de contorno del tipo Sturm-Liouville
proporciona, de manera bastante general, bases del espacio L?(a,b) (el espacio
de funciones de cuadrado integrable en el sentido de Lebesgue) que pueden
usarse en los problemas a estudiar. Estas ideas fueron desarrolladas, en el siglo
XIX (concretamente entre 1829 y 1837) por Sturm, profesor de Mecdnica en
la Sorbona y por Liouville, profesor de matemaéticas en el College de Francia.
Con la ayuda del lenguaje de hoy en dia, sus resultados pueden resumirse de
la forma siguiente: consideremos un problema de contorno de la forma (A es un
pardmetro real):

T o &0 < g())z(t) = 0. t € [a,}
alz( )—|—a2x’( )= (38)
(b + Bor’(b) =

donde suponemos las siguientes hipdtesis:
1) p € C*([a,b],R); ademas p(t) >0, ¥ t € [a,b]; g € C([a,b],R).
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3) aj,an,01 y P2 son ndmeros reales dados tales que |ai| + |ag| > 0 ¥y
|B1| +1B=2| > 0.

Sturm y Liouville demostraron:
a) Cualquier valor propio de (38) es de multiplicidad 1.
b) Cualquier par de funciones propias z e y, asociadas respectivamente a valores
propios distintos A y u, son ortogonales, es decir,

/bx(t)y(t) dt =0

c¢) El conjunto de valores propios de (38) es infinito numerable. El sistema
ortonormal de funciones propias asociado {¢,, n € N}, es una base de L?(a, b).
d) Sea g € C?[a,b] cualquier funcién satisfaciendo las condiciones de contorno
dadas en (38). Entonces

Z (9:dn)pn(t), ¥ t € [a,1]

donde la serie converge de manera absoluta y uniforme en [a,b] ((,) indica el
producto escalar usual de funciones).

Una de las maneras mas bonitas y sencillas de probar los resultados de
Sturm y Liouville es usando el concepto de funcién de Green. Ello permite
transformar (38) en una ecuacién integral equivalente y trabajar, a partir de
ahi, con operadores integrales. De esta forma van surgiendo de manera natural
una serie de propiedades que, puestas de manera abstracta, dan lugar a la teoria
de operadores compactos y autoadjuntos. Esta teoria, debida en gran parte a
Fredholm y Hilbert, tuvo su origen a finales del siglo XIX ([25]) y principios del
XX y proporcioné muchas ideas claves para el nacimiento del analisis funcional.
Permite generalizar de manera destacada la teoria de los desarrollos de Fourier, y
legitima el uso de métodos andlogos en problemas aparentemente muy diferentes
de los aqui considerados. Por ejemplo, si estamos tratando el problema de la
conduccién del calor en un dominio (conexo, abierto y acotado) € de R® en
lugar de en una varilla unidimensional como en (6), tendriamos el problema

Agulz,t) = w, (z,t) € @ x (0,T),
u(z,t) =0, V¥ (z,t) € 992 x [0,T], (39)

u(x,()) = f(x)a vV Gﬁa

siendo A, el operador laplaciano con respecto a x = (x1,x2,x3) € R3. Por su
parte, 9L indica la frontera del conjunto Q.
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La aplicacion del método de separacién de variables al problema anterior,
origina, en lugar de (37), que es un problema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, el problema

AX(z)+ XX (x) =0, € Q; X(z)=0, z €90 (40)

Ahora puede aplicarse la teoria espectral de operadores compactos y
autoadjuntos ([7]) para demostrar que el conjunto de valores propios de
(40) es infinito numerable y que el conjunto de funciones propias asociadas,
convenientemente ortonormalizadas, {X,(z), n € N}, forma una base del
espacio L?(Q). Esto justifica el hecho de que la condicién inicial f se exprese

como
00

f@) =Y auX, (@), (41)

para coeficientes convenientes a,. Asi, la solucién de (39) es de la forma

u(z,t) = Z an P (t) Xn (), (42)

para funciones P,, convenientes. Ideas parecidas pueden aplicarse al estudio del
problema de la cuerda vibrante (1) en dimensiones superiores, asi como a otros
problemas de naturaleza diferente.

Existen en la actualidad muchas cuestiones de interés en torno al problema

de valores propios (40), que lo consideraremos en adelante para un dominio
(abierto y acotado) de R™. Una de ellas se relaciona con el conjunto de
valores propios {\,(2), n € N} (al que denotaremos en adelante por espectro
de Q) y fue planteada por M. Kac en 1966 ([21]) en un famoso articulo
titulado: can one hear the shape of a drum? Dos dominios 1 y Q5 se dicen
isoespectrales si tienen el mismo espectro. Dos dominios se dicen isométricos,
si son congruentes en el sentido de la geometria euclidea. De las propiedades
del operador laplaciano se deduce trivialmente que dos dominios isométricos son
isoespectrales. La conjetura planteada por Kac fue: dos dominios isoespectrales,
json necesariamente isométricos? Esta misma cuestiéon puede plantearse para
condiciones de contorno mas generales y para otros tipos de operadores
diferentes del laplaciano ([31]).
En 1982, Urakawa ([33]) mostré un ejemplo de dominios isoespectrales en
R™, n > 4, que no son isométricos. En 1992, Gordon, Webb y Wolpert ([18])
expusieron un contraejemplo en R2. Como se puede comprender, hay muchos
problemas abiertos aun.

Un ultimo aspecto, relacionado con los coeficientes de Fourier, que vamos
a comentar implica dos conceptos aparentemente alejados: el grado topolégico
de Brouwer de una aplicacién continua y los coeficientes de Fourier de dicha
aplicacién (si viviésemos lo suficiente, al final tendrfamos oportunidad de
comprobar que todo en matemdticas estd relacionado). Si B; es la bola cerrada
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unidad de R? y ¢ : B; — R? es una aplicacién continua que no se anula en la
frontera de Bj, sabemos que su grado topoldgico estd bien definido (véase, por
ejemplo [13]). Denotémoslo por deg(g). Si definimos la funcién 27— periédica
h(z) = g(exp(iz)), puede demostrarse que, si g es una funcién de clase C?,

entonces
“+oo

deg(g) = D nlhal’, (43)

n—=—oo

donde h,, son los coeficientes de Fourier de la funcién h respecto de la base
{exp(inz), n € N}. De hecho, (43) fue probado por Brezis y Nirenberg bajo
condiciones mds generales ([8]). También conjeturaron que (43) deberfa ser
verdad para funciones continuas g. La respuesta negativa a esta conjetura ha
sido dada por Korevaar en 1999 ([26]). No obstante, esto ha planteado nuevos
interrogantes como el propuesto por Brezis con el titulo siguiente: can one
hear the degree of continuous maps? De manera mas precisa: si h y k son
dos aplicaciones continuas de la frontera de By en si misma, con coeficientes
de Fourier respectivos h,, y ky, verificando |h,| = |k,|, Vn € N, jes verdad que
deg(h) = deg(k)?. Puede consultarse el reciente trabajo de Brezis ([8]) sobre
este tema. Es claro que cuestiones relacionadas con los coeficientes de Fourier
continian desempenando un papel importante en la historia de la matematica.

No cabe duda de que la teoria de series de Fourier es una de las creaciones
mas grandes de la Historia de la Ciencia. Ha tenido, ademds, una gran influencia
en el nacimiento y desarrollo de numerosas técnicas y conceptos matematicos.
En la actualidad, la teoria de series de Fourier sigue teniendo una gran
importancia y su conocimiento es de gran utilidad en disciplinas muy diversas
como matematicas, fisica, biologia, ingenieria, economia, etc. Tales series estan
siempre presentes en todos aquellos procesos naturales de tipo oscilatorio, de
difusién o de naturaleza periédica. Por mencionar algunos, los métodos de
Fourier se emplean en problemas tan diversos como los relacionados con: el
ciclo de las manchas solares, prediccion de mareas, mejora de la calidad de las
imédgenes de los objetos celestes tomadas desde el espacio, fisica de plasmas,
fisica de semiconductores, acustica, sismografia, oceanografia, confeccién de
imégenes en medicina (escdner TAC), estudio del ritmo cardiaco, andlisis
quimicos, estudios de rayos X (usando el andlisis de Fourier, los astrénomos
pueden estudiar las variaciones en intensidad de las senales de rayos X de un
objeto celeste), etc.

Me gustaria acabar con las palabras de Lord Kelvin, que siguen teniendo
plena actualidad: Los métodos de Fourier mo son solamente uno de los
resultados mds hermosos del andlisis moderno, sino que puede decirse ademds
que proporcionan un instrumento indispensable en el tratamiento de casi todas
las cuestiones de la fisica actual, por reconditas que sean.
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NOTICIAS

Estimados socios:

El premio SEMA al joven investigador de este ano ha recaido en Jorge
Cortés de la Universidad de California Santa Cruz. El premio de “Divulgacion
de la Matemaética Aplicada” ha quedado desierto en esta edicion.

Recordad que podéis consultar toda la informacién de la Sociedad desde la
renovada pagina web de SEMA (www.sema.org.es).

Un cordial saludo,

Carlos Castro.
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Tipo de evento:

Nombre:

Lugar:
Fecha:
E-mail:
WWW:

Congreso

SECOND CHILEAN WORKSHOP ON NUMERICAL
ANALYSIS OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
(WONAPDE 2007)

Concepcion (Chile)

del 15 al 19 de enero de 2007
wonapde_2007@ing-mat.udec.cl
www.ing-mat.udec.cl/wonapde2007
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Nombre:
Lugar:
Fecha:
Organiza:

E-mail:

WWW:

Encuentro

THE FUTURE OF COMPUTATIONAL ACOUSTICS
Londres

22 y 23 de febrero de 2007

Professor Keith Attenborough (Hull) and Professor
Simon Chandler-Wilde (Reading)
K.Attenborough@hull.ac.uk;
s.n.chandler-wilde@reading.ac.uk
Www.newton.cam.ac.uk/programmes/HOP/
hop_london.html

Tipo de evento:

Nombre:
Lugar:
Fecha:
Organiza:

E-mail:
WWW:

Congreso

STOCHASTIC DYNAMICAL SYSTEMS AND CONTROL
Berkeley, CA

del 19 al 23 de marzo de 2007

Jonathan Mattingly (Duke), Igor Mezic (UCSB-
Chair), Andrew Stuart (Warwick)
msri-workshops@msri.org
www.msri.org/calendar/workshops/WorkshopInfo
/387/show_workshop
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Tipo de evento:

Nombre:
Lugar:
Fecha:
Organiza:

Informacién:

E-mail:
WWW:

Jornada

WORLD CONGRESS ON COMPUTATIONAL FINANCE.
THE FIRST DECADE

Londres

26 de marzo de 2007

Mathematical Sciences Research Institute (MSRI),
Berkeley, CA

Domingo Tavella en tavella@octanti.com o Jesper
Andreasen en jesper.andreasen@bankofamerica.com
msri-workshops@msri.org
www.msri.org/specials/compfinance

Tipo de evento:

Nombre:
Lugar:

Fecha:
Organiza:

Informacién:

E-mail:
WWW:

Congreso

MATHEMATICAL ISSUES IN STOCHASTIC AP-
PROACHES FOR MULTISCALE MODELING

Berkeley, CA

del 21 al 25 de mayo de 2007

Roberto Camassa (UNC - Chapel Hill), Jingiao
Duan (Illinois Institute of Technology - Chicago),
Peter E. Kloeden (U of Frankfurt, Germany),
Jonathan Mattingly (Duke U), Richard McLaughlin
(UNC - Chapel Hill)

Domingo Tavella en tavella@octanti.com o Jesper
Andreasen en jesper.andreasen@bankofamerica.com
msri-workshops@msri.org
www.msri.org/calendar/workshops/WorkshopInfo
/398/show_workshop

Tipo de evento:

Nombre:

Lugar:
Fecha:
Organiza:
Informacion:

E-mail:
WWW:

Congreso

6TH INTERNATIONAL CONGRESS ON INDUSTRIAL
AND APPLIED MATHEMATICS (ICTAM 07)

Zurich (Suiza)

del 16 al 20 de julio de 2007

Sociedad Matemadtica Suiza (SMG)

Domingo Tavella en tavella@octanti.com o Jesper
Andreasen en jesper.andreasen@bankofamerica.com
msri-workshops@msri.org

www.iciam07.ch
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Benaéque'intgrg;ﬁiig;)al."" 4
Center of Science

Benasque
Huesca - Spain.

Summer School & Workshop
2007, August 27 - September 7

Scientific Organizers:

G. BUTTAZZO
Universita di Pisa

E. ZUAZUA
Universidad Auténoma de Madrid

Confirmed Scientists:
L. AMBROSIO (Pisa, Italy),

J.A. CARRILLO (Barcelona, Spain)

V. CASELLES (Barcelona, Spain),

F. COLOMBINI (Pisa, Italy),

G. DAL MASO (Trieste, Italy),

R. DONAT (Valencia, Spain),

H. KOCH (Bonn, Germany)

G. LEUGERING (Erlangen, Germany),
J. P. PUEL (Versailles, France),

G. TOSCANI (Pavia, ltaly)

M. VANNINATHAN (Bangalore, India)

The workshop is intended to provide a fruitful aumosphere
for discussions and joint research work on  ther
ving partial differential equations and their appl
shape optimization, optimal control problems, singularities
in fracture mechanics and fluid dyna-

s invol-

ons o

UNIVERSIDAD AUTONOMA

mics, and numerical analysis.

h trends in the
fields above, in order to stimulate collaborations  mong
participants by means of various activities on the basis of a
daily programme (talks, seminars, minicourses, discus-
sions,...)

The work will be focused on new

"The activity is mainly intended for young scientists as PhI)
students and post-docs, and will be held thanks to the parti-
cipation of a number of world leader mathematicians.

For further information, registration, accomodation, etc see
http://benasque.ecm.ub.es

The deadline for registration is March 31 2007 and for
housing reservations May 31st. Partial financial support will
be available for young researchers.

Those willing o participate may send an email to the scien-
tific organizers

unipiit, cnrique. @ .cs

with a short
rest in the ac

letter of presentation describing the inte-
and a letter of recommendation.

Tor further local information about Benasque and the re-

gion: http://www.benasque.com
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CONSOLIDER INGENIO 2010

CONSOLIDER-MATHEMATICA

CONSOLIDER MATHEMATICA is a Spanish project proposing an ambitious
research program for the period 2006-2011, with the main objective of
promoting strategic action to increase both qualitative and quantitatively the
presence of Mathematics in science, technology and innovation.

CONSOLIDER MATHEMATICA is an initiative promoted and supported by the
spanish Ministry of Education and Research with 7.500.000€.

CONSOLIDER MATHEMATICA is a network structured around a Research
Coordinator, a Management Center, a Board of Directors, five nodes (CESGA,
CIEM, CRM, ICM and IMUB) and more than 340 research groups.

The MATHEMATICA Research Program

From basic research to applications
o Enigmas to decipher: Fundamental Mathematics and Cryptography.
o From Classical Analysis to the digital era.
o New frontiers in Algebra and Geometry.
How to understand the physical world
o From Geometry and Topology to Physics and Cosmological models.
o Mathematics, Dynamics and Complexity.
o Partial Differential Equations as a tool for modeling.
The essential computational support
o Intelligent structures and materials: design and control.
o Math software: Mathematics as the basic foundation for Scientific and
High Performance Computing.
o New techniques and horizons in Computational Mathematics.
Direct applications to society
o Mathematics and the information society and communications.
o Statistical models and their applications.
o Stochastic modeling of complex evolving phenomena and configurations
in random media.
o Optimization and decision-making support techniques.
New horizons in Mathematics education and training.
o Bringing Mathematics closer to society.

(o]

The Objectives of MATHEMATICA

To improve the role of mathematical research in the Spanish system of
science, technology and innovation.

To increase and promote the activities of transference of knowledge and
technology of the Spanish mathematicians.

To promote the use of computational methods both inside and outside
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I ﬁi BB on CONSOLIDER INGENIO 2010

mathematical research.

To achieve greater recognition for Spanish research groups at an international
level and to increase the presence of Spanish mathematicians in strategic
areas.

To create a Doctorate School of international status.

To use research and innovation to improve education and mathematical
training at all levels.

To make the results of mathematical research more accessible both from
within and from outside Mathematics.

The Tools of MATHEMATICA

The Platforms of MATHEMATICA
o The MATHEMATICA FUTURE platform
o The MATHEMATICA CONSULTING platform
o The MATHEMATICA COMPUTING platform
o The MATHEMATICA EDU platform
o The MATHEMATICA WEB platform

The Thematic Projects of MATHEMATICA
o The MATHEMATICA International Graduate School
o MATHEMATICA Programs of Intensive Research

The MATHEMATICA Cross-sectional Support Services
o Meetings and Workshops
o Research Institutes and Thematic Networks
o The MATHEMATICA Virtual House

The MATHEMATICA Board of Directors

Alfredo Bermudez de Castro, Joaquim Bruna, Eduardo Casas, Antonio Duran,
Laureano Gonzalez-Vega, Manuel de Ledn,Marco Antonio Lopez-Cerda,
Ignacio Luengo, Consuelo Martinez, Marta Sanz-Sole, Oriol Serra, Carles Simo,
Luis Vega, Enrique Zuazua

Research Coordinator UGG LT
Enrique Zuazua g mathematica@unican.es

Management Center
WLIYSGEG K N eelie L GF W With the support of:

UcC

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA







RELACION DE ALFABETICA DE NUEVOS SOCIOS

Belmonte Beima, Juan

Estudiante (Becario). Lineas de investigacién: Matemdtica Aplicada: Dindmica
no lineal — UN1v. DE CASTILLA - LA MANCHA — E.T.S.I. Industriales — Dpto.
de Matemadticas — Avda. Camilo José Cela, s/n; 13071 Ciudad Real.

TIf.: . Fax: .

e-mail: Juan.belmonte@uclm.es

Climent Coloma, Joan Josep

Catedratico de Universidad. Lineas de investigacion: Teoria de cédigos,
criptografia, seguridad informdtica — UNIV. DE ALICANTE — Escuela
Politécnica Superior — Dpto. de Ciencia de la Computacion e Inteligencia
Artificial — Campus de Sant Vicent del Raspeig, Ap. Correos 99; 03080
Alicante.

TIf.: 965903655. Fax: 965903902.

e-mail: jcliment@dccia.ua.es

http://www.dccia.ua.es/~jcliment
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Maria Pilar Laburta Santamaria. (laburta@unizar.es).
Dpto. de Matematica Aplicada. Centro Politécnico Superior. Univ. de Zaragoza.

Edificio Torres Quevedo. C/ Maria de Luna 3. 50018 Zaragoza. Tel: 976 762 006.

Pagina web: www.sema.org.es/:

J. Rafael Rodriguez Galvan. (rafael.rodriguez@uca.es).
Dpto. de Matemadticas. Fac. de CC. EE. y Empresariales. Univ. de Cddiz. C/ Duque
de Nigjera, 6. 11002 Cadiz. Tel: 956 015 478.



INFORMACION PARA LOS AUTORES

1. Los articulos publicados en este Boletin podran ser escritos en espanol o
inglés y deberan ser enviados por correo certificado a

Prof. E. FERNANDEZ CARA

Presidente del Comité Cientifico, Boletin SEMA
Dpto. E.D.A.N., Facultad de Matematicas
Aptdo. 1160, 41080 SEVILLA

También podran ser enviados por correo electrénico a la direccién
boletin_sema@usal.es

En ambos casos, el/los autor/es deberdn enviar por correo certificado una
carta a la direcciéon precedente mencionando explicitamente que el articulo es
sometido a publicacion e indicando el nombre y direccién del autor corresponsal.
En esta carta, podran sugerirse nombres de miembros del Comité Cientifico que,
a juicio de los autores, sean especialmente adecuados para juzgar el trabajo.

La decisién final sobre aceptaciéon del trabajo serd precedida de un
procedimiento de revisién anénima.

2. Las contribuciones seran preferiblemente de una longitud inferior a 24
paginas y se deberan ajustar al formato indicado en los ficheros a tal efecto
disponibles en la pdgina web de la Sociedad (http://www.sema.org.es/).

3. El contenido de los articulos publicados corresponderda a un area de
trabajo preferiblemente conectada a los objetivos propios de la Matematica
Aplicada. En los trabajos podra incluirse informacion sobre resultados
conocidos y/o previamente publicados. Se anima especialmente a los autores a
presentar sus propios resultados (y en su caso los de otros investigadores) con
estilo y objetivos divulgativos.
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Ruego a Uds. que los recibos que emitan a mi cargo en concepto de cuotas
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