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L. Vega González (U. del Páıs Vasco) E. Zuazua Iriondo (U. Aut. de Madrid)

Responsables de secciones

Art́ıculos: E. Fernández Cara (U. de Sevilla)
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Rosa Maŕıa Donat Beneito
Inmaculada Higueras Sanz

Carlos Parés Madroñal
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EDITORIAL

Estimados socios:
En este nuevo número del Bolet́ın encontraréis cuatro interesantes art́ıculos
de F. Pedroche, G. Bayada y C. Vázquez Cendón, J. Blasco y C.J. Garćıa-
Cervera. También encontraréis un trabajo de J.M. Amigó y otros, relativo a la
Topoloǵıa Molecular, en la sección dedicada a Matemáticas e Industria. Todo
ello acompañado de las secciones habituales de Resúmenes de libros, Noticias y
Anuncios.

Esperamos que disfrutéis del contenido. Recibid un cordial saludo,

Grupo Editor
boletin.sema@uclm.es
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ART́ICULOS

MÉTODOS DE CÁLCULO DEL VECTOR PAGERANK

FRANCISCO PEDROCHE

Institut de Matemàtica Multidisciplinar

Universitat Politècnica de València.

pedroche@imm.upv.es

Resumen
Los algoritmos de búsqueda de información en internet, como el

PageRank de Google, constituyen un ejemplo excelente de aplicación de
las herramientas básicas del análisis matricial, las cadenas de Markov y
el álgebra lineal numérica. En este trabajo se ilustran los métodos de
solución que se usan para el cálculo del vector PageRank: el método
de la potencia y sus derivados (extrapolación, adaptativo, Arnoldi y
BlockRank), y los basados en la resolución de un sistema lineal por
métodos iterativos (Jacobi, Gauss-Seidel, Schwarz aditivo, métodos de
subespacios de Krylov).

Palabras clave: Motores de búsqueda, PageRank, procesos de Markov,

matrices no negativas, sistemas lineales, métodos iterativos, cálculo cient́ıfico

Clasificación por materias AMS: 15A06 65C40 65F10 65F15 65F50

1 Introducción

En mayo de 2005, una consulta en internet usando el motor de búsqueda
Google1 informaba de que se estaba realizando la petición sobre un total de
8,085 millones de páginas. Otra búsqueda, esta vez realizada el 26 de octubre
de 2006, permite estimar que, al menos, hay unos 24,640 millones de páginas
web indexadas2 por Google. Estos datos dan una idea del tamaño y la velocidad
de crecimiento de internet. Si a esto unimos las posibilidades de negocio
mediante anuncios publicitarios3 que el mismo Google promueve [79], tenemos

Fecha de recepción: 28/11/05
Trabajo subvencionado por los proyectos DGI número MTM2004-02998 y DGI número

MTM2007-64477.
1Una idea de la popularidad de este tipo de búsquedas es que el verbo to google fue

añadido oficialmente al Oxford English Dictionary, en junio de 2006, con el significado de
usar el buscador Google para obtener información en internet.

2Estimación hecha a partir de la petición ”+el** ” OR ”+the**” OR ”+le**” OR ”+der**”
OR ”+O**” OR ”+il**”. El signo más obliga a buscar el art́ıculo el, the, etc. y los asteriscos
son dos palabras cualesquiera; v. [53] para más trucos de Google.

3Los beneficios por publicidad en internet, en EEUU, han crecido un 36 % en el primer
semestre de 2006 [78].
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8 F. Pedroche

que es fundamental disponer de un sistema de clasificación de páginas rápido
y fiable, para poner orden en toda esta maraña de datos que ha ido creciendo
vertiginosamente; para un análisis sobre la estructura de la World Wide Web,
véanse, por ejemplo, [22], [44], [55], [59], [66].

El PageRank [57], el método inicial de cálculo que usaron los fundadores
de Google4 para clasificar las páginas web según su importancia, es objeto
de constantes mejoras. La finalidad del método es la obtención de un vector,
también llamado PageRank, que da la importancia relativa de las páginas5.
Dado que el vector PageRank se calcula en función de la estructura de las
conexiones de la web (v. [24] en un número anterior del Bolet́ın de SEMA) se
dice que es independiente de la petición de la persona que realiza la búsqueda.
Algunas modificaciones del PageRank para hacer intervenir la petición se han
propuesto en [33], [36], [60]. También hay modificaciones del PageRank que
incorporan la utilización del botón de página anterior [70].

Desde el punto de vista de la persona que administra una página web se ha
mostrado que la técnica para obtener un PageRank óptimo consiste en incluir
enlaces a páginas importantes de nuestra misma comunidad web, mientras que
los enlaces irrelevantes nos penalizan a nosotros y a toda nuestra comunidad
[3]. Un análisis del algoritmo PageRank aśı como diversas propiedades se puede
encontrar, por ejemplo, en [8], [10] [18], [23], [24], [37], [38], [47], [51], [71].

En este trabajo nos centraremos en los nuevos métodos de cálculo del vector
PageRank haciendo especial hincapié en aquellos conceptos del álgebra6 lineal
que intervienen en los modelos. Estos modelos se basan, por una parte, en
desarrollar técnicas para acelerar el método clásico de la potencia (que hab́ıa
cáıdo en el abandono y prácticamente casi ni se usaba) y, por otra, en usar una
formulación con un sistema de ecuaciones lineales y aplicar entonces un esquema
iterativo. El cálculo práctico, atendiendo a las estructuras de computación
utilizadas, puede ser centralizado (utilizando un procesador) o en paralelo
(usando múltiples procesadores).

El resto del trabajo se estructura de la manera siguiente. En la sección 2 se
introduce el concepto de vector clasificador de páginas PageRank y en la sección
3 se revisa el modelo de Brin y Page para su cálculo. En la sección 4 se resumen
los métodos de solución basados en el método de la potencia. En la sección 5 se
resumen las caracteŕısticas de los métodos basados en la escritura de un sistema
de ecuaciones lineales. Finalmente, se dan unas conclusiones del trabajo.

4Véase [76] para conocer detalles sobre los inicios de la compañ́ıa Google Inc.
5Las personas registradas en Google pueden instalarse el indicador de PageRank (PR)

incluido en la Google Toolbar. Con esto se puede conocer el PR, en una escala de 0 a 10, de
las páginas que visitemos. Por ejemplo, un diario estatal tiene un PR en torno a 8, mientras
que la página de una universidad tiene un PR alrededor de 5.

6El uso actual de la palabra álgebra proviene del t́ıtulo del libro Kitab al-jabr wa l-muqabala,
(Libro de la reducción y la comparación) escrito en el siglo IX por Mohammed Ibn Musa al-
Khwarizmi [65], [80]; las palabras guarismo y algoritmo derivan de su nombre [4].
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2 El vector PageRank de Google

Una de las caracteŕısticas del PageRank es que si uno navega aleatoriamente por
internet y está un tiempo suficientemente grande paseando, entonces tendrá una
gran probabilidad de encontrar las páginas con mayor PageRank. Para centrar
ideas, consideremos un conjunto de cuatro páginas web como en la figura 1.
Vemos que desde la página 1 podemos tomar un enlace a las páginas 2 ó 3.
También se ve que desde las páginas 2 ó 4 se pueden acceder al resto de páginas.

1 2 3 4

2

3

1

3

4

1

2

1

2

3

Figura 1: Una web con cuatro páginas mostrando sus enlaces salientes.

1 2

3 4

Figura 2: Grafo dirigido correspondiente a la web de la figura 1.

Esta estructura de enlaces entre las páginas se puede representar mediante
un grafo dirigido, como el de la figura 2. Dado un conjunto de n páginas web
definimos su matriz de conectividad G como la matriz cuadrada de orden n
cuyos elementos, denominados gij , 1 ≤ i, j ≤ n, valen 1 si hay enlace de la
página j a la página i, con i 6= j, y 0 en otro caso. La matriz de conectividad
correspondiente al grafo de la figura 2 viene dada entonces por:

G =




0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 0 0


 . (1)

Imaginemos que tenemos una persona (un o una surfista) que va saltando
de manera aleatoria de unas páginas a otras. Queremos construir una matriz
de transición P , cuyos elementos den las probabilidades condicionadas de salto.
Para ello, vamos a asumir que, cuando se encuentra en una página, tiene la
misma probabilidad de elegir cualquier enlace saliente. Esta elección es la base
del modelo de Brin y Page. En nuestro ejemplo (figura 1), si el surfista está en
la página 2 entonces tiene una probabilidad de 1/3 de ir a cualquiera de las
páginas 1, 3 ó 4. Aplicando este razonamiento a las cuatro páginas obtenemos
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que la matriz de transición P del surfista aleatorio es en este caso:

P =




0 1/3 1/2 1/3
1/2 0 1/2 1/3
1/2 1/3 0 1/3
0 1/3 0 0


 . (2)

Desde el punto de vista del cálculo es muy fácil obtener la matriz P a partir
de la matriz G: basta dividir cada columna de G por la suma de los elementos
de G en dicha columna, siempre que esta cantidad no sea cero, es decir, siempre
que esta columna no corresponda a una página sin salida. Para formalizar este
hecho, definamos el número de enlaces salientes (out-degree) de una página j
como: cj =

∑n
i=1 gij , 1 ≤ j ≤ n. Ahora ya podemos construir la matriz P

asociada a la estructura del conjunto de páginas web de acuerdo con nuestra
hipótesis de probabilidad de saltos. Ha de ser P = (pij) ∈ Rn×n, tal que:

pij =

{
gij/cj si cj 6= 0.

0 en otro caso.
1 ≤ i, j ≤ n. (3)

Es obvio que si cj 6= 0, para todo j, entonces P es una matriz
estocástica por columnas, es decir, la suma de cada columna vale 1 y cada
elemento toma un valor entre 0 y 1. Como ejemplo, la matriz P dada por
la ecuación (2) es estocástica. Además, esta matriz tiene otras propiedades
matemáticas interesantes: su espectro (conjunto de valores propios) es: σ(P ) =
{1,−1/2,−1/3,−1/6}. Su radio espectral7 es ρ(P ) = 1, y la matriz P es
irreducible8 y primitiva9. Estas propiedades son importantes ya que el vector
PageRank [57] es el vector ĺımite de distribución de probabilidad de una cadena
de Markov ergódica: el vector de estado ĺımite10 existe, coincide con el vector
de estado estacionario (un vector de probabilidad asociado al valor propio 1)
y es independiente del vector de estado inicial. Esta propiedad del vector de
estado ĺımite se verifica, en particular, para matrices estocásticas y primitivas:
P ≥ 0, P irreducible y P sólo tiene un valor propio (λ = 1) de módulo el radio
espectral ρ(P ) = 1.

En este ejemplo, el vector de estado estacionario (que coincide
con el de estado ĺımite) resulta: vTest =

[
2/7 9/28 2/7 3/28

]
≈[

0,29 0,32 0,29 0,10
]
, y es el vector PageRank de las cuatro páginas. La

interpretación es la siguiente: si un surfista aleatorio se mueve por un conjunto
de cuatro páginas enlazadas como en la figura 2, entonces, para un tiempo
suficientemente prolongado, lo más probable es encontrarlo en la página 2 (con

7Se define el radio espectral de una matriz cuadrada como el valor máximo, en valor
absoluto, de sus valores propios.

8Una matriz A es irreducible, si, y solamente si, su grafo es fuertemente conexo: para
cada pareja de nodos (i,j) con i 6= j, se puede ir de i a j a través de una sucesión de arcos
orientados. En otro caso, se dice que es reducible.

9Una matriz cuadrada A se dice que es primitiva si es irreducible, no negativa, y con ρ(A)
estrictamente mayor que cualquier otro valor propio.

10Dado un vector de probabilidad v0 y una matriz estocástica P , el vector de estado ĺımite

es, si existe, v∞ = ĺımk→∞ P kv0.
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una probabilidad de 0,32), mientras que la probabilidad de encontrarlo en las
páginas 1 ó 3 es de 0,29. Dicho de otra forma, el surfista emplea un 32% de
su tiempo visitando la página 2. Nótese que las páginas 1, 2 y 3 son citadas
por el mismo número de páginas. Lo único que las diferencia es que la página
2 tiene un enlace a la página 4 que revierte posteriormente en un aumento de
la probabilidad de la página 2. En este ejemplo la matriz P es primitiva, pero
hay casos en los que la estructura de enlaces entre las páginas no conduce a
una matriz estocástica y primitiva, como vemos en el siguiente ejemplo. En la
sección 3 analizamos cómo conseguir que la matriz P sea estocástica y primitiva.

Ejemplo 1 Los grafos dirigidos siguientes:

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

a) b) c)

tienen asociadas las matrices P , según la ecuación (3):

a)




0 0 0,5 0
1 0 0,5 0
0 1 0 0
0 0 0 0


 , b)




0 0 0,5 0
1 0 0,5 0
0 0,5 0 0
0 0,5 0 0


 , c)




0 0 0,5 0
1 0 0,5 1
0 1 0 0
0 0 0 0


 .

La situación a) no la vamos a permitir, ya que si una página no tiene
enlaces entrantes ni salientes no pertenece al conjunto de n páginas en el cual
definimos las matrices G y P . La situación b) ilustra el concepto de nodo sin
salida (dangling node): el nodo correspondiente a la página 4 no tiene enlaces
salientes y por ello c4 = 0 y la matriz P asociada no es estocástica. Solo la
matriz asociada al grafo c) es una matriz estocástica. Las tres matrices son
reducibles, ya que no todos los nodos son accesibles cuando se parte de un nodo
arbitrario. Por tanto, ninguna de ellas es primitiva y no nos sirven para el
modelo del surfista aleatorio tal como lo tenemos definido hasta ahora.

3 Modelo de Brin y Page

3.1 Sin contemplar nodos dangling

El modelo inicial para el cálculo del vector PageRank se basaba en calcular el
vector estacionario de la matriz P de orden n, definida por (3), siempre que
esta matriz fuera estocástica y primitiva. En este modelo no se contemplan los
nodos sin salida11 con lo cual cj es no nulo para todo j y, en consecuencia, P
es estocástica. Sin embargo, Brin y Page se dieron cuenta que la estructura de

11Nos referimos a los dangling nodes, nodos sueltos o colgados. Brin y Page dicen que los
teńıan en cuenta al final de los cálculos, pero no dejan muy claro como lo haćıan.



12 F. Pedroche

la web daba lugar a que P no fuera primitiva e introdujeron un nuevo modelo
basado en una matriz estocástica P ′ que podemos escribir en la forma:

P ′ = αP + (1 − α)veT , (4)

donde 0 < α < 1, eT ∈ R1×n es el vector de unos: eT =
[

1 1 · · · 1 1
]
,

y v ∈ Rn×1 es el llamado vector de personalización o de teleportación
(personalization vector, véase [1], [33] ) y es un vector de distribución de
probabilidad que se suele tomar como v = 1

ne. El producto veT es una matriz
de orden n. El parámetro α se denomina de amortiguamiento (damping) y se
suele tomar α = 0,85, ya que fue el que usaron originalmente Brin y Page [57].
Diversos trabajos actuales se centran en la influencia de α [6], [11], [12]. Se dice
que en la ecuación (4), la matriz P ′ es una combinación lineal convexa de las
matrices P y veT .

El término (1 − α)veT , con v un vector de distribución de probabilidad
positivo, da lugar a que todos los elementos de P ′ sean no nulos, con lo cual,
P ′ es irreducible; véase en [51] otra forma de forzar la irreducibilidad. El efecto
estad́ıstico de este término es introducir saltos aleatorios que no dependen de
las propiedades de enlace de la página. Valores de α próximos a uno ofrecen
comportamientos más realistas pero pueden arruinar la irreducibilidad (en el
ĺımite α=1) y aumentar el número de iteraciones del método de la potencia
[47]. Nótese que α=1 correspondeŕıa a usar la matriz de conectividad real de la
web.

Por otra parte, es conocido [9], que una matriz irreducible y no negativa con
algún elemento diagonal no nulo es primitiva. En consecuencia, si no hay nodos
sin salida, la matriz P ′ es estocástica y primitiva, que es lo que se desea. Sin
embargo, en internet hay páginas sin enlaces salientes y se han de incorporar al
modelo; en la sección siguiente vemos una solución.

3.2 Modelo contemplando nodos sin salida

Cuando hay nodos que no tienen enlaces salientes hemos visto que en las
columnas respectivas se tiene que cj = 0 y estas columnas están llenas de ceros.
En consecuencia P no será estocástica ni tampoco lo será P ′ (para ilustrar este
hecho, úsese la matriz b) del ejemplo 1 con α = 0,85 y v = [1, 0, 0, 0]T ). Se
define entonces la nueva matriz [8], [20], [42], [47], [50], [51]:

¯̄P = α[P + vdT ] + (1 − α)veT , (5)

donde v y e son los mismos que en el modelo anterior (aunque este nuevo vector
de personalización podŕıa tomarse diferente) y el vector d ∈ Rn×1 se define

como: di = 1, si ci = 0, y di = 0 en otro caso. De esta forma, la matriz ¯̄P ,
que generalmente se denomina matriz Google, es estocástica aunque haya nodos
sin salida. La matriz vdT actúa sobre las columnas pertenecientes a nodos sin
salida, asignándoles una probabilidad de salto no nula. Por eso se dice que el
modelo PageRank es un modelo de paseo y salto. La matriz ¯̄P tiene la desventaja
de ser una matriz densa y enorme, pero, como veremos en la sección siguiente,
no hará falta calcularla explicitamente.
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4 Métodos basados en el método de la potencia

Hemos indicado que el vector PageRank, es decir, el vector estacionario de
la cadena de Markov ergódica definida por ¯̄P , es el vector de distribución de
probabilidad x que verifica el problema de valores y vectores propios:

¯̄Px = x. (6)

Desde que Brin y Page [57] anunciaron la aplicación del método de la
potencia (power method) [77] para el cálculo del vector PageRank, diversos
investigadores se pusieron a trabajar en formas de mejorar el funcionamiento
del mismo [2], [10], [32], [33], [41], [64]. En las secciones siguientes presentamos
el método de la potencia y diversas modificaciones del mismo.

4.1 El método de la potencia

En el cuadro 1 se muestra el algoritmo del método de la potencia para el cálculo
de x que resuelve (6). Se ha usado la norma uno, ‖x‖1 =

∑n
i=1 |xi|. Nótese que

para un vector de probabilidad se tiene ‖x‖1 = 1, y las matrices estocásticas

por columnas conservan esta norma, es decir ‖ ¯̄Px‖1 = ‖x‖1. Para el criterio
de parada, dado por la tolerancia ǫ, se ha usado también esta norma [13],
[25]. Según el cuadro 1 una iteración del método de la potencia requiere el
cálculo del producto matriz-vector Pxk. En general esto requiere del orden de
n2 operaciones, es decir, O(n2). Sin embargo, la matriz P es casi vaćıa. Algunos
autores han indicado que el número medio de enlaces salientes por página es del
orden de 7 [43] u 8 [35]. Es decir, cada columna de P solo tiene 7 u 8 elementos
no nulos. Como consecuencia, el producto Pxk es del orden de O(n) operaciones,
es decir unos 25,000 millones de operaciones. Es importante destacar que este
algoritmo no necesita construir expĺıcitamente la matriz ¯̄P para resolver (6).
Para aclarar este punto notemos primero que dado que P no es en general
estocástica, porque tiene dangling nodes, se tiene que:

‖Px0‖1 = ‖x0‖1 − dTx0. (7)

Usando esta ecuación, el parámetro que hemos llamado γ en el algoritmo del
cuadro 1 resulta ser, para k = 0:

γ = ‖x0‖1 − ‖x1‖1 = ‖x0‖1 − ‖αPx0‖1 = (1 − α) + αdTx0,

donde hemos usado que ‖x0‖1 = 1. De la anterior expresión se tiene que el
producto γv vale: γv = (1−α)v+αdTx0v y como dTx0 es un escalar esto es lo
mismo que: γv = (1 − α)v + αvdTx0, con lo cual, la tercera linea del bucle del
algoritmo del cuadro 1 resulta:

x1 = αPx0 + (1 − α)v + αvdTx0 = α[P + vdT ]x0 + (1 − α)v,

y como eTx0 = 1, podemos introducir este producto en el segundo término,
quedando finalmente:

x1 = α[P + vdT ]x0 + (1 − α)veTx0,
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Inicialización: x0 = e/n, k = 0
repeat

xk+1 = αPxk

γ = ‖xk‖1 − ‖xk+1‖1

xk+1 = xk+1 + γv
δ = ‖xk+1 − xk‖1

k = k + 1

until δ < ǫ

Cuadro 1: Algoritmo 1. Método de la potencia.

y si comparamos con la ecuación (6) esto es, precisamente: x1 = ¯̄Px0. Con lo
cual ya se ve que el algoritmo del cuadro 1 realiza las iteraciones del método
de la potencia xk+1 = ¯̄Pxk sin necesidad de construir expĺıcitamente la matriz
densa ¯̄P . Esto es muy importante ya que supone un ahorro tanto en tiempo de
computación como de memoria para almacenar los cálculos. Y estos son dos de
los factores cŕıticos en cálculo cient́ıfico.

Con respecto a la velocidad de convergencia del método de la potencia es
conocido [69], [77] que viene determinado por el cociente entre los dos primeros

valores propios (en módulo) de ¯̄P . En [47] se muestra que si P̄ = P + vdT ,

tiene el espectro {1, λ2, λ3, . . . , λn} entonces el espectro de ¯̄P , dada por (5), es
{1, αλ2, αλ3, . . . , αλn}. Como consecuencia, la velocidad de convergencia viene

dada por |λ1(
¯̄P )|

|λ2(
¯̄P )|

= 1
α|λ2(P̄ )|

. Como P̄ es estocástica se tiene |λ2(
¯̄P )| ≤ 1 y esto

junto al hecho que α < 1 hace que |λ1(
¯̄P )|

|λ2(
¯̄P )|

>> 1 y la velocidad de convergencia

es alta12. De hecho se ha informado de la convergencia del vector PageRank de
Google con unas 50 a 100 iteraciones en cálculos que han durado varios d́ıas
[49], [51], [57]. En [35] se muestra que sobre una web de 80 millones de nodos
trabajando con un procesador AMD Athlon a 1,533MHz, unas 50 iteraciones
tardan alrededor de 8 horas. Para más detalles acerca del método de la potencia
aplicado a cadenas de Markov, véase [69]. En los apartados siguientes mostramos
diversas técnicas para acelerar este método.

4.2 Método de la potencia con extrapolación

La idea de partida de este método se debe a Aitken y se remonta a 1937; v. [77].
Según Aitken, cuando se realizan iteraciones del tipo xk+1 = Axk es de esperar
que en una iteración determinada el vector xk−1 pueda aproximarse mediante
una combinación lineal de los dos vectores propios dominantes (o sea, asociados
a los valores propios dominantes) de A, que denotamos aqúı como v1 y v2. Es

12Nótese que si P̄ es reducible, como suele pasar en la web, con λ2(P̄ ) = 1, entonces

λ2( ¯̄P ) = α. Por ello se suele decir que el segundo valor propio de la matriz Google es α.
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Inicialización: x0 = e/n, k = 0
repeat

xk+1 = αPxk

γ = ‖xk‖1 − ‖xk+1‖1

if k + 1 == d+ 2

xk+1 = xk+1−αdxk+1−d

1−αd

xk+1 = xk+1 + γv
δ = ‖xk+1 − xk‖1

k = k + 1

until δ < ǫ

Cuadro 2: Algoritmo 2. Método de la potencia con extrapolación.

decir, Aitken asume que para una iteración k− 1, con k > 1, podemos escribir:

xk−1 = u1 + β2u2, (8)

en donde β2 es un coeficiente desconocido. Esta idea es la que se usa en [35] para
presentar el método de la potencia con extrapolación para el cálculo del vector
PageRank. Aqúı se tienen las iteraciones xk+1 = ¯̄Pxk y se asume λ2(

¯̄P ) = α.
Esto junto con la ecuación (8) nos conduce a:

xk = ¯̄Pxk−1 = ¯̄P (u1 + β2u2) = u1 + αβ2u2, (9)

y de (8) y (9) podemos despejar u1 = xk−αxk−1

1−α . Nótese que esta fórmula permite

calcular una aproximación del vector propio dominante u1 a partir de xk y
xk−1. La llamada extrapolación simple consiste en utilizar esta fórmula como

aproximación a x3, es decir: x3 = x3−αx2

1−α , para después seguir usando x4 = Ax3,

x5 = Ax4, etc. Los autores de [35] muestran que la extrapolación simple no
da buenos resultados y generalizan entonces este método a una extrapolación
de grado d, que llaman extrapolación Ad, basada en la fórmula de corrección:

xk = xk−αdxk−d

1−αd . Esta fórmula da lugar al algoritmo 2, mostrado en el cuadro
2. Nótese que la fórmula de extrapolación sólo se emplea una vez y su uso viene
gobernado por el parámetro d. Tomar d = 1 corresponde a la extrapolación
simple. Estos autores realizan experimentos sobre una web de 80 millones de
nodos y concluyen que los mejores resultados, en tiempos de convergencia, se
obtienen para d = 6, resultando una reducción del 30% del tiempo requerido
por el método de la potencia clásico del algoritmo 1.

4.3 Método Adaptativo

Es conocido que la velocidad de convergencia de las componentes del vector
PageRank no es uniforme; las componentes de una gran mayoŕıa de páginas
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convergen muy rápidamente, mientras que un pequeño número, las que tienen
mayor PageRank, tardan mucho más en converger. Aśı, Kamvar et al [41]
observaron que para una red de 280,000 nodos con 3 millones de enlaces,
bastaban unas 16 iteraciones para la convergencia del 66% de las componentes
del vector PageRank. Sugirieron entonces que no haćıa falta iterar en las
componentes de xk que ya han alcanzado la convergencia. Llamando xk =
(xk1 , x

k
2 , . . . , x

k
n), un criterio de convergencia para asumir que la componente

i-ésima de x ya ha convergido es, por ejemplo: |xk+1
i − xki |/|xki | < 10−3.

Supongamos ahora, sin pérdida de generalidad, que cuando ya han pasado
k iteraciones, tenemos que las componentes xki con i = 1, 2, . . . , p no han
convergido mientras que el resto de componentes xki con i = p + 1, . . . , n
śı lo han hecho. Llamemos xkN = (xk1 , . . . , x

k
p), x

k
C = (xkp+1, . . . , x

k
n), escribamos

xk =

[
xkN
xkC

]
, consideremos el esquema iterativo:

xk+1 = Axk, (10)

y hagamos una partición 2 × 2 en bloques de la matriz A compatible con la

partición hecha en xk, es decir: A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, con A11 ∈ Rp×p, A12 ∈

Rp×(n−p), A21 ∈ R(n−p)×p, A22 ∈ R(n−p)×(n−p). Lo interesante de todo esto es
que las matrices A21 y A22 pueden substituirse por ceros y la matriz A12 no
es necesaria para posteriores iteraciones. Para ver esto basta con notar que las
iteraciones (10) pueden escribirse en la forma:

xk+1 =

[
xk+1
N

xk+1
C

]
=

[
A11 O
O O

] [
xkN
0

]
+

[
A12x

k
C

xkC

]
.

Nótese que en cada iteración k + 1, k + 2, . . . sólo hay que calcular el producto
A11x

k
N ya que el resto de variables corresponden al estado conocido (convergido)

en la iteración k. Hay que indicar que en la práctica las componentes que
convergen no estarán ordenadas como hemos supuesto aqúı y habrá que
identificarlas para considerar como nulas las correspondientes filas de la matriz
de iteración A. En experimentos sobre webs reales se ha obtenido que unas 8
iteraciones es suficiente para asumir que la convergencia en ciertas componentes
ya es válida. El proceso de adaptación se puede ir repitiendo cada 8 iteraciones,
de manera que cada vez se eliminan más componentes de A. Con esta técnica
se han obtenido mejoras, respecto del método de la potencia clásico, del orden
del 22% en tiempo de cálculo [41].

Rungsawang y Manaskasemsak llevan a cabo, en [62], una paralelización
de este método, después de haber experimentado con la paralelización sobre el
método usual de la potencia [54] , [61]. En sus experimentos con el método de
la potencia adaptativo en paralelo sobre una web de 28 millones de páginas,
usando 32 procesadores en paralelo, consiguen aceleraciones del orden de 6 a 8
veces mayor que la conseguida con el método usual (método de la potencia
no adaptativo). Los autores de este trabajo, que se esta llevando a cabo
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q1 = q/‖q‖2

for j = 1 to k
z = Aqj

for i = 1 to j
hi,j = (qi)T z
z = z − hi,jqi

end for
hj+1,j = ‖z‖2

if hj+1,j = 0 break
qj+1 = z/‖hj+1,j‖2

end for

Cuadro 3: Arnoldi(A, q, k).

actualmente, creen que todav́ıa hay muchas opciones para mejorar los tiempos
de ejecución. La matriz utilizada, aśı como otras matrices correspondientes a
grafos de páginas de internet pueden obtenerse del servidor [81].

4.4 Algoritmo del tipo Arnoldi

El algoritmo de Arnoldi (v. cuadro 3) es un conocido método para construir
una base ortonormal de un espacio de Krylov, concepto definido más adelante.
Golub y Gerif [28] presentan una adaptación del llamado método de Arnoldi
refinado, para el cálculo del vector PageRank. Este algoritmo se esquematiza
en el cuadro 4, donde Ĩ denota una matriz identidad aumentada con una fila
de ceros y V ∗,k indica la columna k-ésima de V . Estos autores muestran que el
criterio de convergencia σmin(H

k+1,k− Ĩ) < ǫ es equivalente a ‖Aq−q‖ < ǫ. Por

tanto, aplicando el algoritmo a la matriz ¯̄P se obtiene como resultado el vector
PageRank. Los resultados numéricos presentados muestran que para α = 0,85 no
se mejoran los tiempos de cálculo del método de la potencia. Sin embargo, para
α = 0,99 el algoritmo es mucho mejor que el método de la potencia, llegando
a necesitar menos de la mitad de iteraciones para k = 16. Para α = 0,999
el método de la potencia necesita 7,000 iteraciones mientras que el algoritmo
propuesto llega a la misma tolerancia con 432 iteraciones, con k = 4. Véase [28]
para más detalles.

4.5 Métodos de agregación/desagregación

Kamvar et al [42] proponen sacar partido a que la web se encuentra agrupada
formalmente en servidores que concentran gran cantidad de enlaces. La idea
consiste en calcular un vector PageRank local para cada servidor13. Estos
vectores se usarán después para construir un vector PageRank asociado a toda
la web que se utilizará como vector inicial para el cálculo estándar del vector

13Idea ya usada en [2] donde se habla de Host graph.
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Repeat
[Qk+1,Hk+1,k] = Arnoldi(A, q, k)

Compute Hk+1,k − Ĩ = UΣV T

Set v = V ∗,k

Set q = Qkv

Until σmin(H
k+1,k − Ĩ) < ǫ

Cuadro 4: PageRank usando una variante del método de Arnoldi refinado.

PageRank. Por tanto este método puede considerarse como un método para
calcular un vector inicial apropiado que aumente la velocidad de convergencia.
Para calcular el vector PageRank local se puede hacer uso de cualquiera de los
métodos mencionados anteriormente o cualquier otro, ya que si los servidores son
pequeños los problemas de memoria para el cálculo del vector PageRank local
no serán ahora un problema serio. El algoritmo propuesto en [42] se denomina
BlockRank y consta de los pasos siguientes:

1. Separación de la web en k dominios (servidores o conjuntos de servidores).
Por ejemplo, en la figura 3 mostramos una web separada en tres dominios,
cada uno de ellos conteniendo sus páginas web correspondientes.

2. Cálculo del vector PageRank local lj , j = 1, . . . , k asociado a cada dominio,
con ‖lj‖1 = 1,∀j.

3. Cálculo del vector BlockRank. Este es un vector PageRank asociado a
la web considerada como bloques de páginas; en la figura 4 corresponde
a un vector PageRank asociado a los nodos enumerados como 1, 2 y 3.
Este vector se calcula asignando a los k bloques la matriz de Markov
B = LTAS, donde L es una matriz n × k formada con los k vectores
PageRank locales de la siguiente forma:

L =




l1
l2

. . .

lk


 , (11)

y S es una copia de L pero sustituyendo por unos los elementos de L no
nulos. El vector BlockRank es entonces el vector b solución de Bb = b.

4. El vector inicial de iteraciones para el cálculo del PageRank global (o sea
el asociado a la matriz A), se toma como x0 = Lb.

Este método cuenta con muchas ventajas. Primero, dado que se divide el
problema en problemas pequeños, el cálculo de cada PageRank local se puede
realizar de forma eficiente y rápida ya que todos los datos pueden caber en
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la memoria caché de un ordenador estándar. Segundo, como los cálculos del
PageRank local son independientes se pueden usar procesadores en paralelo.
Tercero, por lo mismo que en el punto anterior, se puede estar calculando un
vector PageRank local de un cierto dominio y, a la vez, realizar una navegación
(crawl) por otro dominio con el objeto de actualizar el grafo del mismo. Una
última ventaja es que este método permite definir un vector de personalización
por bloques atendiendo a los servidores. Definiendo un vector v = (v1, v2, . . . , vk)
se puede penalizar la importancia de ciertos dominios y resaltar la de otros. Esto
es más efectivo que diseñar un vector de personalización global discriminando
millones de páginas individuales. Los autores de este método obtienen mejoras
de hasta el 200% en tiempo de computación cuando se comienza el algoritmo
PageRank usual con el vector inicial que ofrece este método; v. [42] para más
detalles.

3
•

••

•2
•

••

•

1

•
••

•

Figura 3: BlockRank sobre una web con tres dominios.

En 2004, Broder14 et al [14], a la sazón investigadores de IBM y Yahoo!,
anunciaron que hab́ıan desarrollado una versión similar pero mejorada del
método BlockRank, que denominaron Método de Agregación de grafos. Este
método no calcula un vector inicial x0 sino una aproximación al vector PageRank
x. En sus experimentos dicen que logran aumentar la velocidad del método
de la potencia clásico hasta en un 210% y eso sin optimizar los códigos.
Desafortunadamente, el art́ıculo donde muestran los resultados consta de dos
páginas y deja más dudas de las que resuelve. Otro investigador de Yahoo!,
Pavel Berkhin [8], indica que este método de agregación constituye la técnica
actual más práctica de aceleración y se ha venido usando con datos reales del
año 2003 de la compañ́ıa AltaVista. En la sección 5 veremos que en ciertos
casos existen mejores resultados para esta misma web mediante computación
en paralelo [25], [26].

Los dos métodos anteriores pueden considerarse como métodos de
agregación/desagregación [69]. En [48] y [49] se presenta el método iterativo
de agregación/desagregación (IAD) para el cálculo del PageRank. La idea, en
términos generales, es la siguiente: conocido el vector PageRank x (por ejemplo,

14Desde noviembre de 2005 el doctor Andrei Broder es investigador de Yahoo!, donde ocupa
el cargo de vicepresidente de nuevas tecnoloǵıas de búsqueda.
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el del mes pasado) y la matriz P que se usó entonces, se quiere emplear esta
información para construir el vector inicial de una nueva ejecución del método
de la potencia. El problema es que la red habrá cambiado, y hay que actualizar
la matriz P . Los cambios pueden deberse a que se han añadido o eliminado
páginas, a que han cambiado un poco los enlaces o a que unos pocos enlaces
han cambiado mucho. Se calcula entonces la matriz P actualizada y a partir
de ella se obtiene una matriz más pequeña, A, para la cual resulta más rápido
calcular un vector PageRank xA. Después, xA se emplea para construir un vector
x0 de inicio del método de la potencia en la matriz P actualizada. Langville
y Meyer muestran resultados, obtenidos con MATLAB sobre webs pequeñas,
con mejoras, en tiempos de cálculo, de hasta el 83%. Indican que este método
puede acelerarse con una técnica del tipo extrapolación como la comentada en la
sección 4.2. En [40] se da un análisis de la convergencia de este método [48] y se
muestra que puede considerarse como un método de la potencia precondicionado
por una factorización parcial LU .

Por último, hay que citar a Ipsen y Selee [39] que presentan un algoritmo que
agrupa todas las páginas sin salida y aplica entonces el método de la potencia.
Su algoritmo es una generalización de los que acabamos de comentar y permite
el uso del TrustRank [30] el algoritmo patentado por Google en 2005 para luchar
contra el web spamming.

4.6 Método de la potencia particionado y en paralelo

En [13] se introduce un modelo para el cálculo del vector PageRank que usa el
método de la potencia (como en el algoritmo 1 del cuadro 1) con un modelo
del tipo hipergrafo. Aqúı el elemento central es cómo se realizan los productos
matriz-vector. Según estos autores, los modelos en paralelo suelen usar una
distribución de los datos en los procesadores del tipo unidimensional, esto es,
asignando a cada procesador filas o columnas enteras de la matriz poco densa.
Los modelos hipergrafo utilizan otro mecanismo, llamado bidimensional, de
distribución de los elementos no nulos de la matriz sobre los procesadores [74].
Los autores sostienen que la técnica es recomendable para el caso de cálculo con
diferentes vectores de personalización. Consiguen reducir a la mitad el tiempo
usado por iteración con respecto al método usado en [25] y sugieren que esta
técnica puede desarrollarse también con una formulación con sistema lineal.

4.7 PageRank aśıncrono

En [46], se presenta un método iterativo aśıncrono para el cálculo del vector
PageRank. Lo denominan PageRank aśıncrono y se trata de una puesta en
práctica del método de la potencia sin normalización, como en el algoritmo 1
del cuadro 1, mediante esquemas iterativos aśıncronos. Los primeros resultados,
sobre una web de 281,903 nodos muestran que las técnicas aśıncronas pueden
ser una buena alternativa en entornos con memoria distribuida. Se informa de
aumento de velocidades (en tiempo de cálculo) de hasta 2,66 veces respecto de
la que se obtiene con el método de la potencia usual (śıncrono).
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En la siguiente sección nos ocuparemos de las formulaciones que hacen uso
de la escritura de un sistema de ecuaciones lineales para el cálculo del PageRank.

5 Métodos basados en un sistema lineal

Hemos visto que Brin y Page calcularon el vector PageRank utilizando el método
de la potencia [57]. Más tarde [2], [10], [19], [56], el problema se formuló mediante
un sistema de ecuaciones lineales. Los métodos directos de solución no son
aconsejables dado los tamaños, incluso con matrices tan poco densas como las
que aparecen. Por tanto, los métodos usados son iterativos; v. [15], [29], [31],
[63], [73] para una descripción de métodos iterativos. El uso de estos métodos
aplicados en este contexto ha puesto de manifiesto la importancia del parámetro
de amortiguamiento α. Para α = 0,85 ya se ha dicho que el método de la
potencia funciona adecuadamente, al separar suficientemente los dos primeros
valores propios [34], pero introduce una cantidad excesiva de saltos aleatorios.
Veremos que para α > 0,85 los métodos iterativos usados para la solución de un
sistema lineal se han revelado como una alternativa para el cálculo del vector
PageRank [25]. De hecho, los resultados que Arasu et al [2] mostraron en 2002
se obtuvieron usando el método iterativo de Gauss-Seidel con el parámetro
α = 0,9. Antes de describir con detalle algunos métodos, en la sección siguiente
repasamos algunos conceptos sobre métodos iterativos.

5.1 Métodos iterativos para resolver un sistema lineal

De acuerdo con [31] decimos que un método iterativo para resolver el sistema
de ecuaciones lineales Ax = b es aquel que produce los vectores x1, x2, . . .,
(llamados iteraciones) a partir de un vector inicial x0 siguiendo una regla del
tipo xk+1 = Φ(xk), donde Φ es una función que depende de A y b. Se suele
escribir xk+1 = Φ(xk, b), k = 0, 1, 2, . . . y se dice que x es un punto fijo del
método iterativo si x = Φ(x, b). Si Φ es una función continua respecto del
primer argumento y existe el ĺımite limk→∞x

k entonces este ĺımite es un punto
fijo de Φ. Un método se dice convergente si para todo b existe el ĺımite x y es
independiente del valor inicial x0. El análisis teórico de la convergencia de los
diversos métodos iterativos empleados para el cálculo del vector PageRank se
basa en los dos teoremas siguientes [9].

Teorema 1 Sea A una matriz invertible. Sea la descomposición A = M −N ,
con M una matriz invertible. Sea el esquema iterativo:

xk+1 = M−1Nxk +M−1b, k = 0, 1, 2, . . . (12)

Entonces, se cumple que este esquema iterativo converge a la única solución de
Ax = b para cualquier x0 si, y solamente si, ρ(M−1N) < 1.

El esquema iterativo (12) se suele escribir también en la forma:

xk+1 = Txk + c, k = 0, 1, 2, . . . (13)
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donde c = M−1b y la matriz T = M−1N se denomina matriz de iteración del
esquema iterativo. Cuando la matriz A no es invertible se hace uso del siguiente
resultado [9], donde I denota la matriz identidad.

Teorema 2 Sea A una matriz cuadrada singular. Se cumple que el esquema
iterativo (13) aplicado a Ax = b converge a alguna solución x(x0) para cada
x0 si, y solamente si, (1) ρ ≤ 1, (2) si ρ(T ) = 1 entonces rango(I − T ) =
rango(I − T )2 y (3) si ρ(T ) = 1 entonces si un valor propio tiene módulo 1 ha
de ser el valor propio 1.

Nótese que el método de la potencia consiste en resolver el sistema Ax = 0
con A = I −P , no invertible, usando el sistema iterativo (13) tomando M = I,
N = P , lo que lleva a la matriz de iteración T = P . El teorema 2 muestra que
este método es convergente cuando la matriz P es la matriz de transición de
una matriz de Markov ergódica. De forma similar se analiza la convergencia de
los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, etc. [5], [9], [63], [69], [73].

5.2 Cálculo del vector PageRank mediante un sistema lineal

La ecuación de valores y vectores propios (6) puede escribirse también como un
sistema homogéneo de n ecuaciones lineales con n incógnitas:

(I − ¯̄P )x = 0, (14)

sujeto a la condición xT e = 1. Se cumple que I − ¯̄P es una M -matriz15 singular
irreducible. Se conocen diversos métodos que pueden aplicarse para resolver
(14), v. [69], pero no son aconsejables ya que ¯̄P es muy grande. Para evitar esta
situación, se introdujo el siguiente enfoque [2], [19], [47], [56]: sustituyendo en

la ecuación (6) el valor de ¯̄P dado por (5), se obtiene el sistema de ecuaciones
lineales:

(I − αP̄ )x = (1 − α)v, (15)

donde P̄ = P+vdT . En este caso se cumple que la matriz de coeficientes (I−αP̄ )
es una M -matriz no singular. De nuevo, como αP̄ sigue siendo una matriz
grande, tampoco interesa escribirla expĺıcitamente. Recientemente, tanto en [47]
como en [19], se presentó una nueva estrategia. Ambos trabajos demuestran, de
manera diferente, que el vector PageRank x, solución de (6), se puede obtener
resolviendo el sistema de ecuaciones lineales disperso (o sea, con pocos elementos
no nulos):

(I − αP )y = v, (16)

y haciendo posteriormente x = y/(yT e). En este caso la matriz de coeficientes
(I − αP ) es susceptible de ser calculada y almacenada, ya que tiene un gran
número de elementos que son cero. Además, esta matriz es una M -matriz no
singular, lo que implica que ciertos métodos iterativos como Jacobi, Gauss-Seidel
y los de tipo Schwarz puedan aplicarse con garant́ıas de éxito para la resolución

15Una matriz A ∈ R
n×n, con elementos no diagonales no positivos, se llama M -matriz si

se puede escribir en la forma A = sI − B con B ≥ 0, y s ≥ ρ(B).
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del sistema (16). En la práctica, estos métodos se aplican en la modalidad de
bloques, al descomponer el sistema de ecuaciones (16) en diversos subsistemas,
que pueden tener variables comunes entre ellos (overlapping subdomains, [16],
[58], [68], [72]). Entre las estrategias se usan reordenaciones de las matrices [63].

Los métodos iterativos que se emplean actualmente incluyen los métodos
del tipo de subespacios de Krylov [67] y su uso en computación en paralelo
[25], [27]. Si x0 es una aproximación inicial a Ax = b, el residuo inicial es
r0 = b− Ax0 y el subespacio de Krylov de dimensión m definido por A y r0 es
aquel cuyos vectores se obtienen mediante combinaciones lineales de los vectores
r0, Ar0, A2r0, . . . , Am−1r0. Es decir: Km(A, r0) = 〈r0, Ar0, A2r0, . . . , Am−1r0〉.
Los métodos iterativos basados en subespacios de Krylov obtienen una solución
xm del tipo xm = x0 + vm donde vm pertenece a Km(A, r0). El criterio
para obtener xm es que se minimice alguna función. Por ejemplo, el método
GMRES (Generalized Minimal RESidual) se basa en minimizar ‖b−Ax‖2 con
x ∈ Km(A, r0) . Aqúı hemos usado la norma-2: ‖x‖2 =

√∑n
i=1 x

2
i .

La convergencia de los métodos de Krylov puede mejorarse usando
precondicionadores [7], [63]. Aqúı precondicionar significa variar el sistema de
ecuaciones inicial Ax = b de manera que obtenemos uno equivalente que es
más rápido de resolver por un método iterativo. Por ejemplo, una manera
de precondicionar es mediante una matriz M invertible tal que el sistema
M−1Ax = M−1b sea fácil de resolver mediante un método iterativo; verbigracia,
un método de Krylov. El problema principal de los métodos de Krylov para
sistemas grandes, como en el caso de Google, es que se han de almacenar
los vectores r0, Ar0, A2r0, . . . Aqúı la solución pasa por desarrollar una buena
paralelización de los algoritmos.

5.3 Algunos trabajos recientes

En [25] se comparan el método de la potencia, el método iterativo de Jacobi y
los métodos iterativos de Krylov siguientes: GMRES, BiCGSTAB (Biconjugate
Gradient Stabilized), BiCG (Biconjugate Gradient), QMR (Quasi-Minimal
Residual), CGS (Conjugate Gradient Squared) y CI (Chebyshev Iterations).
Además, en algunas pruebas se usaron como precondicionadores los métodos de
Jacobi, Jacobi por bloques y Schwarz aditivo. De las conclusiones del estudio
destacamos las siguientes. Para las webs probadas los algoritmos QMR, CGS
y CI no convergen. En los casos en que se usaron 60 procesadores ninguno
de los métodos de Krylov pudo correr debido a limitaciones de memoria. Los
métodos de la potencia y Jacobi tienen aproximadamente la misma velocidad
de convergencia y el comportamiento más estable. El método de la potencia es
el más rápido (en tiempo total de computación) para α en torno a 0,85. Los
métodos GMRES y BiCGSTAB son los que ofrecen mejores resultados para
α = 0,9, α = 0,95 y α = 0,99. Consiguen reducir las 10 horas que cuesta un
cálculo en serie similar a [14], a unos 35 minutos para el caso del método de
la potencia en paralelo y a unos 28 minutos para el método BiCGSTAB con
un cluster de 140 procesadores (70 máquinas) con 280 GB de memoria. En un
trabajo posterior [26] muestran que con ciertas mejoras en el tratamiento del
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paralelismo consiguen bajar a 333 segundos en el caso del método de la potencia
en paralelo y a 391 segundos con el método BiCGSTAB. Hay que resaltar que
no indican el tiempo que cuesta almacenar la matriz en memoria. Véase también
[21] para otros resultados con métodos de Krylov para calcular el PageRank.

En [45] usan un sistema de identificación de páginas con una 2-tupla de
enteros positivos, uno para localizar el servidor (HostID) y otro para identificar
la página dentro del servidor (LocalID). Trabajaron sobre una web de 63 millones
de páginas y 801 millones de links distribuidos sobre 470,000 servidores. Estos
servidores fueron repartidos en 8 bloques. Sus resultados muestran que con este
sistema y utilizando el algoritmo de Gauss-Seidel en paralelo consiguen una
velocidad 10 veces mayor que con el método de la potencia en serie.

En [16], la ecuación (16) se resuelve por el método aditivo de Schwarz [17].
Los resultados numéricos, basados en una web pequeña, muestran que el método
aditivo de Schwarz con solapamiento es preferible al método de Jacobi por
bloques, atendiendo tanto al número de iteraciones como al tiempo empleado
para llevarlas a cabo. En general, los mejores resultados se obtiene cuando se
realiza una permutación previa de la matriz Google de manera que los elementos
queden agrupados en la diagonal.

En [50] se presenta un método llamado PageRank reordenado, basado en
[52]. Se resuelve el sistema (16) mediante una reordenación previa que agrupa
las columnas (filas, en su caso, ya que usan la matriz transpuesta) de ceros.
Muestran que el problema se reduce a un sistema lineal muy pequeño, que
resuelven con el método de Jacobi. Consiguen multiplicar por 6 la velocidad de
cálculo para algunas web consideradas. Otro trabajo reciente es [75] en donde
se utiliza un precondicionador del tipo multigrid algebraico (AMG) para una
ecuación como (14). Se indica que se obtiene una aceleración significativa de la
velocidad de convergencia.

Como se aprecia en esta breve revisión de métodos, hay todav́ıa muchas
variables donde encontrar posibilidades de mejora para el cálculo del vector
PageRank de una manera más rápida, fiable, y segura.

6 Conclusiones

Los métodos de cálculo para el vector PageRank se pueden separar en dos:
aquellos que usan el método de la potencia y los que se basan en un sistema de
ecuaciones lineales. Para evitar el empleo de matrices densas se usa el método de
la potencia escrito como en el algoritmo 1, cuadro 1, o un sistema de ecuaciones
lineales como (16). Los métodos iterativos encuentran su utilidad en valores
de α > 0,85 donde el método de la potencia puede resultar muy lento. Los
estudios anaĺıticos y experimentales no han hecho nada más que comenzar. Las
posibilidades de mejora son muy amplias dado que los métodos vistos ofrecen
ventajas que son complementarias.
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Stanford University, California, Estados Unidos. 2003.

[43] J. Kleinberg, S. R. Kumar, P. Raghavan, S. Rajagopalan y A. Tomkins.
The web as a graph: measurements, models and methods. En Proceedings of
the international conference on combinatorics and computing. 1999.

[44] J. Kleinberg y S. Lawrence. The Structure of the Web. Science, Vol. 294,
pp. 1849-1850, 2001.

[45] C. Kohlschutter, P. A. Chirita y W. Nejdl. Efficient parallel computation
of PageRank Advances in information retrieval. 3936: 241-252, 2006.

[46] G. Kollias, E. Gallopoulos, y D. B. Szyld. Asynchronous iterative
computations with Web information retrieval structures: The PageRank
case. Proceedings of the Conference on Parallel Computing 2005. 13-16
Septiembre 2005, Málaga. (por aparecer).

[47] A. N. Langville y C. D. Meyer. Deeper inside PageRank. Internet
Mathematics, Vol. 1(3):335-380. 2005.

[48] A. N. Langville y C. D. Meyer. Updating Markov Chains with an eye on
Google’s PageRank. SIAM J. Matrix Anal. Appl., vol. 27, no. 4, pp. 968-987,
2006.

[49] A. N. Langville y C. D. Meyer. Updating PageRank using the group
inverse and stochastic complementation. Informe técnico crsc02-tr32, North
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Abstract

In this paper a review concerning the main ideas, seminal papers
and more recent advances in mathematical modelling of a wide class
of lubrication problems is presented. After introducing the main ideas
about different topics related to lubrication problems (thin film approxi-
mation, cavitation, rough surfaces, elastohydrodynamc models, etc) and
their mathematical translations, the authors mainly focus on the state of
art (recent advances and open problems) in passing to the limit from more
general Stokes equations to asymptotic Reynolds-like models. Finally,
some comments on inverse problems and their related optimization
formulations are also included.
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1 Introduction

In many fields of engineering and applied sciences, different technologies reduce
friction and wear between relative moving surfaces. In fact, lubrication theory
is part of a larger discipline, termed as Tribology, which is defined as the
science and technology concerned with close interacting surfaces, including
the study of friction, lubrication, wear and erosion. The term tribology was
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first coined in 1966 in a report from a Comission of the British Ministry of
Education and Science, the ’Jost Report’ [115], and comes from the greek word
tribos (which means friction), so that Tribology could be shortly defined as the
science of friction. In the Jost Report, a group of noted academics analyzed
the interactions among friction, lubrication and wear. A later study in the
United States estimated in 16 billion dollars per year the potential savings
from using appropriate tribological practices [116]. In [50] it is mentioned
that losses due to the ignorance of tribology represent a 6 per cent of the
GPB of the United States (that is, 200 billion dollars) in 1966. The cost
benefit ratio for research to generate improvements is estimated about 1:50
[117]. This research area is actually highly interdisciplinary, including physics,
fluid and solid mechanics, thermodynamics, heat transfer, metallurgy, material
science, rheology, lubrication, machine design, reliability, and, of course, applied
mathematics.

Despite of the previous data, concerning the industrial relevance of tribology,
and that in this paper we are mainly concerned with some applications where
the presence of lubrication is productive in order to reduce friction and wear;
in other situations, friction can be essential and desired, such as to obtain fire
from pieces of wood, to brake or drive a vehicle, or just for human running
or walking without the effects of uncontrolled sliding. Even wear is useful for
writing with a pencil, machining and polishing, for example.

The aim of this review paper is the presentation of the main ideas and recent
advances in the modelling, mathematical analysis and numerical simulation of
different processes taking place in lubrication technology. The mathematical
modelling is mainly based on different versions of Reynolds equation, which
represents an asymptotic limit of fluid mechanics models for thin films.

Having in view the objective of the paper, in Section 2 we present a naive
deduction of the more classical linear Reynolds equation from Navier-Stokes,
the rigorous approach being mainly based on asymptotic expansions techniques.
In Section 3 we introduce possible cavitation phenomena in lubrication, which
give rise to various free boundary problems. Section 4 concerns the lubrication
of rough surfaces. In the periodic roughness case, different homogenization
techniques allow to obtain asymptotic models from Reynolds equations with
highly oscillating coefficients. Section 5 shows different generalized Reynolds
equations which are widely used in the mechanical engineering domain to
model gaz lubricated devices, piezoviscous regimes or elastohydrodynamic local
contacts. One further step is given in Section 6, where some examples of
elastohydrodynamic problems posed in terms of coupled systems of PDE’s are
presented. Section 7 is devoted to reviewing the state of the art in the passage to
the limit from Stokes to Reynolds for the limit models presented in Sections 3 to
6. Moreover, some comments on porous bearings, non Newtonian fluids or fluid-
solid interface conditions are also included in Section 7. In Sections 8 and 9,
some ideas and examples concerning the complex and realistic inverse problems
are considered. In Section 9, an optimization approach to this problems is
presented. Finally, in section 10 some challenges and conclusions are stated.
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2 From fluid mechanics to Reynolds equation for thin film
lubrication

The scientific study of the three main aspects of tribology (friction, lubrication
and wear) was initiated at very different dates. Thus, the basic laws of
friction were first correctly deduced by Da Vinci (1519), followed by important
advances provided by Amontons (1699) and Coulomb (1785). Later on, in
1886, the theory of lubrication starts with the work of Reynolds [143], where
he heuristically deduces the Reynolds equation, which is the key point in the
mathematical modelling of thin film lubrication processes. More recently, the
origins of the theoretical study of wear are associated to Archard’s formula
(1953).

Figure 1: O. Reynolds is the author of the seminal paper on lubrication theory.

In this section we mainly focus on the connection betwen the classical fluid
mechanics equations and linear Reynolds equation, which governs the lubricant
pressure in thin film lubrication.

Typical lubricated devices consist of a thin flow of lubricant between two
surfaces in relative motion. The equations used to describe them can be
obtained from the simplification of classical equations in fluid mechanics, by
taking into account the thin film geometry between the surfaces (i.e., one
dimension in the fluid domain is far smaller than the other two). If we consider
an incompressible Newtonian lubricant in an isothermal and isoviscous regime,
we can assume that the fluid motion is governed by Navier-Stokes equations:

ρ

[
∂~v

∂t
+ ~v · ∇~v

]
= −∇p+ ν∆~v + ρ~f (1)

div ~v = 0 (2)
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where the unknowns ~v = (v1, v2, v3) and p denote the fluid velocity field and

pressure, respectively, and the data ρ, ν and ~f denote the density, the viscosity
and the external volume forces, respectively.

It is well known that finding solutions of Navier-Stokes equations with
appropriate boundary conditions is not always an easy task, so that in many
applications we try to simplify these equations as much as possible. In the
mathematical modelling of lubrication processes, the natural simplification
comes from the fact that the length scale, Lxy, in the in-plane xy of the film
is significantly larger than the length scale, Lz, across its thickness in the z
direction. Typically, we have that ǫ = Lz/Lxy is between 10−4 and 10−1.
In view of this geometric consideration, an appropriate scaling of the original
equations in real variables can be introduced in order to provide easier to handle
dimensionless equations. More precisely, we define the new spatial coordinates
and velocity components:

X = x/Lxy, Y = y/Lxy, Z = z/Lz,

V1 = v1/Vxy, V2 = v2/Vxy, V3 = v3/Vz,

where ~V = (V1, V2, V3) denotes de dimensionless fluid velocity and Vxy and
Vz denote the orders of the velocity in the xy-plane and across the film,
respectively. From the continuity equation we can easily deduce the relation
Vz = ǫVxy. Moreover, to obtain the dimensionless Navier-Stokes equations,
the scaled pressure and time can be defined in the form (depending on the
considered device):

P = p (ǫRe)/(ρV 2
xy), T = t (Vxy/Lxy) ,

where Re = (VxyLxy)/ν is the Reynolds number.

For simplicity, we assume that the body forces are negligible. Then,
introducing the new unknowns and variables in the original equations and
neglecting the terms smaller than O(ǫ2), we obtain the following reduced
equations:

ǫ2Re

(
∂V1

∂T
+ V1

∂V1

∂X
+ V2

∂V1

∂Y
+ V3

∂V1

∂Z

)
= − ∂P

∂X
+
∂2V1

∂Z2
,

ǫ2Re

(
∂V2

∂T
+ V1

∂V2

∂X
+ V2

∂V2

∂Y
+ V3

∂V3

∂Z

)
= −∂P

∂Y
+
∂2V2

∂Z2
, (3)

∂V1

∂X
+
∂V2

∂Y
+
∂V3

∂Z
= 0.

To be noticed is that the missing equation in the momentum conservation
implies that the pressure is constant across the lubricant film. Moreover, passing
to the limit when ǫ tends to zero and coming back to the original variables, leads
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to the simplified model:

ν
∂2v1
∂z2

=
∂p

∂x
,

ν
∂2v2
∂z2

=
∂p

∂y
, (4)

∂v1
∂x

+
∂v2
∂y

+
∂v3
∂z

= 0.

z=h(x,y)

v

Figure 2: Thin film gap between surfaces z = h(x, y) and z = 0.

Now, as the pressure does not depend on the z coordinate, the first two
equations can be integrated with respect to z, in order to deduce expressions
for v1 and v2. Moreover, we assume a flat lower surface, defined by the equation
z = 0, the upper surface being defined by a graph, namely z = h(x, y), as can
be seen in Figure 2; and the lubricant displacement taking place only in the
x-direction, with velocities v1 = vu1 at the upper boundary and v1 = vl1 at the
lower boundary (i.e, v2 vanishes at both surfaces). Thus, we have:

v1 =
1

2ν
(z2 − zh)

∂p

∂x
+
(
1 − y

h

)
vl1 +

y

h
vu1 (5)

v2 =
1

2ν
(z2 − zh)

∂p

∂y
(6)
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On the other hand, if we integrate the continuity equation in (4) between the
limits z = 0 and z = h, then we have

[v3]
z=h
z=0 = −

∫ h(x,y)

0

∂v1
∂x

dz −
∫ h(x,y)

0

∂v2
∂y

dz

= − ∂

∂x

(
1

2ν

∂p

∂x

∫ h(x,y)

0

(z2 − zh) dz

)

− ∂

∂y

(
1

2ν

∂p

∂y

∫ h(x,y)

0

(z2 − zh) dz

)

− ∂

∂x

∫ h(x,y)

0

(
(1 − y/h)vl1 + (yvu1 )/h

)
dz + vu1

∂h

∂x
. (7)

Thus, if we assume zero velocity in the z-direction, we get the so called
Reynolds equation for the lubricant pressure:

∂

∂x

(
h3

ν

∂p

∂x

)
+

∂

∂y

(
h3

ν

∂p

∂y

)
= 6(vl1 − vu1 )

∂h

∂x
+ 6h

∂

∂x

(
vl1 + vu1

)
. (8)

Remark 1 Notice that in the case of constant velocities in the x-direction at
both limit surfaces, the last term in the right hand side vanishes.

Remark 2 When the upper surface moves in the z-direction following the

equation z = h(x, y, t), with velocity vu3 , then the term vu3 − vl3 = vu3 =
∂h

∂t
also appears in the Reynolds equation.

In what follows we assume a constant velocity, vl1 = s, at the lower surface
and null velocity, vu1 = 0, at the upper surface.

The previous paragraphs provide a naive approach to the deduction of the
Reynolds equation from the Navier-Stokes system. This 3-D to 2-D modelling
simplification has an analogous 2-D to 1-D reduction. It is on one dimensional
Reynolds equations, which model large journal bearings behaviour, where the
first analytical solution was obtained by Sommerfield in (1904), see [150].

Various attempts have been made to give a more solid foundations for the
previous process by means of formal asymptotic expansions techniques (see
Elrod [95] or Cimatti [70], for example); the first rigorous proofs of asymptotic
convergence being due to Bayada-Chambat [22] in 1986 for the Stokes equation
and to Nazarov [135] in 1990 for the Navier-Stokes equation. These last authors
found the analogies between fluid thin films modelling and plate theory in solid
mechanics.

Next, we address some words about boundary conditions in the departure
equations. In these previous works, boundary conditions are associated to
Stokes equations for the velocity all around the domain occupied by the fluid
and no-slip conditions are used. So, passing to the limit leads to retain
these boundary conditions for the velocity at the top and bottom surfaces,
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while lateral boundary conditions are lost (there exists a boundary layer
phenomenon). In fact, they are replaced by a Neumann boundary condition for
the pressure in the limit equation, which can be viewed as a flux conservation
condition around the 2-D domain in the xy−plane.

This appears to be strange for engineers as they are accustomed to deal with
Dirichlet boundary conditions for the pressure in usual devices. However, at the
same time, in the work of Conca, Murat and Pironneau [79] a way to deal with
mixed boundary conditions (Dirichlet conditions both for pressure and velocity)
in Navier-Stokes problems is proposed. The asymptotic procedure leading to
Reynolds equation can be generalized to these pressure-velocity data and then
the usual Dirichlet condition for the pressure in the limit equation is recovered
[25]. Other asymptotic studies involving various geometries (as the one of the
journal bearing) can be found in [26]. More precise estimates taking boundary
layers into account are given in [87].

On the other hand, taking Navier-Stokes equations instead of Stokes
equations as starting point, leads to the same Reynolds equation as soon as
the Reynolds number is small, the critical number being the square of the
number 1/ǫ, introduced in [135] and [11]. In this setting, some anisotropic
Poincaré inequalities are used to estimate nonlinear inertial terms, which
disappear as the parameter ǫ goes to zero. Interestingly, it can be observed
that only very low regularity (L∞ regularity) for the function h is required to
justify Reynolds approximation. So, the intuitive physical usual condition for
lubrication approximation, the small slope assumption, is not necessary.

This in turn gives a solid basis for using the Reynolds equation to describe
the flow in the well known Rayleigh step bearing [104] (see Figure 3). Even the
junction between a thin film and a cavity (the dimensions of which are of order
one with respect to ǫ) can be studied, see [25].

An interesting point, which seems to be always an open problem, takes place
in this configuration and summarizes various possible improvements. The point
is that, according to the theory, the pressure must be continuous at the point
where the junction takes place, but the experimental results in [75] and the
results in [6] show a discontinuity. However, a closer view proves that the value
of this discontinuity remains proportional to ǫ2Re, which reconciles both aspects
and leads to two questions: What happens for the thin film behaviour of a flow
whose Reynolds number is closed to 1/ǫ2? How to get a supplementary term in
the asymptotic expansion of the pressure around a corner where the solution of
the Navier-Stokes no longer belongs to H2, but only to H1? Combining these
two answers, can we expect to recover the experimental results?

To end this section, let us briefly refer to the case of a moving boundary
in the initial Navier Stokes problem, which can be linked to a squeezing upper
surface, for example. The departure problem is not a classical one as it is
posed in a known, time variable domain. In [30], after a change of variables
in time and space which leads to a square domain, it is possible to get an
asymptotic Reynolds equation in which the time derivative of the pressure no
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h(x,y) = a

h(x,y) = b
v

Figure 3: Discontinuous gap corresponding to the Rayleigh step.

longer exists, the time acting only as a parameter. The convergence of the
pressure is weaker (in fact, in L2(0, T,D′(Ω))) and needs some assumptions on
the Reynolds number.

3 Cavitation: free boundary problems in lubrication

Cavitation is one of the most relevant features of lubrication problems. This
phenomenon is defined in Dowson-Taylor [86] as the rupture of the continuous
fluid film due to the formation of air bubbles inside. The presence of two
different regions, the first with a complete fluid film and the second with a
partial film (partial lubrication in cavitated area), has been experimentally
observed in many lubricated devices such as journal bearings, ball bearings,
etc. (see Fig. 4 (right)). This fact makes the Reynolds equation to be no longer
valid in the cavitation area. So, the use of cavitation models is needed.

Figure 4: Lubricated device without cavitation (left) and with cavitation (right).

A review concerning the mathematical and physical analysis of the different
models is presented in [23]. The common feature of the models lies in the



A survey on mathematical aspects of lubrication problems 39

domain decomposition in two parts: a lubrication region where the Reynolds
equation is verified and a cavitation region where the pressure is taken to be a
constant (the vapor saturation pressure). The difference between models comes
from the condition imposed on the (unknown) free boundary that separates
lubricated and cavitated areas. The two most widely used models are the so
called Reynolds (or Swift-Stieber) and Elrod-Adams ones.

The fact that the pressure in the full filled area is greater than the (known)
saturation pressure induces in a great number of mathematical papers the
idea that the theory of variational inequalities could be useful. This idea is
reinforced by the fact that initially the most popular numerical method used to
cope with cavitation in mechanical engineering, due to Christopherson [78],
has been rigorously justified in Cryer [82], by associating it to an obstacle
continuous problem (Reynolds cavitation model). Then, for a long time, near all
mathematical studies for incompressible Reynolds equation with cavitation deal
with such assumption. Qualitative properties of the free boundary have been
analyzed [68, 69], specially in the case of small eccentricity in journal bearing
devices [66]. More precisely, this model considers as interface conditions

p =
∂p

∂~n
= 0,

with ~n being the unitary normal vector to the free boundary. This condition
comes from assuming the flux conservation through the interface for the fluxes:

~Q = −h
3

ν
∇p+ 6(s, 0)h (fluid film region)

~Q = 6(s, 0)h (cavitation region)

and the model can be formulated in terms of a variational inequality (see [118],
for example). Equivalently, it admits the following complementarity problem
formulation:

∂

∂x

(
h3

ν

∂p

∂x

)
+

∂

∂y

(
h3

ν

∂p

∂y

)
≥ 6s

∂h

∂x

p ≥ 0[
∂

∂x

(
h3

ν

∂p

∂x

)
+

∂

∂y

(
h3

ν

∂p

∂y

)
− 6s

∂h

∂x

]
· p = 0

This allows for the use of classical tools of mathematical and numerical analysis
in lubrication problems with cavitation.

However, it appears that this model leads to strange results, especially in
terms of the flux [20]. While Reynolds equation is conservative, this is not the
case for the associated variational inequality and this is especially cumbersome
as the value of the output/input flux is of primary interest in terms of cooling
in the lubricated devices. Moreover, it implicitely introduces an additional
nonphysical constraint: the cavitated region must be contained in the divergent
part of the domain, that is where

∂h

∂x
≥ 0 .
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This implicit constraint prevents from the correct modelling of starvation
phenomena, which are mainly produced at a supply boundary in contact with
the convergent part, when the inflow is not enough to complete the film.
So, Reynolds cavitation model is not always relevant for a lot of situations.
Nevertheless, due to its strong mathematical basis and easy computational
approach, it has been widely used as an example for variational inequality
studies [109] and most of the mathematical works in lubrication have used this
model (see [71, 72, 145], for example) and still continue to use it [123]. However,
already in [103], Floberg proposed a new free boundary model, which was not
associated to a computational approach. Elrod and Adams proposed in [98] an
algorithm dealing with a perturbation approach of a slightly compressible fluid,
which opens the way to a lot mechanical studies. The mathematical formulation
for such continuous problem appears to be close to the formulation of Brezis-
Kinderlehrer-Stampacchia [58] of the dam problem. In some sense, it is also close
to a Hele-Shaw problem in which the surfaces are no longer parallel, in relative
displacement and with Dirichlet instead of Neumann boundary conditions [18].
More precisely, Elrod and Adams proposed to obtain the interface condition as
a conservation law for the flux

~Q = −h
3

ν
∇p+ 6(s, 0)θh,

which is now defined in the whole domain. This model assumes that the
cavitation region is a fluid-air mixture and the additional unknown θ represents
the saturation of fluid in the mixture.

Thus, Reynolds equation with Elrod-Adams cavitation model can be written
in the form:

∂

∂x

(
h3

ν

∂p

∂x

)
+

∂

∂y

(
h3

ν

∂p

∂y

)
= 6s

∂θh

∂x
(9)

θ ∈ H(p) (10)

where H denotes the multivalued Heaviside operator. In this way, the points in
the fluid region are characterized by θ = 1 and p > 0, verifying the Reynolds
equation while in the cavitated region p = 0 and θ ∈ [0, 1) verifies the resulting
equation in (9).

Since the appearance of the physically realistic Elrod-Adams model, a lot
of effort has been devoted to the rigorous mathematical analysis (existence,
uniqueness and regularity of weak solutions) and numerical simulation (with
appropriate and justified techniques). This mathematical analysis work starts
from the seminal papers of Bayada and Chambat [19, 21], followed by Alvarez
and Carrillo [1, 2], Durany and Vázquez [93] and Vázquez [165] concerning
stationary problems. The time dependent models have been studied in Carrillo-
Álvarez-Dı́az, [3], El Alaoui- Bayada [96] or Álvarez-Oujja [4], among others.

In order to summarize some of the ideas concerning the mathematical
tools to state existence and uniqueness of solution of Elrod Adams model, let
us consider the following variational formulation associated to the boundary
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conditions handled in [165] for a journal bearing device:





Find (p, θ) ∈ V × L∞(Ω) such that:∫

Ω

h3 ∇p · ∇v = 6ν0s
(∫

Ω

θ h
∂v

∂x1
+

∫

Γ0

θ⋆h v
)
, ∀ v ∈ V

θ ∈ H(p)

where Ω = (0, 2π)× (0, 1) is the domain associated to a journal bearing device,
Γ0 = (0, 2π) × {0}, Γ = ∂Ω Γ0 and V =

{
v ∈ H1(Ω) : v|Γ = 0

}
, with the data

θ⋆ satisfying appropriate assumptions. The supply of lubricant takes place at
the (left) boundary Γ0.

The first step in order to deduce the existence of solution for the above
problem is a classical regularization of the multivalued Heaviside operator,
which gives rise to the following so called regularized problem:

Find pǫ ∈ V such that:∫

Ω

h3 ∇pǫ · ∇v = 6ν0s
(∫

Ω

Hǫ(pǫ) h
∂v

∂x1
+

∫

Γ0

θ⋆h v
)
, ∀ v ∈ V

In this problem a piecewise Lipchitz function Hǫ approximates the operator
H, the regularization parameter ǫ being small. Next, by using a fixed point
argument on the nonlinear term Hǫ(pǫ), existence of the solution pǫ for the
ǫ-dependent regularized problem is deduced. Uniqueness follows from the
monotonicity property of pǫ with respect to θ⋆.

Next, by passing to the limit as ǫ tends to zero, the convergences {Hǫ(pǫ)} →
θ and {pǫ} → p can be stated, the pair (p, θ) being a solution of the departure
problem. Indeed, for a small enough supply saturation θ⋆ it can be proved that
p vanishes at the boundary Γ0, as p is upper bounded by the solution of the
Reynolds cavitation model which belongs to H1

0 (Ω).
A tool leading to the uniqueness of the pressure p consists on the complex

techniques developed by Carrillo-Chipot [64] for elliptic problems with nonlinear
convection terms and also used by Alvarez [1] for a lubrication problem with
Dirichlet and periodic boundary conditions modelling a journal bearing device
with circunferential supply. Thus, the basic idea in the proof of uniqueness of
the pressure p is to obtain the monotonicity of p with respect to the data θ⋆,
that is assumed to be a Lipschitz function on Γ0 (in real applications θ⋆ is a
constant parameter).

Also uniqueness for the saturation θ can be obtained.
Moreover, L∞ estimates for the pressure can be deduced from classical

estimates for elliptic variational inequalities [118] and result to be very usefull
when adressing the mathematical analysis of the piezoviscous hydrodynamic
and elastohydrodynamic problems.

Numerical methods for solving the Elrod-Adams model for cavitation in
different devices and conditions have been presented in [48, 96, 92, 32], for
example. These methods are mainly based on the characteristics discretization
for the nonlinear convection term and a duality method for the multivalued
nonlinear saturation-pressure relation (10). Some numerical approaches [65, 28]
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take advantage of the close relation between the Elrod-Adams model and
some formulations of the dam problem [129]. In [23, 92] comparisons are
made between the operating parameters computed by variational inequality
and Elrod-Adams models for journal bearings with different lubricant supply
regimes. In Fig. 5, some numerical results taken from [92] illustrate the
behaviour of the pressure and the free boundary with respect to the supply
parameter θ⋆. Moreover, the qualitative property that for small enough values
of θ⋆ the Elrod-Adams model pressure is upper bounded by the Reynolds model
pressure is numerically illustrated. The expresion of the gap is given by the
function:

h(x) = 1 + β cos(x) ,

the parameter β being the eccentricity of the journal bearing device. Notice
that the isobar marked with zero corresponds to the free boundary separating
cavitation and fluid region.

Figure 5: Isobars for β = 0.9 with the Reynolds (top graphic) and with the
Elrod-Adams (three graphics at the bottom) with θ⋆ = 0.6, 0.9 and 0.95 (from
top to bottom).

4 Rough surfaces and homogenization techniques

Surface roughness is a feature which cannot be neglected in numerous
applications, as the minimal thickness of the gap can be as small as the order of
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magnitude of the roughness (for example, in magnetic reading processes taken
place in hard disks or tapes, nanolubrication or rollings). This happens also as
soon as operating conditions become very strong so that the gap tends to be close
to zero. A pioner work on the subject is [139], where Patir and Cheng proposed
an averaged Reynolds equation, deduced from highly heuristic arguments being
the starting point of numerous works. Basically, the idea is to find an equation
which retains the shape of Reynolds equation and to multiply the coefficients by
some additional functions (the flow factors), which are related to the stochastic
characteristics of the roughness pattern. The relations between the flow factors
and the roughness parameters are obtained by averaging some calculations
related to a kind of local elementary problem on a miniature representative
device. Although being widely discussed, results of this kind have been very
often used in the tribological literature [164, 124, 119]. For example, the volume
average method introduced by Whitaker [166] has been also applied to justify
this approach and to generalize it to self affine roughness [140].

The introduction of periodic roughness can be viewed both as the
consequence of a manufacturing process and as a deliberate choice for
improving operational characteristics, such as feeding or friction for example.
Assuming periodic roughness, it has been possible to justify an averaged
Reynolds equation in a rigorous way either by double scale analysis or more
classical homogenization procedures. A relevant motivation of the interest in
homogenized models lies in their numerical simulation. The idea is that well-
justified homogenized models do not require extremely fine meshes to compute
the involved physical magnitudes as it is the case when solving the small
parameter dependent problem. In Fig. 6 can be observed an example of a
highly oscillating pressure distribution in the case of rough surfaces.

From the mathematical viewpoint, the inclusion of roughness gives rise to
highly oscillating coefficients in Reynolds equation. More precisely, the gap
function takes the form

hδ(x) = h0(x) + h1

(x
δ

)
, x = (x1, x2) , (11)

where δ is a small parameter and h1 ∈ C0(Y ) and is Y -periodic (Y is the
periodic cell; see Fig. 7). This deterministic approach has been extended to the
variational inequality model of cavitation, to elastohydrodynamic problems and
to the compressible air lubrication equations, both stationary and instationnary.
If the roughness takes place on both surfaces in relative motion, then the basic
lubrication problem is not only to be homogenized in space but also in time.
One can then appreciate the differences of behaviour of devices with two sides
roughness, roughness on a fixed surface and roughness on a moving one [36]. The
homogenization of the stationary variational inequality model for cavitation,
also coupled with an elastic rod model, has been carried out in [35]. More
recently, a first attempt to study the homogenization of Elrod-Adams model
has been done in [42].
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Figure 6: Example of pressure distribution for surfaces with periodic roughness.

Figure 7: Example of surface with periodic roughness.

In order to illustrate the rough case, let us state the variational formulation
of the latter problem studied in [42]:

(Pδ)





Find (pδ, θδ) ∈ Va × L∞(Ω) such that∫

Ω

h3
δ ∇pδ · ∇v dx = 6ν0s

∫

Ω

θδ hδ
∂v

∂x1
dx ∀ v ∈ V0,

pδ ≥ 0, H(pδ) ≤ θδ ≤ 1 a.e. in Ω,

where Ω = (0, 2π)× (0, 1) is the domain associated to a journal bearing device,
Γ0 = (0, 2π) × {0}, Γa = (0, 2π) × {1}, pa > 0, H denotes the multivalued
Heaviside operator and the involved spaces are the following:
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Va =
{
v ∈ H1(Ω), v is 2πx1-periodic : v|Γ0

= 0, v|Γa
= pa

}
,

V0 =
{
v ∈ H1(Ω), v is 2πx1-periodic : v|Γ0

= 0, v|Γa
= 0
}
.

The main purpose is to study the behaviour of problem (Pδ) as δ tends to 0
(the homogenized problem). Thus, the homogenized problem for (Pδ) can be
written as follows [42]:

(P⋆)





Find (p0,Ξ1,Ξ2) ∈ Va × L∞(Ω) × L∞(Ω) such that∫

Ω

A · ∇p0 ∇φ = 6ν0s

∫

Ω

b0∇φ ∀ φ ∈ V0,

p0 ≥ 0, p0 · (1 − Ξi) = 0, (i = 1, 2) a.e. in Ω,

with A =

(
a⋆11 a⋆12
a⋆21 a⋆22

)
, b0 =

(
Ξ1b

⋆
1

Ξ2b
⋆
2

)
, the coefficients a⋆ij and b⋆i being

functions of p0 and obtained by solving associated local problems.
In the previous setting, there exists a homogenized pressure p0 (in fact, p0 is

the two-scale limit of {pδ}) and two saturation functions, Ξ1 and Ξ2, such that
(p0,Ξ1,Ξ2) is a solution of the homogenized problem, (P⋆). The solution of the
homogenized problem is not trivial, since we are unable to prove that the two
saturation functions belong to [0, 1] in cavitated areas. In [42], also appropriate
numerical methods have been developed to illustrate the theoretical results of
convergence and the advantages when using the homogenized models.

However, up to now, the homogenization of a Elrod-Adams cavitation
model is not completely satisfactory. The main difficulty comes from the
behaviour of the saturation function θ as the roughness period tends to zero.
Contrary to the pressure, the amplitude of the oscillations in saturation does
not vanish (see Fig. 8). A full description of the averaged problem can
only be obtained in some particular cases (for example, for one-dimensional
roughness). Nevertheless, the general structure of the homogenized problem is
not completely clear. It is proved in [42] that the homogenized problem posseses
a particular solution (p0,Ξ,Ξ) with an isotropic saturation Ξ belonging to [0, 1]
(in fact, H(p0) ≤ Ξ ≤ 1). Then, to be able to prove uniqueness is an important
challenge problem. Another challenge in this field is to be able to compute the
corrector term. Homogenization makes disappear micro inter asperity cavitation
[149]. It is relevant for engineers to have a good approximation of the real
pressure gradient, which is important around the boundary of the cavitation
areas. The knowledge of this gradient allows designers to compute the stresses
applied to the surface which are directly related to the reliability of the devices.

5 Generalized Reynolds equation

From the classical basic Reynolds equation as a starting point (eventually
coupled with cavitation and/or roughness modelling), a lot of generaliztions
can be found in the literature. Most often, they are obtained by relaxing the
assumptions introduced in the process leading from Stokes to Reynolds that has
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Figure 8: Computed saturation associated to a rough surface contact

been described in Section 2, as they are not always valid in real applications.
Let us enumerate some of the possible generalized equations:

1. In some cases, experimental measurements show that lubricant viscosity
is not always constant and depends on the pressure (piezoviscous regime).
Although several constitutive laws have been adjusted in the literature,
the most usual viscosity-pressure relation in lubricants is Barus law, which
can be written as

ν(p) = νo
αp ,

where ν0 ans α are piezoviscosity constant coefficients. In the roughless
case, the existence and uniqueness of solution for the associated Elrod-
Adams model have ben obtained in [93, 165] for different boundary
conditions.

More general laws can be considered as those ones in [12]. So far,
they seem to fall into the scope of the works [145, 45] concerning
elastohydrodynamic problems as far as the existence proof is concerned
with.

2. In other cases, mainly in gaz lubricated devices, the density depends on the
pressure (compressible regime). The most usual relation can be written
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in the form
ρ(p) = ρ0 + ξ p ,

where ρ0 is a positive constant and ξ is a small parameter, in the case of
a slightly compressible fluid, and as

ρ(p) = p ,

for the air.

3. In many lubricated devices, the high pressure values can deform the
surfaces in contact (elastohydrodynamic regime). In such cases a pressure-
gap relation has to be introduced. For example, in the case of point or
linear contacts, Hertz theory for dry contacts [163, 153] is extended to
provide nonlocal relations as

h(p)(x1, x2) = h0(x1, x2) +

∫

Ω

k(x1, x2, y1, y2) p(y1, y2) dy1dy2 . (12)

These various aspects are simply taken into account by plugging into
Reynolds equation these new relations. Consequently, this leads to a wide set
of nonlinear equations which retain the general structure of the basic Reynolds
equation.

As a first illustrative example, we can consider the following variational
formulation of an elastohydrodynamic problem which is nonlinear and nonlocal:




Find (p, θ) ∈ V × L∞(Ω) such that:∫

Ω

h3(p) e−αp ∇p · ∇v = 6ν0s
(∫

Ω

θ h(p)
∂v

∂x1
+

∫

Γ0

θ⋆h(p) v
)
, ∀ v ∈ V

p ≥ 0, p (1 − θ) = 0, 0 ≤ θ ≤ 1 a.e. in Ω

where V =
{
v ∈ H1(Ω) : v|Γ = 0

}
, with the data θ⋆ satisfying appropriate

assumptions. The previous problem models a ball bearing contact that is
lubricated by a piezoviscous fluid (see Figure 9). The supply of lubricant takes
place at the (left) boundary Γ0 and Elrod-Adams is used for cavitation.

In some sense, elastohydrodynamic equations (like the previous one) are
now being used as a primary tool in a lot of software applications to simulate
lubricated devices. Existence results have been given in [137] for variational
inequality cavitation models and in [40, 88] associated to the above considered
Elrod-Adams model. These results have been mainly obtained by fixed point
procedures, regularization techniques and L∞ estimates. Moreover, small data
assumptions are required. These assumptions have been recently relaxed in
[14]. In the recent paper [43], for the case of rough surfaces, an appropriate
homogenized problem is rigorously justified by means of periodic unfolding
techniques.

We must also mention that non Newtonian effects must be often associated
to elastohydrodynamic problems. Indeed, it is known that under high loading,
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Figure 9: Schematic of a one row ball bearing device (left) and a sphere-plane
contact (right).

the non Newtonian characteristics of the lubricant are useful and induce
qualitatively new behaviours. As an example, a multilayer fluid model including
interfacial slip has been proposed in [94] by taking the viscosity incorporating
shear rate to exhibit shear thinning effects.

From the numerical viewpoint, solving the previous elastohydrodynamic
problem for real operating conditions is difficult, especially if the piezoviscosity
coefficient is not small. In high pressure areas, the left hand side of the equation
becomes negligible and the deformed surface has a flat shape. Typically, a
pressure spike appears at the outlet region. The general opinion is that this
spike can become a singularity under strong operating conditions, which is not
unreasonable in view of the present mathematical results [14]. Nowadays, most
popular methods for solving such problem seem to be based on a multigrid
approach using finite difference and regular meshes (see [126] for details). In
particular, this allows for developing specific algorithms for computing the
integral term. Also, numerical methods based on characteristics combined
with duality methods for the hydrodynamic problem and appropriate numerical
quadrature for the nonlocal term have been applied in [89]. Furthermore, these
methods can be sucessfully improved in terms of computational cost by adapting
them to high performance computer architectures [5]. Recently, discontinuous
Galerkin finite element approach has also been applied and seems to be efficient
[125].

Next, as another illustrative example, let us consider the compressible
Reynolds equations.

Several current technologies involve lubrication flows of gases with ultra-
thin gap thicknesses of a few nanometers. Typical examples are rigid disks or
tapes used for magnetic storage devices and micromechanisms such as silicon
accelerometers (see Fig. 10). Models for these flows are necessarily based on
the kinetic theory of gases, so as to account for compressibility and rarefaction
effects. Such models are described, for example, by using the following first
order slip compressible Reynolds model:
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Figure 10: Real hard disk device (left) and head-tape device sketch (right).

Find p ∈ Va such that:

∫

Ω

(
αh2∇p+ h3p∇p

)
∇ϕ = 6ν0s

∫

Ω

h p
∂ϕ

∂x1
ϕ ∀ϕ ∈ V0, (13)

where

Va =
{
ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ = pa on ∂Ω

}
and V0 =

{
ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ = 0 on ∂Ωh

}
.

The differential version of the variational formulation (13) seems to appear
firstly in the mathematical literature in a paper of Di Prima in 1968 [83], where
he points out the boundary phenomena appearing for high values of the involved
parameters. Nowadays, this problem is very interesting, as this number is always
increasing in recent applications. Contrary to the classical Reynolds equation,
compressible Reynolds model presents a nonlinear diffusive term. By changing
the unknown, u = p2, first results about existence and uniqueness are obtained
in [77, 76]. An interesting property relies on the possibility to find a maximum
principle so implying that cavitation would not be possible. Recent works about
(13) are linked to the possibility of diminishing the regularity of the gap function
in order to prove some existence theorem [113]. In [156], this regularity of the
pressure is analyzed both for the compressible and incompressible 2-D Reynolds
equations in the case of a Rayleigh step geometry (as the one in Fig. 3). More
precisely, W 1,∞ regularity is stated. More recently, in [157] a nonlinear problem
modelling the tape deflection in a magnetic head profile is studied.

Let us now mention one of the most popular compressible models, the Fukui-
Kaneko model [107], which is governed by the equations

{
∇ ·
(
h2 (Q(h p)∇p

)
= ∇ ·

(
Λh p

)
in Ω ,

p = pa on ∂Ω ,
(14)

where Q is a continuous positive function such that Q(z) → ∞ as z → 0. Along
the years, effective numerical methods have been proposed to deal with the
resulting equations (e.g. [167]) and they have been applied to static and dynamic
analysis and more recently incorporated into optimal-design methodologies.
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Modern (litographic) fabrication technologies add another mathematical
difficulty which is not considered in the previous analysis of the Reynolds
equation [76, 77, 74, 127]: the gap thickness is discontinuous in practise. The
purpose of [61] was then to bridge the gap between theory and state-of-the-art
applications in the area of rarefied compressible lubrication problems. For this
purpose, it is shown that (14) leads to well-posed problems in what concerns
existence, uniqueness and positivity of solutions. The main difficulty comes
from the divergence of the coefficients as p tends to either zero or +∞. In [62],
the well-posedness of a wide family of nonlinear models is stated, including the
continuum, the first and second order slip and the Fukui-Kaneko compressible
models.

Furthermore, periodic roughness can be introduced in surfaces and the
nonlinearity in the difussive term induces supplementary difficulties in the
homogenization procedure. Two-scale analysis reveals to be a good tool for
such problem [112, 74].

Finally, let us mention that instationary effects have to be introduced in
some practical applications [113]; contrary to the incompressible case, the time
derivative of the pressure exists.

6 Coupling Reynolds with other PDE models

In this section we just mention some examples of problems that are posed in
terms of a coupled system of PDE’s, one of them being a Reynolds-like equa-
tion. The first example can be obtained in the framework of the mathematical
modelling of flexible storage devices. In these cases, a compressible Reynolds
equation (as those quoted in the previous section) is coupled with an appropri-
ate elastic model in order to take into account the possible deformation of the
flexible storage device (for example, in head tape devices [105, 106]). In [7], a
coupled model between a 1-D first-order slip compressible Reynolds equation
and a linear rod equation is used for the case of wide enough tapes, the math-
ematical analysis of which is performed in [105]. For not enough wide tapes,
two spatial dimensions have to be considered, so that in [67, 9] a coupled model
between a first order slip Reynolds equation and a Koiter model is proposed,
mathematically analyzed and numerically solved. More precisely, the problem
is posed as follows [67, 9]:

Find (p, ~u) ∈ Va ×W (Ωe) such that:

∫

Ωh

(
γ(hr + u3)

2 + (hr + u3)
3p
)
∇p∇ϕ = 6ηaV

∫

Ωh

(hr + u3)p
∂ϕ

∂x1
∀ϕ ∈ V0

∫

Ωe

RMγt(~u)γt(~v)
√
g +

∫

Ωe

RF ρ(~u)ρ(~v)
√
g =

∫

Ωe

(p̃− pa)v3
√
g ∀~v ∈W (Ωe),

where

Va =
{
ϕ ∈ H1(Ωh) : ϕ = pa on ∂Ωh

}
, V0 =

{
ϕ ∈ H1(Ωh) : ϕ = 0 on ∂Ωh

}
,
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V ∗
t =

{
vt = vα~aα : vα ∈ H1(Ωe), v

α = vα,β = 0 on Γ1 ∪ Γ2

}
,

V ∗
3 =

{
v ∈ H2(Ωe) : v = v,β = 0 on Γ1 ∪ Γ2

}
, W (Ωe) = V ∗

t × V ∗
3

The domains of the elastic and hydrodynamic problems are given by Ωe and
Ωh, respectively. In this case, the main unknowns are the air pressure p over
the head and the tape displacement ~u.

Besides the gaz bearing case, some mathematical models for the lubrication
of elastic surfaces can be considered as coupled systems including incompress-
ible Reynolds equations and appropriate elastic equations. For example, in [72]
the mathematical analysis of a model where the Reynolds equation is coupled
with a plate equation governed by a biharmonic operator, which provides the
elastic deformation of a thin pad bearing. Furthermore, cavitation is taking
into account by means of a variational inequality formulation. This model is
extended for a journal bearing device when Elrod-Adams cavitation is used in
isoviscous and piezoviscous regimes in [37] and [90], respectively. A more ap-
propriate coupled problem that incorporates the curvature effects by means of
a Koiter model for the thin bearing deformation is proposed in [10] and math-
ematically analyzed in [8]. The problem is posed as follows:

Find (p, θ, ~u) ∈ Va × L∞(Ω) ×W (Ω̃) such that:





∫

Ω

(hr + u3)
3 ∇p∇ϕ = 12νfs

∫

Ω

(hr + u3)θ
∂ϕ

∂x1
∀ϕ ∈ V0,

θ ∈ H(p)in Ω,∫

eΩ
RM γt(~u) γt(~v)

√
g +

∫

eΩ
RF ρ(~u) ρ(~v)

√
g =

∫

eΩ
p̃v3

√
g ∀~v ∈W (Ω̃),

where now Ω̃ and Ω denote the domains for the elastic and hydrodynamic
problems, respectively. In this case the main unknowns are the fluid pressure p,
the saturation of lubricant θ and the bearing displacement ~u. In lower spatial
dimensions, the coupling with different rod models has been considered in [34].

Since in this review we have restricted our considerations to the isothermal
regime, we do not include in this section the thermo-hydrodynamic and thermo-
elasto-hydrodynamic coupled problems and their related literature.

7 From Stokes to Reynolds revisited. New Stokes model problems

In the three preceding sections, we have accepted equation (8) despite the fact
that the supporting assumptions are no longer valid in some applications. So,
a natural question is to try to generalize the techniques described in Section 2
for more general settings.

7.1 Cavitation

We have already said that cavitation is a complex phenomenon. It can be viewed
as a ”...disruption of what would be otherwise a continuous liquid phase...”,
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as defined in [86] and illustrated in Fig. 4. Recently, it has been proved
that the existence of a lower bound for the pressure allows to control the
smoothness of the 3-D Navier-Stokes solution [148], so linking in some sense
cavitation effects and the singularity of the solution. Due to its importance
in lubrication, cavitation has been the subject of numerous experimental and
theoretical approaches with the aim of understanding it in its 3-D characteristic
and to find how to model it in the thin film case. The model initially proposed
by Lundholm [128] and then rewritten in Elrod-Adams [98] has the advantage to
be easily explained in terms of continuity of averaged flux through the gap and
has induced a lot of computational studies. However, it lacks of any justification
in terms of local physics and the discontinuity of the saturation (which often
appears) is not clearly understood. A model proposed in Coyne-Elrod [81]
for the description of the free boundary between a fluid and a bubble of air,
including the curvature, was so complicated that it seems it has never been
used.

Recently, an attempt to obtain 2-D cavitation models directly has been
carried out in [138] by using a multifluid approach. A limit system, governed
by a generalized 1-D Buckley-Leverett equation for the relative saturation
between fluids θ and a generalized Reynolds equation with saturation dependent
coefficients for the pressure p is deduced by an asymptotic technique. More
precisely, the system of equations which has been obtained in [44] can be written
in the form:

∂

∂t
(h θ) +

∂

∂t
(Qf(θ) + s h g(θ)) = 0 in (0,+∞) × (0, L), (15)

∂

∂x

(
A(θ)

h3

µ

∂p

∂x

)
= 6s

∂B(θ)h

∂x
in (0,+∞) × (0, L), (16)

together with appropriate initial and boundary conditions. The data are the
gap h = h(x), the inflow Q = Q(t) and the velocity s. The expressions of the
functions f, g, A and B are provided in [44], where this model is mathematically
analyzed to state the existence, regularity and uniqueness of solution. Notice
that (15)-(16) is a difficult non autonomous system posed on bounded domain.
Moreover, appropriate numerical methods allow for the comparison with the
solution provided by the corresponding Elrod-Adams model, showing very close
results for models with a very different motivation, thus emphazising the validity
of Elrod-Adams one. The numerical results show that the saturation function
of the Elrod-Adams model can be approximated in a satisfactory way by the
solution of (15) as the mobility coefficient (the ratio between the viscosity of
the two fluids) tends to zero. In particular, the discontinuity of the saturation
at the end of the cavitation area is well reproduced as a shock. However, the
pressure, which solves (16), is somewhat different from the pressure obtained
by the Elrod-Adams model. This is primary due to the no-slip condition which
avoids that one of the fluids fills the gap completely. It can be thought that
introducing other physical effects in the initial 3-D model (compressibility, slip
effects, thermodynamical change of phases conditions, etc.) could improve the
results.
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7.2 Roughness

In [24] a starting point full 3-D Stokes problem with periodic roughness is
considered to pass to the limit and obtain a Reynolds type model. Obviously,
two small parameters exist in the departure problem: the period of the
roughness µ and the gap order parameter ǫ. It can be proved that the order
in which we pass to the limit in these two parameters has some importance.
For different ratios between both small parameters, homogenization techniques
allow to obtain various thin film equations. It is possible to distinguish three
situations: the case ǫ << µ, the case µ << ǫ and the case µ = O(ǫ). In the
three situations, it is possible to find a kind of asymptotic equation and it is
only in the first case that (8) is recovered. This in turn gives the limit of validity
of equation (8) and the existence of a critical ratio between small parameters
that can provide interesting data for engineering. The most general situation
arises when we make simultaneously ǫ and µ tend to zero with the constant ratio
λ = ǫ/µ. The limit equation is then a Reynolds-like equation with coefficients
that are functions of λ. Then, making λ tend to zero allows us to recover the
equation obtained by letting ǫ and then µ tend to zero from Stokes equation.
Conversely, letting λ tend to infinity is equivalent to let µ and then ǫ tend to
zero. So far, we are mostly interested in the behaviour of the pressure. Another
operating parameter is the friction, which is defined as

F =
h

2
∇p+

νs

h
.

Quite surprisingly, studying the behaviour of the friction F in rough surfaces
as a function of ǫ and µ, another subcritical ratio appears; see [46].

7.3 Coupled elastohydrodynamic problems

The rigorous justification via asymptotic expansion of the elastohydrodynamic
models governed by a PDE system including a Reynolds-like equation is an
old open problem. The idea is to develop procedures analogous to these in
[22, 135] in order to justify the asymptotic models as limits of departure coupled
problems for the (Navier-)Stokes and elastic models. In the elastic part, either
pure 3-D models or asymptotic 2-D models can be used. For example, in
[29] a nonhomogeneous Stokes-rod problem is posed, which could be used as a
departure model to pass to the limit in the fluid thin film domain and deduce an
asymptotic coupled model. In this sense, fluid-structure interaction problems
are at the origin of elastohydrodynamic lubrication modelling. Furthermore,
when the starting problem consists of two purely 3-D models, two small
parameters are involved, associated to the fluid thin film and the thin structure.

The case of Reynolds-Hertz model (12) is somewhat different as the Hertz
approximation itself is not rigorously established yet. The half-space Hertz
approximation models the answer of an elastic solid locally submitted to a
normal stress, which in the elastohydrodynamic regime is nothing else that the
hydrodynamic pressure. Thus, there are two geometrical parameters for the
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elastic problem (one is large and the other is small) and another parameter
for the hydrodynamic part. So, although widely accepted in the mechanical
engineering domain, this elastohydrodynamic model has still to be rigorously
established.

7.4 Porous bearings

Let us briefly describe another device in which geometrical small parameters
competition is of great importance. Some lubricated bearings have a porous
part which acts as a reservoir of lubricant (see Fig. 11). The full 3-D system
description makes appear, jointly with the small gap parameter ǫ, another small
parameter ν which is the period of the microstructure of the porous media. In
this setting, also a rigorus study of the limit of the system as both ǫ and ν
tend to zero makes appear a critical ratio ν/(ǫ3/2); see [27]. This ratio has
been found by considering that the flow coming from the porous part is of the
same order of the free flow. The obtained problem is close to a Ventcel system
[120], with the 2-D Reynolds equation acting as a boundary condition for a 3-D
Darcy problem. Interestingly, this ratio is very closed to the one for which such
bearings work in real situations. Another aspect of this problem is to view it as
a fissure through a porous media, widely studied in the literature [121].

Thin fluid film

Porous region

Figure 11: Schematic of a porous bearing.

7.5 Non Newtonian and non classical fluids

Such situations with two (or more) small parameters can be found also when
dealing with non Newtonian fluids (micropolar, viscoelastic, etc.). For thin
film lubrication, the usual assumption of a linear relationship between shear
stress and shear strain may fail, due to the additives contained in the lubricant
and to the very severe operating conditions. This is a wide field of interest in
the mechanical literature as it is difficult to rigorously obtain behaviour laws
which are applicable in real situations. Near all models for non Newtonian
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flows can be associated to a thin film asymptotic lubrication model. These non
Newtonian models are most often depending on some rheological parameters,
the dependence of which with respect to ǫ is nearly always an important feature
in the formal or rigorous asymptotic procedure.

In view of their mathematical formulation, micropolar fluids are perhaps
the closest to Newtonian ones. They model flows in which there is a lot
of small rigid particles. An additional field (the micro-rotation) together
with a supplementary equation is added to the Stokes system [101]. A new
additional parameter, the characteristic length of the micro-rotation effects,
is introduced and has to be compared with the gap parameter ǫ so leading
to define a critical ratio involving these two parameters. One of the first
studies concerning micropolar lubrication appears in Prakash-Sinha [141], where
a modified Reynolds equation is introduced. The related mathematical proof
has been given in [41]. For practical purposes, the main difficulty lies in the
statement of the boundary condition to be satisfied by the micro-rotation field at
the fluid-solid interface. Although assuming homogeneous boundary conditions
is the common use, a more realistic physical situation by assuming a boundary
viscosity effect condition can be introduced [49] and naturally leads to a slip
condition on this interface [16]. Other situations have been considered in [31].

Another class of problems for which the asymptotic procedures are
mathematically well described include quasi-Newtonian fluids (Carreau’ s law,
power law, Willamson’s law), in which various stress-velocity relations are
chosen [56, 133, 52, 59, 155].

A wide class of viscoelastic fluids is provided by Olroyd-B model, based
upon a constitutive equation which is an interpolation between purely elastic
and purely viscous behaviours, thus introducing a supplementary parameter
describing the relative proportion of both behaviours (i.e., the solvent to solute
ratio). From mathematical aspects, few results exists concerning these models
and the way how to obtain thin film approximations is highly heuristic, mainly
depending on the order of the magnitude of the Deborah number with respect
to the gap parameter ǫ, and on the assumed estimates for the stress tensor
components [160, 168, 33]. The same problem exists when trying to gain the
thin film approximation for a second order flow [57, 147, 111].

Finally, in order to summarize this section, let us point out the problems of
two new kinds appearing here:

In some cases, it is impossible to uncouple pressure and velocity as for a
Bingham fluid, so that new numerical approaches are needed to solve such
systems. In this sense, the method of reduction of dimension proposed in
[144] could be handled.

The primary unknown is not always the pressure but the normal stress.
If the normal stress does not vary through the gap, this is no longer the
case of the pressure and the question is how to deal with the boundary
conditions associated to the cavitation problem. Boundary conditions
could also be discussed [147, 161].
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So far in this section, the departure 3-D models were mathematically well
posed and difficulties are mainly related to the asymptotic thin film procedure.
However, in some other cases which cover a wide range of practical applications
(see also Section 10), the departure equations are not always well posed or
things are not always so easy. Thus, in some important cases, the starting
point of the pass to the limit procedure is unclear or we do not have sufficent
mathematical properties to perform it. For example, only recently it has been
possible to justify the gaz Reynolds equation for a full compressible flow [130],
by starting from a compressible Stokes equation whose existence and uniqueness
has been recently obtained in [122]. In the piezoviscous regime setting, in the
recent paper of [142] new terms appear in the heuristic procedure to obtain
a Reynolds-like equation. Furthermore, existence results for Stokes problem
including an exponential viscosity-pressure relation do not exist despite the
new results in [108].

7.6 Fluid-solid interface conditions

Another not so well known free boundary problems around Reynolds equation
are associated to the possibility of slippage at the fluid-solid interface. This
problem is widely discussed and it is of primary importance for non Newtonian
lubricants and in micro-nano lubrication [114]. Assuming a full slippage does
not really change the shape of the corresponding Reynolds equation. However,
introducing friction conditions at the fluid-solid interface, as the Coulomb or
Tresca conditions between two solids, allow the fluid to slip only if the tangential
stresses are greater than the (normal) pressure, so defining various areas (and a
new free boundary) at the surface of the device. This behavior can be relatively
easily taken into account numerically by a fixed point approach. For specific
data, Strozzi in [152] gives an existence theorem for 1-D Reynolds equation with
Tresca boundary conditions.

However, as in the preceding section, the final goal should be to recover
such formulation from the Stokes problem and not only from the Reynolds one.
In that sense, a starting point is the paper of Consiglieri [80], which gives a
weak formulation for a non Newtonian problem with Coulomb friction at the
fluid-solid interface. It appears that it is possible to pass to the limit (when
ǫ tends to zero) from this formulation both for Signorini and Tresca laws [17].
The limit problem has not a very clear structure. A second kind variational
inequality using div-curl decomposition allows us to recover the actual velocity,
then pressure and stresses are obtained in a second step. In the one-dimensional
case and for Neuman boundary conditions, it is possible to state the problem
in terms of stress only, so arising the upper bound for the tangential stresses
in a natural way. Let us mention that an important ingredient in the proof
of convergence in Section 2, namely the Poincare inequality, cannot be always
applied if a no-slip boundary condition is not used at the top or the bottom of
the fluid-solid interface. In that case, a specific inequality has to be introduced
to cope with this difficulty [55]. Various generalizations of these works can be
found in [54, 51, 53]. In some of them, classicalH1−L2 regularity of the solution
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of Stokes system is not enough and supplementary regularity is needed.

Slippage effects are not the only phenomena which can occur at the fluid-
solid interface. At a few nanometers scale, chemical reactions between the
elements of the solid and those of the the fluid may induce a (relatively)
thin layer of a mixture which can modify the overall behaviour of the device.
Basically, two modelling arguments have been proposed to cope with this
situation. In the first one [158], various layers of fluid with different viscosities
are introduced. In the second one [159], the layer close to the surface has been
considered as a porous media. Related mathematical analysis can be found in
[154] for the first case, while in [15] the second situation has been studied as a
two small parameters problem: the gap and the period of the microstructure of
the porous media. In some sense, this is the same situation described in Section
7.5, the difference being that the porous part is now thin. A critical ratio
between these two parameters has been found for which the influence of both
media are balanced. This rigorous analysis evidences the fact that boundary
conditions between the thin porous media and the thin film assumed in practice
are not recovered, so that the obtained Reynolds equation is not exactly the
same as the one in [159].

8 The inverse problem

8.1 Basic problem

So far, all previously presented mathematical studies deal with imposed
geometry in the associated Reynolds equation, i.e. the gap function h is a given
data and the main unknown is the pressure. Looking at engineering applications
papers, it seems that most insteresting real problems are mathematically
completely different: the gap h is partially unknown and the data is a function
of the pressure. So, we are led to consider Reynolds equation as a state-like
equation with some unknown parameters in the gap as a control. The simplest
problem (one degree of freedom in the control) can be posed as follows: let h0

be a given function (the shape of a rigid gap); then find a (control) parameter
a such that the pressure p is a solution of the Reynolds equation with a gap
function h = h0 + a > 0 that balances a given load ~W = (0, 0,−W ), i.e. such
that p verifies the nonlocal constraint

W =

∫

Ω

p .

That is, for a given constant W and a given function h0, the problem can be
posed as follows:
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Find a and p such that:

∂

∂x

(
h3

ν

∂p

∂x

)
+

∂

∂y

(
h3

ν

∂p

∂y

)
= 6s

∂h

∂x
,

h = h0 + a > 0 ,∫

Ω

p = W .

h(x,y)

W

Figure 12: Example of a lubricated slider bearing under imposed load ~W .

One can think about a slider bearing (or a ball bearing) and a vertically
applied load to its upper surface, as it is shown in Fig. 12. As the load
increases, it seems natural that the control parameter a decreases, until the
corresponding increasing of the pressure allows its integral value to reach the
given load modulus W .

Notice that even for this elementary case, the answer is not obvious. In fact,
it depends on the shape of h0 around its minimum. It can be proved that either
there exists a (critical) value of a that is able to balance any load or there is
a limit load Wmax such that the device cannot support any greater load. The
proof is mainly based on the study of the degenerate Reynolds equation as one
coefficient tends to zero [110].

One has to have in mind why this problem is crucial in applications. The
lubricated device is submitted to external forces and one has to guarantee that
it can support these forces without danger. The criteria of safety is that the
lubricant is able to maintain the elements of the device without contact between
them. So, there is a need to know which is the minimal gap and to be sure that
it is not too small.
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8.2 Some generalizations and related problems

Of course, the previous basic problem can be easily complicated by introducing
cavitation, more degrees of freedom in the gap function or other geometries. In
journal bearings, for example, the unknown is the position of the center of the
shaft inside the bearing and the data are both components of the applied load;
see [104]. Additional elastic effects for thin bearings can be added by means of
a Koiter [10] or a biharmonic plate model [91] in the load imposed problems.

Point contacts in ball bearing devices, taking elastic effects by means of
Hertz model into account, is perhaps one of the most widely studied problems
in tribological laboratories. In this setting, in the definition of h provided by
equation (12), a supplementary unknown parameter a is added so that h = h0+a
and the equilibrium condition (17) is introduced. From a numerical viewpoint,
various strategies have been proposed that are mainly based upon a fixed point
approach. For example, in [91] the load imposed problem for local contacts is
solved by using some monotonicity properties. In general, the approaches differ
in how to update the various unknowns related to elastic effects (Hertz) and
hydrodynamics effects (Reynolds) (see [126], for example). From a theoretical
viewpoint, by using the properties of the line contact operator kernel in one
spatial dimension, an existence proof of a semi implicit method is given in [39].
In a purely hydrodynamic setting corresponding to the case of two parallel plans,
recently some interesting results concerning inverse problems related to both
incompressible and compressible Reynolds equations are considered in [84], the
results being qualitatively different in compressible and incompressible cases.

As it is obvious, near all the preceding Reynolds models described in Sections
4 and 5 can be used as state equations and the corresponding inverse problems
can be considered and seem to be open. Moreover, two new families of problems
emerge:

One deals with the local behaviour of two solids near a pointwise contact
situation. In [136], the behaviour of a 3-D Stokes flow in such a situation
is studied and a Reynolds equation is obtained as the first term of
the asymptotic process. However, people working about small particles
motion inside a fluid use a model named lubrication approximation to
describe the relative influence of close particles which appear to be
completely different [131]. A link between these two approaches could
be useful.

More generally, following the idea of considering lubrication problems as
asymptotic models from Stokes problems, one can think about using the
recent results in [99] and related references to cope with existence results
for dynamic inverse Reynolds problems from the same results using Stokes
equations.
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9 Optimization-identification problems

In some sense, this section could be joined with the preceding one as inverse
problems are often treated with optimization techniques.

As in various technological areas, one of the most usual problems in real
applications is the uncertain knowledge of the parameter values to insert in the
basic equations. So, a common procedure is to try to identify these not well
known parameters from some experiments [100]. For example, such parameters
can be lubricant viscosity, journal bearing eccentricity or even the overall gap
function h. The last case is considered for instance in some numerical procedures
for solving an elastohydrodynamic problem [102]. In some cases, the proposed
fixed point algorithm roughly does not converge, thus justifying the interest to
study an identification procedure.

In one dimension, neglecting cavitation, an analytical computation shows
in [132] that the knowing of p may not be sufficient to recover a gap h. In
fact, there can be non uniqueness situations. On the other hand, by considering
the identification problem as a minimization question and using the variational
inequality model for cavitation, it has been proved in [38] that, for a given
pressure, there exists an optimal gap in the appropriate L∞ admisible set. The
proof is mainly based on the techniques of Barbu in [13], so that a penalization
of the positivity constraint is applied and an optimal system is gained. However,
it can be proved that uniqueness does not always hold, since it can be possible
to modify the shape of h in the cavitation area without changing the pressure.
Further results in this direction but using the Elrod-Adams cavitation model
can be found in [97]. In this work, an interesting improvement is that the convex
set of admissible gaps is now

Uad = {h ∈ L∞(Ω) ∩BV (Ω) : 0 < a ≤ h ≤ b,

∫

Ω

| ∇h |≤ c}.

Since the solution is a function of c, this allows to consider not only an
identification but also an optimization problem, which can be posed as follows:
find the gap h such that the load W is the greatest possible. In the 1-D
problem without cavitation, the solution is the Rayleigh step bearing in which
h is discontinuous (see also Fig. 3 in Section 2). The proof uses a constraint
technique introduced in [47].

On the other hand, concerning the generalized compressible Reynolds
equation, in [73] various optimization problems are solved. Notice that not
only the load can be optimized but also the drag forces and related optimality
conditions are gained. Interestingly, the optimal gap is no longer a Rayleigh
step bearing as in the incompressible case, but sections with constant nonzero
slopes are obtained by numerical computations.

At last some words about micro-roughness optimization. Due to the
existence of industrial process allowing very small dimples on the surfaces,
there is an increasing number of papers in the tribological literature about
the problem of optimizing the performance of lubricated devices by means of
artificial texturing [162, 146]. So far, they are mostly numerical computations
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using sensibility analysis, genetic algorithms or optimization packages [60]. The
results seem mostly controversial and are not clear in terms of efficiency for
a wide range of parameters. It is important to point out that there are few
rigorous mathematical results in this field. However, one of them gives some
original view as it proves that, disregarding cavitation effects, for vanishing
period and amplitude, a periodic roughness pattern cannot improve load or
drag [63].

10 Conclusions and some challenges

Several attempts have been made to predict some of the likely challenges and
opportunities for the fundamental research in tribology for the twenty-first
century. One of these attempts is summarized by H. Spikes in [151], which
identifies five main areas of likely major activity in the first twelve years:
modelling and simulation, lubricant thin films, energy efficient technologies,
scientifically designed surfaces and smart systems.

For a mathematician, at first glance, the previous perspectives are somewhat
general. However, some of them can be translated in terms of mathematical
problems. The first one can be related with the validity of the models currently
used, the introduction of new models, their mathematical analysis and the
existence of robust numerical methods for dealing with coupled problems. Let us
recall that some of the ones which have been mentioned through the preceding
sections:

Modelling of the cavitation by taking into account the physics at the air-
lubricant interface

Validity of Reynolds equation for piezoviscous fluids

Existence of a singularity or not for the EHD problem

Existence of solutions for the inverse problems

How to cope with thin film model at high Reynolds number?

Let us now mention another new problem which appeared in the mixed
lubrication situation: for a strong given load, especially when the initial gap
can be modified by elasticity or plasticity effects, it is a common opinion that
there is contact in some (unknown) locations of the surfaces and the load is
partly supported by the fluid and partly by the normal dry contact. This is
what happens as you press a solid on a sliding surface (sliding to induce a
hydrodynamic normal force) covered by a fluid. What is wet ? What is dry?

Nanotechnology has already been mentioned in the preceeding sections,
specially for the boundary conditions to be imposed at the fluid-solid interface.
This kind of approach is still guided by the classical averaging micro-phenomena
so that they can be included in a Reynolds like model. However, one can
think about including more physics, like wetting or usual molecular dynamic
simulation, to know what happens at the interfaces. If this last aspect is perhaps
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far from mathematical treatment, the first one could be treated with present
mathematical tools.

Scientifically designed surfaces are obviousy linked to micro and macro
geometrical optimization problems. Some recent results have been described
in Section 9 which are mostly related to academic situations. Their validity
in real applications as the roughness is a nonhomogeneous one or as cavitation
takes place is still an open problem.

At last, speaking of smart systems can be related with bio-tribology. Notice
that some bio-systems work in a lubricated state, as for example articulations.
It can be found a lot of features which have been already described in such
system [85]. Sound occurring as we crack the fingers is due to the explosion of
bubbles of cavitation, the synovial fluid is a non Newtonian one and the cartilage
can be viewed has a porous medium [134]. However the rheology of the synovial
fluids is very complex, changing between a man in good health or not, and this
fluid strongly interacts with the porous medium, which is elastic and can suffer
relatively great deformations. Moreover, the level at which these phenomena
occur fall in the scope of micro-tribology. So, there is here a huge field of interest
for extension of present works and future mathematical modelling.
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Resumen

En este art́ıculo se consideran modelos y técnicas numéricas para
la simulación de la hidrodinámica del océano en zonas costeras cuyas
aplicaciones pueden abarcar diferentes problemas de ingenieŕıa maŕıtima,
de costas o de puertos. Se presenta con detalle, en particular, HELIKE, un
modelo tridimensional no hidrostático en elementos finitos que incorpora,
entre otros, los efectos de la rotación terrestre, la tensión superficial debida
al viento y la fricción con el fondo. Algunos resultados numéricos obtenidos
con este modelo en situaciones realistas confirman su validez.
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1 Introducción

Se entiende por modelización costera el desarrollo de métodos numéricos para
la simulación de la dinámica de las aguas marinas en zonas de costa, que
pueden abarcar toda la plataforma continental e incluso parte del océano
profundo adyacente. Dichos modelos difieren de los llamados modelos oceánicos
de circulación general (OGCM), cuyo objetivo es el estudio de la hidrodinámica
del océano a una escala temporal y espacial mucho mayor, pudiendo ser ésta
última incluso la escala planetaria.

Resulta indudable la importancia del desarrollo de modelos costeros
operacionales que proporcionen resultados fiables en tiempos de cálculo
admisibles; en la actualidad, estos resultados son necesarios para la elaboración
de predicciones y constituyen una ayuda indispensable en la toma de decisiones.
El desarrollo económico, la explotación y la protección de las zonas costeras, el
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diseño y la gestión de puertos y la evaluación de la dispersión de contaminantes
en el mar son sólo algunas de las muchas aplicaciones prácticas actuales de
los modelos costeros, cuyo análisis es además un incentivo a la investigación
cient́ıfica aplicada.

No es de extrañar, por tanto, que exista en la actualidad una gran cantidad
y diversidad de modelos costeros operacionales adecuados a situaciones muy
diversas ([34]). La amplia variabilidad de los reǵımenes del flujo oceánico a lo
largo del planeta aśı lo requiere, con presencia de flujos mareales o no, con aguas
altamente salinas o más influenciadas por el aporte de agua dulce, con rangos
de temperatura muy diferentes, con influencia o no de la actividad humana, etc.

En este art́ıculo se describe un modelo costero que ha sido desarrollado en
los últimos años como fruto de una colaboración entre el autor e investigadores
del Laboratorio de Ingenieŕıa Maŕıtima (LIM) en la Universidad Politécnica de
Cataluña, entre los cuales cabe destacar a Manuel Espino y Augusto Maidana.
Se resaltarán las similitudes y diferencias de este modelo con otros modelos
preexistentes. En la Sección 2 se introduce el problema matemático que se ha
considerado para la modelización de la hidrodinámica marina costera. En la
Sección 3 se presenta el método adoptado para su resolución numérica. En
la Sección 4 se proporcionan algunos resultados numéricos obtenidos con este
modelo en problemas realistas. Finalmente, se extraen algunas conclusiones y
se indican las ĺıneas futuras de trabajo previstas.

2 Hidrodinámica costera

En esta Sección se establece el problema matemático que se ha considerado
para el modelado de los fenómenos f́ısicos más relevantes que intervienen en la
dinámica de las aguas costeras.

2.1 Ecuaciones de gobierno

Se pretende estudiar la hidrodinámica del océano en una región tridimensional
Ω definida por

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ S, −H(x, y) < z < 0},

en referencia a coordenadas cartesianas x, y (horizontales) y z (vertical), siendo
S ⊂ R2 un conjunto abierto, acotado y poligonal (la superficie) y H : S̄ → R

una función no negativa y suficientemente regular (la batimetŕıa o profundidad
del fondo). El dominio Ω se supone ocupado por un fluido Newtoniano e
incompresible en régimen de flujo turbulento. La ecuación de gobierno del
movimiento del fluido, deducida a partir del principio de conservación del
momento lineal, expresada en un sistema de referencia en rotación solidario a la
superficie terrestre, promediada en la escala temporal turbulenta (promedio de
Reynolds) y simplificada mediante la aproximación de Boussinesq (que establece
que las variaciones de densidad son relevantes sólo para los efectos de flotabilidad
debidos a la gravedad), resulta ser ([50]):
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∂u

∂t
+ (u · ∇)u + f k × u + ∇p

− ∂
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) − ∂

∂y
(νH

∂u
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) − ∂

∂z
(νV

∂u

∂z
) = − ρ

ρ0
g en Ω × (0, T ), (1)

conocida como ecuación de Navier-Stokes para fluidos geof́ısicos. En (1),
las incógnitas son la velocidad tridimensional del fluido u(x, y, z, t) =
(u, v, w)(x, y, z, t) en cada punto (x, y, z) ∈ Ω y en cada instante de tiempo
t ∈ (0, T ) (siendo T > 0 un tiempo final de simulación) y la presión cinemática
p(x, y, z, t) o presión dividida por una densidad de referencia ρ0. La densidad
del fluido ρ, no necesariamente constante, se supondrá aqúı conocida.

El primer término de (1) representa las fuerzas de inercia; el segundo las
aceleraciones convectivas, debidas al transporte de la velocidad por el propio
movimiento del fluido; el tercer término, llamado de Coriolis, es debido a la
rotación del sistema de referencia y en él f = 2ω sen(φ) es el parámetro de
Coriolis (ω es la velocidad angular de rotación terrestre y φ es la latitud
de la zona de estudio) y k = (0, 0, 1) es el vector unitario en la dirección
vertical ascendente; el cuarto término es el gradiente de presión; los tres
términos siguientes son debidos a la difusión turbulenta y dependen de las
viscosidades turbulentas νH (horizontal) y νV (vertical), respectivamente;
finalmente, ρ(x, y, z, t) es la densidad del fluido y g = (0, 0, g) es la aceleración de
la gravedad, a la que se han incorporado las aceleraciones centŕıfugas (debidas
también a la rotación terrestre), resultando la llamada gravedad efectiva que
sigue la vertical del lugar.

La ecuación (1) requiere de algún modelo de cierre turbulento que permita
calcular las difusividades turbulentas νH y νV en términos de algunos
parámetros del flujo. Es frecuente en este contexto tomar valores constantes
para estas variables, que se ajustan para obtener resultados satisfactorios en
cada situación concreta. Nosotros consideramos, además de esta posibilidad, el
modelo de Smagorinski para la difusividad turbulenta horizontal, según el cual
νH se calcula mediante la expresión:

νH = CS hx hy
1

2

(
(
∂u

∂x
)2 +

1

2
(
∂u

∂y
+
∂v

∂x
)2 + (

∂v

∂y
)2
)1/2

(2)

siendo hx y hy los parámetros de la discretización respectivamente en las
direcciones x e y y CS un coeficiente del modelo. A pesar de que existen
formulaciones mucho más elaboradas para el modelado de la turbulencia, como
puedan ser modelos de 1 ó 2 ecuaciones diferenciales tales como el conocido
modelo k− ǫ, el modelo algebraico de turbulencia considerado aqúı es suficiente
para las aplicaciones que se pretenden abordar.

La superficie del mar evoluciona con la dinámica del flujo. Dicha evolución
suele modelarse mediante una función η(x, y, t), definida en S × (0, T ), que
representa la altura de la superficie libre respecto a un nivel medio de referencia,
que corresponde a z = 0. La altura de superficie libre η verifica entonces la
siguiente ecuación cinemática:
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∂η

∂t
+ u

∂η

∂x
+ v

∂η

∂y
= w en S × (0, T ). (3)

En numerosas aplicaciones de nuestro modelo, sin embargo, hemos considerado
la hipótesis de techo ŕıgido, según la cual la altura de superficie libre η es siempre
nula. Esta hipótesis restringe ciertamente la aplicabilidad del modelo en algunas
situaciones, como puede ser el caso de algunos flujos altamente mareales que
se pretenden estudiar próximamente, aunque resulta suficiente en multitud de
problemas.

Resulta conveniente, en este contexto, descomponer la presión del fluido en
varios términos debidos a diferentes causas f́ısicas. Aśı pues, se escribe:

p(x, y, z, t) = g · (η − z) + g ·
∫ η

z

ρ(x, y, s, t) − ρ0

ρ0
ds + q(x, y, z, t) (4)

Los dos primeros términos en esta descomposición representan respectivamente
las contribuciones barotrópica y barocĺınica a la presión hidrostática, debida
al peso de la columna de agua que soporta cada punto (se ha supuesto que
la presión atmosférica es nula); el tercer término representa la presión no
hidrostática y es la parte de la presión no debida a ninguno de los dos factores

anteriores. Sustituyendo (4) en (1), llamando ∇H := (
∂

∂x
,
∂

∂y
, 0) al gradiente

horizontal y tomando η ≡ 0 (hipótesis de techo ŕıgido), se tiene:
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∫ 0
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(∇Hρ) ds
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(νH
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∂y
) − ∂

∂z
(νV

∂u

∂z
),

= 0 en Ω × (0, T ). (5)

Finalmente, la condición de incompresibilidad del fluido se refleja en la
llamada ecuación de continuidad, que garantiza el principio de conservación de la
masa, exigiendo pues que el campo de velocidades sea solenoidal (de divergencia
nula):

∇ · u = 0 en Ω × (0, T ). (6)

2.2 Otros modelos existentes

Numerosos modelos costeros existentes, principalmente aquéllos cuyo objetivo es
el estudio de la propagación de ondas, consideran ecuaciones muy simplificadas,
válidas en situaciones muy concretas, como pueden ser las ecuaciones de la
hidráulica ([37], [38]), la ecuación de Boussinesq ([1], [10], [49]) o la ecuación de
Korteweg-De Vries ([32], [33]).
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Muchos otros modelos se basan en formulaciones deducidas a partir de las
ecuaciones de Navier-Stokes (1) bajo ciertas simplificaciones, principalmente la
llamada aproximación hidrostática:

∂p

∂z
= − ρ

ρ0
g. (7)

Esta hipótesis se deduce de la tercera componente de la ecuación de momentos
despreciando las aceleraciones verticales. Para un fluido con densidad constante,
esta hipótesis implica que la presión vaŕıa linealmente con la profundidad. En [2]
se proporciona una justificación matemática de la aproximación hidrostática (7)
tomando el ĺımite de la ecuación de Navier-Stokes (1) cuando la proporción entre
las escalas vertical y horizontal tiende a zero.

Numerosos modelos costeros hidrostáticos se basan en las llamadas
ecuaciones de aguas someras o aguas poco profundas (shallow water), también
llamadas ecuaciones de Saint-Venant. Estas ecuaciones se deducen de la ecuación
de Navier-Stokes (1) para flujos en los que la profundidad sea mucho menor
que la escala horizontal, despreciando entonces las velocidades y aceleraciones
verticales. Tras integrar en vertical las componentes horizontales de la ecuación
de momentos, y despreciando los efectos viscosos, se deduce el siguiente
problema para las velocidades horizontales promediadas (ū, v̄) y la altura de
superficie libre η:

∂ū

∂t
+ ū

∂ū

∂x
+ v̄

∂ū

∂y
− f v̄ = −g ∂η

∂x

∂v̄

∂t
+ ū

∂v̄

∂x
+ v̄

∂v̄

∂y
+ f ū = −g ∂η

∂y

∂(η −H)

∂t
+

∂

∂x
(ū(η −H)) +

∂

∂y
(v̄(η −H)) = 0.

Estas ecuaciones y sus múltiples variantes han sido extensamente estudiadas y
utilizadas (ver, por ejemplo, [24], [26], [39], [42], [46] y [55] entre muchos otros).

Por otra parte, muchos otros modelos oceanográficos hidrostáticos están
basados en las llamadas ecuaciones primitivas del océano (ver, por ejemplo, [4],
[17], [23], [29], [31]). Las ecuaciones primitivas se deducen también de la ecuación
de Navier-Stokes (1) bajo las hipótesis de techo ŕıgido, presión hidrostática y
densidad constante, suponiendo además que la velocidad vertical se anula en
el fondo. Integrando la aproximación hidrostática (7) (con ρ = ρ0) a lo largo
de la vertical, se deduce trivialmente que p(x, y, z, t) = pS(x, y, t) − gz, donde
pS representa la presión superficial. Se obtiene entonces un problema reducido
para las incógnitas velocidad horizontal (tridimensional) uH = (u, v) y presión
superficial (bidimensional) pS (ver [41]):
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∇2D· < uH > = 0 en Ω × (0, T ),

siendo ahora ∇2D = (
∂

∂x
,
∂

∂y
) el gradiente horizontal bidimensional y u =

(uH , w). La velocidad vertical se calcula a posteriori a partir de las velocidades
horizontales integrando en vertical la ecuación de continuidad:

w(x, y, z, t) =

∫ 0

z

∇2D · uH(x, y, s, t) ds.

En el sistema precedente, < uH > denota el promedio vertical de la velocidad
horizontal uH , definido por:

< uH > (x, y, t) :=

∫ 0

−H(x,y)

uH(x, y, z, t) dz

Los modelos basados en ecuaciones primitivas, sin embargo, resultan más
adecuados a regiones de gran escala que a escala regional. Además, a pesar de
que la aproximación hidrostática resulta ser aceptable en numerosas situaciones,
las formulaciones basadas en ella desprecian efectos como las aceleraciones
verticales que son importantes en algunas situaciones y que pueden dar lugar
a resultados incorrectos en determinados casos, como pueden ser los flujos en
regiones en las que la profundidad del océano vaŕıa rápidamente ([15]). Ello
ha dado lugar a una reciente proliferación de modelos costeros no-hidrostáticos
([15], [35], [36], [40], [47], [51], [52], [53], [54]). Algunos de estos modelos, sin
embargo, emplean formulaciones bidimensionales, otros carecen de términos
importantes en las ecuaciones (Coriolis, viscosidad,...). Por otra parte, la
mayoŕıa de ellos utilizan el método de diferencias finitas para la aproximación
espacial del problema, cuya adaptabilidad a la complicada geometŕıa del océano
es superada por el método de los elementos finitos.

HELIKE, que ha sido desarrollado recientemente ([8], [30], [43], [44], [45]),
es un modelo numérico no hidrostático, tridimensional y en elementos finitos,
que resuelve el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (5)-(6) para las
incógnitas u y q en el dominio Ω y en el intervalo temporal (0, T ). Es capaz de
reproducir por tanto aceleraciones verticales y permite mallas no estructuradas
de elementos finitos 3D adaptadas a la complicada geometŕıa del océano.

2.3 Condiciones de contorno e iniciales

El sistema de ecuaciones en derivadas parciales (5)-(6) debe complementarse con
condiciones de contorno adecuadas. En este caso, las condiciones deben reflejar,
además, los principales fenómenos f́ısicos que afectan a la hidrodinámica marina
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a través de la frontera del dominio Ω. Esta frontera puede descomponerse en la
forma ∂Ω = Γs ∪ Γb ∪ Γl, siendo:

Γs = S × 0 (la superficie),

Γb = {(x, y, z) ∈ R3 / (x, y) ∈ S, −H(x, y) = z} (el fondo),

Γl = {(x, y, z) ∈ R3 / (x, y) ∈ ∂S, −H(x, y) ≤ z ≤ 0} (la frontera lateral).

Sobre la superficie del mar, el arrastre del viento produce una tensión
horizontal que fuerza el movimiento del agua. Diferentes parametrizaciones son
posibles para la tensión de viento, siendo la más utilizada la que expresa una
dependencia cuadrática respecto de la velocidad horizontal del viento (U10, V10)
medida a una altura de 10m:

(τxs , τ
y
s ) := νV (

∂u

∂z
,
∂v

∂z
) =

ρa
ρ0
Cs(U

2
10 + V 2

10)
1/2(U10, V10) sobre Γs × (0, T ).

(8)
En (8), ρa es la densidad del aire y Cs una constante conocida como coeficiente
de tensión de viento. Además, en congruencia con la hipótesis de techo ŕıgido
considerada, se impone la condición de velocidad vertical nula:

w = 0 sobre Γs × (0, T ). (9)

Por otra parte, sobre el fondo del océano la velocidad normal debe anularse,
lo cual impide el flujo de masa a través del mismo:

w + u
∂H
∂x

+ v
∂H
∂y

= 0 sobre Γb × (0, T ). (10)

No se consideran, por tanto, posibles fenómenos de filtración debidos a la
porosidad del fondo.

La rugosidad del fondo introduce una fricción que frena el movimiento y que
suele parametrizarse mediante una dependencia lineal respecto a la velocidad
horizontal:

(τxb , τ
y
b ) := νHnx(

∂u

∂x
,
∂v

∂x
) + νHny(

∂u

∂y
,
∂v

∂y
) + νV nz(

∂u

∂z
,
∂v

∂z
)

= Cb(u, v) sobre Γb × (0, T ), (11)

siendo n = (nx, ny, nz) el vector normal exterior unitario a Γ y Cb un coeficiente
de fricción lineal con el fondo (nótese que n no es necesariamente vertical).

La frontera lateral Γl se descompone a su vez en Γl = Γin ∪ Γout con
Γin ∩ Γout = ∅. Sobre Γin, que puede representar zonas de entrada de fluido o
bien la linea de costa u otros contornos ŕıgidos, se impone una condición de
contorno de tipo Dirichlet:
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u = uI sobre Γin × (0, T ), (12)

siendo uI una velocidad de entrada conocida. Sobre Γout, la frontera de salida
de flujo, se impone una condición de Neumann homogénea que implica tensión
nula:

νH nx
∂u

∂x
+ νH ny

∂u

∂y
= 0 sobre Γout × (0, T ). (13)

Debe especificarse, finalmente, una condición inicial para la velocidad:

u = u0 en Ω × {0}, (14)

siendo u0(x, y, z) un campo de velocidades inicial de divergencia nula.

El problema a resolver, por tanto, está constituido por el sistema de
ecuaciones en derivadas parciales (5)–(6), las condiciones de contorno (8)– (13)
y la condición inicial (14).

2.4 Forma débil

Los métodos variacionales (en particular el método de los elementos finitos)
consideran la forma débil de las ecuaciones diferenciales a resolver. De cara a
introducir dicha forma débil en este caso y por simplicidad de exposición, se
supondrá a partir de ahora que Γl = Γin (o, equivalentemente, que Γout = ∅) y
que uI = 0, es decir, que sobre toda la frontera lateral se impone condición de
contorno de Dirichlet homogénea. En este caso, para cada t ∈ (0, T ), la velocidad
u(·, t) y la presión p(·, t) del fluido en el tiempo t pertenecen, respectivamente,
a los espacios siguientes:

V :=

{
ũ = (ũ, ṽ, w̃) ∈ H1(Ω) : w̃ = 0 sobre Γs, ũ = 0 sobre Γin,

w̃ + ũ
∂H
∂x

+ ṽ
∂H
∂y

= 0 sobre Γb

}
,

Q := L2(Ω).

La forma débil de la ecuación de momentos (5) se obtiene multiplicando
ésta por una función ũ = (ũ, ṽ, w̃) ∈ V arbitraria, integrando en Ω y usando la
fórmula de Green para los términos difusivos y las condiciones de contorno (8)
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y (11). Todo ello conduce a:

d

dt

∫

Ω

u ũ dΩ +

∫

Ω

(u · ∇)u ũ dΩ +

∫

Ω

f(k × u)ũ dΩ +

∫

Ω

∇q ũ dΩ

+

∫

Ω

(
νH

∂u

∂x

∂ũ

∂x
+ νH

∂u

∂y

∂ũ

∂y
+ νV

∂u

∂z

∂ũ

∂z

)
dΩ

=

∫

Γs

(τxs ũ+ τys ṽ) dΓ +

∫

Γb

(τxb ũ+ τyb ṽ) dΓ +

∫

Γb

nν · ∇w w̃ dΓ

− g

ρ0

∫

Ω

(∫ 0

z
(∇Hρ) ds

)
ũ dΩ,

donde (τxs , τ
y
s ) y (τxb , τ

y
b ) se han definido respectivamente en (8) y (11) y se ha

usado la notación nν = (νHnx, νHny, νV nz). La forma débil de la ecuación de
continuidad (6), por otra parte, se obtiene multiplicando ésta por una función
escalar q̃ ∈ Q arbitraria e integrando en Ω, dando lugar a:

∫

Ω

(∇ · u) q̃ dΩ = 0.

3 Aproximación numérica

En esta Sección se describe el método numérico que hemos utilizado para la
resolución del problema planteado en la Sección anterior. Se introducirá en
primer lugar el esquema de integración temporal considerado y, a continuación,
el método de aproximación espacial.

3.1 Integración temporal

Para la aproximación temporal del problema a resolver, se ha optado
por el método de Euler retrógrado. Se trata de un esquema impĺıcito
e incondicionalmente estable. Otros modelos no hidrostáticos utilizan
habitualmente métodos de tipo paso fraccionado (ver [6], [7]) para la integración
temporal de las ecuaciones ([15], [36], [40]). Aśı pues, supongamos dado un
tamaño del paso de tiempo ∆t > 0 y pongamos tn = n∆t para n =
0, . . . , [T/∆t]; conocida una aproximación de la velocidad un en tn, se calculan
aproximaciones un+1 y qn+1 de la velocidad y la presión en tn+1 evaluando
todos los términos de las ecuaciones en tn+1 (excepto el término convectivo que
se linealiza en un), es decir, resolviendo las ecuaciones:

1

∆t
(un+1 − un) + (un · ∇)un+1 + f k × un+1 + ∇qn+1

− ∂

∂x
(νH

∂un+1

∂x
) − ∂

∂y
(νH

∂un+1

∂y
) − ∂

∂z
(νV

∂un+1

∂z
)

= − g

ρ0

∫ 0

z
(∇Hρ

n+1) ds en Ω, (15)

∇ · un+1 = 0 en Ω. (16)
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La velocidad un+1 debe cumplir, además, las condiciones de contorno (8)– (13).
La forma débil de este esquema semidiscreto consiste en hallar un+1 =

(un+1, vn+1, wn+1) ∈ V y qn+1 ∈ Q tales que, para todas las funciones
ũ = (ũ, ṽ, w̃) ∈ V y q̃ ∈ Q, se tiene:

∫

Ω

1

∆t
(un+1 − un) ũ dΩ +

∫

Ω

(un · ∇)un+1 ũ dΩ

+

∫

Ω

f(k × un+1)ũ dΩ +

∫

Ω

∇qn+1 ũ dΩ

+

∫

Ω

(νH
∂un+1

∂x

∂ũ

∂x
+ νH

∂un+1

∂y

∂ũ

∂y
+ νV

∂un+1

∂z

∂ũ

∂z
) dΩ

=

∫

Γs

(τxs ũ+ τys ṽ) dΓ +

∫

Γb

(τxb (un+1)ũ+ τyb (vn+1)ṽ) dΓ

+

∫

Γb

nν · ∇wn+1 w̃ dΓ − g

ρ0

∫

Ω

(∫ 0

z
(∇Hρ

n+1) ds
)
ũ dΩ,

∫

Ω

(∇ · un+1) q̃ dΩ = 0.

3.2 Discretización espacial en elementos finitos

El esquema semidiscreto (15)-(16) debe aproximarse en espacio con algún
método numérico adecuado. La mayoŕıa de modelos costeros existentes utilizan
el clásico método de diferencias finitas para la aproximación espacial ([15], [36],
[40], [52]). El método de los elementos finitos, en cambio, proporciona una mayor
flexibilidad a la hora de representar la complicada geometŕıa del océano, pues
permite adaptar la malla a las irregulares ĺıneas de costa y batimetŕıas del
fondo. Se considerarán aqúı, por lo tanto, elementos finitos tridimensionales
(tetraédricos o hexaédricos) para la discretización del dominio espacial Ω.

Sea Ωh una partición de Ω en elementos finitos, de tamaño h > 0.
Supondremos que todos los elementos K ∈ Ωh son imágenes de un elemento de
referencia K̂ mediante las transformaciones afines FK : K̂ → K. Las incógnitas
del problema, velocidad y presión, se aproximan entonces por funciones que
son continuas en Ω y polinomiales en cada elemento K (expresadas en las
variables de referencia en K̂); nos centraremos en el caso de igual interpolación
para la velocidad y la presión, en el cual ambas variables se aproximan por
interpolación en los nodos de la misma malla mediante polinomios del mismo
grado. La solución aproximada se halla, entonces, en los siguientes espacios de
funciones:

Vh := {ũh ∈ V : ∀K ∈ Ωh, ũh|K = ûK ◦ F−1
K , ûK ∈ (Rk)

3},
Qh := {qh ∈ C0(Ω) : ∀K ∈ Ωh, qh|K = q̂K ◦ F−1

K , q̂K ∈ Rk}.
Aqúı, Rk = Pk es el espacio de polinomios de grado menor o igual que k para
elementos tetraédricos y Rk = Qk el espacio de polinomios de grado menor
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o igual que k en cada variable para elementos hexaédricos. La aproximación
standard del problema (15)-(16) mediante el método de los elementos finitos
consiste en hallar un+1

h = (un+1
h , vn+1

h , wn+1
h ) ∈ Vh y qn+1

h ∈ Qh tales que, para
todas las funciones ũh = (ũh, ṽh, w̃h) ∈ Vh y q̃h ∈ Qh, se tiene:

∫

Ω

un+1
h − unh

∆t
ũhdΩ +

∫

Ω

(unh · ∇)un+1
h ũhdΩ

+

∫

Ω

f(k × un+1
h )ũhdΩ +

∫

Ω

∇qn+1
h ũhdΩ

+

∫

Ω

(νH
∂un+1

h

∂x

∂ũh
∂x

+ νH
∂un+1

h

∂y

∂ũh
∂y

+ νV
∂un+1

h

∂z

∂ũh
∂z

)dΩ

=

∫

Γs

(τxs ũh + τys ṽh) dΓ +

∫

Γb

(τxb (un+1
h )ũh + τyb (vn+1

h )ṽh) dΓ

+

∫

Γb

nν · ∇wn+1
h w̃h dΓ − g

ρ0

∫

Ω

(∫ 0

z
(∇Hρ

n+1) ds
)
ũh dΩ, (17)

∫

Ω

(∇ · un+1
h ) q̃h dΩ = 0. (18)

3.3 Estabilización

Es conocido que el esquema (17)-(18) puede dar lugar a inestabilidades
de diferente tipo en la solución numérica. Por una parte, la ecuación de
momentos (1) hereda las dificultades numéricas de los problemas de convección-
difusión en los problemas con convección dominante ([14]); por otra parte, la
presencia del término de Coriolis puede dar lugar también a inestabilidades en
problemas con rotación alta ([22]). Sin embargo, para el rango de valores de los
diferentes parámetros que se utilizan en las situaciones a las que se pretende
aplicar el modelo, estas dificultades no suelen aparecer y resulta innecesario el
uso de técnicas espećıficas de estabilización de la convección y la rotación.

La condición de incompresibilidad (6), en cambio, impone ciertas
restricciones a la elección de los espacios de aproximación de la velocidad y la
presión que impiden, en particular, el empleo de igual interpolación para ambas
variables. Estas restricciones son debidas al carácter mixto de los problemas
de flujo incompresible ([13]): para obtener una solución numérica estable y
convergente dichos espacios deben verificar la condición inf-sup o LBB (ver
[13]). Se han desarrollado combinaciones de elementos velocidad-presión que
cumplen dicha condición ([12]), pero se ha observado que las formulaciones
estabilizadas, como las de [3], [9], [11], [16], [25], [27] ó [28], entre muchas otras,
resultan más eficientes que los pares de elementos estables (ver [48]). En estas
formulaciones estabilizadas se introducen términos adicionales en el problema
discreto, deducidos de maneras muy diversas, que aumentan la estabilidad de
la solución numérica.

La técnica de estabilización de la presión que se usa aqúı está basada en una
proyección del gradiente de la presión. Dicha técnica fue estudiada previamente
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en el contexto del problema de Stokes ([18]) y de la ecuación de Navier-Stokes
incompresible estacionaria ([19], [21]) y no estacionaria ([5], [20]). La idea
principal consiste en introducir, como nueva variable del problema, la proyección
ortogonal del gradiente de la presión discreta en el espacio (de dimensión finita)
de aproximación; se modifica entonces la ecuación de continuidad discreta
(18) de manera consistente, añadiéndole la divergencia de la diferencia entre
el gradiente de la presión y su proyección, ponderada en cada elemento con
parámetros αK adecuados. Se ha demostrado que este método permite el empleo
de igual interpolación en elementos finitos para la velocidad y la presión en la
resolución de problemas de flujo incompresible.

El espacio donde se determinará la proyección del gradiente de la presión
rn+1
h , definido sobre la misma malla de elementos finitos que la velocidad y la

presión, es el siguiente:

Rh = {sh ∈ (C0(Ω))3 : ∀K ∈ Ωh, sh|K = ŝK ◦ F−1
K , ŝK ∈ (Rk)

3}.
El problema discreto estabilizado consiste por tanto en hallar un+1

h =
(un+1
h , vn+1

h , wn+1
h ) ∈ Vh, q

n+1
h ∈ Qh y rn+1

h ∈ Rh tales que, para todo
ũh = (ũh, ṽh, w̃h) ∈ Vh, q̃h ∈ Qh y sh ∈ Rh:

∫

Ω

1

∆t
(un+1
h − unh)ũhdΩ +

∫

Ω

(unh · ∇)un+1
h ũhdΩ

+

∫

Ω

f(k × un+1
h )ũhdΩ +

∫

Ω

∇qn+1
h ũh dΩ

+

∫

Ω

(νH
∂un+1

h

∂x

∂ũh
∂x

+ νH
∂un+1

h

∂y

∂ũh
∂y

+ νV
∂un+1

h

∂z

∂ũh
∂z

)dΩ

=

∫

Γs

(τxs ũh + τys ṽh) dΓ +

∫

Γb

(τxb (un+1
h )ũh + τyb (vn+1

h )ṽh) dΓ

+

∫

Γb

nν · ∇wn+1
h w̃h dΓ − g

ρ0

∫

Ω

(∫ 0

z
(∇Hρ

n+1) ds
)
ũh dΩ, (19)

∫

Ω

(∇ · un+1
h ) q̃h dΩ +

∑

K∈Ωh

∫

K

αK ∇qn+1
h ∇q̃h dΩ

−
∑

K∈Ωh

∫

K

√
αK rn+1 ∇q̃h dΩ = 0, (20)

∫

Ω

rn+1
h sh dΩ −

∑

K∈Ωh

∫

K

√
αK ∇qn+1

h sh dΩ = 0. (21)

Resulta evidente a partir de (21) que rn+1
h es la proyección ortogonal sobre

Rh del gradiente de la presión discreta ∇qn+1
h , ponderado en cada elemento K

por
√
αK .

Los coeficientes αK se determinan mediante las fórmulas habituales de
otros métodos de estabilización ([28]); en nuestro caso, es suficiente calcularlos
mediante la siguiente expresión:
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Figura 1: Imágenes de satélite para la localización del puerto de Barcelona
(corteśıa de Grifoll et al, [30]).

αK =
(
c1

ν

h2
K

+ c2
VK
hK

+
1

∆t

)−1 ∀K ∈ Ωh,

donde hK es el tamaño del elemento K, VK es una velocidad caracteŕıstica en
K y c1 y c2 son constantes cuyos valores óptimos para elementos lineales y
bilineales son c1 = 12 y c2 = 2 ([28]).

4 Algunos resultados numéricos

Se presentan en esta Sección algunos resultados numéricos que se han
obtenido mediante el esquema (19)–(21) descrito en la Sección anterior. Se
han considerado, en este caso, dos aplicaciones prácticas del modelo a sendos
problemas costeros en el litoral catalán: el estudio de la circulación marina
interior en el puerto de Barcelona y el estudio de las corrientes inducidas por el
viento en la zona del Delta del ŕıo Ebro. Dichos ejemplos servirán, además, de
validación del modelo propuesto.

4.1 El puerto de Barcelona

En este primer ejemplo se pretende estudiar la hidrodinámica en el interior del
puerto de Barcelona como apoyo a su gestión medioambiental y como validación
del modelo desarrollado.
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Figura 2: Malla computacional 3D del puerto de Barcelona (corteśıa de Grifoll
et al, [30]).

Se dispone en este caso de una serie de observaciones realizadas en
una campaña de medidas llevada a cabo durante el peŕıodo 18/11/2003 al
18/12/2003. Las mediciones efectuadas fueron, entre otras, las velocidades de
la corriente en tres corrent́ımetros situados en la bocana Norte (la zona natural
de entrada de flujo al puerto en una situación meteorológica de invierno), en un
punto a lo largo del canal y en la bocana Sur (la zona natural de salida de flujo
del puerto), respectivamente. A partir del análisis de estos datos, se diseñó una
situación promedio de estudio con un viento constante de 5m/s en dirección
NW e imponiendo la velocidad de entrada medida en la bocana Norte, con el
objetivo de reproducir las corrientes medidas en las otras dos estaciones.

En la Figura 1 se muestran unas imágenes de satélite de la zona de
estudio. Tras la digitalización de la geometŕıa del puerto, se generó una malla
estructurada tridimensional de elementos hexaédricos que se muestra en la
Figura 2 y que consta de 8,364 elementos y 11,284 nodos. Los parámetros
f́ısicos utilizados en este problema fueron un valor constante para la difusividad
turbulenta vertical νV = 0,014, el modelo de Smagorinski (2) con CS = 0,2 para
la difusividad turbulenta horizontal y un coeficiente de arrastre del viento de
Cs = 0,0014. En el fondo del puerto se impuso una condición de no deslizamiento
(velocidad nula).

Se muestran a continuación algunos resultados obtenidos tras alcanzar el
estado estacionario, partiendo del fluido en reposo y bajo la acción del viento.
En la Figura 3 se presentan las velocidades superficiales y en la Figura 4 las
velocidades en una sección intermedia, a media profundidad.

De cara a comparar los resultados numéricos obtenidos con las mediciones
de que se dispone, se muestran en las Figuras 5 y 6 los datos correspondientes
a la zona central y a la bocana Sur, respectivamente. Puede observarse que el



Modelización numérica de la hidrodinámica costera 89

Figura 3: Velocidades calculadas en la capa superficial (corteśıa de Grifoll et al,
[30]).

Figura 4: Velocidades calculadas en la capa intermedia (corteśıa de Grifoll et
al, [30]).
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Figura 5: Velocidades normales en una sección en la zona central (corteśıa de
Grifoll et al, [30]).
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Figura 6: Velocidades normales en una seccion en la bocana Sur (corteśıa de
Grifoll et al, [30]).
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Figura 7: Imagen de satélite de la zona del delta del ŕıo Ebro .

modelo reproduce el fuerte gradiente vertical de la velocidad observado en las
medidas en la bocana Sur. Las discrepancias observadas en la zona superficial
de la zona central pueden deberse a la hipótesis de techo ŕıgido empleada en
el modelo numérico actual, que impide la sobreelevación del agua modificando
aśı la corriente superficial. Otras causas posibles son la pobre resolución de
la malla utilizada (el tamaño promedio de los elementos es de unos 3m) y el
promediado temporal de la serie de observaciones efectuado, que supone que
las medidas no representen una situación concreta. En todo caso, pretendemos
repetir la resolución de este problema cuando el modelo incorpore superficie
libre.

4.2 El Delta del ŕıo Ebro

En este segundo ejemplo se pretende calcular la circulación marina inducida por
el viento en una región cercana al delta del ŕıo Ebro. En la Figura 7 se muestra
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Figura 8: Malla computacional 3D para el delta del Ebro (corteśıa de Maidana
et al, [44]).

una imagen de satélite de la zona de estudio.

El dominio computacional está delimitado por la ĺınea de costa, dos
transectos (rectas perpendiculares a la costa) al Norte y al Sur del delta,
respectivamente, y la isobata 600m (curva de nivel de la profundidad). La malla
tridimensional no estructurada que se ha utilizado se muestra en la Figura 8;
consta de 79,763 elementos tetraédricos y 20,978 nodos.

Para la resolución de este problema se han tomado valores constantes para
las difusividades turbulentas νH = 103 y νV = 10−2, un viento del Este de
8m/s y unos coeficientes de tensión de viento Cs = 0,0014 y de fricción con
fondo Cb = 0,001. En la ĺınea de costa se impuso velocidad nula, mientras que
en el resto de contornos se impuso una condición de frontera abierta.

Fueron necesarios 163 pasos de tiempo de tamaño ∆t = 1 hora para alcanzar
el estado estacionario partiendo del reposo, con una tolerancia de 10−5 en el
error relativo entre pasos de tiempo. En las Figuras 9, 10 y 11 se muestran
las velocidades obtenidas en secciones horizontales a profundidades 0, 50 y 100
metros, respectivamente.

Por otra parte, en la Figura 12 se representan las isosuperficies del módulo de
la velocidad, mientras que la Figura 13 muestra las isosuperficies de la presión
calculada, que representa la componente no hidrostática de la presión. Puede
observarse que en este ejemplo la rápida variación de la profundidad del fondo
hace aparecer presiones no hidrostáticas no despreciables.
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Figura 9: Velocidades superficiales (corteśıa de Maidana et al, [44]).

Figura 10: Velocidades en la sección z = −50 (corteśıa de Maidana et al, [44]).
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Figura 11: Velocidades en la sección z = −100 (corteśıa de Maidana et al, [44]).

Figura 12: Isosuperficies del módulo de la velocidad (corteśıa de Maidana et al,
[44]).
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Figura 13: Isosuperficies de la presión no hidrostática (corteśıa de Maidana et
al, [44]).

4.3 Conclusiones

El modelado de la hidrodinámica marina en zonas costeras, de indudable interés
práctico en la sociedad actual, representa un complejo problema matemático y
numérico que admite enfoques muy diversos. Los modelos simplificados (y en
particular los modelos hidrostáticos) son una buena herramienta, aunque en
ellos, dependiendo de la situación considerada, se desprecian fenómenos que
por śı mismos poseen relevancia. El modelo no hidrostático, tridimensional y
en elementos finitos que se ha presentado proporciona resultados satisfactorios
incluso en regiones cuya batimetŕıa vaŕıe rápidamente, reproduciendo efectos
no hidrostáticos.

Algunas mejoras son posibles en el modelo actual, como por ejemplo la
incorporación de una ecuación para la evolución de la altura de superficie libre
o el acoplamiento de las ecuaciones de flujo con ecuaciones de evolución de la
temperatura y la salinidad, variables que afectan al flujo a través de variaciones
de la densidad. Ello permitirá el estudio de la hidrodinámica en zonas como la
ŕıa de Huelva o el Golfo de Vizcaya, de gran interés industrial y medioambiental.
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Modelización numérica de la hidrodinámica costera 99

[28] L.P. Franca, T.J.R. Hughes. Convergence analyses of Galerkin least–
squares methods for symmetric advective–diffusive forms of the Stokes and
incompressible Navier–Stokes equations. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng.
1993; 105: 285-298.

[29] P. Galán, R. Bermejo. Un modelo Semilagrangiano de Elementos Finitos de
alto orden para resolver las Ecuaciones Primitivas del océano. XIX Congreso
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Abstract

Numerical simulation has become an important tool in the study of
both static and dynamic issues in ferromagnetic materials. We present a
review of some of the recent advances in numerical Micromagnetics.
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1 Introduction

A ferromagnetic material is one that possesses spontaneous magnetization.
The magnetization in ferromagnetic materials can exhibit intricate domain
structures, characterized by areas where the magnetization varies slowly,
separated by sharp transition layers, where the orientation of the magnetization
changes on a much shorter lengthscale [76, 60]. A first attempt to explain these
domain structures was carried out by Weiss [108], who introduced the idea
of a molecular field responsible for the orientation of the magnetization. The
quantum mechanical origin of this molecular field was discovered by Heisenberg
[52], who explained it as an exchange field that tends to align the spins.

Ferromagnetic materials are typically bistable, and one can switch between
different configurations using a magnetic field. For this reason, the main
application of ferromagnetic materials has been in the magnetic recording
industry. With the discovery of giant magneto resistance (GMR) and interlayer
exchange coupling, new applications of layered magnetic structures are being
considered [92, 114, 54]. Multilayers have good permanent magnet properties,
and in particular, a high coercive field and approximately rectangular hysteresis
loop [94]. For that reason multilayers are an integral part of magnetic
memories (MRAMs), and have been one of the most important applications
of ferromagnetic thin films in the past few years.

In Micromagnetics, the quantity of interest is the magnetization (M); ma-
thematically, it is a vector field of constant length Ms. In this article we
will use physical units in the international system (S.I.). The fundamental
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dimensions used will be that of mass (M), length (L), time (T), and current
(A). With this convention, the magnetization has units of A/m, and dimensions
[M] = [Ms] = AL−1. The S.I. unit for force is the Newton (N), and for magnetic
induction the Tesla (T).

The domain structures observed in ferromagnetic materials are understood
as either local, or global minimizers of the Landau-Lifshitz energy [76], which
is the sum of several contributions:

FLL[M] = Fa[M] + Fe[M] + Fs[M] + FZ [M]. (1)

For a magnetic sample occupying a domain Ω ⊂ R3, the different contributions
to the energy in (1) are:

1. Anisotropy energy: The electronic structure of the underlying
crystalline lattice induces a preferred orientation for the spins. This is
described by a term of the form

Fa[M] =

∫

Ω

Φ

(
M

Ms

)
dx,

where Φ : S2 → R+ is a smooth (C∞) function. In the case of a uniaxial
material, there is a preferred axis, say OX, in which case the anisotropy
energy takes the form

Fa[M] =
Ku

M2
s

∫

Ω

(
M2

2 +M2
3

)
dx,

where Ku is a material parameter (in units of J/m3, and dimensions
[Ku] = ML−1T−2).

Although only uniaxial materials will be consider in this review, materials
can present other types of crystalline anisotropy, such as cubic.

2. Exchange Energy: The fundamental property of ferromagnetic
materials is that the spins experience the presence of an exchange field
that favors alignment along a common direction. This is described by an
energy term of the form

Fe[M] =
Cex
M2
s

∫

Ω

|∇M|2 dx.

The exchange constant Cex has units of J/m, and dimensions [Cex] =
MLT−2.

3. Stray Field Energy: A magnetized sample generates a magnetic field,
which can be obtained by solving the Maxwell equations [57]. We refer to
this magnetic field as stray field, or self-induced field. In the absence of
electrical currents and charges, the Maxwell equations for the stray field,
Hs, and the magnetic induction, B, reduce to

div B = 0

∇× Hs = 0.
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The magnetic field, magnetic induction, and magnetization are related by

B = µ0 (Hs + M) . (2)

In (2), µ0 is the magnetic permeability of vacuum, which has a fixed value
of µ0 = 4π × 10−7N/A2, and dimensions [µ0] = MLT−2A−2.

From the second equation in (2) it follows that Hs = −∇U for some
scalar function U , usually referred to as magnetostatic potential. The
first equation in (2) may therefore be rewritten as

div (−∇U + M) = 0, x ∈ R3, (3)

understood in the sense of distributions, i.e., U ∈ H1(R3) satisfies

∫

R3

∇U · ∇v =

∫

Ω

M · ∇v, ∀v ∈ H1(R3). (4)

The stray field (or self-induced) energy is

Fs =
µ0

2

∫

R3

|∇U |2 dx.

From (4) with v = U , it follows that

Fs[M] =
µ0

2

∫

R3

|∇U |2 dx =
µ0

2

∫

Ω

M · ∇U dx = −µ0

2

∫

Ω

Hs · M.

Equation (4) can be rewritten as

∆U =

{
∇ · M in Ω,
0 outside Ω,

(5)

together with the jump conditions

[U ]|∂Ω = 0, (6)
[
∂U

∂ν

]

|∂Ω

= −M · ν. (7)

Here [v]|∂Ω represents the jump of v at the boundary of Ω:

[v]|∂Ω (x) = lim
y→x

y∈Ω̄c

v(y) − lim
y→x

y∈Ω

v(y),

and ν is the unit outward normal on ∂Ω. The equation can be solved
explicitly [57], and the solution is given by

U(x) =

∫

Ω

∇N(x − y) · M(y) dy. (8)
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Here N(x) = − 1
4π

1
|x| is the Newtonian potential.

Using Plancherel’s Identity [111] the stray field energy can be written in
Fourier space as

Fs[M] =
µ0

2

∫

R3

(ξ · M̂)2

|ξ|2 dξ. (9)

From equation (5)-(7) or (9), we can see that the stray field energy can
be thought of as a soft penalization of both the divergence of M in the
bulk, and the normal component of M on the boundary of the domain.

4. Zeeman Energy: In the presence of an external magnetic field He, the
magnetization tends to align with it. This translates into an energy term
of the form

FZ [M] = −µ0

∫

Ω

He · M dx. (10)

Remark 1 Changes in the magnetization may produce deformations in the
crystalline lattice; and vice-versa. A deformation in a ferromagnetic material
can induce changes in the magnetization distribution, a phenomenon known as
Magnetostriction [62, 58, 25, 26]. This ability to transform magnetic energy
into kinetic energy makes ferromagnetic materials good candidates for sensors
and actuators. These elastic effects, however, will not be considered here.

In what follows, we consider the Landau-Lifshitz energy

FLL[M] =
Ku

M2
s

∫

Ω

(
M2

2 +M2
3

)
+
Cex
M2
s

∫

Ω

|∇M|2 +
µ0

2

∫

R3

|∇U |2 −µ0

∫

Ω

M ·He.

(11)
The energy landscape of (11) is quite rich, and by now the structure of
minimizers is fairly well understood [76, 93, 55, 33, 20, 35, 27, 89, 102, 24].
Examples of minimizers of (11) are shown in figures 1 and 2.

The relaxation process of the magnetization distribution in a ferromagnetic
material is described by the Landau-Lifshitz equation [76],

∂M

∂t
= − µ0γ

1 + α2
M ×H− µ0γα

Ms(1 + α2)
M × (M ×H) , (12)

where |M| = Ms is the saturation magnetization, and is usually set to be a
constant far from the Curie temperature; γ is the gyromagnetic ratio, and the
first term on the right hand side is the gyromagnetic term; α is the dimensionless
damping coefficient, and the second term on the right hand side is the damping
term; H is the local or effective field, computed from the Landau-Lifshitz free
energy functional:

H = −δFLL
δM

.

Using the expression (11) for the free energy functional, we get

H = −2Ku

M2
s

(M2e2 +M3e3) +
2Cex
M2
s

∆M − µ0∇U + µ0He. (13)
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Physical Parameters for Permalloy

Ku 100 J/m3

Cex 1.3 × 10−11 J/m
Ms 8 × 105 A/m
γ 1.76 × 1011 (Ts)−1

α 0.01

Table 1: Typical values of the physical parameters in the Landau-Lifshitz
equation (12) for Permalloy. Permalloy is an alloy of Nickel (80%) and Iron
(20%), frequently used in magnetic storage devices.

Here the notation e2 = (0, 1, 0), and e3 = (0, 0, 1) was used. Typical values for
the physical parameters in (11) are included in Table 1.

The Landau-Lifshitz equation (12) can be written equivalently as

∂M

∂t
= −µ0γM ×H +

α

Ms
M × ∂M

∂t
, (14)

known as the Landau-Lifshitz-Gilbert equation [42]. Equations (12) and (14)
must be supplemented with an initial condition (M(x, 0) = M0(x)), and with
natural boundary conditions:

∂M

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω,

where ν denotes the outward unit normal on ∂Ω.
The gyromagnetic term in the Landau-Lifshitz equation (12) is a

conservative term, whereas the damping term is dissipative. In the absence
of damping (α = 0), equation (12) is related to the symplectic flow of harmonic
maps [104]. This equation is also known as Schrödinger map equation because of
its connection to the nonlinear Schrödinger equation found by Lakshmanan and
Nakamura [74]. As a result, some of the work in that area has been connected
to micromagnetics [65, 66, 48, 19, 17, 81, 46, 47].

In the high damping limit (α → ∞), the equation is related to the heat
flow for harmonic maps [103, 16, 84]. In recent years there has been a lot of
work regarding the existence and regularity of solutions to the Landau-Lifshitz
equation (12) [106, 1, 8, 113, 109, 45, 14, 11, 12, 13, 18, 83, 40].

Equation (12) describes the dynamics of the magnetization at O◦K. At
nonzero temperature, the effective field is customarily added a stochastic term
[61, 41, 91]. The Langevin dynamical equations are

∂M

∂t
= − µ0γ

1 + α2
M ×

(
H +

√
σẆ

)
− µ0γα

Ms(1 + α2)
M ×

(
M ×

(
H +

√
σẆ

))
,

(15)
where σ is determined by the fluctuation-dissipation theorem [73, 61, 41]:

σ =
2αkBT

µ2
0γMs

.
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In (15), Ẇ represents the effect of thermal fluctuations, and it is uncorrelated,
independent, Gaussian white noise, characterized by the moments

〈
Ẇi(t)

〉
= 0, and

〈
Ẇj
i (t)Ẇ l

k(t
′)
〉

= δikδjlδ(t− t′).

In (1),
〈
v
〉

represents the expected value of the random variable v; kB is the
Boltzmann constant (kB = 1.38054 × 10−23 Joules/degree), T is the absolute
temperature, and γ is the gyromagnetic ratio. The subindices in Ẇ represent
different spatial locations, and the superindices represent each vector component
of Ẇ. Equation (15) must be understood in the Stratonovich sense [88, 41]. We
show in Appendix A that when the equation is interpreted in the Ito sense, the
length of the magnetization is not preserved.

Understanding the long term dynamics of the Landau-Lifshitz system (12)
or (15) is of practical interest in the design of effective mechanisms for
magnetization reversal in computer memory cells [22]. In the simulation of
the magnetization reversal process, it is important to be able to resolve the
different small length scales involved, in particular, magnetic domain walls,
and magnetic vortices, since these are responsible for the switching anomalies
observed in experiments with submicron patterned NiFe arrays [101, 100].

In this article we present a review of the new developments in the numerical
simulation of the Landau-Lifshitz equation in the presence and absence of
thermal effects.

1.1 Dimensionless variables

For completeness, we present a non-dimensionalization of the Landau-Lifshitz
equation, which will be used in what follows. The Landau-Lifshitz energy can
be written in dimensionless variables by rescaling M = Msm, Hs = Mshs,
U = Msu, He = Mshe, x = Lx′, and FLL = (µ0M

2
s )F ′

LL:

F ′
LL[m] = q

∫

Ω′

(
m2

2 +m2
3

)
dx′ + ǫ

∫

Ω′

|∇m|2 +
1

2

∫

R3

|∇u|2 dx′ −
∫

Ω′

he ·m dx′,

(16)
where q = 2Ku/(µ0M

2
s ) and ǫ = 2Cex/(µ0M

2
sL

2) are now dimensionless.
Upon rescaling time, t = (1 + α2)(µ0γMs)

−1t′, we can write the Landau-
Lifshitz equation as

∂m

∂t′
= −m × h − αm × m × h, (17)

where
h = −q (m2e2 +m3e3) + ǫ∆m −∇u+ he. (18)

The Landau-Lifshitz-Gilbert equation can be written as

∂m

∂t̃
= −m × h + αm × ∂m

∂t̃
,

where we have done a different rescaling of time: t = (µ0γMs)
−1t̃.
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The Stochastic Landau-Lifshitz equation can be written in dimensionless
variables as

∂m

∂t
= −m × (h +

√
ηω̇) − αm × m × (h +

√
ηω̇),

where

η =
2αkBT

µ0M2
sL

3(1 + α2)
, (19)

and ω̇ is uncorrelated, independent, Gaussian white noise. The parameter η
in (19) represents the ratio of thermal energy (∼ kBT ), to magnetic energy
(∼ µ0M

2
sL

3). It follows that as the dimensions of the magnetic domain
are reduced, thermal effects become more important. This has important
technological implications, as it may hinder the development of highly dense
nano-scale megnetic devices.

2 Time-stepping Schemes for the Landau-Lifshitz Equation

The dynamics of the magnetization distribution in a ferromagnetic thin film is
an interesting and important problem from both a scientific and a technological
point of view. Customarily, the main interest in these films has been their
application in the magnetic recording industry. More recently, interest on using
them as magnetic memory devices (MRAM) has given a greater incentive to
study this subject.

2.1 Method of Lines

A traditional method for the numerical simulation of a partial differential
equation is the Method of Lines. The right hand side of equation (17) is
discretized in space. To fix ideas, we will only consider finite difference
approximations, although spectral methods or finite elements can be used as
well. Let us denote by M = {mi}i∈I the discrete set of unknowns, which
represent the value of the magnetization at the grid points. Let us denote the
discretization of the right hand side of equation (17) by Fh(M, t):

(Fh(M, t))i = −mi × hi − αmi × (mi × hi), (20)

where
hi = −q (mi,2e2 +mi,3e3) + ǫ∆hmi −∇ui + he. (21)

In (21), we consider the standard approximation to the Laplacian using centered
finite differences, and ∇ui is the value of the stray field evaluated at gridpoint
xi. This can be computed using finite differences, or directly from the integral
representation (8).

Upon spatial discretization, the resulting system of ordinary differential
equations is

dM

dt
= Fh(M, t). (22)
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(a) Uniform state. (b) S state. (c) C State

(d) Sketch of Uni-
form state.

(e) Sketch of S state. (f) Sketch of C
state.

(g) Vortex state. (h) Five Domains.

(i) Sketch of Vortex
state.

(j) Sketch of Five
Domains.

Figure 1: Different steady states of the magnetization. All the configurations
have been obtained both by dynamic simulation of the Landau-Lifshitz equation,
and by minimization of the Landau-Lifshitz energy using the Truncated Newton
Method described in section 4. Under each configuration, we present a sketch
depicting the average orientation of the magnetization in each domain.
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Figure 2: Branching structure near the boundary of a ferromagnet [20, 33].
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The system (22) can now be integrated numerically. Explicit numerical schemes,
such as fourth order Runge-Kutta, or predictor-corrector schemes, with some
kind of adaptive time stepping procedure, are among the most commonly used
methods for the simulation of the Landau-Lifshitz equation. The numerical
integration of equation (22) using the fourth order Runge-Kutta method
proceeds as follows: Give the approximation Mn at time tn, define

K1 = F(Mn, tn),

K2 = F

(
Mn +

∆t

2
K1, tn +

∆t

2

)
,

K3 = F

(
Mn +

∆t

2
K2, tn +

∆t

2

)
,

K4 = F

(
Mn +

∆t

2
K3, tn + ∆t

)
.

The magnetization at time tn+1 is approximated by

M∗ = Mn +
∆t

6
(K1 + 2K2 + 2K3 + K4) , (23)

Mn+1 =
M∗

|M∗| . (24)

The normalization step (24) is necessary to preserve the length of the
magnetization vector at each grid point. If this step is omitted, the length
constraint is satisfied only to within the temporal accuracy of the numerical
method.

Although explicit schemes may achieve high order of accuracy both in space
and time, the time step size is severely constrained by the stability of the
numerical scheme. For physical constants characteristic of Permalloy, with a cell
size ∆x = 0.004µm (256 grid points in a 1µm long sample), and using fourth
order Runge-Kutta, a time step roughly of the order ∆t ≈ .25 picoseconds is
needed for numerical stability. If the cell size is decreased by a factor of 10, the
time step ∆t must be reduced by a factor of 100.

In order to overcome the stability constraint of explicit schemes, one usually
resorts to implicit schemes, such as the Backward Euler method described in
[85]. However, due to the strong nonlinearities present in both the gyromagnetic
and damping terms in the Landau-Lifshitz equation (12), a direct implicit
discretization of the system is not efficient and is difficult to implement. To
illustrate the procedure, consider only the Laplacian term in the Landau-Lifshitz
equation (12):

∂m

∂t
= −m × ∆m − m × m × ∆m. (25)

The Backward Euler method is

mn+1 − mn

∆t
= −mn+1 × ∆hm

n+1 − mn+1 × mn+1 × ∆hm
n+1. (26)
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In order to advance the magnetization in the Backward Euler method, the
nonlinear system of equations (26) must be solved at each time step. This
difficulty can be ameliorated by a semi-implicit discretization such as

mn+1 − mn

∆t
= −mn × ∆hm

n+1 − mn × mn × ∆hm
n+1. (27)

In (27), the system of equations that has to be solved at each time-step is linear,
but the coefficients change between time-steps.

Both (26) and (27) are first order discretizations in time. A second order
approximation can be obtained using a Crank-Nicolson discretization. For
simplicity, we consider only the case when damping is absent:

mn+1 − mn

∆t
= −1

2

(
mn+1 × ∆hm

n+1 + mn × ∆hm
n
)
. (28)

An alternative second order approximation of this type is [34]:

mn+1 − mn

∆t
= −1

2

(
mn × ∆hm

n+1 + mn+1 × ∆hm
n
)
. (29)

The time stepping (29) only requires the solution of linear systems of equations,
and not nonlinear systems, as in (28).

Higher order approximations can be achieved using Backward Differentiation
Formulae [75].

2.2 Semi-Analytic integration

In all the numerical methods described above, the unit length constraint on
the magnetization vector must be imposed by performing a projection of the
intermediate values, as in (24). Given that the length of the magnetization
is preserved by the Landau-Lifshitz equations, it may be desirable that the
numerical method employed also preserve it. In [59], this was achieved by using
semi-analytical integration of equation (22), which can be written as

dmi

dt
= −mi × hni − αmi × (mi × hni ), (30)

mi(tn) = mn
i . (31)

In (30), the effective field, hn, is kept constant in the interval [tn, tn+1], which
allows explicit integration of equation (30) between tn and tn+1. The explicit
expression for m(tn+1) follows from the two following observations:

1. Given two vectors m,h ∈ R3, we have the following vector identity:

m =
1

|h|2 ((m,h)h + h × (m × h)) ,

i.e., m is completely determined by (m,h), and m × h.
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2. The scalar (m,h) and the vector m×h satisfy simple ordinary differential
equations that can be solved explicitly.

Therefore we only need to obtain an expression for (m,h) and m × h, which
are:

(mn+1,hn) = |h| (m
n,hn) cosh(α|hn|(∆t)) + |hn| sinh(α|hn|(∆t))

(mn,hn) sinh(α|hn|(∆t)) + |hn| cosh(α|hn|(∆t)) ,

and

mn+1×hn = ϕ(∆t)RT ·




1 0 0
0 cos(|hn|∆t) − sin(|hn|∆t)
0 sin(|hn|∆t) cos(|hn|∆t)


·R·mn×hn, (32)

where we have defined

ϕ(∆t) = e−α
R tn+1

tn
(m,h)(t) dt =

1
(mn,hn)

|hn| sinh(α|hn|∆t) + cosh(α|hn|∆t)
.

The matrix R in (32) is an orthonormal matrix which preserves the orientation,
and such that R · h = |h|e1:

R =
1

|h|




h1 h2 h3

0 h3√
h2
2
+h2

3

− h2√
h2
2
+h2

3

−
√
h2

2 + h2
3

h1h2√
h2
2
+h2

3

h1h3√
h2
2
+h2

3


 ,

or R = h

|h|I, if h2 = h3 = 0.

Given mn, hn is computed from (18), and mn+1 is given by

mn+1 =
1

|hn|2 ((mn,hn)hn + hn × (mn × hn)) . (33)

The method is first order accurate in time, and explicit. Therefore, it suffers
from the same time step constraints as the Runge-Kutta method described
earlier. However, the shape of the time step (33) allows for a natural form of
time step control [59]. This method can also be seen as an example of more
general geometric integrators to be discussed in section 2.3.

2.3 Geometric Integration

Geometric integrators are methods specially designed to preserve one or more
of the geometric properties of the system under consideration [56]. An example
of geometric integrators are symplectic methods [64, 98], which are designed to
preserve the symplectic structure of the equation.

The use of geometric integrators for the Landau-Lifshitz equation has been
explored in [77, 72]. To illustrate the method, we rewrite the Landau-Lifshitz
equation as

dmi

dt
= S(pi) · mi, (34)
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where

pi = hi + αmi × hi,

and

S(p) =




0 −p3 p2

p3 0 −p1

−p2 p1 0


 , ∀p ∈ R3.

If we fix p at time tn, and solve equation (34) between tn and tn+1, we get

mn+1
i = exp (S(pi)∆t) · mn

i ,

which is exactly (33). Since Spi is skew-symmetric, the exponential exp {Spit}
is an orthonormal matrix, and therefore the length of the magnetization is
automatically preserved by the method.

The exponential matrix can be computed using the Rodrigues formula [80]:

exp {S(p)} = I +
sin(‖p‖)

‖p‖ S(p) +
1 − cos(‖p‖)

‖p‖2
S(p)2,

which follows from the fact that S(p)3 = −‖p‖2S(p). In [77], geometric
methods of first, second, and fourth order accuracy were constructed for the
Landau-Lifshitz equation.

2.4 Gauss-Seidel Projection Method

The two main difficulties in the time-stepping of the Landau-Lifshitz equation
are the stiffness of the equation, and the nonlinearity. The stiffness of the
equation can be handled by using an implicit time stepping procedure, and the
nonlinearity is what makes this procedure difficult or impractical. Both issues
where addressed in [110], where the Gauss-Seidel Projection Method (GSPM)
was developed.

Because of the nature of the equation, the gyromagnetic term and the
damping term require different treatment. To illustrate the method, we again
consider only the Laplacian term in the Landau-Lifshitz equation (25).

When only the damping term is present, equation (25) becomes

∂m

∂t
= −m × (m × ∆m) = ∆m + |∇m|2m. (35)

This equation describes the heat flow for harmonic maps. In [31], a simple
projection scheme was introduced for this equation. This scheme was shown
to be unconditionally stable and more efficient than other schemes used for the
simulation of equation (35).

In order to motivate the GSPM, consider equation

∂m

∂t
= −m × ∆m. (36)
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To overcome the nonlinearity of the equation, consider a simple fractional step
scheme:

m∗ − mn

∆t
= ∆hm

∗

mn+1 = mn − mn × m∗ (37)

or
mn+1 = mn − mn × (I − ∆t∆h)

−1mn.

Here I is the identity matrix, and ∆h represents an approximation to the
Laplacian.

The advantage of the scheme (2.4) is that the implicit step is now linear,
comparable to solving heat equations implicitly, and is easy to implement. It
is easy to check that the scheme (2.4) is consistent with (36) and is first order
accurate in time. However, direct numerical implementation of (2.4) shows that
the scheme is unstable.

The key to the GSPM is the observation that, due to the vectorial product
structure of the equation, a Gauss-Seidel type of technique significantly improves
the stability property of explicit schemes for the Landau-Lifshitz equation
[110, 10].

Consider again the Landau-Lifshitz equation:

∂m

∂t
= −m × h − αm × m × h, (38)

where
h = −q (m2e2 +m3e3) + ǫ∆m + hs + he.

For the splitting procedure, define the vector field:

f = −q (m2e2 +m3e3) + hs + he

Equation
∂m

∂t
= −m × (ǫ∆m + f) − αm × m × (ǫ∆m + f)

is solved in three steps:
Step 1: Implicit Gauss-Seidel.

gni = (I − ǫ∆t∆h)
−1(mn

i + ∆tfni ),

g∗i = (I − ǫ∆t∆h)
−1(m∗

i + ∆tf∗i ), i = 1, 2, 3

(39)




m∗
1

m∗
2

m∗
3


 =




mn
1 + (gn2m

n
3 − gn3m

n
2 )

mn
2 + (gn3m

∗
1 − g∗1m

n
3 )

mn
3 + (g∗1m

∗
2 − g∗2m

∗
1)


 (40)

Step 2: Heat flow without constraints.

f∗ = −Q (m∗
2e2 +m∗

3e3) + h∗
s + he (41)
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m∗∗
1

m∗∗
2

m∗∗
3


 =




m∗
1 + α∆t(ǫ∆hm

∗∗
1 + f∗1 )

m∗
2 + α∆t(ǫ∆hm

∗∗
2 + f∗2 )

m∗
3 + α∆t(ǫ∆hm

∗∗
3 + f∗3 )


 (42)

Step 3: Projection onto S2.



mn+1
1

mn+1
2

mn+1
3


 =

1

|m∗∗|




m∗∗
1

m∗∗
2

m∗∗
3


 (43)

3 Computation of the Stray Field

In broad terms, the numerical methods currently used for the simulation of
the Landau-Lifshitz equation can be divided into two categories, according to
how the nonlocal stray field is evaluated. In the first class of methods, or
PDE methods, equation (5)-(7) is solved using an appropriate discretization.
The second class of methods is based on using some kind of fast summation
technique to evaluate (8).

3.1 The PDE approach

The difficulty with this approach is the lack of an effective boundary condition
for U . The differential equation (5) is formulated in the entire space, which
has to be truncated in simulations [105, 2]. Alternatively, a boundary integral
equation can be used to represent the correct boundary condition at ∂V [68, 4].
In this approach, the magnetostatic potential is decomposed into two parts:
U = U1 + U2. The first part satisfies the equation

∆U1 = div M, x ∈ Ω

∂U1

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω, (44)

and is extended as zero outside. Then, U2 solves equation

∆U2 = 0, x ∈ Ω,

[U2] = U1, x ∈ ∂Ω,[
∂U2

∂ν

]
= 0, x ∈ ∂Ω. (45)

The solution to (45) is given by the double layer potential

U2(x) =

∫

∂Ω

U1(y)
∂N

∂ν
(x − y) dσ(y), (46)

where N is the Newtonian potential in free space.
A different approach has been presented in [39], where U1 is chosen to satisfy

the equation

∆U1 = div M, x ∈ Ω,

U1 = 0, x ∈ ∂Ω, (47)
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and it contains the bulk contribution of div M to the stray field. The function
U1 is extended to be equal to zero outside Ω.

The boundary contributions are included in U2, which satisfies the equation

∆U2 = 0, x ∈ Ω ∪ Ω
c
,

[U2] = 0, x ∈ ∂Ω,[
∂U2

∂ν

]
= −m · ν +

∂U1

∂ν
, x ∈ ∂Ω. (48)

The solution to (48) is

U2(x) =

∫

∂Ω

N(x − y)g(y) dσ(y), (49)

where g(y) = −M · ν + ∂U1

∂ν .
The boundary values of U2 can be evaluated using the integral

representations (46) [68] or (49) [39], and therefore U2 can be determined inside
the domain solving a Poisson equation with Dirichlet boundary conditions.

In [39], the integral (49) is approximated on the boundary of the domain by
approximating g using piece-wise polynomial interpolation. The corresponding
moments of the Newtonian potential can be evaluated analytically. In two
dimensions, the resulting sum can be evaluated in O(N) operations by direct
summation, where N is the total number of grid points in the domain, if a
uniform grid was used. In three dimensions, however, the evaluation of the
boundary values by direct summation is an O(N

4
3 ) operation. Solving Poisson’s

equation with Multigrid [9] is an O(N) operation. Therefore, in two dimensions
this procedure has optimal complexity. In three dimensions, the evaluation
of the boundary values by direct summation dominates the CPU time. The
computational time can be further reduced using a fast summation technique
[44, 7, 90].

3.2 Fast Summation Techniques

For the fast summation of the stray field, the convolution integral in (8)
is replaced by some numerical quadrature. The evaluation of (8) by direct
summation requires O(N2) operations, where N is the number of grid points
in the discretization. This becomes prohibitively expensive even for coarse
discretizations. A number of fast summation techniques have appeared in the
literature, such as the Tree-Code [3], or the Fast Multipole Method [44, 15],
which reduce the computational cost to O(N log2N), or even O(N). However,
for rectangular domains, the Fast Fourier Transform (FFT) [21] seems to be
the most commonly used approach [112, 49]. It relies on the fact that when
the integral (8) is approximated on a uniform grid with a quadrature rule, the
resulting sum is a discrete convolution, with a kernel that is invariant under
translation. The discrete convolution theorem applies [87], and the sum can be
evaluated in O(N log2N) using the FFT.
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For more general geometries, a common practice in micromagnetics has
been to still use a regular grid, which results in a staircase approximation to
the boundary. It was shown in [38] that this approach suffers from serious
inaccuracies when the boundary ∂Ω cuts through numerical cells. The approach
presented in [38] consists on decomposing the stray field into two contributions:
a far field, and a near field. The near field is treated with direct summation,
and it takes into account the geometry of the domain. For the far field, the
contribution from the boundary cells is approximated to leading order by a
rectangular cell with a properly scaled magnetization, in a way reminiscent of
the Tree-Code, or the Fast Multipole Method. The resulting sum is evaluated
using the FFT.

It is important to note that a significant speedup can be achieved in
the study of thin ferromagnetic films. Due to the potential of thin films in
applications, these films have been studied both experimentally, and analytically
[50, 51, 5, 43, 27, 102, 82, 33, 10, 35, 78, 69]. For a thin domain of the form
Ω = V × [0, δ], with δ ≪ diam (V ), the magnetization is independent of the
thickness variable to leading order in δ [43]. Then, the stray field can be written
as [33, 35]

Es[m] =
δ

2

∫

V

m′∇ (∇Kδ ∗ m′) +
δ

2

∫

V

m3 (Wδ ∗m3) , (50)

where m′ = (m1,m2) are the in-plane components of the magnetization, and
m3 is the out-of-plane component. The convolution kernels in (50) are defined
as

Kδ(x) = −
(

1

2π
sinh−1

(
δ

|x|

)
− 1

2πδ

(√
|x|2 + δ2 − |x|

))
, (51)

Wδ(x) =
1

2πδ

(
1

|x| −
1√

|x|2 + δ2

)
. (52)

The energy (50) can be written in Fourier space as

Es[m] =
δ

2

∫

R2

|ξ · m̂′|2
|ξ|2

(
1 − Γ̂δ(ξ)

)
dξ +

δ

2

∫

R2

|m̂3|2Γ̂δ(ξ) dξ,

where

Γ̂δ(η) =
1 − e−2πδ|η|

2πδ|η| , η ∈ R2.

This model was used in [33, 38, 10] for the study of thin ferromagnetic films.

A similar procedure can be carried out for a double layer consisting of two
thin ferromagnetic layers of thicknesses D1 and D2, respectively, separated by
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a non-magnetic layer of thickness a. In this case the stray field energy becomes

2Es[m1,m2] = D1

∫

Ω

m′
1∇ (∇K1 ∗ m′

1) +D1

∫

Ω

m1,3 (W1 ∗m1,3)

+D2

∫

Ω

m′
2∇ (∇K2 ∗ m′

2) +D2

∫

Ω

m2,3 (W2 ∗m2,3)

+D1D2

∫

Ω

m′
1∇ (∇ΨD1,D2,a ∗ m′

2) −D1D2

∫

Ω

m1,3ΣD1,D2,a ∗m2,3

+D1D2

∫

Ω

(m2,3∇ΘD1,D2,a ∗ m′
1 −m1,3∇ΘD1,D2,a ∗ m′

2) , (53)

where

Kj(x) = −
(

1

2π
sinh−1

(
Dj

|x|

)
− 1

2πDj

(√
|x|2 +D2

j − |x|
))

,

Wj(x) =
1

2πDj


 1

|x| −
1√

|x|2 +D2
j


 ,

ΨD1,D2,a(x) = − 1

2πD1D2

(
2a sinh−1

(
2a

|x|

)

+(2a+D1 +D2) sinh−1

(
2a+D1 +D2

|x|

)

−(2a+D1) sinh−1

(
2a+D1

|x|

)

−(2a+D2) sinh−1

(
2a+D2

|x|

)
+
√
|x|2 + (2a+D1)2

+
√

|x|2 + (2a+D2)2 −
√
|x|2 + 4a2

−
√
|x|2 + (2a+D1 +D2)2

)
,

ΣD1,D2,a(x) =
1

2πD1D2

(
1√

|x|2 + 4a2
− 1√

|x|2 + (2a+D1)2

− 1√
|x|2 + (2a+D2)2

+
1√

|x|2 + (2a+D1 +D2)2

)
,

ΘD1,D2,a(x) =
1

2πD1D2

(
sinh−1

(
2a+D1

|x|

)
+ sinh−1

(
2a+D2

|x|

)

− sinh−1

(
2a

|x|

)
− sinh−1

(
2a+D1 +D2

|x|

))
.
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Alternatively, in Fourier space

2Es[m1,m2] = D1

∫

R2

|ξ · m̂′
1|2

|ξ|2
(
1 − Γ̂1(ξ)

)
dξ +D1

∫

R2

|m̂1,3|2Γ̂1(ξ) dξ

+D2

∫

R2

|ξ · m̂′
2|2

|ξ|2
(
1 − Γ̂2(ξ)

)
dξ +D2

∫

R2

|m̂2,3|2Γ̂2(ξ) dξ

+ 2πD1D2ℜ
∫

R2

(ξ · m̂′
1)(ξ · m̂′

2)
e−4πa|ξ|

|ξ| Γ̂1(ξ)Γ̂2(ξ) dξ

− 2πD1D2ℑ
∫

R2

(
(ξ · m̂′

1)m̂2,3 + (ξ · m̂′
2)m̂1,3

)
e−4πa|ξ|Γ̂1(ξ)Γ̂2(ξ) dξ

− 2πD1D2ℜ
∫

R2

m̂1,3m̂2,3|ξ|e−4πa|ξ|Γ̂1(ξ)Γ̂2(ξ) dξ. (54)

The model (53) has been used by the author to characterize the Bloch and Néel
walls in double layers [36, 37].

4 Energy Minimization Algorithms

When one is interested only in the local minimizers of the Landau-Lifshitz
energy (11), an energy minimization algorithm can be used, instead of a dynamic
approach. The first such approach in Micromagnetics is due to Brown and
Labonte [63]. The method is based on the fixed point iteration

mn+1
i =

hni
|hni |

,

where the effective field h is given by (18). The algorithm suffers from a very
slow convergence, specially when fine grids are used. Although the method can
be accelerated using a Gauss-Seidel, or a SOR approach [71], the convergence
is still too slow for practical purposes.

In order to carry out realistic computations, a more efficient method is
needed. One of the simplest approaches is the Steepest Descent method, which
in this contexts is equivalent to removing the gyromagnetic term in the Landau-
Lifshitz equation. As is typical in these cases, linear convergence to a critical
point is achieved.

For faster convergence, commonly used methods are the Nonlinear
Conjugate Gradient (NCG), which achieves super-linear convergece, and
Truncated Newton methods, which can achieve local quadratic convergence [86].

4.1 Nonlinear Conjugate Gradient

In Micromagnetics the NCG has been frequently used, mostly because it only
requires the computation of the gradient of the energy, as opposed to the Newton
method, where the Hessian of the energy is required. The unit length constraint
|m| = 1 is usually imposed by rewriting the energy in polar coordinates [4]. One



122 C.J. Garćıa-Cervera

of the difficulties in this approach is that the resulting Laplacian term in the
gradient does not have constant coefficients.

Define m = (sin(θ) cos(φ), sin(θ) sin(ψ), cos(θ)). The Landau-Lifshitz energy
(16) becomes

FLL[θ, ψ] =
q

2

∫

Ω

(1 − sin2(θ) cos2(ψ)) dx +
ǫ

2

∫

Ω

(|∇θ|2 + |∇ψ|2 sin2(θ)) dx

−
∫

Ω

(
1

2
hs + he

)
· (sin(θ) cos(φ), sin(θ) sin(ψ), cos(θ)) dx. (55)

The energy is discretized using finite differences or finite elements, and the
discrete energy is minimized.

The NCG method mimics the method of Conjugate Gradients (CG) for
linear, symmetric, positive definite systems designed by Hestenes and Stiefel
[53]. As in the CG, in the NCG a sequence of approximations (θ(k), φ(k)) is
constructed, as well as a sequence of descent directions, (p(k),q(k)), satisfiying

∇FLL[θ(k), φ(k)] · (p(k),q(k)) < 0, (56)

where ∇FLL = (∇θFLL,∇ψFLL). Given an approximation to the minimizer
and a descent direction, the function FLL[θ(k) + αp(k), ψ(k) + αq(k)] is
approximately minimized. This procedure is known as line search, and it
produces αk. The next approximation is (θ(k+1), φ(k+1)) = (θ(k), φ(k)) +
+αk(p

(k),q(k)). The next descent direction is defined, similarly to the CG
case, as

(p(k+1),q(k+1)) = −∇FLL[θ(k+1), ψ(k+1)] + βk+1(p
(k),q(k)). (57)

There are several choices for the constant βk+1 in (57), and each one gives origin
to a different variant of the NCG. The most commonly used are

βFRk+1 =
(∇FLL[m(k+1)],∇FLL[m(k+1)])

(∇FLL[m(k)],∇FLL[m(k)])
,

which defines the Fletcher-Reeves method;

βPRk+1 =
(∇FLL[m(k+1)],∇FLL[m(k+1)] −∇FLL[m(k)])

(∇FLL[m(k)],∇FLL[m(k)])
, (58)

which is known as the Polak-Ribiére method, and

βHSk+1 =
(∇FLL[m(k+1)],∇FLL[m(k+1)] −∇FLL[m(k)])

(p(k),∇FLL[m(k)] −∇FLL[m(k)])
, (59)

which defines the Hestenes-Stiefel method. For simplicity, in (4.1), (58), and
(59), we have used the notation m(k+1) and m(k) to represent the magnetization
obtained with (θ(k+1), ψ(k+1)) and (θ(k), ψ(k)), respectively.
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In order to ensure that the new direction (p(k+1),q(k+1)) is a direction of
descent in the Fletcher-Reeves method, the strong Wolfe condition needs to be
imposed on α:

FLL[m(k+1)] ≤ FLL[m(k)] + c1αk∇FLL[m(k)] · (p(k),q(k)),

|∇FLL[m(k+1)] · (p(k),q(k))| ≤ c2|∇FLL[m(k)] · (p(k),q(k))|, (60)

where 0 < c1 < c2 <
1
2 . Additional conditions must be imposed to ensure that

the new (p(k+1),q(k+1)) is a direction of descent for the Polak-Ribiére and the
Hestenes-Stiefel method [86].

4.2 Truncated Newton Method

Newton-based methods have been very successful in large-scale unconstrained
minimization problems [23, 86]. We present here a modification of the
Truncated-Newton method appropriate for constrained minimization, under the
pointwise constraint |m(x)| = 1.

In the Truncated-Newton described here, we again define a sequence of
approximations {m(k)}, and a sequence of descent directions, {p(k)}. In order
to obtain a new descent direction, the energy is approximated around m(k) by a
quadratic functional, which is subsequently minimized. The new approximation
is m(k+1) = m(k) + αp(k), where α is usually chosen performing a line search.

This algorithm has been implemented in cartesian coordinates, without the
need to rewrite the energy in polar coordinates [33, 35, 36, 37]. In order to
impose the constraint |m(x)| = 1, the energy is approximated, locally, by a
quadratic functional:

FLL

[
m + p

|m + p|

]
= FLL[m] + (G[m],p)h +

1

2
(H[m] · p,p)h +O(|p|3). (61)

In minimization without constraints, G and H are the gradient and Hessian of
the energy, respectively. In the constrained problem, G and H are projected
versions of the gradient and Hessian, respectively. The projected gradient is

G[m]i = Πmi
(H[m]i) = H[m]i − (H[m]i,mi)mi. (62)

In (62) Πm denotes the projection operator defined by Πm(v) = v − (u ·m)m.
Therefore, m · Πm(v) = 0.

In practice, often we do not need to compute the Hessian explicitly, but
rather the action of the Hessian on a vector, which can be obtained from (61):

(H[m] · p)i = Πmi

∑

j

∂2FLL
∂mi∂mj

[m] · Πmj
(pj) − (G[m]i,pi)mi

− (mi,pi)G[m]i −
(
∂FLL
∂mi

[m],mi

)
Πmi

(pi). (63)
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The Euler-Lagrange equation is G[m] = 0, or

∇FLL[m]i =

(
∂FLL
∂mi

[m],mi

)
mi. (64)

When we minimize the quadratic part of (61), we obtain that p satisfies the
linear equation

H[m] · p = −G[m]. (65)

The matrix H[m] is symmetric, but not necessarily positive definite. We use
the Preconditioned Conjugate Gradient (PCG) to solve equation (65). For
the preconditioner we use the Laplacian term, which in our discretization can
be inverted using the FFT. If H[m] is not positive definite, the procedure
fails by producing a direction of negative curvature. In that case we use the
corresponding approximation to the solution of system (65) as our descent
direction. Sufficiently near the minimum, H[m] becomes positive definite, and
from (65) we get p = −H[m]−1 · G[m], i.e., Newton’s method. For details
regarding the convergence of this algorithm in the unconstrained case, see [86].

Given an approximation to the minimizer of (11), m(k), and a descent
direction, p, the next approximation is computed with a line search using

f(ǫ) = FLL

[
m(k) + ǫp

|m(k) + ǫp|

]
. (66)

In order to ensure sufficient decrease in the energy, the Wolf conditions need to
be imposed [86].

5 Thermal Effects

Thermal effects have been shown to be important during the magnetization
reversal process in sub-micron sized magnetic samples [67, 6], and have been
the subject of much study recently [107, 96, 28, 29, 95, 30, 79, 78, 97]. Noise
becomes more important in smaller samples, since the energy barrier heights
decrease as the sample volume is reduced. Thermal noise depends only on the
temperature, and therefore thermal effects may become dominant in samples
with very small grain size. This affects negatively the reliability of magnetic
storage devices, such as hard drives, and MRAMs, and represents one of the
biggest challenges the magnetic recording industry is facing these days. From
the technological point of view, the main difficulty in the design of effective
MRAMs is the occurrence of rare events, which can spontaneously trigger the
reversal of the magnetization, effectively erasing the information stored.

Traditionally, thermal effects have been studied using Monte Carlo methods,
or by direct simulation of the Langevin equation (15). Due to the disparity of
the deterministic time-scale, and the time-scale of the rare events, these methods
result prohibitively expensive. A number of alternative methods have appeared
in the literature in the past few years, the most notable being the Minimum
Action Method [29, 30], and the String Method [96, 28, 30]. We will briefly
discuss some of these here, and refer to the original articles for a more detail
analysis.
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5.1 Time-Stepping methods for the stochastic Landau-Lifshitz equation

A common approach for the simulation of the stochastic LLE (15) is the natural
extension of the methods described in section 2 for the deterministic equation.
The white noise term is replaced by

ǫẆ → ǫ√
∆V

√
∆t

N(0, 1)ijk,

where ∆V = ∆x∆y∆z is the unit cell volume of the grid, ∆t is the time step
size, and N(0, 1) is a random variable with a normal distribution with mean
zero, and variance one. A value of the random variable is generated at every
cell, and at every time step, and the values in different cells are independent of
each other. The time stepping proceeds as in the deterministic case.

The stability of the numerical methods suffer a more stringent constraint in
the deterministic case. For example, the numerical integration of the stochastic
Landau-Lifshitz equation using the Heun method, for a cell size ∆x = 0.006µm,
requires a time step size ∆t ≈ 0.1 femtoseconds [99]. To alleviate the stability
constraints, implicit schemes are desirable. The GSPM has been tested for the
stochastic equation, and it was shown to retain the properties described earlier
in the deterministic case [10]. With this method it is possible to carry out fully
resolved simulations of the stochastic Landau-Lifshitz equations (equation (15)
below), with time step size ∆t = 1 picosecond, for a cell size ∆x = 0.004µm,
an improvement of approximately four orders of magnitude in the time step size
required, compared to explicit time stepping methods.

5.2 Study of Rare Events

A number of numerical procedures for the study of rare events are based on the
theory of Wentzell and Freidlin [32] for large deviations. The starting point of
this theory is a stochastic ordinary differential equation of the form

dXη
t = b(Xη

t )dt+
√
ηdWt,

Xη
0 = x0, (67)

where 0 < η ≪ 1, and Wt is a Wiener process in Rn. As η → 0, the trajectory
Xη
t converges in probability to the solution of the deterministic equation, which

we denote by ϕ(t). We will assume that b(X) is a Lipschitz continuous function,
to ensure uniqueness of the solution to the deterministic ODE.

Define C([0, T ]; Rn), the set of continuous functions on the interval [0, T ]
with values in Rn, and in that space, the following metric:

d(φ, ψ) =
∑

0≤t≤T

‖φ(t) − ψ(t)‖.

The theory of Wentzell and Freidlin gives an estimate on the probability that the
stochastic processXη

t stays inside a cylinder of radius δ around the deterministic
solution:

P (d(Xη, ϕ) < δ) ≈ exp

{
1

η
S0,T (ϕ)

}
, (68)
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where S0,T (ϕ) is called the action functional, and is defined by

S0,T (φ) =
1

2

∫ T

0

|ϕ̇− b(φ)|2 dt. (69)

For the precise meaning of (68), we refer the reader to [32]. Note that (69) is
only finite if ϕ is absolutely continuous.

Given two states X(0) = a and X(T ) = b, expression (68) can be used
to determine the most likely path that the stochastic process will follow by
minimizing the action:

S0,T (ϕ∗) = min
{ϕ∈C([0,T ];Rn), ϕ(0)=a, ϕ(T )=b}

S0,T (ϕ).

Such a path is called minimal action path (MAP). When the system is a gradient
system, then the minimal action path becomes a minimal energy path (MEP).

Efficient methods have been developed for computing the MAP and
the MEP , as well as the transition rates between different configurations
[96, 28, 29, 30, 78, 70].
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A Ito vs Stratonovich interpretation of the Landau-Lifshitz-
Langevin equation

When the Landau-Lifshitz-Langevin equation (15) is interpreted in the Ito sense,
the length of the magnetization is not only not preserved, but it blows up in
finite time. To see this, let us consider equation (15), rewritten in the following
form:

dmt = f(m)dt+ G(m) · dBt, (70)

where f(m) = −m × h − αm × (m × h), the matrix G(m) is defined as

G(m) = ǫ




0 m3 −m2

−m3 0 m1

m2 −m1 0


+ ǫα

(
|m|2I − m ⊗ m

)
,
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and Bt denotes a three-dimensional Wiener process. According to Ito’s formula
[88],

d|m|2 = 2m · dm +
∑

i,j

δi,jdmidmj =
∑

i

(dmi)
2 =

∑

i,k

(Gik)
2dt

= 2ǫ2(|m|2 + α2|m|4)dt. (71)

Therefore, y(t) = |m|2(t) solves the deterministic equation, with random initial
data:

dy

dt
= 2ǫ2(y + α2y2)

y(0) = |m0|2. (72)

The solution is

|m|2(t) =
Ce2ǫ

2t

1 − αCe2ǫ2t
,

where C is defined in such a way that y(0) = |m0|2:

C =
|m0|2

1 + α|m0|2
.

Therefore the length of the magnetization becomes infinite at time

t∗ =
1

2ǫ2
log

1

αC
> 0.

Consequently, equation (15) must be understood in the sense of Stratonovich.

References

[1] F. Alouges and A. Soyeur. On global weak solutions for Landau-Lifshitz
equations: Existence and nonuniqueness. Nonlinear Analysis, Theory,
Methods & Applications, 18:1071–1084, 1992.

[2] W. Bao and H. Han. High-order local artificial boundary conditions for
problems in unbounded domains. Comput. Methods Appl. Mech. Engr.,
188:455–471, 2000.

[3] J. Barnes and P. Hut. A hierarchical O(N log(N)) force calculation
algorithm. Nature, 324:446–449, 1986.
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jm.amigo@umh.es, afalco@uch.ceu.es, jorge.galvez@uv.es,

vmvillar@uch.ceu.es

Resumen

Este art́ıculo pretende ofrecer una vista panorámica de la topoloǵıa
molecular, que es una aplicación de la teoŕıa de grafos muy utilizada en la
industria qúımica y, sobre todo, en la farmacéutica, pero poco conocida
por la comunidad matemática. El objetivo de la topoloǵıa molecular
es la caracterización estructural de moléculas mediante unos invariantes
sencillos, llamados ı́ndices topológicos. Estos ı́ndices, una vez procesados
estad́ısticamente, juegan un papel decisivo en el descubrimiento de nuevas
aplicaciones de moléculas conocidas y en el diseño de moléculas con
propiedades qúımicas y farmacológicas espećıficas. En el apartado de
aplicaciones nos limitamos, por su importancia, a las farmacológicas.

Palabras clave: Topoloǵıa molecular, Teoŕıa de grafos, Análisis discriminante

Clasificación por materias AMS: 92E10

1 Introducción

La “irrazonable eficacia de las matemáticas en las ciencias naturales” es una
caracteŕıstica de la historia de la ciencia y de la técnica modernas que no ha
hecho sino acentuarse aún más, si cabe, desde que el f́ısico matemático Eugene
Wigner (1902-1995), introductor de la teoŕıa de grupos en la f́ısica atómica,
titulara aśı su famoso art́ıculo [22]. No hace falta decir que la sorpresa de
Wigner (y de tantos otros cient́ıficos y pensadores) se debe al hecho de que
las matemáticas, “la más pura de las ciencias”, es una creación del intelecto
que, en principio, no busca aplicación alguna. Nuestro objetivo en este art́ıculo
es, precisamente, ilustrar esta eficacia con una aplicación de la teoŕıa de grafos
a las ciencias de la salud y, más concretamente, al descubrimiento de nuevos
fármacos y al diseño de moléculas para aplicaciones terapéuticas espećıficas.
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Esta disciplina, que lleva el nombre de topoloǵıa (o conectividad) molecular, es
todav́ıa joven y a su desarrollo han contribuido significativamente la industria
fisico-qúımica y, sobre todo, la bioqúımica, ya que la posibilidad de predecir
las propiedades de una molécula antes de sintetizarla permite ahorrar tiempo
y dinero en la investigación farmacéutica, agŕıcola, ganadera, etc. Aunque el
ámbito de aplicación de la topoloǵıa es amplio, nosotros nos centraremos, por
concreción e importancia, en las aplicaciones farmacológicas.

Recordemos, de paso, que la teoŕıa de grafos es un magńıfico exponente de
matemática pura que ha encontrado con el tiempo un abanico de aplicaciones.
Desarrollada en el siglo XIX por los matemáticos ingleses A. Cayley y J.J.
Silvester (aunque fue Leonhard Euler, ¿quién si no?, el que hab́ıa iniciado su
estudio un siglo antes), la teoŕıa de grafos se ha convertido en una herramienta
imprescindible en las muchas áreas de la actividad cient́ıfica y técnica en
las que estructura y conectividad juegan un papel relevante. Por citar sólo
unos pocos ejemplos: redes de comunicación y transporte, diseño de circuitos
eléctricos (por ejemplo, en computadores), optimización de ĺıneas de suministro,
epidemioloǵıa, etc. Valga, pues, este art́ıculo también como un pequeño tributo
de reconocimiento y admiración a Euler (1707-1783) en el tercer centenario de
su nacimiento.

Esencialmente, la topoloǵıa molecular sirve para encontrar correlaciones
entre una propiedad f́ısica, qúımica o biológica y estructuras moleculares,
basándose en la caracterización numérica de éstas mediante unos descriptores
topológicos llamados ı́ndices topológicos. Supongamos, por ejemplo, que
buscamos nuevos compuestos con determinada actividad farmacológica. Una
vez calculados los ı́ndices topológicos de compuestos conocidos con dicha
propiedad, se obtienen (por lo común, mediante análisis lineal discriminante)
funciones de clasificación que permitan discriminar entre compuestos activos e
inactivos. A continuación, las funciones de clasificación se aplican a bases de
datos de estructuras qúımicas, para la selección de sustancias potencialmente
activas. Finalmente, se realizan los ensayos experimentales in vivo o in vitro
encaminados a confirmar la actividad predicha. Cuando se proponen nuevos
ı́ndices topológicos, se estudia si los nuevos ı́ndices suponen una mejora en la
funciones de clasificación, es decir, si las nuevas funciones demuestran mayor
eficacia en la predicción de la actividad farmacológica objeto de estudio.

El origen de la topoloǵıa molecular hay que buscarlo en los años 1970, cuando
Kier y Hall y otros investigadores comenzaron a utilizar ‘́ındices’ derivados de las
propiedades de conectividad de las moléculas para estudiar algunas propiedades
fisico-qúımicas (como el calor de formación y la temperatura de ebullición) de
compuestos orgánicos. Además de la topoloǵıa molecular, hay actualmente tres
metodoloǵıas en diseño molecular, caracterizadas por la técnica empleada: (i)
QSAR (quantitative structure activity relantionship), basada en descriptores
moleculares f́ısico-qúımicos; (ii) mecánica molecular, basada en la mecánica
clásica y en programas modeladores-constructores de representación gráfica
tridimensional de moléculas; (iii) mecánica cuántica, que tiene en cuenta las
posiciones y enerǵıas de los átomos y moléculas. Cuando se trata de diseño
ex novo, es decir, de cabezas de serie para el diseño de nuevos fármacos, las
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técnicas mecanocuánticas y moleculares requieren un conocimiento previo de
las estructura del receptor biológico sobre el que la molécula va a interaccionar.
Precisamente, la caracteŕıstica que distingue más claramente a la topoloǵıa
molecular de estas dos técnicas, es el hecho de no requerir un conocimiento
previo de la estructura del receptor para generar nuevos cabezas de serie. A
ello hay que añadir que la topoloǵıa molecular aventaja también a los métodos
QSAR por su mayor simplicidad.

Este art́ıculo está dividido en dos partes. En la primera (Sección 2),
introducimos aquellos conceptos básicos de teoŕıa de grafos que necesitamos
para nuestra exposición y repasamos algunos de los ı́ndices topológicos más
importantes, en particular, los de Hosoya, Kier y Hall, y Randić, que
cuentan entre los pioneros. En la segunda parte (Sección 3), dedicada a las
aplicaciones de la topoloǵıa molecular en farmacoloǵıa, nos detenemos primero,
por completitud, a recordar cómo se construyen funciones de clasificación en
análisis lineal discriminante, antes de presentar, con distinto grado de detalle,
unos pocos ejemplos reales. Por supuesto, la lista de ejemplos se podŕıa haber
alargado mucho más, hasta incluir estudios en curso sobre el cáncer y el sida,
dos de los grandes retos de la medicina moderna. Pero nuestro propósito no es
abrumar al lector con datos, sino darle una descripción sencilla de la topoloǵıa
molecular y de alguna de sus aplicaciones, a la vez que mostrarle el alto grado
de interdisciplinaridad que su práctica conlleva.

2 Las bases de la topoloǵıa molecular: ı́ndices topológicos.

Como dijimos en la Introducción, la topoloǵıa molecular se basa en la aplicación
de teoŕıa de grafos [4] a la descripción de las estructuras moleculares, siendo un
grafo un conjunto de puntos (llamados nodos o vértices) con algunos pares de
ellos conectados mediante uniones llamadas aristas o ejes. Los nodos del grafo G
los numeraremos arbitrariamente y denotaremos por eij al eje que une los nodos
i y j. Utilizaremos N para denotar el número de nodos de un grafo, mientras que
E(G) denotará el conjunto de ejes y |E(G)| su cardinalidad (es decir, el número
de ejes de G). Si dos nodos están conectados por un eje, se llaman adyacentes. El
número de ejes que salen de un nodo dado se llama grado del nodo. Un camino o
trayectoria p en G es el subgrafo obtenido al conectar consecutivamente varios
nodos adyacentes; si, además, conectamos el primer punto y el último punto
de p, obtenemos un ciclo. La longitud de un camino o ciclo es el número de
ejes que lo componen. Cuando la teoŕıa de grafos se aplica a moléculas, los
nodos representan átomos y las aristas, enlaces qúımicos, normalmente enlaces
covalentes puesto que es en la qúımica orgánica donde la topoloǵıa molecular
ha encontrado su mayor campo de aplicación. El grafo resultante, que nos dice
cómo están ligados los átomos y el camino (o caminos) que une(n) un átomo a
otro en la misma molécula, se llama grafo molecular.

Supongamos, pues, que queremos caracterizar estructuralmente un
compuesto orgánico. En el procedimiento general, se empieza eliminando los
átomos de hidrógeno de la molécula; hay formulaciones en las que esto no es
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aśı pero, por simplicidad, nosotros no las consideraremos aqúı. En segundo lugar,
los átomos restantes (los vértices del grafo molecular) se numeran de forma
conveniente. Por último, la caracterización estructural contenida en el grafo
molecular puede ser, a su vez, encapsulada de muy diversas maneras como, por
ejemplo, mediante matrices, ı́ndices numéricos, polinomios, espectros, grupos u
operadores. En esta sección daremos una idea general de las herramientas más
sencillas utilizadas en topoloǵıa molecular.

2.1 Matrices asociadas a grafos moleculares

La matriz de adyacencia es quizá el instrumento algebraico más sencillo en
nuestro contexto ya que únicamente da información sobre qué pares de nodos
están unidos mediante aristas. Si la molécula en cuestión consta, pues, de N
átomos, la matriz de adyacencia del grafo molecular G, A = A(G), es una
matriz N ×N simétrica cuyas componentes son

Aij =

{
1 si los átomos i, j están ligados,
0 en caso contrario.

La Figura 1 muestra el grafo de la molécula 2,3-dimetil-butano y su matriz
de adyacencia A = (Aij)1≤i,j,N .

Si, como ocurre con el 2,3-dimetil-butano, la molécula sólo tiene enlaces
simples, entonces la suma de todos los elementos de la fila i de A,

∑N
j=1 Aij ,

aśı como la suma de todos los elementos de la columna i,
∑N
j=1 Aji, nos dan

indistintamente el número total de ejes que confluyen en el nodo o átomo i, es
decir, el grado (o valencia topológica) del nodo i, que denotaremos por degi. Si
DEG = DEG(G) = (DEGij)1≤i,j≤N es la matriz diagonal de componentes
DEGij = degi δij (donde δij es la delta de Kronecker, es decir, δij = 0 si i 6= j
y δii = 1), entonces la matriz Laplaciana del grafo G, L = L(G) = (Lij)1≤i,j,N ,
se define como [14]

L(G) = DEG(G) − A(G).

A partir de la matriz de adyacencia A (y de otras matrices relevantes, como
la Laplaciana y algunas que veremos enseguida), la teoŕıa de grafos nos enseña
cómo obtener una serie de herramientas algebraicas muy útiles para caracterizar
G. Aqúı consideraremos sólo dos de entre las más sencillas: (i) el polinomio
caracteŕıstico,

pA(x) = det(A − xI),

donde I denota la matriz unidad N ×N , y (ii) el espectro (es decir, el conjunto
de valores propios λk de la matriz A, pA(λk) = 0), si bien sólo suelen utilizarse
los valores propios máximo λmáx (que caracteriza la ramificación o branching de
G) y mı́nimo λmı́n. Puede probarse fácilmente que λmı́n < 0 < λmáx. Digamos
de paso que el polinomio caracteŕıstico de la matriz Laplaciana, pL(x), se llama
polinomio Laplaciano.
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La matriz de distancia, D = D(G), es una matriz N × N simétrica cuyas
componentes son las ‘distancias topológicas’

Dij =

{
longitud mı́nima de los caminos que unen i y j, si i 6= j,
0, si i = j.

Aśı, pues, D proporciona una imagen cualitativa de las relaciones de proximidad
o lejańıa entre los átomos de la molécula. La suma de las distancias topológicas
entre el vértice i y todos los demás vértices del grafo molecular, se llama la
suma de distancias del vértice i:

DSi =

N∑

j=1

Dij =

N∑

j=1

Dji. (1)

Obsérvese, finalmente, que la matriz de distancia puede obtenerse a partir
de la matriz de adyacencia. La Figura 1 da asimismo la matriz D = (Dij)1≤i,j,N
de la molécula 2,3-dimetil-butano.

CH3

|
CH NH2

� � �

H3C C

5
|
2 4

� � �

1 3

A =




0 1 0 0 0
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0




D =




0 1 2 3 2
1 0 1 2 1
2 1 0 1 2
3 2 1 0 3
2 1 2 3 0




Figura 1: El grafo de la molécula 2,3-dimetil-butano y sus matrices de adyacencia
y de distancia.

Otras matrices utilizadas en topoloǵıa molecular incluyen la matriz χ =
χ(G) = (χij)1≤i,j≤N [18], donde

χij =

{
(degi ·degj)

−1/2 si eij ∈ E(G),
0 en caso contrario,

la matriz de distancias rećıprocas [9], la matriz detour [20], la matriz de
resistencia [12], etc.

2.2 Índices topológicos

La finalidad de los ı́ndices topológicos es codificar información topológica sobre
las moléculas de forma puramente numérica. Este formato facilita enormemente
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la búsqueda automatizada de moléculas con propiedades estructurales comunes
y, por tanto, posibles candidatos a compartir propiedades qúımicas o
farmacológicas deseadas. La relación entre grafos e ı́ndices topológicos no es
uńıvoca, de manera que dado un ı́ndice topológico o un conjunto de ellos, en
general no es posible identificar el grafo molecular correspondiente; esto es lo
que se llama el problema de degeneración. Es esta degeneración, justamente, la
que permite identificar grupos de moléculas con propiedades comunes mediante
ı́ndices topológicos. El adjetivo ‘topológico’ hace referencia a que la información
contenida en los ı́ndices es invariante respecto a propiedades ‘no esenciales’,
como pueden ser la numeración de los nodos, las distancias reales entre átomos o
todas aquellas distorsiones de la molécula que no modifiquen el grafo subyacente.
De la gran cantidad de ı́ndices topológicos que han sido propuestos en la
literatura (véase, por ejemplo, [2]), aqúı nos conformaremos con presentar una
selección de aquéllos que han probado ser más útiles en la práctica, agrupados
por el tipo de información que contienen. Por brevedad, nos limitaremos a
ı́ndices basados en las matrices de adyacencia y de distancia.

2.2.1 Índices basados en la matriz de adyacencia

Randić introdujo en 1975 un primer número de conectividad χR, llamado ı́ndice
de Randić, para caracterizar la ramificación del grafo molecular [16]. Si E(G)
denota el conjunto de aristas del grafo G, sea f : E(G) → R la función

f(eij) =
(
degi ·degj

)−1/2
. (2)

Entonces, χR se define como

χR(G) =
∑

eij∈E(G)

f(eij).

Como consecuencia, a una mayor ramificación de la molécula, le corresponde
un valor menor de χR.

Posteriormente, Randić introdujo un segundo número de conectividad,
llamado número de identificación ID [17]. Dado el camino p de longitud m
en G, definimos la función f∗ del conjunto de caminos en G con valores en R

como
f∗(p) =

∏
f(eij), (3)

donde el producto es sobre las aristas eij que componen el camino p. Entonces,

ID(G) = N +
∑

p

f∗(p), (4)

donde N es el número de vértices del grafo.
El ı́ndice de Randić fue generalizado por Kier y Hall [10, 11]. Para definir

los ı́ndices mχ de Kier y Hall, se descompone primero el grafo molecular en
subgrafos con m aristas contiguas. Entonces,

mχ(G) =
∑(

degi1 ·degi2 · . . . · degim+1

)−1/2

, (5)
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donde la suma es sobre todos los caminos en G formados por m aristas ei1i2 ,
..., eimim+1

. Obsérvese que 1χ = χR. En particular, se denotan mediante

mχp,
mχc,

mχpc,
mχch, ... (6)

los ı́ndices de Kier y Hall obtenidos mediante subgrafos del tipo path, cluster
(estrella), path/cluster, chain (poĺıgonos), etc.

2.2.2 Índices basados en la matriz de distancia

Los ı́ndices basados en la matriz de distancia se llaman a veces ı́ndices
geométricos, para distinguirlos de aquéllos derivados de la matriz de adyacencia.

El ı́ndice de Wiener W fue definido originalmente como el número de enlaces
entre todos los pares de átomos de una molécula aćıclica [21]. La definición de
W basada en la matriz de distancia D fue propuesta por Hosoya [19] como la
semisuma de los elementos no-diagonales de la matriz D:

W (G) =
1

2

N∑

i,j=1

Dij =
∑

i<j

Dij =
∑

i>j

Dij

(ya que Dii = 0). El ı́ndice de Wiener es uno de los ı́ndices topológicos más
estudiados debido a su simplicidad y buena correlación con las propiedades
estructurales del grafo molecular. Sin embargo, su degeneración es relativamente
alta, lo que obliga a utilizarlo con otros ı́ndices (por ejemplo, con los ı́ndices de
información que veremos más abajo).

Por su parte, Hosoya introdujo asimismo el ı́ndice que actualmente se conoce
como ı́ndice de Hosoya [19]:

Z(G) =
∑

k

n(G, k),

donde n(G, k) es el número de maneras en que podemos elegir k aristas no-
adyacentes de G. Por definición, n(G, k) ≡ 1 y n(G, 1) = |E(G)|.

El ı́ndice de Balaban [1] del grafo molecular G se define por la fórmula

J(G) =
|E(G)|
µ+ 1

∑

eij∈E(G)

(DSi · DSj), (7)

donde DSi y DSj denotan las sumas de distancias (1) de los vértices i y j,
respectivamente, extremos del eje eij ∈ E(G) y µ denota el número de ciclos
de G. Se ha probado anaĺıtica y computacionalmente que el ı́ndice de Balaban
tiene muy poca degeneración.

Fue también Balaban quien sugirió sustituir en la definición del número de
identificación de Randić 4, la función f(eij), ec. (2), por

g(eij) = (DSi · DSj)
−1/2
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y la función f∗(p), ec. (3), por

g∗(p) =
∏

g(eij).

De forma análoga a (4), se define entonces el número de identificación selectivo
SID como

SID(G) = N +
∑

p

g∗(p).

Como indica su nombre, se ha encontrado que el ı́ndice SID es altamente
selectivo [3].

Para concluir este breve listado, mencionaremos, además, el ı́ndice molecular
topológico MTI que se define a partir de las matrices A y D. En primer lugar,
se introduce el vector E = E(G) de descriptores estructurales para vértices,

E(G) = Deg(G)(A + D), (8)

donde Deg(G) = (deg1, ...,degN ) es el vector de grados de G (que identificamos
con una matriz 1×N) que multiplica matricialmente en (8) a la matriz A+D,
de dimensiones N ×N . Entonces,

MTI(G) =
N∑

i=1

Ei.

Este ı́ndice topológico, como todos los anteriores, ha sido estudiado
intensamente en la literatura y probado ser muy útil en topoloǵıa molecular.

2.2.3 Índices basados en la teoŕıa de la información

Por último, repasaremos algunos ı́ndices geométricos, inspirados en la teoŕıa de
la información.

Los ı́ndices de información IED y ĪED , que representan la información total y
promedio sobre las distancias en el grafo molecular G con N vértices, se definen
como

IED(G) =
N(N − 1)

2
log2

N(N − 1)

2
−

l∑

k=1

d(G, k) log2 d(G, k),

ĪED(G) =
2IED(G)

N(N − 1)
= −

l∑

k=1

2d(G, k)

N(N − 1)
log2

2d(G, k)

N(N − 1)
,

donde d(G, k) denota el número de pares de vértices en G separados una
distancia k, y l es el ‘diámetro’ de G (es decir, el mayor elemento de la matriz
de distancia D). Por otra parte, los ı́ndices de información IWD y ĪWD , que
representan la información total y promedio sobre la distribución de distancias
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en G, se calculan mediante las fórmulas

IWD (G) = W log2W −
l∑

k=1

d(G, k)k log2 k,

ĪWD (G) =
IWD (G)

W
= −

l∑

k=1

d(G, k)
k

W
log2

k

W
,

donde W es el ı́ndice de Wiener del grafo G.

La lista de ı́ndices basados en la teoŕıa de la información incluye también,
entre otros varios, los ı́ndices U , V , X e Y , cuya definición precisa los siguientes
descriptores locales: (i) la información local media sobre la magnitud de las
distancias,

u.infi = −
N∑

i6=j

Dij

DSi
log2

Dij

DSi
,

donde DSi es la suma de distancias (1) del vértice i; (ii) la información local
sobre la magnitud de las distancias,

v.infi = DSi log2 DSi − u.infi;

(iii) la información local extendida media sobre la magnitud de las distancias,

y.infi =

N∑

i6=j

Dij log2 Dij ;

y (iv) la información local extendida sobre la magnitud de las distancias,

x.infi = DSi log2 DSi − y.infi.

Finalmente,

U(G) =
|E(G)|
µ+ 1

∑

eij∈E(G)

(u.infi · u.infj)−1/2,

V (G) =
|E(G)|
µ+ 1

∑

eij∈E(G)

(v.infi · v.infj)−1/2,

X(G) =
|E(G)|
µ+ 1

∑

eij∈E(G)

(x.infi · x.infj)−1/2,

Y (G) =
|E(G)|
µ+ 1

∑

eij∈E(G)

(y.infi · y.infj)−1/2,

donde, al igual que en (7), µ es el número de ciclos de G.
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3 Aplicaciones

Esta sección pretende mostrar los procedimientos y aplicaciones de la topoloǵıa
molecular.

3.1 Predicción de propiedades espećıficas y selección de nuevas moléculas

El objetivo último de la topoloǵıa molecular es el establecimiento de ecuaciones
de correlación entre propiedades moleculares e ı́ndices topológicos. Para ello
suele utilizarse el análisis lineal discriminante, introducido por R.A. Fisher en
1936, si bien algunos autores prefieren técnicas no lineales como, por ejemplo,
redes neuronales. Nosotros nos limitaremos al análisis lineal por ser el más
extendido y, por tanto, el mejor contrastado.

El objetivo del análisis discriminante es encontrar una función capaz de
distinguir (o discriminar, de ah́ı el nombre) entre dos o más categoŕıas o grupos
de objetos. La capacidad discriminante se mide determinando el porcentaje de
objetos clasificados correctamente dentro de cada grupo.

En la práctica, el análisis discriminante se realiza mediante alguno de los
paquetes estad́ısticos disponibles en el mercado (SPSS, BMDP, STATISTICA,
etc.). La selección de los descriptores se basa en el parámetro F-Snedecor, y el
criterio de clasificación es la menor distancia de Mahalanobis, que es la distancia
entre el valor individual y el valor medio global que aparece en la ecuación de
regresión. El programa estad́ıstico elige las variables usadas en la computación
de las funciones de clasificación (normalmente lineal) paso a paso: en cada una de
estas fases, la variable que aporta más a la separación de los grupos se introduce
en la función de discriminación, mientras que la que aporta menos, se elimina.
La calidad de la función de discriminación se evalúa con el parámetro lambda
de Wilks (llamado también U-estad́ıstico), empleando el test de igualdad de las
medias de grupo para las variables de la función de discriminación.

En el caso que nos ocupa, los descriptores son los ı́ndices topológicos y el
objetivo es clasificar una molécula dada como ‘buena’ (o activa) o ‘mala’ (o
inactiva) respecto de cierta propiedad farmacológica, empleando para ello una
función lineal discriminante. Supongamos, pues, que se ha elegido un conjunto
determinado de p ı́ndices topológicos, que denotaremos por x1, x2, . . . , xp. A
continuación, seleccionamos una muestra proveniente de una base de datos de
moléculas, de las que sabemos cuáles poseen determinada propiedad y cuáles
no. De las moléculas que tengan dicha propiedad, diremos que están en la
clase G (good) y, en caso contrario, diremos que están en la clase B (bad).
Supondremos, además, que la propiedad farmacológica en cuestión es medible y,
en consecuencia, que dicha caracteŕıstica viene determinada por el valor de una
variable y que toma valores en un intervalo cerrado I. Por último, establecemos
la hipótesis de trabajo de que la variable y se puede escribir como combinación
lineal de los ı́ndices topológicos considerados:

y = c1x1 + · · · + cpxp.
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La propuesta de Fisher es la siguiente. Denotemos por la igualdad matricial

y = Xc (9)

al sistema de igualdades formado por las n observaciones realizadas, siendo
y = (y1, y2 , . . . , yn)

T ∈ Rn (el supeŕındice T denota, como de costumbre,
transposición, de manera que y es un vector columna), X una matriz n × p y
c = (c1, c2 , . . . , cp)

T ∈ Rp. Supongamos, además, que tenemos nG muestras
de la población G y nB muestras de la población B (nG + nG = n). Entonces
podemos escribir el sistema lineal (9) (poniendo primero las muestras ‘buenas’
y, a continuación, las ‘malas’) como

(
yG

yB

)
=

(
XG

XB

)
c.

donde XG es una submatriz nG × p y XB es una submatriz nB × p.
Sea mG ∈ Rp (respectivamente, mB ∈ Rp) el vector de medias calculadas por

columnas en XG (respectivamente, XG). Definamos del mismo modo la media
m calculada por columnas empleando X. Denotemos por yG , yB, y las medias
calculadas por columna empleando los vectores yG ,yB e y, respectivamente.
Entonces podemos escribir la dispersión total de las observaciones yi, 1 ≤ i ≤ n,
como

n∑

i=1

(yi − y)
2

= yTHy = cTXTHXc = cTT,

donde H = I− 1
n1n1

T
n es una matriz simétrica n×n, I es la matriz unidad n×n,

1n ∈ Rn es el vector que tiene todas sus entradas iguales a 1 y T = XTHX es
una matriz p × p denominada matriz de dispersión total. La dispersión dentro
de grupos G y B la podemos describir mediante la expresión

YT
BHBYB + YT

GHGYG = cT
(
XT

BHBXB + XT
GHGXG

)
c,

La matriz W = XT
BHBXB + XT

GHGXG es simétrica y de dimensiones p× p.
Por otra parte, la dispersión total entre estos mismos grupos se puede

expresar como

nG(yG − y)2 + nB(yB − y)2 = nG(cT (mG − m))2 + nB(cT (mB − m))2

= cTBc,

donde
B =

nGnB
n

(mG − mB) (mG − mB)
T
.

Finalmente, se puede demostrar que

cTTc = cTWc + cTBc.

La idea de Fisher consiste en la elección un vector c que maximice el cociente

cTBc

cTWc
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La solución general de este problema viene dada por el vector propio de la
matriz W−1B que corresponde al valor propio de mayor magnitud. En nuestro
caso, la matriz W−1B tiene un único valor propio que es igual a su traza (es
decir, a la suma de sus elementos diagonales) y el correspondiente vector propio
es c = W−1 (mG − mB) . La regla para discriminar entre grupos se basa en
la distancia de Mahalanobis. Dada una observación x ∈ Rp, diremos que se
encuentra en la clase G si la distancia de Mahalanobis a mG es menor que la
distancia de Mahalanobis a mB, esto es, si

(x − mG)TW−1(x − mG) < (x − mB)TW−1(x − mB).

Se puede comprobar que esta expresión es equivalente a

cT
(
x − 1

2
(mG + mB)

)
> 0.

En consecuencia, la función discriminante la podemos expresar del modo
siguiente:

x ∈ G si cT
(
x − 1

2 (mG + mB)
)
> 0,

x ∈ B si cT
(
x − 1

2 (mG + mB)
)
≤ 0.

Podemos emplear entonces esta función para determinar si nuevas moléculas
poseen o no la caracteŕıstica farmacológica sujeta a estudio (es decir, si son
activas o inactivas) en base únicamente a sus ı́ndices topológicos.

3.2 Aplicaciones concretas

Como dijimos en la Introducción, la topoloǵıa molecular nació del estudio de
las propiedades f́ısico-qúımicas de compuestos orgánicos. Como es de esperar,
las aplicaciones biológicas y farmacológicas no suelen ser tan determinantes,
debido a la gran variabilidad individual de los animales de laboratorio o de
las personas sometidas a tratamiento. Además, muchas de las propiedades
biológicas son menos espećıficas que las f́ısicas o qúımicas, es decir están
menos ligadas a la estructura molecular y más relacionadas con la presencia
de grupos qúımicos funcionales, tamaño molecular, etc. Y aunque esto es una
gran limitación, algunos autores han obtenido resultados muy interesantes, como
por ejemplo Murakami [15] que estableció relaciones cuantitativas entre los
ı́ndices de conectividad molecular y la unión a protéınas celulares de una serie
de pesticidas. Por su parte, Kier y Hall llegaron a una correlación excelente
para la acción anestésica local con el ı́ndice 1χ y, en otro estudio similar, se
probó la correlación entre el logaritmo de la concentración de inhibición del M.
Tuberculosis por un conjunto de alquil-bromofenoles y el ı́ndice 1χv [10] (mχv

se obtiene formalmente como mχ, sustituyendo en (5) degi por degvi = Zvi −Hi,
donde Zvi y Hi son, respectivamente, el número de electrones de valencia del
átomo i y el correspondiente número de átomos de hidrógenos suprimidos).

Veamos un ejemplo concreto de aplicación del método topológico a la
analgesia [7]. En este estudio, la función discriminante conteńıa 11 ı́ndices
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topológicos (todos ellos ı́ndices de Kier y Hall), a saber:

0χ, 1χ, 1χv, 2χv, 3χp,
3χc,

3χvp,
3χvc ,

4χp,
4χc ,

4 χpc,

(véase (6)). Como resultado del análisis discriminante, se seleccionó un
conjunto de 17 moléculas con acción analgésica entre las que hab́ıa derivados
de estructuras qúımicas con reconocida acción analgésica, como el ácido
acetilsalićılico (componente activo de la Aspirina) y las pirazolonas, mientras
que otras eran inéditas y, por tanto, se podŕıan utilizar como cabezas de serie
para una nueva gama de analgésicos.

Se realizaron pruebas farmacológicas para confirmar la actividad analgésica,
para determinar la dosis eficaz 50 (es decir, la que es óptima para el 50 % de los
animales de laboratorio estudiados) y, asimismo, para determinar la dosis letal
50 (es decir, la que provoca la muerte en la mitad de los animales tratados con
ese fármaco) para estudios de toxicidad. Estas pruebas se realizaron en ratones
de entre 20 y 30 gramos, en número suficiente para obtener datos estad́ısticos
fiables. Las pruebas de analgesia se realizaron siguiendo el protocolo de Witkin
[23]. De las 17 moléculas estudiadas, 10 presentaron una clara acción analgésica
[7]. El resultado más interesante fue el descubrimiento de que una molécula
inédita, concretamente el 2-(1-propenil) fenol, tiene un porcentaje de analgesia
que es casi el doble que el del ácido acetilsalićılico. Otra molécula inédita, la 2’,4’-
dimetilacetofenona, obtuvo resultados parecidos a la anterior. Ambas moléculas
fueron patentadas (Patentes no P.9101034 y P.9101134).

Pero eso no es todo. El ı́ndice terapéutico (IT), que es el más empleado
para determinar el grado de inocuidad de un medicamento, viene dado por la
relación entre la dosis letal 50 y la dosis eficaz 50. Debe ser igual o mayor de
10 para que un medicamento pueda considerarse seguro. Para el 2-(1-propenil)
fenol, el ı́ndice terapéutico es de 21 y para la 2’,4’-dimetilacetofenona, de 16
(compárense estos valores con el IT = 5 del ácido acetilsalićılico). El valor de
este ı́ndice para la sulfadiazina está en medio de los dos anteriores, a saber,
18. Esto pone de manifiesto el aceptable grado de inocuidad de estos nuevos
analgésicos en cuanto a la toxicidad aguda.

Compuesto Analgesia DE50 DL50 IT
(%) (mg/kg) (mg/kg)

Ácido acetilsalićılico 49 ± 1 100 ± 8 500 ± 20 5
2-(1-propenil) fenol 85 ± 1 34 ± 5 720 ± 10 21
2’,4’-dimetilacetofenona 80 ± 1 45 ± 5 700 ± 10 16
p-metil-propiofenona 56 ± 1 100 ± 3 590 ± 20 6
Sulfadiazina 43 ± 1 112 ± 10 2000 18

Cuadro 1: Resumen del estudio de analgesia en [7]

Otro ejemplo significativo es el hallazgo de nuevos antiv́ıricos eficaces
contra el Herpes Simplex-tipo I. Aqúı la topoloǵıa molecular hizo posible el
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descubrimiento del ácido 1,2,3 triazol-4,5 dicarbox́ılico, que nunca se hab́ıa
utilizado como antiv́ırico [5].

Para terminar, citemos dos ejemplos más: búsqueda de antihistamı́nicos [6]
y búsqueda de antimaláricos [8].
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RESÚMENES DE LIBROS

Ninth International Conference Zaragoza–Pau on Applied Mathema-
tics and Statistics
Editores: M. Madaune–Tort, D. Trujillo, M.C. López de Silanes, M.
Palacios, G. Sanz y J.J. Torrens
Monograf́ıas del Seminario Matemático Garćıa de Galdeano 33
ISBN: 84–7733–871–X (442+xxxii páginas) – 2006

Por F.J. Sayas
Las antaño Jornadas Zaragoza–Pau de

Matemática Aplicada y Estad́ıstica, que se
celebran en la localidad oscense de Jaca
con periodicidad bienal desde finales de los
ochenta, han crecido en los últimos años a un
congreso internacional que reúne a un lar-
go centenar de investigadores de ambos la-
dos de la frontera pirenaica. Su novena edi-
ción, en septiembre de 2005, incluyó diez
conferencias plenarias, setenta y tres comu-
nicaciones orales y veinte pósters sobre dis-
tintos temas de la matemática aplicada y
estocástica. Dos sesiones especiales, sobre
Aero–Termodinámica y Difusión, Convec-
ción y Medios Porosos, aunaron aspectos
teóricos y prácticos de terrenos de fuerte vo-
cación interdisciplinar.

Este volumen, editado por la Universi-
dad de Zaragoza dentro de la serie de mo-
nograf́ıas del Seminario Matemático, incluye

cincuenta y cuatro art́ıculos referenciados correspondientes tanto a las sesiones
plenarias como a las contribuidas. Como ya es costumbre en las jornadas más
recientes, este tomo de proceedings está cuidadosamente editado, con todos los
art́ıculos escritos en lengua inglesa. Cient́ıficamente, este libro es un buen mues-
trario de los temas de interés de la comunidad aplicada (matemática–estad́ıstica)
en las universidades francesas y españolas con un énfasis en los centros que se
agrupan en el eje de la Comunidad de Trabajo de los Pirineos (Pamplona, Pau,
Toulouse y Zaragoza). En los trabajos incluidos se pueden apreciar las (fuertes)
conexiones presentes y posibles entre la matemática española y francesa, a la
vez que se pueden entrever las divergencias existentes.
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Estimados socios:

Os comento algunas noticias que pueden ser de vuestro interés. Recordad
que podéis consultar esta información desde la página web de S→eMA
(www.sema.org.es).

BOLETÍN DE S
→

eMA EN MATHSCINET

Tras la solicitud por parte de S→eMA, desde fechas recientes los art́ıculos
del Bolet́ın de S→eMA, a partir del número 32, aparecen recogidos en
la bases de datos MATHSCINET (www.ams.org/mathscinet/). Se están
haciendo las gestiones para la incorporación de los números anteriores del
Bolet́ın. Entendemos que esta iniciativa contribuye a una mayor difusión y
reconocimiento de la revista.

ECCOMAS AWARD FOR THE BEST THESIS OF 2006 ON
COMPUTATIONAL METHODS IN APPLIED SCIENCES AND

ENGINEERING

Como sabéis todos los años S→eMA propone un candidato para este premio.
Este año el comité de selección nombrado por S→eMA eligió la tesis doctoral de
Ana Maŕıa Ferreiro Ferreiro, titulada Development of post-process techniques for
hydrodynamic flows, modelling of sediment transport problems and numerical
simulation using finite volume techniques.

Desde S→eMA transmitimos nuestra sincera felicitación a la doctora y a los
directores de la tesis, Manuel Castro Dı́az y Enrique Fernández Nieto. También
felicitamos al resto de los candidatos por el nivel del trabajo realizado.

Más recientemente, el 4 de Mayo de 2007, se ha reunido el Comité de
Evaluación del premio ECCOMAS para decidir las dos tesis premiadas entre
las 19 candidatas: Finalmente, los ganadores son:

Dr. Per Heintz (Chalmers University of Technology, Goteborg,
Sweden) por la tesis Finite Element Procedures for the Numerical
simulation of Crack Propagation and Bilateral Contact,

Dr. Santiago Badia (Universitat Politècnica de Catalunya,
Barcelona, Spain) por la tesis Stabilized pressure segregation methods
and their application to fluid-structure interaction problems,
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a los que felicitamos desde S→eMA, junto a sus directores. Todos los candidatos
propuestos por las sociedades recibirán un diploma acreditativo.

ELECCIONES S
→

eMA

Como todos los años se ha publicado la convocatoria de elecciones para cubrir
CUATRO puestos vacantes en el Comité Ejecutivo de S→eMA. El plazo para
presentar candidaturas termina el próximo 4 de septiembre de 2007. La elección
se realizará, como es habitual, en la Asamblea Ordinaria que tendrá lugar
durante la celebración del próximo CEDYA en Sevilla. Recibiréis información
detallada por e-mail y a través de la web de S→eMA.

Un cordial saludo,
Carlos Castro.



ANUNCIOS

Tipo de evento: Congreso
Nombre: Nonconvex Programming: Local and Global

Approaches. Theory, Algorithms and Appli-
cations

Lugar: National Institute for Applied Sciences, Rouen,
France

Fecha: del 17 al 21 de diciembre de 2007
E-mail: lethi@univ-metz.fr (Prof. LE THI Hoai An),

pham@insa-rouen.fr (Prof. PHAM DINH Tao)

WWW: http://ncp07.insa-rouen.fr

Tipo de evento: Congreso
Nombre: XX Congreso de Ecuaciones Diferenciales

y Aplicaciones (CEDYA) / X Congreso de
Matemática Aplicada (CMA)

Lugar: Sevilla
Fecha: del 24 al 28 de septiembre de 2007
WWW: www.congreso.us.es/cedya2007

Tipo de evento: Congreso
Nombre: The 2ND International Conference on Vir-

tual Learning
Lugar: University OVIDIUS Constanta, Constanta, ROMA-

NIA
Fecha: del 26 al 28 de octubre de 2007
E-mail: vlada@fmi.unibuc.ro (Dr. M. Vlada);

galbeanu@gmail.com

WWW: www.icvl.eu/2007
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Tipo de evento: Workshop
Nombre: Optimal Transport (Long Program)
Lugar: UCLA, Los Angeles, California
Fecha: del 10 de marzo al 13 de junio de 2008
Organiza: Andrea Bertozzi (University of California, Los An-

geles (UCLA), Mathematics), Yann Brenier (Uni-
versité de Nice Sophia Antipolis), Wilfrid Gangbo
(Georgia Institute of Technology), Peter Markowich
(Universität Wien, Institute of Mathematics) y Jean-
Michel Morel (École Normale Supérieure de Cachan,
CMLA)

E-mail: ot2008@ipam.ucla.edu

WWW: www.ipam.ucla.edu/programs/ot2008

Tipo de evento: Workshop
Nombre: Nonlinear PDEs of mixed type arising in

mechanics and geometry
Lugar: American Institute of Mathematics, Palo Alto,

California
Fecha: del 17 al 21 de marzo de 2008
Organiza: Gui-Qiang Chen, Tai-Ping Liu, Richard Schoen y

Marshall Slemrod
E-mail: workshops@aimath.org

WWW: http://aimath.org/ARCC/workshops/

pdesofmixedtype.html

Tipo de evento: Workshop
Nombre: IMA Workshop: Network Dynamics and Cell

Physiology
Lugar: University of Minnesota, Minneapolis, Minnesota
Fecha: 17 y 18 de abril de 2008
Organiza: Bela Novak (Budapest University of Technology

and Economics), John Tyson (Virginia Polytechnic
Institute & State University)

E-mail: visit@ima.umn.edu

WWW: www.ima.umn.edu/2007-2008/T4.17-18.08
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Tipo de evento: Workshop
Nombre: IMA Workshop: Design Principles in Biolo-

gical Systems
Lugar: University of Minnesota, Minneapolis, Minnesota
Fecha: del 21 al 25 de abril de 2008
E-mail: visit@ima.umn.edu

WWW: www.ima.umn.edu/2007-2008/W4.21-25.08

Tipo de evento: Congreso
Nombre: 5-th European Congress of Mathematics
Lugar: Amsterdam
Fecha: del 14 al 18 de julio de 2008
Organiza: Stichting 5ECM (bajo auspicios de la EMS)
WWW: www.5ecm.nl





RELACIÓN ALFABÉTICA DE NUEVOS SOCIOS

Arrarás Ventura, Andrés
Prof. Ayudante de Universidad. Ĺıneas de investigación: Análisis numérico de
EDP’s parabólicas; dinámica no lineal de flujos en medios porosos. – Univ.
Pública de Navarra – Dpto. de Ingenieŕıa Matemática e Informática –
Campus de Arrosad́ıa, s/n. 31006 Pamplona.
Tlf.: 948168049. Fax: 948169521.
e-mail: andres.arraras@unavarra.es.

Camacho Vázquez, Gema
Estudiante (Becario). Ĺıneas de investigación: Análisis teórico y numérico de
ecuaciones en derivadas parciales – Univ. de Sevilla – Fac. de Matemáticas
– Dpto. de Ecuaciones Diferenciales y Análisis Numérico – Tarfia, s/n. 41012
Sevilla.
Tlf.: 954556807. Fax: 954552898.
e-mail: gemacv@us.es.

Fernández Romero, Ascensión

e-mail: sensi f@hotmail.com.

Ferreiro Ferreiro, Ana Maŕıa
Prof. Asociado. Ĺıneas de investigación: Sistemas hiperbólicos, volúmenes
finitos, alto orden, transporte de sedimentos. – Univ. de La Coruña – E.
U. de Arquitectura Técnica – Dpto. de Matemáticas – Campus de Zapateira,
s/n. 15071 La Coruña.
Tlf.: 981167000 Ext. 2740. Fax: 981167160.
e-mail: aferreiro@udc.es.

Gaspar Lorenz, Francisco José
Prof. Titular de Universidad. Ĺıneas de investigación: Métodos multimalla,
diferencias finitas, poroelasticidad – Univ. de Zaragoza – Centro
Politécnico Superior – Dpto. de Matemática Aplicada – C/ Maŕıa de Luna, 3
50018 Zaragoza.
Tlf.: 976762010. Fax: 976761886.
e-mail: fjgaspar@unizar.es.

Giménez Manglano, Isabel
Prof. Titular de Escuela Universitaria. Ĺıneas de investigación: Álgebra lineal
numérica – Univ. Politécnica de Valencia – Escuela de Informática
Aplicada – Dpto. de Matemática Aplicada – Camino de Vera, s/n. 46021
Valencia.
Tlf.: 963877007 Ext. 76671. Fax:

e-mail: igimenez@imm.upv.es.
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Liz Marzán, Eduardo
Prof. Titular de Universidad. Ĺıneas de investigación: Ecuaciones diferenciales
funcionales, ecuaciones en diferencias, sistemas dinámicos. – Univ. de Vigo
– E.T.S.I. de Telecomunicación – Dpto. de Matemática Aplicada II – Campus
de Lagoas–Marcosende 36310 Vigo (Pontevedra).
Tlf.: 986812127. Fax: 986812116.
e-mail: eliz@dma.uvigo.es.

Pasadas Fernández, Miguel
Prof. Titular de Universidad. Ĺıneas de investigación: Aproximación de curvas
y superficies – Univ. de Granada – E.T.S.I. de Caminos, Canales y Puertos
– Dpto. de Matemática Aplicada – Campus de Fuentenueva, s/n. 18071
Granada.
Tlf.: 958343130. Fax: 958249513.
e-mail: mpasadas@ugr.es.

Portero Egea, Laura
Prof. Ayudante de Universidad. Ĺıneas de investigación: Análisis numérico de
EDP’s parabólicas; dinámica no lineal de flujos en medios porosos. – Univ.
Pública de Navarra – Dpto. de Ingenieŕıa Matemática e Informática –
Campus de Arrosad́ıa, s/n. 31006 Pamplona.
Tlf.: 948168052. Fax: 948169521.
e-mail: laura.portero@unavarra.es.

Selgas Buznego, Virginia
Prof. Ayudante de Universidad. Ĺıneas de investigación: Análisis numérico
de ecuaciones en derivadas parciales. – Univ. de La Coruña – Fac. de
Informática – Dpto. de Matemáticas – Campus de Elviña, s/n. 15071 La
Coruña.
Tlf.: 981167000 Ext. 1390. Fax: 981167160.
e-mail: vselgas@udc.es.

Suárez Grau, Francisco Javier
Estudiante. Ĺıneas de investigación: Análisis teórico y numérico de ecuaciones
en derivadas parciales. – Univ. de Sevilla – Fac. de Matemáticas – Dpto.
de Ecuaciones Diferenciales y Análisis Numérico – Tarfia, s/n. 41012 Sevilla.
Tlf.: 954557981. Fax: 954552898.
e-mail: fjsgrau@us.es.

Suárez Taboada, Maŕıa
Estudiante. Ĺıneas de investigación: Finanzas cuantitativas. – Univ. de La
Coruña – Fac. de Informática – Dpto. de Matemáticas – Campus de Elviña,
s/n. 15071 La Coruña.
Tlf.: 981167000 Ext. 1301. Fax: 981167160.
e-mail: mariasuarez@udc.es.
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Taboada Vázquez, Raquel
Profesor Colaborador. Ĺıneas de investigación: Modelización de aguas someras,
análisis asintótico. – Univ. de La Coruña – E.T.S.I. de Ingenieros
de Caminos, Canales y Puertos – Dpto. de Métodos Matemáticos y de
Representación – Campus de Elviña, s/n. 15071 La Coruña.
Tlf.: 981167000 Ext. 1418. Fax: 981167170.
e-mail: raqueltv@udc.es.





RELACIÓN DE NUEVOS SOCIOS INSTITUCIONALES

Univ. de Málaga

Departamento de Análisis Matemático

Facultad de Ciencias. Campus de Teatinos, s/n. 29071 Málaga. Tlf.: 952131894.
Fax: 952131894.
e-mail: girela@uma.es.
http://webdeptos.uma.es/anamat/
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DIRECCIONES ÚTILES

Direcciones útiles

Consejo Ejecutivo de S~eMA

Presidente:
Carlos Vázquez Cendón. (carlosv@udc.es).
Dpto. de Matemáticas. Facultad de Informática. Univ. de A Coruña. Campus de
Elviña, s/n. 15071 A Coruña. Tel: 981 16 7000-1335.

Vicepresidente:
Mikel Lezaun Iturralde. (mpleitm@lg.ehu.es).
Dpto. de Matemática Aplicada, Estad́ıstica e I.O. Facultad de Ciencias. Univ. del Páıs
Vasco. Apartado 644. 48080 Bilbao (Vizcaya). Tel: 944 647700.

Secretario:
Carlos Castro Barbero. (ccastro@caminos.upm.es).
Dpto. de Matemática e Informática. E.T.S.I. Caminos, Canales y Puertos.
Univ. Politécnica de Madrid. Av. Aranguren s/n. 28040 Madrid. Tel: 91 336 6664.

Vocales:
Rafael Bru Garćıa. (rbru@mat.upv.es)
Dpto. de Matemática Aplicada. E.T.S.I. Agrónomos. Univ. Politécnica de Valencia.
Camı́ de Vera, s/n. 46022 Valencia. Tel: 963 879 669.

José Antonio Carrillo de la Plata. (carrillo@mat.uab.es)
Dpto. de Matemáticas. Univ. Autónoma de Barcelona. Edifici C. 08193 Bellaterra
(Barcelona). Tel: 935 812 413.

Rosa Maŕıa Donat Beneito. (Rosa.M.Donat@uv.es) Dpto. de Matemática
Aplicada. Fac. de Matemàtiques. Univ. de Valencia. Dr. Moliner, 50. 46100 Burjassot
(Valencia) Tel: 963 544 727.

Inmaculada Higueras Sanz. (higueras@unavarra.es).
Dpto de Matemática e Informática Univ. Pública de Navarra. Campus de Arrosad́ıa,
s/n. Tel: 948 169 526. 31006 Pamplona.

Carlos Parés Madroñal. (carlos_pares@uma.es).
Dpto. de Análisis Matemático. Fac. de Ciencias. Univ. de Málaga. Campus de Teatinos,
s/n. 29080 Málaga. Tel: 952 132 017.

Pablo Pedregal Tercero. (Pablo.Pedregal@uclm.es).
Dpto. de Matemáticas. E.T.S.I. Industriales. Univ. de Castilla-La Mancha. Avda. de
Camilo José Cela, s/n. 13071 Ciudad Real. Tel: 926 295 436

Enrique Zuazua Iriondo. (enrique.zuazua@uam.es).
Dpto. de Matemáticas. Fac. de Ciencias. Univ. Aut. de Madrid. Cantoblanco, Ctra. de
Colmenar, km. 14. 28049 Madrid. Tel: 914 974 368.

Tesorero:
Íñigo Arregui Álvarez. (arregui@udc.es).
Dpto. de Matemáticas. Fac. de Informática. Univ. de A Coruña. Campus de Elviña,
s/n. 15071 A Coruña. Tel: 981 16 7000-1327.
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Comité Cient́ıfico del Bolet́ın de S~eMA

Enrique Fernández Cara. (cara@us.es).
Dpto. de Ecuaciones Diferenciales y An. Numérico. Fac. de Matemáticas. Univ. de
Sevilla. Tarfia, s/n. 41012 Sevilla. Tel: 954 557 992.

Alfredo Bermúdez de Castro. (mabermud@usc.es).
Dpto. de Matemática Aplicada. Fac. de Matemáticas. Univ. de Santiago de
Compostela. Campus Univ.. 15706 Santiago (A Coruña) Tel: 981 563 100.

Eduardo Casas Renteŕıa. (eduardo.casas@unican.es).
Dpto. de Matemática Aplicada y C.C.. E.T.S.I. Ind. y Telec. Univ. de Cantabria.
Avda. de Los Castros s/n. 39005 Santander. Tel: 942 201 427.

José Luis Cruz Soto. (jlcruz@uco.es).
Dpto. de Informática y An.Ñumérico. Univ. de Córdoba. Campus de Rabanales.
Edificio C-2. 14071 Córdoba. Tel: 957 218 629.

José Manuel Mazón Ruiz. (Jose.M.Mazon@uv.es).
Dpto. de Análisis Matemático. Fac. de Matemáticas. Univ. de Valencia. Dr. Moliner,
50. 46100 Burjassot (Valencia) Tel: 963 664 721.

Ireneo Peral Alonso. (ireneo.peral@uam.es).
Dpto. de Matemáticas, C-XV. Fac. de Ciencias. Univ. Aut. de Madrid. Cantoblanco,
Ctra. de Colmenar, km. 14. 28049 Madrid. Tel: 913 974 204.

Pablo Pedregal Tercero. (Pablo.Pedregal@uclm.es).
Dpto. de Matemáticas. E.T.S.I. Industriales. Univ. de Castilla-La Mancha. Avda.
Camilo José Cela s/n. 13071 Ciudad Real. Tel: 926 295 436 .

Juan Luis Vázquez Suárez. (juanluis.vazquez@uam.es).
Dpto. de Matemáticas, C-XV. Fac. de Ciencias. Univ. Aut. de Madrid. Cantoblanco,
Crta. de Colmenar, km. 14. 28049 Madrid. Tel: 913 974 935.

Luis Vega González. (mtpvegol@lg.ehu.es).
Dpto. de Matemáticas. Fac. de Ciencias. Univ. del Páıs Vasco. Aptdo. 644. 48080
Bilbao (Vizcaya). Tel: 944 647 700.

Enrique Zuazua Iriondo. (enrique.zuazua@uam.es).
Dpto. de Matemáticas. Fac. de Ciencias. Univ. Aut. de Madrid. Cantoblanco, Ctra.
de Colmenar, km. 14. 28049 Madrid. Tel: 913 974 368.
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Grupo Editor del Bolet́ın de S~eMA

Pablo Pedregal Tercero. (Pablo.Pedregal@uclm.es).
Dpto. de Matemáticas. E.T.S.I. Industriales. Univ. de Castilla-La Mancha. Avda.
Camilo José Cela, s/n. 13071 Ciudad Real. Tel: 926 295 300 ext. 3809

Enrique Fernández Cara. (cara@us.es).
Dpto. de Ecuaciones Diferenciales y An. Numérico. Fac. de Matemáticas. Univ. de
Sevilla. Tarfia, s/n. 41012 Sevilla. Tel: 954 557 992.

Ernesto Aranda Ortega. (Ernesto.Aranda@uclm.es).
Dpto. de Matemáticas. E.T.S.I. Industriales. Univ. de Castilla-La Mancha. Avda.
Camilo José Cela, s/n. 13071 Ciudad Real. Tel: 926 295 300 ext. 3813

José Carlos Bellido Guerrero. (JoseCarlos.Bellido@uclm.es).
Dpto. de Matemáticas. E.T.S.I. Industriales. Univ. de Castilla-La Mancha. Avda.
Camilo José Cela, s/n. 13071 Ciudad Real. Tel: 926 295 300 ext. 3859

Alfonso Bueno Orovio. (Alfonso.Bueno@uclm.es).
Dpto. de Matemáticas. Fac. de Qúımicas. Univ. de Castilla-La Mancha. Avda. Camilo
José Cela, s/n. 13071 Ciudad Real. Tel: 926 295 300

Alberto Donoso Bellón. (Alberto.Donoso@uclm.es).
Dpto. de Matemáticas. E.T.S.I. Industriales. Univ. de Castilla-La Mancha. Avda.
Camilo José Cela, s/n. 13071 Ciudad Real. Tel: 926 295 300 ext. 3859

Responsables de secciones del Bolet́ın de S~eMA

Art́ıculos:

Enrique Fernández Cara. (cara@us.es).
Dpto. de Ecuaciones Diferenciales y An. Numérico. Fac. de Matemáticas. Univ. de
Sevilla. Tarfia, s/n. 41012 Sevilla. Tel: 954 557 992.

Matemáticas e Industria:

Mikel Lezaun Iturralde. (mepleitm@lg.ehu.es).
Dpto. de Matemática Aplicada, Estad́ıstica e I. O. Fac. de Ciencias. Univ. del Páıs
Vasco. Aptdo. 644. 48080 Bilbao (Vizcaya). Tel: 944 647 700.

Educación Matemática:
Roberto Rodŕıguez del Rı́o. (rr_delrio@mat.ucm.es).
Dpto. de Matemática Aplicada. Fac. de Qúımicas. Univ. Compl. de Madrid. Ciudad
Universitaria. 28040 Madrid. Tel: 913 944 102.

Resúmenes de libros:
Fco. Javier Sayas González. (jsayas@posta.unizar.es).
Dpto. de Matemática Aplicada. Centro Politécnico Superior . Universidad de Zaragoza.
C/Maŕıa de Luna, 3. 50015 Zaragoza. Tel: 976 762 148.

Noticias de S~eMA:

Carlos Castro Barbero. (ccastro@caminos.upm.es).
Dpto. de Matemática e Informática. E.T.S.I. Caminos, Canales y Puertos. Univ.
Politécnica de Madrid. Av. Aranguren s/n. 28040 Madrid. Tel: 91 336 6664.
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Anuncios:

Óscar López Pouso. (oscarlp@usc.es).
Dpto. de Matemática Aplicada. Fac. de Matemáticas. Univ. de Santiago de
Compostela. Campus sur, s/n. 15782 Santiago de Compostela Tel:
981 563 100, ext. 13228.

Responsables de otras secciones de S~eMA

Gestión de Socios:

Íñigo Arregui Álvarez. (arregui@udc.es).
Dpto. de Matemáticas. Fac. de Informática. Univ. de A Coruña. Campus de Elviña,
s/n. 15071 A Coruña. Tel: 981 16 7000-1327.

Página web: www.sema.org.es/:

Carlos Castro Barbero. (ccastro@caminos.upm.es).
Dpto. de Matemática e Informática. E.T.S.I. Caminos, Canales y Puertos. Univ.
Politécnica de Madrid. Av. Aranguren s/n. 28040 Madrid. Tel: 91 336 6664.



INFORMACIÓN PARA LOS AUTORES

1. Los art́ıculos publicados en este Bolet́ın podrán ser escritos en español o
inglés y deberán ser enviados por correo certificado a

Prof. E. FERNÁNDEZ CARA

Presidente del Comité Cient́ıfico, Bolet́ın S~eMA

Dpto. E.D.A.N., Facultad de Matemáticas

Aptdo. 1160, 41080 SEVILLA

También podrán ser enviados por correo electrónico a la dirección

boletin.sema@uclm.es

En ambos casos, el/los autor/es deberán enviar por correo certificado
una carta a la dirección precedente mencionando expĺıcitamente que el
art́ıculo es sometido a publicación e indicando el nombre y dirección del
autor corresponsal. En esta carta, podrán sugerirse nombres de miembros
del Comité Cient́ıfico que, a juicio de los autores, sean especialmente
adecuados para juzgar el trabajo.

La decisión final sobre aceptación del trabajo será precedida de un
procedimiento de revisión anónima.

2. Las contribuciones serán preferiblemente de una longitud inferior a 24
páginas y se deberán ajustar al formato indicado en los ficheros a tal efecto
disponibles en la página web de la Sociedad (http://www.sema.org.es/).

3. El contenido de los art́ıculos publicados corresponderá a un área de trabajo
preferiblemente conectada a los objetivos propios de la Matemática
Aplicada. En los trabajos podrá incluirse información sobre resultados
conocidos y/o previamente publicados. Se anima especialmente a los
autores a presentar sus propios resultados (y en su caso los de otros
investigadores) con estilo y objetivos divulgativos.
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Ficha de Inscripción Individual

Sociedad Española de Matemática Aplicada S~eMA

Remitir a: SEMA, Despacho 520, Facultad de Matemáticas,
Universidad Complutense. 28040 Madrid.

Fax: 913 944 607. CIF: G-80581911

Datos Personales

Apellidos: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Nombre: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Domicilio: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C.P.: . . . . . . . . . . . . Población: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Teléfono: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DNI/CIF: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fecha de inscripción: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Datos Profesionales

Departamento: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Facultad o Escuela: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Universidad o Institución: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Domicilio: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C.P.: . . . . . . . . . . . . Población: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Teléfono: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Fax: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Correo electrónico: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Página web: http:// . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Categoŕıa Profesional: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ĺıneas de Investigación: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dirección para la correspondencia: � Profesional � Personal

Cuota anual para el año 2005

� Socio ordinario: 30 EUR. � Socio de reciprocidad con la RSME: 12 EUR.
� Socio estudiante: 15 EUR. � Socio extranjero: 25 EUR.



Datos bancarios

. . . de . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . de 200. .

Muy Sres. Mı́os:
Ruego a Uds. que los recibos que emitan a mi cargo en concepto de cuotas

de inscripción y posteriores cuotas anuales de S~eMA (Sociedad Española de
Matemática Aplicada) sean pasados al cobro en la cuenta cuyos datos figuran
a continuación

Entidad Oficina D.C. Número de cuenta

(4 d́ıgitos) (4 d́ıgitos) (2 d́ıgitos) (10 d́ıgitos)

Entidad bancaria: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Domicilio: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C.P.: . . . . . . . . . . . . Población: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Con esta fecha, doy instrucciones a dicha entidad bancaria para que obren
en consecuencia.

Atentamente,

Fdo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Para remitir a la entidad bancaria

. . . de . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . de 200. .

Muy Sres. Mı́os:
Ruego a Uds. que los recibos que emitan a mi cargo en concepto

de cuotas de inscripción y posteriores cuotas anuales de S~eMA (Sociedad
Española de Matemática Aplicada) sean cargados a mi cuenta corriente/libreta
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . en esa Agencia Urbana y transferidas a

SEMA: 0128 - 0380 - 03 - 0100034244
Bankinter
C/ Hernán Cortés, 63
39003 Santander

Atentamente,

Fdo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Ficha de Inscripción Institucional

Sociedad Española de Matemática Aplicada S~eMA

Remitir a: SEMA, Despacho 520, Facultad de Matemáticas,
Universidad Complutense. 28040 Madrid.

Fax: 913 944 607. CIF: G-80581911

Datos de la Institución

Departamento: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Facultad o Escuela: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Universidad o Institución: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Domicilio: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C.P.: . . . . . . . . . . . . Población: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Teléfono: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DNI/CIF: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Correo electrónico: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Página web: http:// . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fecha de inscripción: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Forma de pago

La cuota anual para el año 2005 como Socio Institucional es de 150 EUR.
El pago se realiza mediante transferencia bancaria a

SEMA: 0128 - 0380 - 03 - 0100034244
Bankinter
C/ Hernán Cortés, 63
39003 Santander


